
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2006 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Îòáîðî÷íûé òóð. 9 êëàññ.

1. Íà äîñêå íàïèñàíî 101 íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþ-
áûõ 51 èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà
íàáîðà âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, òî ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë � ñòåïåíü íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà. (Ì. Àíòèïîâ)

2. Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Âíóòðè òðåóãîëü-
íèêà ABC ðàñïîëîæåíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí AB è BC â òî÷êàõ X è Y
ñîîòâåòñòâåííî è ïåðåñåêàþùàÿ îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AIC â òî÷-
êå Z. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AXZ è CY Z êàñàþòñÿ
äðóã äðóãà. (Ñ. Áåðëîâ)

3. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí 2005x2+2006x+2007. Äâîå õîäÿò ïî î÷åðåäè. Ñâîèì
õîäîì èãðîê ìîæåò âû÷åñòü èç ìíîãî÷ëåíà x2, x èëè 1. Ïðîèãðûâàåò èãðîê, ïîñëå
õîäà êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî÷ëåí ñ öåëî÷èñëåííûì êîðíåì. Êòî âûèãðûâàåò ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå: íà÷èíàþùèé èëè åãî ñîïåðíèê? (Ä. Êàðïîâ)

4. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå n3 − 5n+ 10 = 2k.
(È. Àíäðååâà, Í. Êóøïåëü, Ô. Áàõàðåâ, Ô. Ïåòðîâ)

5. Ïóñòü BL � áèññåêòðèñà îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, H � åãî îðòî-
öåíòð, òî÷êà K ñèììåòðè÷íà òî÷êå L îòíîñèòåëüíî öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî BK > HL. (À. Ïàñòîð)

6. Â ãðàôå n > 300 âåðøèí. Â ëþáîì ìíîæåñòâå A, ñîäåðæàùåì íå ìåíåå òðåõ
âåðøèí ýòîãî ãðàôà, ìîæíî óêàçàòü òðè âåðøèíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñìåæíà íå
áîëåå ÷åì ñ 200 âåðøèíàìè èç A. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð ìîæåò áûòü
â ýòîì ãðàôå? (Ä. Êàðïîâ)

7. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà êâàäðàòîâ êîòîðûõ ðàâ-
íà 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

n∑
i=1

aiai+1

2− (ai − ai+1)2
≤ 1

2

(íóìåðàöèÿ ïåðåìåííûõ öèêëè÷åñêàÿ, ò. å. an+1 = a1). (Ñ. Áåðëîâ)
8. Íå÷åòíîå ÷èñëî n ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ òðåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Äî-

êàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ a è b ÷èñëî an − bn èìååò ïðîñòîé
äåëèòåëü, áîëüøèé n. (÷àñòíûé ñëó÷àé ðåçóëüòàòà Áèðõîôà)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2006 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Îòáîðî÷íûé òóð. 10 êëàññ.

1. Äàíî 101 íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ 51 èç ýòèõ
÷èñåë äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà âçàèìíî ïðî-
ñòû â ñîâîêóïíîñòè, òî èõ ïðîèçâåäåíèå � êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

(Ì. Àíòèïîâ)
2. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. ×åðåç âåðøèíó

B ïðîâåëè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå I, êîòîðàÿ ïåðåñåêëà ñòîðîíû AB è BC,
à ñòîðîíó AC ïåðåñåêëà â äâóõ òî÷êàõ: F è L (F ëåæèò ìåæäó A è L). Äîêàæèòå,
÷òî ïðîåêöèè òî÷êè I íà AC, BC è BL ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. (Ô. Áàõàðåâ)

3. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y, z, α, β è γ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì α+β+γ =
π è

x2 + y2 + z2 = 2(xy cos γ + yz cosα + zx cos β) .

Äîêàæèòå, ÷òî èç îòðåçêîâ ñ äëèíàìè x, y è z ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè
α, β è γ. (À. Õðàáðîâ)

4. Â ãîñóäàðñòâå 100 ãîðîäîâ. Òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ
àâèàðåéñàìè òàê, ÷òîáû îò ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî äîëåòåòü äî ëþáîãî äðóãîãî
è ÷òîáû äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ ãîðîäîâ A, B, C, D, äëÿ êîòîðûõ åñòü ðåéñû AB, BC,
CD, áûë è ðåéñ AD. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü?

(Ñ. Áåðëîâ, Ñ. Èâàíîâ)
5. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c è d óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a2 + b2 + c2 + d2 = 1.

Äîêàæèòå, ÷òî a+ b+ c+ d+ 1
abcd
≥ 18. (À. Õðàáðîâ)

6. Äâà þíîøè â áóôåòå óãîùàþò äåâóøêó êîíôåòàìè. Çà îäèí õîä þíîøà ïî-
êóïàåò ó áóôåò÷èöû 1 èëè 2 êîíôåòû è îòäàåò èõ äåâóøêå. Õîäÿò ïî î÷åðåäè. Èç-
íà÷àëüíî ó ìîëîäûõ ëþäåé ïî 550 ðóáëåé, à ó áóôåò÷èöû 1000 êîíôåò. Êàæäàÿ
êîíôåòà ñòîèò ðóáëü. Èãðîê, êîòîðûé íå ìîæåò â ñâîé õîä óãîñòèòü äåâóøêó, ïðî-
èãðûâàåò. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? (Ê. Êîõàñü)

7. Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êèX è Y òàê, ÷òî îòðå-
çîê XY ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð I âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Áèññåêòðèñû óãëîâ AXY
è XY C ïåðåñåêàþòñÿ íà ñòîðîíå AC. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC òóïîóãîëü-
íûé. (Ô. Áàõàðåâ)

8. Ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà a1, a2, . . . , an è ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà b1, b2, . . . ,
bn ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0, 1). Íà äîñêó âûïèñàíû äðîáíûå ÷àñòè âñåõ ïîïàðíûõ
ñóìì {ai + bj} ïðè 1 ≤ i, j,≤ n. Îêàçàëîñü, ÷òî íà äîñêå íàïèñàíî íå áîëåå 2n − 2
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ íà äîñêå êàê ìèíèìóì
äâàæäû. (À. Õðàáðîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
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Îòáîðî÷íûé òóð. 11 êëàññ.

1. Íàçîâåì òðîéêó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë õîðîøåé, åñëè äâà ìåíüøèõ ÷èñëà ýòîé
òðîéêè îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1 (íàïðèìåð, (1,

√
3, 4) � õîðîøàÿ òðîéêà, à

(1,3,4) � íåò). Â íåêîòîðîì òåòðàýäðå äëèíû ðåáåð ëþáîé ãðàíè îáðàçóþò õîðîøóþ
òðîéêó. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóñóììû äëèí ñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáåð òàêæå îáðàçóþò
õîðîøóþ òðîéêó. (Ì. Ãðîìîâ)

2. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå n3 − 5n+ 10 = 2k.
(È. Àíäðååâà, Í. Êóøïåëü, Ô. Áàõàðåâ, Ô. Ïåòðîâ)

3. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I âïèñàíà â òðåóãîëüíèê ABC è êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí
BC, AC, AB â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Íà îòðåçêå BC1 íàøëàñü òî÷êà K
òàêàÿ, ÷òî IK = IC. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà KC ëåæèò íà A1C1. (Ô. Áàõàðåâ)

4. Â ãîñóäàðñòâå 100 ãîðîäîâ. Òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ
äâóñòîðîííèìè àâèàðåéñàìè òàê, ÷òîáû îò ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî äîëåòåòü äî
ëþáîãî äðóãîãî è ÷òîáû äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ ãîðîäîâ A, B, C, D, äëÿ êîòîðûõ åñòü
ðåéñû A�B, B�C, C�D, áûë è ðåéñ A�D. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü?

(Ñ. Èâàíîâ, Ô. Ïåòðîâ)
5. 2n + 1 ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâà ðàçáèòû íà äâå êàòåãîðèè ��êðàñíûå� è �ñèíèå�,

ïðè÷åì åñòü è òå, è äðóãèå. Ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ
êðàñíîãî è ñèíåãî, íàçîâåì áåëûì (îíî ìîæåò ïðèíàäëåæàòü, à ìîæåò è íå ïðèíàä-
ëåæàòü èñõîäíîìó íàáîðó ìíîæåñòâ). Äîêàæèòå, ÷òî áåëûõ ìíîæåñòâ íå ìåíåå 2n.

(Ä. ôîí äåð Ôëààñ, Ì. Àëåêñååâ)
6. Äàí âûïóêëûé n-óãîëüíèê F . Íàçîâåì îêðóæíîñòü ïîëóâïèñàííîé â F , åñëè

îíà ïîëíîñòüþ ëåæèò â ìíîãîóãîëüíèêå F è êàñàåòñÿ òðåõ åãî ñòîðîí. Èçâåñòíî, ÷òî
íèêàêèå ÷åòûðå ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ñòîðîíû F , íå êàñàþòñÿ îäíîé îêðóæíîñòè.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ðîâíî n− 2. (ôîëüêëîð)

7. Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(k), k = 1, 2, . . . , n íå óáûâàåò è ïðèíèìàåò
öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà [1, n]. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:

n∑

k=1

f(f(k)) ≤
n∑

k=1

f(k) +
n2

4
.

(Ô. Íàçàðîâ)
8. Äàíû ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà p, q è íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , ap; b1,

b2, . . . , bq. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììû ai + bj äàþò âñå âîçìîæíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè
íà pq. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà ai äàþò âñå âîçìîæíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p.

(Ñ. Èâàíîâ)


