
САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКАЯ
ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 2023 года ПО МАТЕМАТИКЕ

I тур. 6 класс.

1. Богатырь И.Муромец рубится с З. Горынычем, у которого 444 го-
ловы. Одним взмахом меча он может отсечь змею одну голову или сразу
10 голов (конечно, если их было не меньше 10). Однако, если после отсе-
чения осталось чётное число голов, то число голов сразу же удваивает-
ся. Приведите пример, как может действовать богатырь, чтобы отрубить
З. Горынычу все его головы.

2. В ряд стоят 12 рыцарей и 12 лжецов (рыцари всегда говорят
правду, а лжецы всегда лгут). Каждый произнёс либо фразу «Слева
от меня чётное число человек», либо фразу «Слева от меня нечётное
число человек». Могло ли оказаться, что всего было произнесено 17 фраз
одного типа и 7 другого? Не забудьте обосновать свой ответ.

3. Костя задумал натуральное число x и обнаружил, что некоторое
четырехзначное число при делении на x дает остаток 24, а при делении
на x2 дает остаток 142. Найдите все возможные значения, которые может
принимать x. Не забудьте обосновать свой ответ.

4. Клетки горизонтальной полоски 1× 100 пронумерованы слева на-
право числами от 1 до 100. В клетках с 1-й по 10-ю живет по одному
кузнечику. Энтомолог Вася и кузнечики играют в игру: сначала ходит
Вася, потом кузнечики, затем снова Вася, и т. д. За один ход Вася может
перенести одного из кузнечиков вправо не дальше чем на 6 клеток. На
своем ходу все кузнечики, находящиеся не в своем доме, перепрыгивают
в соседнюю слева клетку. Докажите, что Вася не сможет собрать кузне-
чиков (в каком-то порядке) в клетках 50, 51, . . . , 59. В процессе игры
разрешается нескольким кузнечикам находиться в одной клетке.



САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКАЯ
ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 2023 года ПО МАТЕМАТИКЕ

I тур. 7 класс.

1. Богатырь И.Муромец рубится с З. Горынычем, у которого 444 го-
ловы. Одним взмахом меча он может отсечь змею одну голову или сразу
10 голов (конечно, если их было не меньше 10). Однако, если после отсе-
чения осталось чётное число голов, то число голов сразу же удваивается.
Сможет ли богатырь отрубить З. Горынычу все его головы? Не забудьте
обосновать свой ответ.

2. Каждый из 25 детей держит в руках табличку с ненулевым числом
(возможно, отрицательным), все эти числа разные. Дети построились
в ряд по убыванию чисел (первое — самое большое), и Петя оказался
десятым по счету. Затем дети построились по убыванию чисел, обрат-
ных к исходным (напомним, что обратным к числу a называется число
1/a), и Петя оказался шестнадцатым. Наконец, дети построились по
убыванию квадратов исходных чисел (все квадраты оказались разны-
ми). Каким по счету может оказаться Петя? Приведите все варианты
и объясните, почему других нет.

3. Натуральное число N имеет больше 400 натуральных делителей
(включая 1 и N). Все эти делители записали на доске. Саша стёр сто
наибольших и сто наименьших из них. Среди оставшихся делителей ока-
залось поровну четных и нечетных. Докажите, что если бы вместо этого
он стёр двести наибольших и двести наименьших делителей, среди остав-
шихся тоже оказалось бы поровну четных и нечетных.

4. В некоторых клетках доски 9×9 проведены диагонали (возможно,
в некоторых клетках проведены сразу обе диагонали). Оказалось, что
никакие четыре проведённые диагонали не имеют общего конца. Какое
наибольшее число диагоналей может быть проведено?



САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКАЯ
ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 2023 года ПО МАТЕМАТИКЕ

I тур. 8 класс.

1. На столе стоят 10 гирь разного веса. Известно, что сумма весов
пяти самых лёгких гирь равна половине суммы весов остальных. Дока-
жите, что сумма весов шести самых лёгких гирь меньше суммы весов
остальных.

2. Каждый из 25 детей держит в руках табличку с ненулевым числом
(возможно, отрицательным), все эти числа разные. Дети построились
в ряд по убыванию чисел (первое — самое большое), и Петя оказался
десятым по счету. Затем дети построились по убыванию чисел, обрат-
ных к исходным (напомним, что обратным к числу a называется число
1/a), и Петя оказался шестнадцатым. Наконец, дети построились по
убыванию квадратов исходных чисел (все квадраты оказались разны-
ми). Каким по счету может оказаться Петя? Приведите все варианты
и объясните, почему других нет.

3. Внутри угла ABC отмечена точка D. Известно, что AB = 2,
CD = 3, BC = 4, ∠ABC = ∠BCD = 60◦. Точка E — середина отрезка
BD. Найдите AE.

4. В некоторых клетках доски 2023 × 2023 проведены диагонали
(возможно, в некоторых клетках проведены сразу обе диагонали). Ока-
залось, что никакие четыре проведённые диагонали не имеют общего
конца. Какое наибольшее число диагоналей может быть проведено?

5. Натуральное число N имеет больше 1200 натуральных делите-
лей (включая 1 и N). Все эти делители записали на доске. Саша стёр
300 наибольших и 300 наименьших из них. Среди оставшихся делите-
лей оказалось поровну четных и нечетных. Докажите, что среди всех
делителей тоже поровну четных и нечетных.



САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКАЯ
ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 2023 года ПО МАТЕМАТИКЕ

I тур. 9 класс.

1. Разность корней квадратного трёхчлена P равна 4, а разность
корней трёхчлена P+6 равна 8. Чему может быть равна разность корней
квадратного трёхчлена P + 28?

2. Каждый из 97 детей держит в руках табличку с ненулевым (по-
ложительным или отрицательным) числом, все эти числа разные. Дети
построились в ряд по убыванию чисел (первое — самое большое), и Пе-
тя оказался сороковым по счету. Затем дети построились по убыванию
чисел, обратных к исходным (напомним, что обратным к числу a на-
зывается число 1/a), и Петя оказался шестидесятым. Наконец, дети
построились по убыванию квадратов исходных чисел (все квадраты ока-
зались разными). Каким по счету может оказаться Петя? Приведите все
варианты и объясните, почему других нет.

3. Точка K лежит на биссектрисе CL треугольника ABC. На сто-
роне AB выбрана такая точка X, что AC = 3KX = 9AX и KX ‖ AC.
Известно, что AB = 2. Найдите периметр треугольника ABC.

4. Назовём натуральное число n полезным, если у числа n2 найдет-
ся такой делитель d, что число n2 + 101d является точным квадратом.
Сколько полезных чисел содержится среди чисел от 1 до 1 000 000?

5. Серёже на день рождения подарили доску, представляющую собой
квадрат 150×150 клеток, из которого вырезаны два квадрата 6×6: содер-
жащий левую верхнюю угловую клетку и содержащий правую верхнюю
угловую клетку. В каждой клетке этой доски он написал натуральное
число от 1 до 8, в результате каждое число встречается на доске нечёт-
ное число раз. Уголок из трёх клеток назовём удачным, если все три
числа в его клетках равны, или они все различны. Сережа подсчитал ко-
личество удачных уголков на доске. Какое наименьшее количество у него
могло получиться?



САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКАЯ
ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 2023 года ПО МАТЕМАТИКЕ

I тур. 10 класс.

1. Разность корней квадратного трёхчлена P равна 2, а разность
корней трёхчлена P+3 равна 4. Чему может быть равна разность корней
квадратного трёхчлена P + 8?

2. В каждой клетке прямоугольной таблицы стоит 0 или 1. Известно,
что в каждой строке таблицы стоит не меньше 24 единиц, а в каждом
столбце — не меньше 24 нулей. Какое наименьшее количество клеток
может быть в таблице?

3. В лагере отдыхало несколько школьников, один из них — Вася.
У каждого школьника в лагере было ровно 19 друзей. Через несколько
дней Вася и его 19 друзей уехали, в результате чего у всех оставшихся в
лагере стало по 17 друзей. Какое наибольшее число школьников могло
остаться в лагере?

4. Натуральные числа a, b, c таковы, что b2a − 1 делится на ac − 1,
a2c− 1 делится на bc− 1 и c2b− 1 делится на ab− 1. Докажите, что хотя
бы одно из чисел a, b, c — точный квадрат.

5. В выпуклом 100-угольнике M все углы равны. При повороте на
некоторый угол из него получился 100-угольник N . Стороны M покра-
сили в зеленый цвет, а стороны N — в черный. Пересечение многоуголь-
ников M и N оказалось 200-угольником, в котором зеленые и черные
стороны чередуются. Сумма квадратов длин чёрных сторон равна 100.
Чему может быть равна сумма квадратов длин зеленых сторон?



САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКАЯ
ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 2023 года ПО МАТЕМАТИКЕ

I тур. 11 класс.

1. В каждой клетке таблицы m × n стоит крестик или нолик. При
этом в каждой строке стоит не меньше 19 крестиков, а в каждом столб-
це — не меньше 19 ноликов. Докажите, что m+ n ≥ 76.

2. Даны квадратные трехчлены f(x) и g(x) со старшими коэффи-
циентами, равными 1. Наименьшее значение трёхчлена f(x) равно 10,
наименьшее значение g(x) равно 20. А наименьшее значение квадратно-
го трёхчлена f(x)+ g(x) равно 50 и достигается в точке x = x0. Найдите
f(x0) и g(x0).

3. Функции p и q определены на множестве натуральных чисел, не
превосходящих 400, и принимают натуральные значения, не превосходя-
щие 200. Докажите, что уравнение

p(x)− p(y) = q(x)− q(y)

имеет решение в натуральных числах x 6= y.
4. Через вершины A и B равнобедренного треугольника ABC (AB =

BC) проведена окружность, пересекающая отрезки AC и BC в точках
X и Y соответственно. Описанная окружность треугольника CXY пе-
ресекает отрезок BX в точке Z. Оказалось, что AB = 2CZ. Найдите
BZ/ZX.

5. Натуральное число N имеет больше 1000 натуральных делителей
(включая 1 и N). Все эти делители выписаны на доске. Саша стёр 250
наибольших и 250 наименьших из них. Среди оставшихся делителей ока-
залось поровну делящихся на 13 и не делящихся на 13. Докажите, что
среди всех делителей тоже поровну делящихся и не делящихся на 13.


