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Ñïèñîê âîïðîñîâ òåñòîâîãî õàðàêòåðà (îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëèðîâêè). Íà ýòè âî-
ïðîñû íóæíî óìåòü îòâå÷àòü ñ õîäó.

1. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà è ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà, åãî ñâîéñòâà. Ïåðâîå è âòîðîå òîæäåñòâà Ãðèíà. Ïîòåíöèàëû è èõ ïðîñòåéøèå
ñâîéñòâà. Òîæäåñòâî −∆E = δ â D′(Rn) (çàïèñàòü åãî â �ðàçâåðíóòîì� âèäå).

2. Óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïîòåíöèàë Íüþòîíà, åãî ñâîéñòâà. Ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îáëàñòè. Ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëà Íüþòîíà íà áåñêîíå÷íîñòè.

3. Êðàåâûå çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ
çàäà÷è Äèðèõëå. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå. ßäðî Ïóàññîíà. Ïðåäñòàâëåíèå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà. Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà.

4. Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà. ßäðî Ïóàññîíà äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà, åãî ñâîé-
ñòâà. Ôîðìóëà Ïóàññîíà â ïîëóïðîñòðàíñòâå. Íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà Ïóàññîíà âïëîòü
äî ãðàíèöû. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå.

5. Ñâîéñòâî èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî ñôåðû. Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ øàðà. ßäðî Ïóàññîíà
äëÿ øàðà, åãî ñâîéñòâà. Ôîðìóëà Ïóàññîíà â øàðå. Íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà Ïóàññîíà
âïëîòü äî ãðàíèöû. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â
øàðå.

6. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ñâîéñòâî ñðåäíåãî. Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Ñèëüíûé è ñëàáûé ïðèíöèïû ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òåî-
ðåìà ñðàâíåíèÿ. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

7. Íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îáðàòíàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì è ãëàä-
êîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îöåíêà ïðîèçâîäíûõ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Òåîðåìà
Ëèóâèëëÿ. Òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè.

8. Èíâàðèàíòíîñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé. Ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà
Ëàïëàñà â ïîëÿðíûõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Îïåðàòîð Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà íà
ñôåðå, åãî ñâîéñòâà. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè.

9. Ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Òåîðåìû î ñóæåíèè îäíîðîäíîãî
ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà íà ñôåðó (ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ). Ïîäïðîñòðàíñòâà ñôåðè÷å-
ñêèõ ãàðìîíèê, îðòîãîíàëüíîñòü ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ðàçíîãî ïîðÿäêà.

10. Ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Ïðåäñòàâëåíèå ñóæåíèÿ îäíîðîäíîãî
ïîëèíîìà íà ñôåðó â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê. Ïîëíîòà ñôå-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé â L2(S).
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11. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ïåðåìåííûìè, ðàçäåëÿþùèìèñÿ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíà-
òàõ. Óðàâíåíèÿ äëÿ ðàäèàëüíîé è ñôåðè÷åñêîé êîìïîíåíò. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ äëÿ
îïåðàòîðà Áåëüòðàìè-Ëàïëàñà íà ñôåðå. Çàâèñèìîñòü ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèè îò φ. Çà-
âèñèìîñòü ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèè îò θ. Ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Ëåæàíäðà.

12. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Îðòîãî-
íàëüíîñòü è ïîëíîòà ñèñòåìû ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà. Ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëå-
æàíäðà. Çàäà÷àØòóðìà�Ëèóâèëëÿ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà. Îð-
òîãîíàëüíîñòü è ïîëíîòà ñèñòåìû ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà.

13. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Ylm, èõ ÿâíûé âèä è ñâîéñòâà. Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â L2(S).
Ñïåêòð îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà.

14. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, åãî ñâîéñòâà. Òîæäåñòâî ∂Γ
∂t

−
∆Γ = δ â D′(Rn+1) (çàïèñàòü åãî â �ðàçâåðíóòîì� âèäå).

15. Òåïëîâîé ïîòåíöèàë, åãî ñâîéñòâà. Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè: ìãíîâåííîå ñãëàæèâàíèå, áåñêî-
íå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé, ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è Êîøè,
ñîõðàíåíèå ýíåðãèè, ñòàáèëèçàöèÿ ê íóëþ L2�íîðìû.

16. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Îáúåìíûé òåïëîâîé ïîòåíöèàë,
åãî ñâîéñòâà. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè.

17. Ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

18. Åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â êëàññå îãðàíè-
÷åííûõ ôóíêöèé.

19. Çàäà÷à Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ôîðìóëà Äàëàìáåðà. Îäíîìåðíîå
óðàâíåíèå íà ïîëóîñè ñ óñëîâèåì Äèðèõëå. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ. Îäíîìåðíîå âîëíîâîå
óðàâíåíèå ñ íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

20. Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â Rn. Ñôåðè÷åñêèå ñðåäíèå, èõ ñâîéñòâà. Ñâå-
äåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ê îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó äëÿ
ñôåðè÷åñêèõ ñðåäíèõ. Ñïåöèôèêà òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ôîðìóëû Êèðõãîôà.

21. Ôîðìóëû äëÿ çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ, èõ âûâîä èç ôîðìóë Êèðõãîôà ïðè ïîìîùè
ïðèíöèïà Äþàìåëÿ.

22. Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî, òåîðåìà îá
îáëàñòè çàâèñèìîñòè. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè
äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

23. Ñâîéñòâà ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìó-
ùåíèé, òåîðåìû î ïåðåäíåì è çàäíåì ôðîíòàõ âîëííû. Îáîñíîâàíèå ýòèõ ñâîéñòâ ïðè
ïîìîùè ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè.
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Ñïèñîê äîêàçàòåëüñòâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî çíàòü âî âñåõ äåòàëÿõ

1. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî òîæäåñòâà Ãðèíà è òîæäåñòâà −∆E = δ â D′(R3) äëÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

2. Òåîðåìà î âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà Íüþòîíà: äîêàçàòü, ÷òî åñëè f ∈ C1(Ω̄), òî

∀ x ∈ Ω ∃ ∂2u

∂xj∂xk

(x) = − 1

n
δjkf(x) + p.v.

∫
Ω

∂2E
∂xj∂xk

(x− y)f(y) dy

3. Ôîðìóëà Ïóàññîíà â øàðå: äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà Ïóàññîíà âïëîòü äî ãðà-
íèöû.

4. Äîêàçàòåëüñòâî ïðÿìîé è îáðàòíîé òåîðåì î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

5. Âûâîä îöåíêè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ÷åðåç åå L1�íîðìó è äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

7. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîëîæèòåëüíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà
â L2(S). Äîêàçàòåëüñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷-
íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

8. Äîêàçàòåëüñòâî ïðÿìîé è îáðàòíîé òåîðåì î òîì, ÷òî ñóæåíèå îäíîðîäíîãî ãàðìîíè÷å-
ñêîãî ïîëèíîìà íà ñôåðó ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèåé.

9. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçëîæåíèÿ Pl = Hl + |x|2Pl−l äëÿ ïðîñòðàíñòâ îäíîðîäíûõ ïîëèíî-
ìîâ è äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé â L2(S).

10. Âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ôóíêöèè f(ξ) := e−|ξ|2t â S(Rn).

11. Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà ∂Γ
∂t

− ∆Γ = δ â D′(Rn+1) äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

12. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî òåïëîâîé ïîòåíöèàë u, ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíîìó äàííîìó
a ∈ L∞(Rn) ∩ C(Rn), ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè (â ÷àñòíîñòè, u(x, t) → a(x) ïðè t → +0).

13. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îáúåìíûé òåïëîâîé ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøå-
íèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

14. Äîêàçàòåëüñòâî ñëàáîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè
äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé.

15. Âûâîä ôîðìóëû Äàëàìáåðà äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Âûâîä ôîðìóë äëÿ
ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà ïîëóîñè ñ óñëîâèåì Äèðèõëå.

16. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ñôåðè÷åñêèõ ñðåäíèõ è ñâåäåíèå òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ ê óðàâíåíèþ íà ïîëóîñè äëÿ äëÿ ñôåðè÷åñèõ ñðåäíèõ. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè
ïî åå ñôåðè÷åñêèì ñðåäíèì è âûâîä ôîðìóë Êèðõãîôà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R3.
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17. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðè íàäëåæàùåé ãëàäêîñòè äàííûõ ôîðìóëû Êèðõãîôà äàþò
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ âR3 (äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî φ ≡ 0).

18. Âûâîä ôîðìóëû äëÿ çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ.

19. Äîêàçàòåëüñòâî ýíåðãåòè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà è òåîðåìû îá îáëàñòè çàâèñèìîñòè äëÿ
êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
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