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Àííîòàöèÿ

Îáÿçàòåëüíûé êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè äëÿ ñòóäåíòîâ�ìàòåìàòèêîâ ôàêóëü-
òåòà ÌÊÍ ÑÏáÃÓ ñîñòîèò èç äâóõ ñåìåñòðîâ.

Îñíîâíàÿ öåëü ïåðâîãî ñåìåñòðà � íàó÷èòüñÿ îòëè÷àòü òå çàäà÷è ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â ÿâíîì âèäå (â òîì èëè èíîì ñìûñëå),
íàó÷èòüñÿ âûïèñûâàòü ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé â òåõ çàäà÷àõ, ãäå ýòî âîç-
ìîæíî, è èçâëåêàòü èç ýòèõ ôîðìóë èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ
òèïîâ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Âî âòîðîì ñåìåñòðå íà ïðèìåðå ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà îáùåãî
âèäà (ò.å. ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè) áóäåò èçëîæåíà îáùàÿ òåîðèÿ êðàåâûõ çà-
äà÷. Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ âî âòîðîì ñåìåñòðå ÿâëÿþòñÿ ò.í. ñëàáûå ðåøåíèÿ
(èç ýíåðãåòè÷åñêîãî êëàññà). Êëþ÷åâûìè âîïðîñàìè áóäóò âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ,
åäèíñòâåííîñòè è ðåãóëÿðíîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé. Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòèõ âîïðîñîâ áóäåò
ðàçâèò íåîáõîäèìûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò (â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñî-
áîëåâà).

Òåîðèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ýâîëþöèîííîãî òèïà íå ïîìåñòè-
ëàñü â äâóõñåìåñòðîâûé îáùèé êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è áóäåò ïðåäîëæåíà
ñëóøàòåëÿì â êà÷åñòâå ñïåöêóðñà ïî âûáîðó íà 4-îì êóðñå èëè â ìàãèñòðàòóðå (ïåð-
âûé ñåìåñòð � �Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ�, âòîðîé ñåìåñòð � �Óðàâíåíèÿ Íàâüå�
Ñòîêñà�).

1



Ñîäåðæàíèå

1 Óðàâíåíèå Ëàïëàñà 4

1.1 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Ïîòåíöèàë Íüþòîíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4 Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5 Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ øàðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.6 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . 16
1.7 Ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Côåðè÷åñêèå ôóíêöèè 19

2.1 Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2 Îäíîðîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû è ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè . . . . . 21
2.3 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ . . . . . . . . . . . . 23
2.4 Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.5 Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â L2 íà ñôåðå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè 29

3.1 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.2 Çàäà÷à Êîøè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.3 Îáúåìíûé òåïëîâîé ïîòåíöèàë . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.4 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.5 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4 Âîëíîâîå óðàâíåíèå 37

4.1 Îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2 Çàäà÷à Êîøè â R3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.3 Çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.4 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.5 Ñâîéñòâà ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R3 . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.6 Çàäà÷à Êîøè â R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

Ëåêöèè

[1] Ë.Ê. Ýâàíñ, �Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè�, Íîâîñèáèðñê, Èçä Ò. Ðîæ-
êîâñêîé, 2003.

[2] À.Ì. Èëüèí, �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�, Ìîñêâà, Ôèçìàòëèò, 2009.

Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ

[3] Â.Ï. Ïèêóëèí, Ñ.È. Ïîõîæàåâ, �Ïðàêòè÷åñêèé êóðñ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè�, Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2004.

[4] �Ñáîðíèê çàä÷ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�, ïîä ðåä. Â.Ñ. Âëàäèìè-
ðîâà, Èçäàíèå 3-å, Ì., Ôèçìàòëèò, 2001.

3



1 Óðàâíåíèå Ëàïëàñà

1.1 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

1. Îïåðàòîð Ëàñïëàñà

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîðîì Ëàïëàñà (èëè ëàïëàñèàíîì) ôóíêöèè u : Rn → R
íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà

∆u
def

= div∇u

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xn) íà Rn ëàïëàñèàí çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

∆u =
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22
+ . . .+

∂2u

∂x2n
.

2. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà è ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèåì Ëàïëàñà â îáëàñòè Ω ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∆u = 0 â Ω,

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u : Ω → R ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè Ω,
åñëè u ∈ C2(Ω) è u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà â îáëàñòè Ω.

3. Ðàäèàëüíî�ñèììåòðè÷íîå �ðåøåíèå� óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â Rn

Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ. Ïóñòü E(x) = f(|x|). Òîãäà

∆E = 0 â Rn ⇐⇒ f ′′(r) +
n− 1

r
f ′(r) = 0

f(r) ∼ c

rn−2
, ïðè n ≥ 3, f(r) ∼ c ln r, ïðè n = 2.

4. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

Îïðåäåëåíèå. Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ îïåðàòîðà −∆ â Rn ìû áóäåì
íàçûâàòü ôóíêöèþ E : Rn \ {0} → R

E(x) :=


1

(n− 2)|S1|
· 1

|x|n−2
, n ≥ 3

1

2π
ln

1

|x|
, n = 2

ãäå |S1| � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn (|S1| = 4π ïðè n = 3).

5. Ñâîéñòâà ôóíêöèè E(x)

Òåîðåìà.

1) E ∈ C∞(Rn \ {0})
2) E � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rn \ {0}
3) E , ∇E ∈ L1,loc(Rn)
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4)
∫
S1

∂2E
∂xi∂xj

(x) dsx = 0, ∀ i, j = 1, . . . , n, S1 := { x ∈ Rn : |x| = 1 }

6. Ïåðâîå òîæäåñòâî Ãðèíà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
u, v ∈ C2(Ω̄) âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå òîæäåñòâî Ãðèíà:∫

Ω

(
v∆u− u∆v

)
dx =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν

)
ds.

7. Ïîòåíöèàëû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C1, f ∈ C(Ω̄), σ,
µ ∈ C(∂Ω), x ∈ Rn \ ∂Ω. Òîãäà

uf (x) :=

∫
Ω

E(x− y)f(y) dy � ïîòåíöèàë Íüþòîíà ñ ïëîòíîñòüþ f

vσ(x) :=

∫
∂Ω

E(x− y)σ(y) dsy � ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ σ

wµ(x) := −
∫
∂Ω

∂E
∂νy

(x− y)µ(y) dsy � ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ µ

8. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîòåíöèàëîâ

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ C(B̄R(x)). Òîãäà∫
∂Bε(x)

E(x− y)u(y) dsy −→
ε→+0

0,

−
∫

∂Bε(x)

∂E
∂νy

(x− y)u(y) dsy −→
ε→+0

u(x).

Çäåñü νy = ν(y) � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê Bε(x) â òî÷êå y ∈ ∂Bε(x) è ìû îáîçíà÷èëè

∂E
∂νy

(x− y) :=

n∑
j=1

νj(y)
∂

∂yj
E(x− y), y ∈ ∂Bε(x).

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü äàííûå ñâîéñòâà äëÿ n = 2.

9. Âòîðîå òîæäåñòâî Ãðèíà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
u, v ∈ C2(Ω̄) âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå òîæäåñòâî Ãðèíà:

−
∫
Ω

E(x−y)∆u(y) dy +
∫
∂Ω

(
E(x−y) ∂u

∂νy
(y)−u(y) ∂E

∂νy
(x−y)

)
dsy =

{
u(x), x ∈ Ω
0, x ∈ Rn \ Ω̄
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10. Ïî÷åìó E(x) íàçûâàþò �ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì�?

Òåîðåìà. Ðåãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Rn ñ ïëîòíîñòüþ E ∈ L1,loc(Rn) óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

−∆E = δ0 â D′(Rn),

òî åñòü E óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó:

∀ η ∈ C∞
0 (Rn) −

∫
Rn

E(x)∆η(x) dx = η(0).
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1.2 Ïîòåíöèàë Íüþòîíà

1. Óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Óðàâíåíèåì Ïóàññîíà â îáëàñòè Ω ⊂ Rn ìû íàçûâàåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

−∆u = f â Ω,

ãäå f : Ω → R � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

2. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîòåíöèàëà Íüþòîíà

�Òåîðåìà�. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è f ∈ L∞(Ω). Ïóñòü E
� ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â R3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u
ïîòåíöèàë Íüþòîíà ñ ïëîòíîñòüþ f â îáëàñòè Ω:

u(x) :=

∫
Ω

E(x− y)f(y) dy, x ∈ Rn.

Òîãäà −u åñòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ) ïîòåíöèàë ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî òåëîì ôîðìû Ω è ïëîòíîñòüþ ìàññû f . Äðóãèìè
ñëîâàìè, ñèëà ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû òåëà Ω
íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ñ ìàññîé m è êîîðäèíàòîé x, âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå

F = γm∇u(x)

3. Ãëàäêîñòü ïîòåíöèàëà Íüþòîíà â ñëó÷àå ãëàäêîé ôèíèòíîé ïëîòíîñòè

Òååîðåìà. Ïóñòü f ∈ C∞
0 (Rn). Îáîçíà÷èì

u(x) := (E ∗ f)(x) =

∫
Rn

E(x− y)f(y) dy, x ∈ Rn.

Òîãäà u ∈ C∞(Rn) è äëÿ ëþáîãî α ∈ Zn
+

Dαu = E ∗Dαf

4. Íåïðåðûâíîñòü ïîòåíöèàëà Íüþòîíà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åíà è f ∈ L∞(Ω). Ïóñòü u � ïîòåíöèàë Íüþ-
òîíà ñ ïëîòíîñòüþ f . Òîãäà ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà â Rn:

u ∈ C(Rn).

5. Ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëà Íüþòîíà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åíà è f ∈ L∞(Ω). Ïóñòü u � ïîòåíöèàë Íüþ-
òîíà ñ ïëîòíîñòüþ f . Òîãäà ôóíêöèÿ ∇u íåïðåðûâíà â Rn è

∂u

∂xj
(x) =

∫
Ω

∂E
∂xj

(x− y) f(y) dy, ∀ x ∈ Rn
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6. Ãàðìîíè÷íîñòü ïîòåíöèàëà Íüþòîíà âíå îáëàñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åíà è f ∈ L∞(Ω). Ïóñòü u � ïîòåíöèàë Íüþòî-
íà ñ ïëîòíîñòüþ f . Òîãäà u ∈ C∞(Rn \ Ω̄) è ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé
â îáëàñòè Rn \ Ω̄:

∆u = 0 â Rn \ Ω̄.

7. Òåîðåìà î âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà Íüþòîíà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C1 è f ∈ C1(Ω̄). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç u ïîòåíöèàë Íüþòîíà ñ ïëîòíîñòüþ f â îáëàñòè Ω. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
x ∈ Ω ôóíêöèÿ u äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è

∂2u

∂xj∂xk
(x) = − 1

n
δjk f(x) + p.v.

∫
Ω

∂2E
∂xj∂xk

(x− y) f(y) dy,

ãäå δjk � ñèìâîë Êðîíåêåðà è

p.v.

∫
Ω

∂2E
∂xj∂xk

(x− y) f(y) dy := lim
ε→+0

∫
Ω\Bε(x)

∂2E
∂xj∂xk

(x− y) f(y) dy =

=

∫
Ω\Br(x)

∂2E
∂xj∂xk

(x− y) f(y) dy +

∫
Br(x)

∂2E
∂xj∂xk

(x− y) (f(y)− f(x)) dy

äëÿ ëþáîãî r < dist{x, ∂Ω}.

8. Ëîêàëüíàÿ îöåíêà Øàóäåðà äëÿ ïîòåíöèàëà Íüþòîíà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åíà è f ∈ C1(Ω̄). Îáîçíà÷èì ÷åðåç u ïîòåíöèàë
Íüþòîíà ñ ïëîòíîñòüþ f â îáëàñòè Ω. Òîãäà äëÿ ëþáîãî µ ∈ (0, 1) è ëþáîé Ω′ b Ω
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C(n, µ,Ω,Ω′) > 0, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ j, k = 1, . . . , n
ñïðàâåäëèâà îöåíêà⟨ ∂2u

∂xj∂xk

⟩
Cµ(Ω̄′)

≤ C(n, µ,Ω,Ω′)
(
⟨f⟩Cµ(Ω̄) + ∥f∥L∞(Ω)

)
,

ãäå

⟨f⟩Cµ(Ω̄) := sup
x,y∈Ωx ̸=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|µ

.

Äîêàçàòåëüñòâî: Áåç äîêàçàòåëüñòâà. �

Ñëåäñòâèå. f ∈ C1(Ω̄) =⇒ u ∈ C1(Ω̄) ∩ C2(Ω)

9. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åíà, f ∈ C1(Ω̄), è ïóñòü u = uf � ïîòåíöèàë
Íüþòîíà ñ ïëîòíîñòüþ f . Òîãäà

u ∈ C1(Ω̄) ∩ C2(Ω),

è u ÿâëÿåòñÿ (÷àñòíûì) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â Ω

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω.

Åñëè æå f ∈ C∞
0 (Rn) è Ω = Rn, òî u ∈ C∞(Rn) è

−∆u(x) = f(x) x ∈ Rn.
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10. Ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëà Íüþòîíà íà áåñêîíå÷íîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åíà, Ω ⊂ Bd, f ∈ L∞(Ω), è ïóñòü u = uf �
ïîòåíöèàë Íüþòîíà ñ ïëîòíîñòüþ f . Òîãäà

1) n ≥ 3 =⇒ u ∈ L∞(Rn), ∥u∥L∞(Rn) ≤ CΩ ∥f∥L∞(Ω) è

|u(x)| ≤ C(Ω, f)

|x|n−2
, ∀ x ∈ Rn : |x| ≥ 2d

2) n = 2 =⇒ |u(x)| ≤ C(Ω, f) ln(1 + |x|), ∀ x ∈ R2 : |x| ≥ 2d

u ∈ L∞(R2) ⇐⇒
∫
Ω

f(y) dy = 0

3) n ≥ 2 =⇒ ∀ k ∈ N ∃ C(Ω, k, f) > 0:

|∇ku(x)| ≤ C(Ω, k, f)

|x|n−2+k
, ∀ x ∈ Rn : |x| ≥ 2d

Ñëåäñòâèå. n = 3 =⇒ u ̸∈ L2(R3), ∇u ∈ L2(R3)
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1.3 Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå

1. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Ïóñòü Ω ⊂ Rn îòêðûòî. Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

−∆u(x) = f(x), ∀ x ∈ Ω,

â îáëàñòè Ω, ïîìèìî ñàìîãî óðàâíåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íåîáõîäèìî íàêëàäûâàòü
íà u åùå êàêèõ-òî äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ êðà-
åâûå óñëîâèÿ, òàê èëè èíà÷å ôèêñèðóþùèå òðåáóåìîå ïîâåäåíèå u íà ãðàíèöå ∂Ω
îáëàñòè Ω. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è. Íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííûìè (âàæíûìè äëÿ ïðèëîæåíèé) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëî-
âèÿ:

• Óñëîâèå Äèðèõëå:

u|∂Ω = φ, φ : ∂Ω → R � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ

• Óñëîâèå Íåéìàíà:

∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= φ, φ : ∂Ω → R � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ

Çäåñü νx ∈ Rn � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω â òî÷êå x è ∂u
∂ν (x) := νx · ∇u(x).

• Òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå (óñëîâèå Ðîáåíà):(
∂u

∂ν
+ σ(x)u

)∣∣∣∣
∂Ω

= φ, σ, φ : ∂Ω → R � çàäàííûå ôóíêöèè

2. Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îòêðûòî, f ∈ C(Ω) è φ ∈ C(∂Ω). Êëàññè÷åñêèì
ðåøåíèåì çàäà÷è {

−∆u = f â Ω

u|∂Ω = φ
(∗)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì (∗).

3. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü Ω ⊂ Rn òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ Ω ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ gx ∈ C2(Ω̄), òàêàÿ ÷òî{

∆gx = 0 â Ω

gx|∂Ω = −E(x− y)|y∈∂Ω

Òîãäà ôóíêöèÿ G : (Ω× Ω̄) \ Σ → R, Σ := {x = y}, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå

G(x, y)
def

= E(x− y) + gx(y)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â Ω.
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4. ßäðî Ïóàññîíà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ Rn êëàññà C1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ãðè-
íà G(x, y) çàäà÷è Äèðèõëå. Òîãäà ôóíêöèÿ

K(x, y) := − ∂G

∂νy
(x, y), x ∈ Ω, y ∈ ∂Ω

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ïóàññîíà â Ω. Çäåñü

∂G

∂νy
(x, y) := νy · ∇yG(x, y)

è νy � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê îáëàñòè Ω â òî÷êå y ∈ ∂Ω.

5. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ Rn ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, y) çàäà÷è
Äèðèõëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ C(Ω̄) è φ ∈ C2(∂Ω) (â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé
îáëàñòè Ω ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî íîñèòåëè f è φ êîìïàêòíû). Òîãäà åñëè
u ∈ C2(Ω̄) � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (∗), òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî:

u(x) =

∫
Ω

G(x, y) f(y) dy +

∫
∂Ω

K(x, y) φ(y) dsy, x ∈ Ω,

ãäå G(x, y) è K(x, y) � ôóíêöèÿ Ãðèíà è ÿäðî Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî.

6. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè Ãðèíà

Òåîðåìà. Ïóñòü n = 3. Òîãäà çíà÷åíèå ôóíêöèè Ãðèíà G(x, y) çàäà÷è Äèðèõëå
� ýòî (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 4π) ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ñî-
çäàâàåìîãî â òî÷êå y ∈ Ω ñèñòåìîé çàðÿäîâ, ñîñòîÿùåé èç åäèíè÷íîãî òî÷å÷íîãî
çàðÿäà â òî÷êå x ∈ Ω è çàçåìëåííîé ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè ∂Ω:

φx(y) =
1

|y − x|︸ ︷︷ ︸
ïîòåíöèàë, ïîðîæäåííûé â òî÷êå y

åäèíè÷íûì çàðÿäîì â òî÷êå x

+ gx(y)︸ ︷︷ ︸
ïîòåíöèàë, ïîðîæäåííûé â òî÷êå y

ïîâåðõíîñòíûì çàðÿäîì íà ∂Ω

=
∫
∂Ω

σx(z)
|y−z| dSz ∈ C∞(Ω̄)

Äîêàçàòåëüñòâî: Êóðñ ôèçèêè â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå. �

7. Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ Rn ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, y) çàäà÷è
Äèðèõëå. Òîãäà

1) ∀ x ∈ Ω, G(x, y)|y∈∂Ω = 0

2) ∀ x, y ∈ Ω, x ̸= y =⇒ G(x, y) = G(y, x)

3) ∆xG(x, y) = 0, ∀ x, y ∈ Ω: x ̸= y

4) ∆xK(x, y) = 0, ∀ x ∈ Ω, ∀ y ∈ ∂Ω
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1.4 Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà

1. Ìåòîä ýëåêòðè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé

Îáîçíà÷èì

Rn
+ := { x ∈ Rn : xn > 0 }, Γ := ∂Rn

+ = { x ∈ Rn : xn = 0 }

Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ ëþáîé x ∈ Rn ÷åðåç x∗ ìû îáîçíà÷àåì òî÷êó, ñèììåòðè÷-
íóþ òî÷êå x îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè Γ:

x = (x1, . . . , xn−1, xn) ⇐⇒ x∗ = (x1, . . . , xn−1,−xn)

Òåîðåìà. Ïóñòü x0 ∈ R3
+. Òîãäà ñèñòåìà çàðÿäîâ

{ òî÷å÷íûé çàðÿä q â òî÷êå x0 } + { òî÷å÷íûé çàðÿä −q â òî÷êå x∗0 }

ñîçäàåò â ïðîñòðàíñòâå ïîòåíöèàë, òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ íà ãèïåðïëîñêî-
ñòè Γ := {xn = 0}, òî åñòü

q

|x− x0|
− q

|x− x∗0|

∣∣∣∣
x∈Γ

= 0

2. Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ

G(x, y) := E(x− y) − E(x∗ − y), x ∈ Rn
+, y ∈ R̄n

+, y ̸= x

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â Rn
+.

3. ßäðî Ïóàññîíà äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà

Òåîðåìà. ßäðî Ïóàññîíà K : Rn
+ ×Γ → R äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà Rn

+ èìååò âèä

K(x, y) =
2

|S1|
xn

|x− y|n
, x ∈ Rn

+, y ∈ Γ

4. Ñâîéñòâà ÿäðà Ïóàññîíà

Òåîðåìà.

1) K ∈ C∞(Rn
+ × Γ)

2) K(x, y) ≥ 0, ∀ x ∈ Rn
+, ∀ y ∈ Γ

3) ∆xK(x, y) = 0, ∀ x ∈ Rn
+, ∀ y ∈ Γ

4)
∫
Γ

K(x, y) dy = 1, ∀ x ∈ Rn
+

5. Ôîðìóëà Ïóàññîíà â ïîëóïðîñòðàíñòâå

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ L∞(Rn−1). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u : Rn
+ → R ïî ôîðìóëå

u(x) =
2xn
|S1|

∫
Rn−1

φ(y′)

( |x′ − y′|2 + x2n )
n
2

dy′, ∀ x ∈ Rn
+ (∗)

Òîãäà u ∈ C∞(Rn
+) è ∆u = 0 â Rn

+.
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6. Íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà Ïóàññîíà âïëîòü äî ãðàíèöû

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ C(Rn−1) ∩ L∞(Rn−1) è îïðåäåëèì ôóíêöèþ u : Rn
+ → R

ïî ôîðìóëå (∗). Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê xm ∈ Rn
+ è x0 ∈ Γ

xm → x0 =⇒ u(xm) → φ(x0).

7. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïî-
ëóïðîñòðàíñòâå

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ C(Rn−1) ∩ L∞(Rn−1). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u : R̄n
+ → R

u(x) :=

{ ∫
Γ

K(x, y)φ(y) dsy, x ∈ Rn
+

φ(x), x ∈ Γ

Òîãäà u ∈ C(R̄n
+) ∩ C∞(Rn

+) è{
∆u = 0 â Rn

+

u|xn=0 = φ
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1.5 Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ øàðà

1. Ñâîéñòâî èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî ñôåðû

Òåîðåìà. Ïóñòü x ∈ BR, x ̸= 0, è ðàññìîòðèì òî÷êó x∗, ïîëó÷àþùóþñÿ èíâåð-
ñèåé òî÷êè x îòíîñèòåëüíî ñôåðû SR = {x ∈ Rn : |x| = R }, òî åñòü

x∗ =
R2

|x|2
x

Òîãäà

∀ y ∈ SR
1

|y − x|
=

1

|y − x∗|
R

|x|

2. Ìåòîä ýëåêòðè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü x0 ∈ BR ⊂ R3. Òîãäà ñèñòåìà çàðÿäîâ

{ òî÷å÷íûé çàðÿä q â òî÷êå x0 } + { òî÷å÷íûé çàðÿä − R
|x0| q â òî÷êå x

∗
0 }

ñîçäàåò â ïðîñòðàíñòâå ïîòåíöèàë, òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ íà ñôåðå SR, ò.å.

q

|x− x0|
−

q R
|x0|

|x− x∗0|

∣∣∣∣∣
x∈SR

= 0

3. Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ øàðà

Òåîðåìà. Ïóñòü BR := { x ∈ Rn : |x| < R }. Òîãäà ôóíêöèÿ

G(x, y) =

 E(x− y)− E
(
|x|
R

(x∗ − y)

)
, ãäå x∗ :=

R2

|x|2
x, åñëè x ̸= 0,

E(y)− E(R), åñëè x = 0

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â BR.

4. ßäðî Ïóàññîíà äëÿ øàðà

Òåîðåìà. ßäðî Ïóàññîíà K : BR × ∂BR → R äëÿ øàðà BR èìååò âèä

K(x, y) =
R2 − |x|2

|S1| R
· 1

|x− y|n

5. Ñâîéñòâà ÿäðà Ïóàññîíà

Òåîðåìà. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

1) K ∈ C∞(BR × ∂BR)

2) K(x, y) ≥ 0, ∀ x ∈ BR, ∀ y ∈ ∂BR

3) ∆xK(x, y) = 0, ∀ x ∈ BR, ∀ y ∈ ∂BR

4) u ∈ C2(B̄R), ∆u = 0 â BR =⇒ u(x) =
∫

∂BR

K(x, y)u(y)dsy, ∀ x ∈ BR

5)
∫

∂BR

K(x, y) dsy = 1, ∀ x ∈ BR
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6. Ôîðìóëà Ïóàññîíà â øàðå

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ L∞(∂BR). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u : BR → R ïî ôîðìóëå

u(x) =
R2 − |x|2

|S1| R

∫
∂BR

φ(y)

|x− y|n
dsy, ∀ x ∈ BR (∗)

Òîãäà u ∈ C∞(BR) è ∆u = 0 â BR.

7. Íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà Ïóàññîíà âïëîòü äî ãðàíèöû

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ C(∂BR) è îïðåäåëèì ôóíêöèþ u : BR → R ïî ôîðìóëå
(∗). Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê xm ∈ BR è x0 ∈ ∂BR

xm → x0 =⇒ u(xm) → φ(x0).

8. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðå

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ C(∂BR). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u : B̄R → R

u(x) :=

{ ∫
∂BR

K(x, y)φ(y) dsy, x ∈ BR

φ(x), x ∈ ∂BR

Òîãäà u ∈ C(B̄R) ∩ C∞(BR) è{
∆u = 0 â BR

u|∂BR
= φ
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1.6 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

1. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îòêðûòî. Íàïîìíèì (ñì. �1.1), ÷òî ôóíêöèÿ u : Ω → R íàçûâà-
åòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè Ω, åñëè

u ∈ C2(Ω) è ∆u = 0 â Ω

2. Ñâîéñòâî ñðåäíåãî

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ C(Ω) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ñðåäíåãî â îáëàñòè Ω, åñëè

∀ BR(x) b Ω u(x) = −
∫

BR(x)

u(y) dsy

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ u ∈ C(Ω) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñðåäíåãî â îáëàñòè Ω òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ BR(x) b Ω u(x) = −
∫

SR(x)

u(y) dsy

Çäåñü ìû îáîçíà÷èëè SR(x) := ∂BR(x),

−
∫

SR(x)

u(y) dsy :=
1

|SR|

∫
SR(x)

u(y) dsy, −
∫

BR(x)

u(y) dy :=
1

|BR|

∫
BR(x)

u(y) dy

3. Òåîðåìà î ñðåäíåì

Òåîðåìà. Åñëè u ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω, òî u îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñðåäíåãî â Ω.

4. Ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω îòêðûòî è ñâÿçíî è u ∈ C(Ω) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñðåäíåãî
â Ω. Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò x0 ∈ Ω, òàêàÿ ÷òî

u(x) ≤ u(x0), ∀ x ∈ Ω,

òî u ≡ const â Ω.

5. Ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω îãðàíè÷åíà è u ∈ C(Ω̄) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñðåäíåãî â Ω.
Òîãäà

∀ x ∈ Ω̄ inf
∂Ω
u ≤ u(x) ≤ sup

∂Ω
u

6. Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω îãðàíè÷åíà è u, v ∈ C(Ω̄) îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñðåäíåãî â Ω.
Òîãäà

u|∂Ω ≤ v|∂Ω =⇒ u ≤ v â Ω

16



7. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åíà è f ∈ C(Ω), φ ∈ C(∂Ω). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî u1, u2 ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) � äâà êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèÿ çàäà÷è{

−∆u = f â Ω

u|∂Ω = φ
(D)

Òîãäà u1 ≡ u2 â Ω.
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1.7 Ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

1. Íåðàâåíñòâî Õàðíàêà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îòêðûòî, u � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω, u ≥ 0 â Ω. Òîãäà

∀ B4R(x0) b Ω sup
BR(x0)

u ≤ 3n inf
BR(x0)

u

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Ω′ b Ω è Ω′ � ñâÿçíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò c(Ω,Ω′) > 0, òàêàÿ
÷òî äëÿ ëþáîé u ∈ C2(Ω) � ãàðìîíè÷åñêîé â Ω è u ≥ 0 â Ω, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

sup
Ω′

u ≤ c(Ω,Ω′) inf
Ω′
u

2. Îáðàòíàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì è ãëàäêîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ∈ C(Ω) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñðåäíåãî â Ω. Òîãäà

u ∈ C∞(Ω), ∆u = 0 â Ω

3. Ëîêàëüíàÿ îöåíêà ïðîèçâîäíûõ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

Òåîðåìà. Ïóñòü u � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω =⇒ ∀ α ∈ Zn
+ ∃ C(n, α) > 0:

∀ B2R(x0) b Ω, sup
x∈BR(x0)

|Dαu(x)| ≤ C

Rn+|α|

∫
B2R(x0)

|u(x)| dx

4. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü u � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Rn. Òîãäà

1) åñëè u ∈ L∞(Rn), òî u = const

2) åñëè ñóùåñòâóþò C ≥ 0 è ν ≥ 0, òàêèå ÷òî

|u(x)| ≤ C(1 + |x|ν), ∀ x ∈ Rn

òî u � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå [ν] (öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ν).

5. Òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü BR ⊂ Rn, u ∈ C2(B̄R \ {0}), ∆u = 0 â BR \ {0}. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî

1

| ln r|
sup

x∈∂Br

|u(x)|, åñëè n = 2

rn−2 sup
x∈∂Br

|u(x)|, åñëè n ≥ 3

 → 0 ïðè r → 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ v ∈ C∞(BR) ∩ C(B̄R), òàêàÿ ÷òî ∆v = 0 â BR è

v|BR\{0} = u â BR \ {0}.
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2 Côåðè÷åñêèå ôóíêöèè

2.1 Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

1. Èíâàðèàíòíîñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ C2(Rn), Q ∈ Rn×n: QQT = QTQ = I. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

v(x) = u(Qx), x ∈ Rn.

Òîãäà
∆v(x) = ∆u(Qx), ∀ x ∈ Rn.

2. Ëàïëàñèàí â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Òåîðåìà. Ïóñòü (r, φ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íà R2{
x1 = r cosφ
x2 = r sinφ

Òîãäà åñëè u : R2 → R è u(x) = ũ(r, φ), òî

∆u(x)
∣∣
x=Φ(r,φ)

= ũ,rr +
ũ,r
r

+
ũ,φφ
r2

èëè

∆u(x)
∣∣
x=Φ(r,φ)

=
1

r

∂

∂r

(
r
∂ũ

∂r

)
+

1

r2
∂2ũ

∂φ2

3. Ëàïëàñèàí â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

Òåîðåìà. Ïóñòü (r, φ, θ) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà R3
x1 = r cosφ sin θ
x2 = r sinφ sin θ
x3 = r cos θ

Òîãäà åñëè u : R3 → R è u(x) = ũ(r, φ, θ), òî

∆u(x)
∣∣
x=Φ(r,φ,z)

= ũ,rr + 2
ũ,r
r

+
ũ,φφ

r2 sin2 θ
+
ũ,θθ
r2

+
u,θ
r2

cos θ

sin θ

èëè

∆u(x)
∣∣
x=Φ(r,φ,z)

=
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ũ

∂r

)
+

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ũ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2ũ

∂φ2

]

4. Îïåðàòîð Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà íà ñôåðå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S := { x ∈ R3 : |x| = 1 } è u ∈ C2(S), u(x) = ũ(φ, θ).
Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå

∆S u(x)
∣∣
x=Φ(φ,θ)

=
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ũ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2ũ

∂φ2

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà íà ñôåðå.
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5. Ñâîéñòâà îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ U , V ∈ C2(S) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

−(∆SU,U)L2(S) ≥ 0,

(∆SU, V )L2(S) = (U,∆SV )L2(S),

ãäå

(U, V )L2(S) :=

∫
S

U(x)V (x) dsx

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(S). Çäåñü è âñþäó äàëåå S := {x ∈ R3 : |x| = 1 }.

Ñëåäñòâèå. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà −∆S âåùåñòâåííû è íåîòðèöàòåëü-
íû.

6. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ ãëàäêèå ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà íà ñôåðå

Y ∈ C∞(S), Y ̸≡ 0 : ∃ µ ≥ 0 : −∆SY = µY íà S.

ãäå

∆SY :=
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂φ2
, Y = Y (φ, θ)
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2.2 Îäíîðîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû è ñôåðè÷åñêèå
ôóíêöèè

1. Ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì

Pl :=
{
îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè l â R3

}
Hl :=

{
u ∈ Pl : ∆u = 0 â R3

}
Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Hl íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷å-

ñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè l.

2. Ñóæåíèå îäíîðîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà íà ñôåðó ÿâëÿåòñÿ

ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèåé

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ Hl. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Y ∈ C∞(S) êàê ñóæåíèå
ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà u íà ñôåðó S:

Y := u|S

Òîãäà
−∆S Y = l(l + 1)Y íà S

3. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�

Ëàïëàñà íà ñôåðå

Òåîðåìà. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà µ ∈ R çàäà÷è

−∆S Y = µY íà S

èìåþò âèä
µ = l(l + 1), l = 0, 1, 2, 3, . . .

à âñÿêàÿ ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Y ∈ C∞(S), ñîîòâåòñòâóþùàÿÿ ñîáñòâåííîìó
÷èñëó l(l+ 1), ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì íà S íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî
ïîëèíîìà ñòåïåíè l:

∃ u ∈ Hl : u|S = Y íà S

4. Ïîäïðîñòðàíñòâî ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà l

Îïðåäåëåíèå. Ïîäïðîñòðàíñòâîì ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà l íàçûâàåòñÿ
ñóæíèå ìíîæåñòâà îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà l íà åäèíè÷-
íóþ ñôåðó:

Hl := Hl

∣∣
S

≡ { Y ∈ C∞(S) | ∃ u ∈ Hl : Y = u|S }

5. Ñâîéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê

Òåîðåìà. Ïóñòü Hl ⊂ L2(S) � ï/ïð�âî ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà l. Òîãäà

1) Hl � ñîáñòâåííîå ï/ïð�âî îï�ðà −∆S , îòâå÷àþùåå ñîáñòâ. ÷èñëó l(l + 1)

2) l ̸= m =⇒ Hl ⊥ Hm â L2(S)
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6. Ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ

Òåîðåìà.

Pl = Hl + |x|2 Pl−2, ∀ l ≥ 2

7. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

Òåîðåìà.

dimHl = 2l + 1, divHl = 2l + 1

8. Ñóæåíèå îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà íà ñôåðó ïðåäñòàâèìî â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî u ∈ Pl ñóùåñòâóþò {Yk}k≤l, Yk ∈ Hk, òàêèå ÷òî

u(x) =
∑
k≤l

Yk(x), ∀ x ∈ S.

Áîëåå òîãî,
Pl|S = Hl + Hl−2 + Hl−4 + . . .

9. Ïîëíîòà ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé â L2(S)

Òåîðåìà. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè îáðàçóþò â L2(S) ïîëíóþ ñèñòåìó:

L2(S) =
∞⊕
l=0

Hl
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2.3 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

1. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ïåðåìåííûìè, ðàçäåëÿþùèìèñÿ â ñôåðè-

÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

Òåîðåìà. Ïóñòü ãàðìîíè÷åñêàÿ â R3 \ {0} ôóíêöèÿ u ∈ C∞(R3 \ {0}) â ñôåðè-
÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (r, φ, θ) ïðåäñòàâèìà â âèäå

u(r, φ, θ) = U(r)Y (φ, θ).

Òîãäà ñóùåñòâóåò l ∈ Z+, òàêîå ÷òî ôóíêöèÿ U ∈ C∞((0,+∞)) óäîâëåòâîðÿåò
îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

r2U ′′(r) + 2rU ′(r)− l(l + 1)U(r) = 0 r ∈ (0,+∞)

à ôóíêöèÿ Y ∈ C∞(S) ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêîé:

∆SY (φ, θ) + l(l + 1)Y (φ, θ) = 0, φ ∈ (0, 2π), θ ∈ (0, π)

Çäåñü S := { x ∈ R3 : |x| = 1 } è ∆S � îïåðàòîð Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà íà S.

2. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò r

Òåîðåìà. Ïóñòü l ∈ Z+ è ôóíêöèÿ U ∈ C∞((0,+∞)) óäîâëåòâîðÿåò ODE

r2U ′′(r) + 2rU ′(r)− l(l + 1)U(r) = 0 r ∈ (0,+∞)

Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå Al, Bl ∈ R, òàêèå ÷òî

U(r) = Al r
l +

Bl

rl+1
r ∈ (0,+∞)

3. Øàðîâûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Øàðîâûìè ôóíêöèÿìè ïîðÿäêà l ∈ Z+ íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷å-
ñêèå â R3 \ {0} ôóíêöèè âèäà

u(r, φ, θ) =
(
Al r

l +
Bl

rl+1

)
Yl(φ, θ),

ãäå Al, Bl ∈ R è Yl ∈ C∞(S) � ýòî íåêîòîðàÿ ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ
ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µ = l(l + 1):

−∆SYl = l(l + 1)Yl íà S.

4. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ äëÿ îïåðàòîðà Áåëüòðàìè-Ëàïëàñà íà ñôåðå

Òåîðåìà. Ïóñòü l ∈ Z+ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Y , îòâå÷à-
þùàÿ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µ = l(l + 1) îïåðàòîðà −∆S , èìååò âèä

Y (φ, θ) = V (θ)W (φ)

Òîãäà ñóùåñòâóåò κ ∈ R, òàêîå ÷òî ôóíêöèÿ W ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

W ′′(φ) + κW (φ) = 0, φ ∈ (0, 2π),

à ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dV

dθ
(θ)

)
+

(
l(l + 1)− κ

sin2 θ

)
V (θ) = 0, θ ∈ (0, π)
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5. Çàâèñèìîñòü ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèè îò φ

Òåîðåìà. Ïóñòü Y (φ, θ) = V (θ)W (φ) � ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì

W ′′(φ) + κW (φ) = 0, φ ∈ (0, 2π)

Òîãäà åñëè W ̸≡ 0, òî ñóùåñòâóþò m ∈ Z+ è Cm, Dm ∈ R, òàêèå ÷òî

κ = m2, W =Wm, Wm(φ) = Cm e
imφ +Dm e

−imφ, φ ∈ [0, 2π]

6. Çàâèñèìîñòü ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèè îò θ

Òåîðåìà. Ïóñòü l ∈ Z+ è ïóñòü Y (φ, θ) = V (θ)eimφ, m ∈ Z � ñôåðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µ = l(l + 1) îïåðàòîðà −∆S . Òîãäà

V (θ) = P (cos θ), θ ∈ (0, π),

ãäå P (s) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
d

ds

(
(1− s2)

dP

ds
(s)

)
+

(
l(l + 1)− m2

1− s2

)
P (s) = 0, s ∈ (−1, 1)

P (s) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè s = ±1

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì Ëåæàíäðà.
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2.4 Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà

1. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà − d

ds

(
(1− s2)

dP

ds
(s)

)
= µP (s), s ∈ (−1, 1)

P (s) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè s = ±1
(∗)

Òîãäà

1) çàäà÷à (∗) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ òîëüêî ñ÷åòíîì êîëè÷åñòâå çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðà µ

µ = µl, µl = l(l + 1), l = 0, 1, 2, . . .

2) çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà µl = l(l + 1) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæèòåëÿ îãðàíè÷åííàÿ íà [−1, 1] ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Pl(s) çàäà÷è
(∗)

Pl(s) =
1

2l l!

dl

dsl
(
s2 − 1

)l
, l = 0, 1, 2, . . .

Ôóíêöèè Pl(s) íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà.

2. Îðòîãîíàëüíîñòü è ïîëíîòà ñèñòåìû ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà

Òåîðåìà. Cèñòåìà ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà {Pl}∞l=0 îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1). Ïðè ýòîì

∥Pl∥2L2(−1,1) =
2

2l + 1

3. Ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Ëåæàíäðà

Òåîðåìà. Ïóñòü P ∈ C∞((−1, 1)) � êàêîå-òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà

d

ds

(
(1− s2)

dP

ds
(s)

)
+ µP (s) = 0, s ∈ (−1, 1)

è ïóñòü m ∈ N. Îáîçíà÷èì

P̃m(s) =
(
1− s2

)m
2
dmP

dsm
(s), s ∈ (−1, 1)

Òîãäà P̃m(s) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà

d

ds

(
(1− s2)

dP̃

ds
(s)

)
+

(
µ− m2

1− s2

)
P̃ (s) = 0, s ∈ (−1, 1)

4. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ëå-

æàíäðà

Òåîðåìà. Ïóñòü m ∈ Z+ ôèêñèðîâàíî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ
äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà − d

ds

(
(1− s2)

dP

ds
(s)

)
+

m2

1− s2
P (s) = µP (s), s ∈ (−1, 1)

P (s) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè s = ±1

(∗∗)

Òîãäà
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1) çàäà÷à (∗∗) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ òîëüêî ñ÷åòíîì êîëè÷åñòâå çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà µ

µ = µl, µl = l(l + 1), l ≥ |m|

2) êàæäîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà µl = l(l + 1), l ≥ |m|, ñîîòâåòñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ îãðàíè÷åííàÿ íà [−1, 1] ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ Plm(s) çàäà÷è (∗∗)

Plm(s) =
(
1− s2

)m
2
dmPl

dsm
(s), s ∈ (−1, 1)

ãäå Pl(s) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè l. Ôóíêöèè Plm(s), m = 0, 1, . . . , l,
íàçûâàþòñÿ ïðèñîåäèíåííûìè ôóíêöèÿìè Ëåæàíäðà.

5. Îðòîãîíàëüíîñòü è ïîëíîòà ñèñòåìû ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé Ëå-

æàíäðà

Òåîðåìà.Ïóñòüm ∈ Z+. Cèñòåìà ïðèñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà {Plm}∞l=m

îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1). Ïðè ýòîì

∥Plm∥2L2(−1,1) =
2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
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2.5 Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â L2 íà ñôåðå

1. ßâíûé âèä ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé Ylm

Îïðåäåëåíèå. Ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèåé Ylm(φ, θ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Ylm(φ, θ) := Plm(cos θ) eimφ, l = 0, 1, 2, . . . , m = 0,±1,±2, . . . ,±l

ãäå Plm(s) � ïðèñîåäèíåííàÿ ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà.

Çàìå÷àíèå. Ïðè m < 0 ìû ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì Plm := Pl|m|.

2. Ñâîéñòâà ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé Ylm

Òåîðåìà.

1) Äëÿ ëþáîãî l = 0, 1, 2, . . . è ëþáîãî |m| ≤ l

−∆SYlm = l(l + 1) Ylm íà S

2) Äëÿ ëþáûõ (l,m) ̸= (l′,m′)

(Ylm, Yl′m′)L2(S) = 0

3) Äëÿ ëþáîãî l = 0, 1, 2, . . . è ëþáîãî |m| ≤ l

∥Ylm∥2L2(S)
=

4π

2l + 1
· (l + |m|)!
(l − |m|)!

3. Ñïåêòð îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Áåëüòðàìè�
Ëàïëàñà íà ñôåðå:

−∆S Y = µY íà S (∗)

Òîãäà

1) çàäà÷à (∗) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ Y ∈ C∞(S) òîëüêî äëÿ ñ÷åòíîãî
êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ:

µ = µl, µl = l(l + 1), l = 0, 1, 2, . . .

2) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µl = l(l + 1), l = 0, 1, 2, . . ., èìååò êðàòíîñòü 2l + 1 è
åìó ñîîòâåñòâóåò 2l + 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Ylm(φ, θ), m = 0,±1,±2, . . . ,±l,

îáðàçóþùèõ îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Hl

3) ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè {Ylm}∞l=0
m= l
m=−l îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â L2(S).

4. Ðàçëîæåíèå L2(S) â ñóììû îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Òåîðåìà. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Hl ìû îáîçíà÷èëè ïîäïðîñòðàíñòâî ñôåðè÷å-
ñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà l. Îáîçíà÷èì òàêæå

Hlm := Lin{Ylm}, dimHlm = 1
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Òîãäà

Hl =
l⊕

m=−l

Hlm

L2(S
2) =

+∞⊕
l=0

Hl =

+∞⊕
l=0

l⊕
m=−l

Hlm =

+∞⊕
m=−∞

+∞⊕
l=|m|

Hlm

• • • • • • • • •
• • • • • • •

• • • • •
• • •

•

28



3 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

3.1 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

1. Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ

Ïóñòü {
∂tu−∆u = 0 â Rn × (0,+∞)

u|t=0 = a

Îáîçíà÷èì ÷åðåç û ïðåîáðàçîîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè u ïî ïåðåìåííîé x:

u(ξ, t) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

e−iξ·x u(x, t) dx, åñëè u(·, t) ∈ L1(Rn)

Ïîëó÷èì äëÿ û àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó{
∂tû+ |ξ|2û = 0 â Rn × (0,+∞)

û|t=0 = â

Ñëåäîâàòåëüíî,
û(ξ, t) = e−|ξ|2t â(ξ), t > 0

îòêóäà
u(t) = Γ(t) ∗ a,

ãäå
Γ(x, t) := (2π)−

n
2 F−1

ξ→xe
−|ξ|2t, t > 0.

2. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ôóíêöèè e−|ξ|2t

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî t > 0 ôóíêöèÿ ξ 7→ e−|ξ|2t ïðèíàäëåæèò S(Rn) è

∀ t > 0, ∀ x ∈ Rn (F−1e−|ξ|2t)(x) =
1

(2t)
n
2

e−
|x|2
4t ,

3. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè
â Rn íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Γ : Rn × R → R,

Γ(x, t) =


1

(4πt)
n
2

e−
|x|2
4t , t > 0, x ∈ Rn

0, t ≤ 0, x ∈ Rn

4. Ñâîéñòâà ôóíêöèè Γ(x, t)

Òåîðåìà. Ïóñòü Γ : Rn × R → R � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà
òåïëîïðîâîäíîñòè â Rn. Òîãäà Γ ∈ C∞(

(Rn × R) \ {(0, 0)}
)
è äëÿ ëþáîãî t > 0

1) Γ(·, t) ∈ S(Rn)

2)
∫
Rn

Γ(x, t) dx = 1
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3) ∂tΓ(x, t) =
(
|x|2
4t2

− n
2t

)
Γ(x, t), ∂2Γ

∂xj∂xk
(x, t) =

(
xjxk

4t2
− δjk

2t

)
Γ(x, t)

4) ∂Γ
∂t (x, t)−∆Γ(x, t) = 0

5)
∫

Rn\Bδ

Γ(x, t) dx ≤ Cne
− δ2

8t

5. Ïî÷åìó Γ(x, t) íàçûâàþò �ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì�?

Òåîðåìà. Ðåãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Rn+1 ñ ïëîòíîñòüþ Γ ∈ L1,loc(Rn+1)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂Γ

∂t
−∆Γ = δ0 â D′(Rn+1),

òî åñòü Γ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó:

∀ η ∈ C∞
0 (Rn+1) −

+∞∫
−∞

∫
Rn

Γ(x, t)
(∂η
∂t

(x, t) + ∆η(x, t)
)
dxdt = η(0, 0)
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3.2 Çàäà÷à Êîøè

1. Òåïëîâîé ïîòåíöèàë

Îïðåäåëåíèå. Òåïëîâûì ïîòåíöèàëîì, ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüíîìó äàííîìó
a ∈ L∞(Rn), ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

u(x, t) :=

∫
Rn

Γ(x− y, t) a(y) dy, x ∈ Rn, t > 0,

2. Ñâîéñòâà òåïëîâîãî ïîòåíöèàëà

Òåîðåìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u òåïëîâîé ïîòåíöèàë, ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíî-
ìó äàííîìó a ∈ L∞(Rn). Òîãäà

1) u ∈ C∞(Rn × (0,+∞)) è ∂ltD
α
xu(x, t) =

∫
Rn

∂ltD
α
xΓ(x− y, t)a(y) dy, t > 0

2) ∂u
∂t −∆u = 0 â Rn × (0,+∞)

3) a ∈ S(Rn) =⇒ ∀ t > 0 u(·, t) ∈ S(Rn)

4) a ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ +∞ =⇒ ∀ t > 0 u(·, t) ∈ Lp(Rn) è

sup
t∈(0,+∞)

∥u(·, t)∥Lp(Rn) ≤ ∥a∥Lp(Rn)

3. Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈ C(Rn)∩L∞(Rn), è ïóñòü u ∈ C∞(Rn×(0,+∞)) � òåïëîâîé
ïîòåíöèàë, ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíîìó äàííîìó a. Òîãäà

∀ x0 ∈ Rn ∃ lim
(x,t)→(x0,+0)

u(x, t) = a(x0).

Äðóãèìè ñëîâàìè,

u ∈ C(Rn × [0,+∞)) ∩ C∞(Rn × (0,+∞))

ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
∂u

∂t
−∆u = 0 â Rn × (0,+∞)

u|t=0 = a

4. Ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè

Òåîðåìà. Òåïëîâîé ïîòåíöèàë u, ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíîìó äàííîìó a ∈
L∞(Rn), îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ìãíîâåííîå ñãëàæèâàíèå:

a ∈ L∞(Rn) =⇒ u(·, t) ∈ C∞(Rn), ∀ t > 0
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2) áåñêîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé:

a ∈ L∞(Rn), a ̸≡ 0

a ≥ 0 ï.â. â Rn

}
=⇒ u(x, t) > 0, ∀ x ∈ Rn, ∀ t > 0

Äðóãèìè ñëîâàìè, äàæå åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìû ïîäâåëè òåïëî òîëüêî
ê ìàëîìó ó÷àñòêó ñðåäû â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò (òî åñòü ó íåîò-
ðèöàòåëüíîãî íà÷àëüíîãî äàííîãî íîñèòåëü êîìïàêòåí), òî â ëþáîé (ñêîëü
óãîäíî ìàëûé) ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ëþáàÿ òî÷êà ñðåäû (íàõîäÿ-
ùàÿñÿ ñêîëü óãîäíî äàëåêî îò íà÷àëà êîîðäèíàò) òîæå íà÷íåò íàãðåâàòüñÿ.
Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò áåñêîíå÷íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé.

3) ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è Êîøè:

a ∈ L∞(Rn) =⇒ ∀ t > 0 sup
x∈Rn

|u(x, t)| ≤ sup
x∈Rn

|a(x)|.

4) ñîõðàíåíèå ýíåðãèè:

a ∈ L∞(Rn) ∩ L1(Rn) =⇒ ∀ t > 0

∫
Rn

u(x, t) dx =

∫
Rn

a(x) dx.

Åñëè u(x, t) � òåìïåðàòóðà ñðåäû â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t, òî âåëè÷èíà

W (t) =

∫
Rn

u(x, t) dx

èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè ñðåäû.

5) ñòàáèëèçàöèÿ ê íóëþ Lp�íîðìû:

a ∈ L∞(Rn)∩L1(Rn) =⇒ ∀ p ∈ (1,+∞) ∥u(·, t)∥Lp(Rn) → 0 ïðè t→ +∞

32



3.3 Îáúåìíûé òåïëîâîé ïîòåíöèàë

1. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ

Ïóñòü f : Rn× [0,+∞) → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Ïðèí-
öèï Äþàìåëÿ (ïðèìåíèìûé øèðîêîìó êëàññó ëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíå-
íèé) ãëàñèò, ÷òî, åñëè ìû óìåì ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè, òî ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé
çàäà÷è ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçðì: äëÿ ëþáîãî τ ∈ [0,+∞) îáîçíà-
÷èì ÷åðåç wτ ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:{

∂twτ −∆wτ = 0 â Rn × (τ,+∞),

wτ |t=τ = f |t=τ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî wτ � ãëàäêàÿ, è ïîñòðîèì ôóíêöèþ

u(x, t) =

t∫
0

wτ (x, t) dτ.

Ïðèíöèï Äþàìåëÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ u ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîé çàäà÷è:{

∂tu−∆u = f â Rn × (0,+∞)

u|t=0 = 0

Ïðèíöèï Äþàìåëÿ ïîäñêàçûâàåò íàì, êàê äîëæíî âûãëÿäåòü ðåøåíèå íåîäíî-
ðîäíîé çàäà÷è:

wτ (t) =

∫
Rn

Γ(x− y, t− τ) f(y, τ) dy,

t∫
0

wτ (x, t) dτ =

t∫
0

∫
Rn

Γ(x− y, t− τ) f(y, τ) dy.

Ðàçóìååòñÿ, ïðèíöèï Äþàìåëÿ (ïðèìåíèòåëüíî ê PDE, êîòîðûå ìû â äàííîì
ñëó÷àå èíòåðïðåòèðóåì êàê ODE äëÿ ôóíêöèè u(t) ∈ X ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòî-
ðîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X) íå äîêàçàí íàìè ñòðîãî. Ìû ïðèâåëè åãî ïðîñòî
êàê ýâèñòè÷åñêèé ñïîñîá �óãàäàòü� ðåøåíèå, íî ïîëó÷åííàÿ ïðè ýòîì ôîðìóëà
åùå íóæäàåòñÿ â ñòðîãîì îáîñíîâàíèè.

2. Îáúåìíûé òåïëîâîé ïîòåíöèàë

Îïðåäåëåíèå.Îáúåìíûì òåïëîâûì ïîòåíöèàëîì ñ ïëîòíîñòüþ f : Rn×(0,+∞) →
R ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

u(x, t) :=

t∫
0

∫
Rn

Γ(x− y, t− τ) f(y, τ) dydτ, x ∈ Rn, t > 0,

3. Ñâîéñòâà ñâåðòêè ñ ÿäðîì èç L1

Òåîðåìà. Ïóñòü T > 0, ΠT := Rn× (0, T ), K ∈ L1(ΠT ), f ∈ L∞(ΠT ). Îáîçíà÷èì

w(x, t) :=

t∫
0

∫
Rn

K(x− y, t− τ)f(y, τ) dydτ, x ∈ Rn, t ∈ (0, T )
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Òîãäà w ∈ L∞(ΠT ) ∩ C(Π̄T ) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥w∥L∞(ΠT ) ≤ ∥K∥L1(ΠT ) ∥f∥L∞(ΠT )

4. Íåïðåðûâíîñòü îáúåìíîãî òåïëîâîãî ïîòåíöèàëà

Òåîðåìà. Ïóñòü T > 0, ΠT := Rn × (0, T ), f ∈ L∞(ΠT ), è ïóñòü u � îáúåìíûé
òåïëîâîé ïîòåíöèàë ñ ïëîòíîñòüþ f . Òîãäà u ∈ L∞(ΠT ) ∩ C(Π̄T ) è

|u(x, t)| ≤ t sup
Rn×(0,t)

|f |, ∀ (x, t) ∈ ΠT

5. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Òåîðåìà. Ïóñòü T > 0, ΠT := Rn × (0, T ) è f ∈ C2,1(ΠT ) òàêîâà, ÷òî supp f �
êîìïàêò, òî åñòü supp f ⊂ B̄R × [0, T ] äëÿ íåêîòîðîãî R > 0. Çäåñü è äàëåå

C2,1(ΠT ) :=
{
v ∈ C(ΠT ) : ∃ ∇v, ∇2v,

∂v

∂t
∈ C(ΠT )

}
Ïóñòü u � îáúåìíûé òåïëîâîé ïîòåíöèàë ñ ïëîòíîñòüþ f :

u(x, t) =

t∫
0

∫
Rn

Γ(x− y, t− τ)f(y, τ) dydτ, (x, t) ∈ ΠT .

Òîãäà u ∈ C2,1(ΠT ) ∩ C(Π̄T ) è u ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è
∂u

∂t
−∆u = f â ΠT

u|t=0 = 0
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3.4 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

1. Ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ñóáðåøåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, T > 0, QT := Ω × (0, T ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(Q̄T ) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∂tu−∆u ≤ 0 â QT .

Òîãäà
sup
Q̄T

u = sup
∂′QT

u

ãäå ∂′QT � ïàðàáîëè÷åñêàÿ ãðàíèöà îáëàñòè QT :

∂′QT := (∂Ω× [0, T ]) ∪ (Ω× {t = 0})

è

C2,1(QT ) :=
{
v ∈ C(QT ) : ∃ ∇v,∇2v,

∂v

∂t
∈ C(QT )

}
.

2. Ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, T > 0, QT := Ω × (0, T ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(Q̄T ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂tu−∆u = 0 â QT .

Òîãäà
∀ (x, t) ∈ Q̄T inf

∂′QT

u ≤ u(x, t) ≤ sup
∂′QT

u

3. Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, T > 0, QT := Ω × (0, T ), è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî u1, u2 ∈ C2,1(QT ) ∩ C(Q̄T ) � äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè

∂tu−∆u = 0 â QT .

Òîãäà
u1|∂′QT

≤ u2|∂′QT
=⇒ u1 ≤ u2 â QT .
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3.5 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé

1. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà. Ïóñòü T > 0 � ïðîèçâîëüíîå, ΠT := Rn × (0, T ), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèÿ u ∈ C2,1(ΠT ) ∩ C(Π̄T ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì{

∂tu−∆u = 0 â ΠT

u|t=0 = 0

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ M , òàêàÿ ÷òî

|u(x, t)| ≤ M, ∀ (x, t) ∈ ΠT .

Òîãäà u ≡ 0 â ΠT .

2. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè À.Í. Òèõîíîâà

Òåîðåìà. Ïóñòü T > 0 � ïðîèçâîëüíîå, ΠT := Rn × (0, T ), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèÿ u ∈ C2,1(ΠT ) ∩ C(Π̄T ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì{

∂tu−∆u = 0 â ΠT

u|t=0 = 0

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå C è b, òàêèå ÷òî

|u(x, t)| ≤ C eb|x|
2
, ∀ (x, t) ∈ ΠT .

Òîãäà u ≡ 0 â ΠT .

Äîêàçàòåëüñòâî: áåç äîêàçàòåëüñòâà. �

3. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Òåîðåìà. Ïóñòü T > 0 � ïðîèçâîëüíîå, ΠT := Rn × (0, T ), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

a ∈ L∞(Rn) ∩ C(Rn), f ∈ C2,1(ΠT ) : supp f � êîìïàêò.

Òîãäà â êëàññå ôóíêöèé

u ∈ L∞(ΠT ) ∩ C2,1(ΠT ) ∩ C(Π̄T ),

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u, ÿâëÿþùàÿñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çà-
äà÷è {

∂tu−∆u = f â ΠT ,

u|t=0 = a.

Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ u âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a è f ïî ôîðìóëå

u(x, t) =

∫
Rn

Γ(x− y, t)a(y)dy +

t∫
0

∫
Rn

Γ(x− y, t− τ)f(y, τ)dydτ, (x, t) ∈ ΠT .

36



4 Âîëíîâîå óðàâíåíèå

4.1 Îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

1. Îáùåå ðåøåíèå îäíîìåðíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ∈ C2(R × (0,+∞)) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìåðíîìó
âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0 â R× (0,+∞)

Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè F1, F2 ∈ C2(R), òàêèå ÷òî

u(x, t) = F1(x− at) + F2(x+ at)

2. Çàäà÷à Êîøè. Ôîðìóëà Äàëàìáåðà

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ C2(R) è ψ ∈ C1(R). Ïóñòü ôóíêöèÿ u : R × [0,+∞) → R
çàäàíà ôîðìóëîé Äàëàìáåðà

u(x, t) =
1

2

(
φ(x+ at) + φ(x− at)

)
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(s) ds.

Òîãäà u ∈ C2(R× [0,+∞)) è u óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0 â R× (0,+∞)

u|t=0 = φ,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ

3. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ (íàïîìèíàíèå)

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ C1(R× [0,+∞)). Äëÿ ëþáîãî τ ∈ [0,+∞) îáîçíà÷èì ÷åðåç
wτ ∈ C1(R× [τ,+∞)) ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:

∂2wτ

∂t2
− a2

∂2wτ

∂x2
= 0 â R× (τ,+∞)

wτ |t=τ = 0,
∂wτ

∂t

∣∣∣
t=τ

= f |t=τ

Îáîçíà÷èì w(x, t, τ) := wτ (x, t) è ïîñòðîèì ôóíêöèþ

u(x, t) =

t∫
0

w(x, t, τ) dτ, t > 0.

Òîãäà u ∈ C2(R× [0,+∞)) è u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîé çàäà÷è:
∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= f â R× (0,+∞)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 0

Çàìå÷àíèå. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ ïîäñêàçûâàåò íàì, êàê äîëæíî âûãëÿäåòü ðå-
øåíèå íåîäíîðîäíîé çàäà÷è.
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4. Çàäà÷à ñ íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ C1(R × [0,+∞)). Ïóñòü ôóíêöèÿ u : R × [0,+∞) → R
çàäàíà ôîðìóëîé

u(x, t) =
1

2a

t∫
0

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(y, τ) dy.

Òîãäà u ∈ C2(R× [0,+∞)) è u óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= f â R× (0,+∞)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 0

5. Ñèììåòðèè ðåøåíèé, çàäàííûõ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ C2(R) è ψ ∈ C1(R), è ïóñòü

u(x, t) =
1

2

(
φ(x+ at) + φ(x− at)

)
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(s) ds.

Òîãäà

1) åñëè φ � íå÷åòíàÿ, ψ � íå÷åòíàÿ, òî ∀ t > 0 u(·, t) � íå÷åòíàÿ

2) åñëè φ � ÷åòíàÿ, ψ � ÷åòíàÿ, òî ∀ t > 0 u(·, t) � ÷åòíàÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé, åñëè φ(−x) = −φ(x), ∀ x ∈ R,
è, ñîîòâåòcòâåííî, ÷åòíîé, åñëè φ(−x) = φ(x), ∀ x ∈ R.

6. Îäíîìåðíîå óðàâíåíåèå íà ïîëóîñè. Ìåòîä îòðàæåíèÿ

Òåîðåìà. Îáîçíà÷èì R+ := {x ∈ R : x > 0 } è ïóñòü φ ∈ C2(R̄+) è ψ ∈ C1(R̄+)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

φ(0) = φ′′(0) = 0, ψ(0) = 0

Ïóñòü ôóíêöèÿ u : R̄+ × [0,+∞) → R çàäàíà ôîðìóëîé

u(x, t) =



1

2

(
φ(x+ at) + φ(x− at)

)
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(s) ds, at ≤ x

1

2

(
φ(at+ x) − φ(at− x)

)
+

1

2a

at+x∫
at−x

ψ(s) ds, at > x

Òîãäà u ∈ C2(R̄+ × [0,+∞)) è u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâåíèÿ íà
ïîëóîñè ñ óñëîâèåì Äèðèõëå â òî÷êå x = 0:

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0 â R+ × (0,+∞)

u|t=0 = φ,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ

u|x=0 = 0

Çàìå÷àíèå. Ðåøåíèå çàäà÷è íà ïîëóîñè ñ êðàåâûì óñëîâèåì ∂u
∂x

∣∣
x=0

= 0 ïîëó-
÷àåòñÿ èç íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûé ÷åòíûì îòðàæåíèåì φ è ψ.
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4.2 Çàäà÷à Êîøè â R3

1. Ñôåðè÷åñêèå ñðåäíèå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u ∈ C(Rn), r > 0 è x ∈ R. Îïðåäåëèì ñôåðè÷åñêèå ñðåäíèå

ôóíêöèè u ïî ôîðìóëå

U(x, r) :=
1

|Sr|

∫
Sr(x)

u(y) dsy ≡
∫
−

Sr(x)

u(y) dsy

ãäå Sr(x) := ∂Br(x). Çàìåòèì, ÷òî

U(x, r) =
1

|Sr|

∫
Sr

u(x+ y) dsy =
1

|S1|

∫
S1

u(x+ rz) dsz

2. Ñâîéñòâà ñôåðè÷åñêèõ ñðåäíèõ

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ C2(Rn) è U(x, r) � ñôåðè÷åñêèå ñðåäíèå ôóíêöèè u. Òîãäà

1) U ∈ C2(Rn × R+)

2) U,r(x, r) =
r
n

∫
−

Br(x)

∆u(y) dy = 1
|Sr|

∫
Br(x)

∆u(y) dy

3) U,rr(x, r) +
n−1
r U,r(x, r) =

∫
−

Sr(x)

∆u(y) dsy (ôîðìóëà Äàðáó)

4) lim
r→+0

U(x, r) = u(x)

5) lim
r→+0

U,r(x, r) = 0

6) lim
r→+0

U,rr(x, r) = 1
n∆u(x)

7) U ∈ C2(Rn × R̄+)

3. Ñâåäåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó

äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ñðåäíèõ

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ C2(Rn × [0,+∞)) óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∂2u

∂t2
−∆u = 0 â Rn × (0,+∞)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(x, r, t) ñôåðè÷åñêèå ñðåäíèå u(x, t):

U(x, r, t) :=
1

|Sr|

∫
Sr(x)

u(y, t) dSy, x ∈ Rn

Òîãäà U ∈ C2(Rn × R̄+ × [0,+∞)) äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ Rn ôóíêöèÿ
(r, t) 7→ U(x, r, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó

U,tt − U,rr −
n− 1

r
U,r = 0 â R+ × (0,+∞)
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4. Ñïåöèôèêà òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáûõ íå÷åòíûõ ðàç-
ìåðíîñòåé)

Òåîðåìà. Ïóñòü n = 3. Îáîçíà÷èì

V (x, r, t) := r U(x, r, t)

Òîãäà

U,rr +
2

r
U,r =

1

r
V,rr

5. Ñâåäåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ê îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ñôåðè-

÷åñêèõ ñðåäíèõ

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ C3(R3), ψ ∈ C2(R3), è ïóñòü ôóíêöèÿ u ∈ C2(R3× [0,+∞))
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
−∆u = 0 â R3 × (0,+∞)

u|t=0 = φ,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ

Îáîçíà÷èì

V (x, r, t) := r

∫
−

Sr(x)

u(y, t) dSy,

Φ(x, r) := r

∫
−

Sr(x)

φ(y) dSy, Ψ(x, r) := r

∫
−

Sr(x)

ψ(y) dSy.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ Rn ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà-
÷àëüíî êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà ïîëóîñè:

V,tt − V,rr = 0 â R+ × (0,+∞)

V |t=0 = Φ, V,t
∣∣
t=0

= Ψ

V |r=0 = 0

6. Âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ ïî åãî ñôåðè÷åñêèì ñðåäíèì

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Òîãäà

u(x, t) = lim
r→+0

V (x, r, t)

r
,

è ïîñêîëüêó ïðè r < t äëÿ V (x, r, t) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

V (x, r, t) =
1

2

(
Φ(x, t+ r) − Φ(x, t− r)

)
+

1

2

t+r∫
t−r

Ψ(x, s) ds,

ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

u(x, t) =
∂Φ

∂t
(x, t) + Ψ(x, t)

ãäå

Φ(x, t) =
1

4πt

∫
St(x)

φ(y) dSy, Ψ(x, t) =
1

4πt

∫
St(x)

ψ(y) dSy.
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7. Ôîðìóëà Êèðõãîôà

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ C3(R3), ψ ∈ C2(R3). Îïðåäåëèì u : R3 × [0,+∞) → R ïî
ôîðìóëå:

u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t

∫
Sat(x)

φ(y) dSy

)
+

1

4πa2t

∫
Sat(x)

ψ(y) dSy

Òîãäà u ∈ C2(R3 × [0,+∞)) è ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
∂2u

∂t2
− a2∆u = 0 â R3 × (0,+∞)

u|t=0 = φ,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ
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4.3 Çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû

1. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ C2(R3× [0,+∞)). Äëÿ ëþáîãî τ ∈ [0,+∞) îáîçíà÷èì ÷åðåç
wτ ∈ C2(R3 × [τ,+∞)) ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:

∂2wτ

∂t2
− a2∆wτ = 0 â R3 × (τ,+∞),

wτ |t=τ = 0,
∂wτ

∂t

∣∣∣
t=τ

= f
∣∣
t=τ

.

Äàëåå, ïîñòðîèì ôóíêöèþ

u(x, t) =

t∫
0

wτ (x, t) dτ.

Òîãäà u ∈ C2(R3 × [0,+∞)) è u óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
∂2u

∂t2
− a2∆u = f â R3 × (0,+∞)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 0

2. Çàïàçäûâàþùèé ïîòåíöèàë

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ C2(R3 × [0,+∞)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç u : R3 × [0,+∞) → R
çàïàçäûâàþùèé ïîòåíöèàë ñ ïëîòíîñòüþ f :

u(x, t) =
1

4πa2

∫
Bat(x)

f
(
y , t− |x−y|

a

)
|x− y|

dy

Òîãäà u ∈ C2(R3 × [0,+∞)) è u óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
∂2u

∂t2
− a2∆u = f â R3 × (0,+∞),

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 0.
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4.4 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé

1. Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü n ≥ 1, φ ∈ C2(Rn), ψ ∈ C1(Rn), f ∈ C(Rn×[0,+∞)). Òîãäà
èìååò ñìûñë êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:
íàéòè ôóíêöèþ u ∈ C2(Rn × [0,+∞)), òàêóþ ÷òî

∂2u

∂t2
− a2∆u = f â Rn × (0,+∞),

u|t=0 = φ,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ.

(∗)

Ðåøåíèÿ çàäà÷è (∗) èç êëàññà u ∈ C2(Rn × [0,+∞)), ìû áóäåì íàçûâàòü êëàññè-
÷åñêèìè.

2. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè âîëíîâîãî ïîëÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü D ⊂ Rn × (0,+∞) � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé ∂D è ïóñòü u ∈ C2(D̄). Òîãäà∫

D

(∂2u
∂t2

− a2∆u
)∂u
∂t

dxdt =

∫
∂D

(
νt E [u]− a2νx · ∇u

∂u

∂t

)
dSx,t

ãäå ν = (νx, νt)
T ∈ Rn+1 � ïîëå íîðìàëè ê ∂D, νx ∈ Rn, νt ∈ R, è

E [u] :=
1

2

( ∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2 + a2|∇u|2
)

�
ïëîòíîñòü ýíåðãèè

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u

3. Ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

Òåîðåìà. Ïóñòü x0 ∈ Rn, t0 > 0, R > 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç D ⊂ Rn × (0,+∞)
óñå÷åííûé êîíóñ ñ îñíîâàíèÿìè BR+at0(x0)× {t = 0} è BR(x0)× {t = t0}:

D :=
{
(x, t) ∈ Rn+1 : t ∈ (0, t0), |x− x0| < a(t0 − t) +R

}
Ïóñòü u ∈ C2(D̄) óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ â D

∂2u

∂t2
− a2∆u = 0 â D

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
BR(x0)

E(x, t0) dx ≤
∫

BR+at0
(x0)

E(x, 0) dx

ãäå E := E [u] � ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ u.

4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîíóñ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü x0 ∈ Rn, t0 > 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîíóñîì ïðîøëîãî

ñ âåðøèíîé â òî÷êå (x0, t0) ∈ Rn+1 äëÿ âîëíîâîãî îïåðàòîðà �a = ∂2

∂t2
− a2∆

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê

K−
x0,t0

:=
{
(x, t) ∈ Rn+1 : t ∈ (0, t0), |x− x0| < a(t0 − t)

}
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Îñíîâàíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êîíóñà K−
x0,t0

ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî

Ωx0,t0 :=
{
(x, t) ∈ Rn+1 : t = 0, |x− x0| < at0

}
= Bat0(x0)× {t = 0}

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîíóñîì áóäóùåãî íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê

K+
x0,t0

:=
{
(x, t) ∈ Rn+1 : t ∈ (t0,+∞), |x− x0| < a(t− t0)

}
5. Êîíå÷íàÿ îáëàñòü çàâèñèìîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ C2(Rn), ψ ∈ C1(Rn), f ∈ C(Rn × [0,+∞)), è ïóñòü u �
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (∗). Ïóñòü x0 ∈ Rn,
t0 > 0, è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωx0,t0 = Bat0(x0)× {t = 0} îñíîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî êîíóñà K−

x0,t0
ñ âåðøèíîé â òî÷êå (x0, t0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

φ ≡ 0 â Ωx0,t0 , ψ ≡ 0 â Ωx0,t0 , f ≡ 0 â K−
x0,t0

Òîãäà
u ≡ 0 â K−

x0,t0

6. Åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ φ ∈ C2(Rn), ψ ∈ C1(Rn), f ∈ C(Rn × [0,+∞)) êëàñ-
ñè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (∗), åñëè ñóùåñòâóåò,
åäèíñòâåííî.
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4.5 Ñâîéñòâà ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R3

1. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ φ ∈ C3(R), ψ ∈ C2(R3), f ∈ C1(R3 × [0,+∞)) ñóùåñòâóåò
è ïðèòîì åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u ∈ C2(R3× [0,+∞)) çàäà÷è Êîøè

∂2u

∂t2
− a2∆u = f â R3 × (0,+∞)

u|t=0 = φ,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ

(∗)

2. ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ φ ∈ C3(R), ψ ∈ C2(R3), f ∈ C1(R3×[0,+∞)) êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå u ∈ C2(R3 × [0,+∞)) çàäà÷è (∗) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè φ, ψ è f
ïî ôîðìóëå Êèðõãîôà:

u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t

∫
Sat(x)

φ(y) dSy

)
+

1

4πa2t

∫
Sat(x)

ψ(y) dSy +

+
1

4πa2

∫
Bat(x)

f
(
y , t− |x−y|

a

)
|x− y|

dy

3. Êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü φ, ψ, f óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u çàäà÷è (∗). Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò R > 0, òàêîå ÷òî

suppφ ⊂ BR, suppψ ⊂ BR, supp f ⊂ BR × [0,+∞).

Òîãäà
∀ t > 0 suppu(·, t) ⊂ Bat+R

Ñëåäñòâèå. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé, îïèñûâàåìûõ âîëíîâûì
óðàâíåíèåì, êîíå÷íà è ðàâíà a.

4. Ïåðåäíèé è çàäíèé ôðîíòû âîëíîâîãî ïîëÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü n = 3, f ≡ 0 â Rn × [0,+∞), φ ∈ C3(Rn), ψ ∈ C2(Rn) òàêîâû,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî R > 0

suppφ ⊂ BR è suppψ ⊂ BR

Ïóñòü u � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (∗). Òîãäà

∀ t > 0 suppu(·, t) ⊂ Bat+R \Bat−R ïðè at > R

Çàìå÷àíèÿ.

1) Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæàäàòü, ÷òî ïðè n = 3 ðåøåíèå îäíîðîäíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíûì äàííûì ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì, èìååò êàê ïåðåäíèé, òàê è çàäíèé âîëíîâûå ôðîíòû.
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2) Îòìåòèì òàêæå (ñì. �4.6), ÷òî â ñëó÷àå n = 2, ðåøåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, èìååò
òîëüêî ïåðåäíèé âîëíîâîé ôðîíò, à çàäíåãî âîëíîâîãî ôðîíòà â äâóìåðíîì
ñëó÷àå ó ðåøåíèÿ íåò. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå ñâîéñòâ
ðåøåíèé òðåõìåðíîé è äâóìåðíîé çàäà÷.

5. Îòñóòñòâèå ñãëàæèâàþùåãî ýôôåêòà

Òåîðåìà. Ïóñòü f ≡ 0. Òîãäà ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ u(·, t) çàäà÷è Êîøè (∗) ñ
íà÷àëüíûìè äàííûìè u|t=0 = φ è ∂u

∂t |t=0 = ψ â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 áóäåò
òàêàÿ æå, êàê è ãëàäêîñòü íà÷àëüíîãî äàííîãî ψ (è íà åäèíèöó íèæå, ÷åì ó φ):

φ ∈ Ck+1(R3), ψ ∈ Ck(R3) =⇒ u(·, t) ∈ Ck(R3)

Çàìå÷àíèÿ.

1) Òàêèì îáðàçîì, ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ îãðàíè÷åííîé (íå áåñêîíå÷íîé) ãëàä-
êîñòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïîñëåäóþùèå ìî-
ìåíòû âðåìåíè òîæå áóäåò îáëàäàòü îãðàíè÷åííîé (íå áåñêîíå÷íîé) ãëàäêî-
ñòüþ. Óñëîâíî ãîâîðÿ, ðåøåíèå u(·, t) ïðè t > 0 �íàñëåäóåò� ãëàäêîñòü ñâîèõ
íà÷àëüíûõ äàííûõ.

2) Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ îò óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì ìîìåíòàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ, òî åñòü êàêîâà áû íè áûëà
ãëàäêîñòü íà÷àëüíîãî äàííîãî, ðåøåíèå u(·, t) çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíåèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè ñ òàêèì íà÷àëüíûì äàííûì (åñëè òîëüêî îíî ñóùåñòâóåò)
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé.
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4.6 Çàäà÷à Êîøè â R2

Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà íå áûë èçëîæåí íà ëåêöèÿõ. Îí íå âõîäèò â òåîðçà÷åò â
äåêàáðå 2019 ãîäà è ïðèâîäèòñÿ çäåñü òîëüêî â êà÷åñòâå ñïðàâî÷íîé èíôîðìàöèè.

1. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â ïîâåðõíîñòíîì èíòåãðàëå

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, è ïóñòü ïîâåðõíîñòü Σ ⊂ R3

ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè Φ ∈ C1(Ω̄):

Σ =
{
x ∈ R3 : (x1, x2) ∈ Ω̄, x3 = Φ(x1, x2)

}
Òîãäà äëÿ ëþáîé g ∈ C(Σ)∫
Σ

g(x) dsx =

∫
Ω

g(x1, x2,Φ(x1, x2))
√

1 + |Φ,1(x1, x2)|2 + |Φ,2(x1, x2)|2 dx1dx2

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü SR = { x ∈ R3 : |x| = R }, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ
g ∈ C(SR) íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x3. Òîãäà∫

x2
1+x2

2+x2
3=R2

g(x1, x2) dSx = 2R

∫
x2
1+x2

2<R2

g(x1, x2)√
R2 − x21 − x22

dx1dx2

2. Ôîðìóëà Ïóàññîíà. Ìåòîä ñïóñêà

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ C3(R2), ψ ∈ C2(R2). Îïðåäåëèì u : R2 × [0,+∞) → R ïî
ôîðìóëå Ïóàññîíà

u(x, t) =
∂

∂t

( 1

2πa

∫
Bat(x)

φ(y)√
a2t2 − |x− y|2

dy
)

+
1

2πa

∫
Bat(x)

ψ(y)√
a2t2 − |x− y|2

dy

Òîãäà u ∈ C2(R2 × [0,+∞)) è u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ â R2: 

∂2u

∂t2
− a2∆u = 0 â R2 × (0,+∞)

u|t=0 = φ,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ

3. Çàäà÷à ñ íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Òåîðåìà.Ïóñòü f ∈ C2(R2×[0,+∞)). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u : R2×[0,+∞) → R
ïî ôîðìóëå

u(x, t) =
1

2πa2

at∫
0

dτ

∫
Bτ (x)

f
(
y, t− τ

a

)√
τ2 − |x− y|2

dy =

=
1

2πa

t∫
0

dτ

∫
Ba(t−τ)(x)

f (y, τ)√
a2(t− τ)2 − |x− y|2

dy
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Òîãäà u ∈ C2(R2 × [0,+∞)) è u óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
∂2u

∂t2
− a2∆u = f â R2 × (0,+∞),

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 0

4. Ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè â R2

1) Êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé.

2) Íàëè÷èå ó ðåøåíèÿ òîëüêî ïåðåäíåãî âîëíîâîãî ôðîíòà è îòñóñòâèå çàäíåãî
âîëíîâîãî ôðîíòà.

3) Îòñóòñòâèå ñãëàæèâàþùåãî ýôôåêòà.
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