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�1 Ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâûõ ïð�âàõ

1. Ìîòèâèðîâêà

Ïóñòü X � áàíàõîâî. Ìû õîòèì íàéòè u : R→ X, òàêóþ ÷òî
du

dt
(t) = A(u(t))

u(0) = a

A : D(A) ⊂ X → X

� (íåëèíåéíûé) îïåðàòîð

2. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïð�âå

Îïð. u : I → X íàç. ñèëüíî íåïðåðûâíîé â t0 ∈ I, åñëè

‖u(t)− u(t0)‖X → 0 ïðè t→ t0

C(I;X) := { u : I → X, u � íåïðåðûâíà íà I }



Òåîðåìà. I = [a, b] =⇒ C([a, b];X) � áàíàõîâî îòí. íîðìû

‖u‖C([a,b];X) := sup
t∈[a,b]

‖u(t)‖X

è ïîëèíîìû p(t) =
m∑
j=0

ajt
j, aj ∈ X ïëîòíû â C([a, b];X)

3. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî Ôðåøå

Îïð. u : I → X íàç. äèôôåðåíöèðóåìîé ïî Ôðåøå â òî÷êå t0,

åñëè ñóùåñòâóåò vt0 ∈ X:

lim
t→t0

∥∥∥∥∥ u(t)− u(t0)

t− t0
− vt0

∥∥∥∥∥
X

= 0

u′(t0) ≡ du
dt (t0) := vt0 íàç. ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé (ïî Ôðåøå)

C1(I;X) := { u ∈ C(I;X) : ∃u′ ∈ C(I;X) }

Òåîðåìà. I = [a, b] =⇒ C1([a, b];X) � áàíàõîâî îòí. íîðìû

‖u‖C1([a,b];X) := ‖u‖C([a,b];X) + ‖u′‖C([a,b];X)



4. Ñèëüíàÿ èçìåðèìîñòü

Îïð. u : I → X íàç. ñèëüíî èçìåðèìîé íà I, åñëè ∃ ïðîñòûå

ôóíêöèè gk : I → X, òàêèå ÷òî gk(t)→ u(t) äëÿ ï.â. t ∈ I

• g : I → X íàç. ïðîñòîé, åñëè ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèå I = ∪Nk=1Ik,

Ij ∩ Ik = ∅, Ik � èçì. ïî Ëåáåãó, à òàêæå {gi}Ni=1 ⊂ X, òàêèå ÷òî

g(t) =
N∑
k=1

χIk(t) gk, t ∈ I

Òåîðåìà (Ïåòòèñ) Åñëè X � ñåïàðàáåëüíîå, òî u : I → X ÿâëÿ-

åòñÿ ñèëüíî èçìåðèìîé íà I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ f ∈ X∗ îòîáðàæåíèå t ∈ I 7→ 〈f, u(t)〉 èçìåðèìî ïî Ëåáåãó

• uk : I → X ñèëüíî èçì., uk(t) ⇀
k→∞

u(t) â X ïðè ï.â. t ∈ I =⇒
u ñèëüíî èçì. íà I



5. Èíòåãðàë Áîõíåðà

Îïð. Ïóñòü g(t) =
N∑
k=1

gkχIk(t), gk ∈ X � ïðîñòàÿ. Òîãäà

∫
I

g(t) dt
def
=

N∑
k=1

gkµ(Ik) ∈ X � èíòåãðàë Áîõíåðà îò g

u : I → X ñóììèðóåìà íà I ⇐⇒ ∃ gk : I → X � ïðîñòûå:∫
I

‖u− gk‖X dt → 0 (∗)

• ∀ ïðîñòûõ gk, òàêèõ ÷òî (∗), ∃ S ∈ X, òàêîé ÷òî∥∥∥∥ S − ∫
I

gk(t) dt
∥∥∥∥
X
→ 0

• S ∈ X íå çàâèñèò îò âûáîðà gk

• S íàç. èíòåãðàëîì Áîõíåðà è îáîçíà÷àåòñÿ
∫
I
u(t) dt := S



Òåîðåìà (Áîõíåð). u : I → X ñóììèðóåìà íà I òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà u ñèëüíî èçìåðèìà íà I è ‖u(·)‖X ∈ L1(I). Ïðè ýòîì∥∥∥∥ ∫
I

u(t) dt
∥∥∥∥
X
≤

∫
I

‖u(t)‖X dt

6. Òåîðåìà î ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè èíòåãðàëà Áîõíåðà

Òåîðåìà. Åñëè u : I → X ñóììèðóåìà íà I, òî

∀ f ∈ X∗
〈
f ,

∫
I

u(t) dt

〉
=

∫
I

〈f, u(t)〉 dt

Åñëè u : I → X∗ ñóììèðóåìà íà I, òî

∀ x ∈ X
〈
x ,

∫
I

u(t) dt

〉
=

∫
I

〈x, u(t)〉 dt

Åñëè T ∈ B(X;Y ) è u : I → X ñóììèð. íà I, òî Tu ñóììèð. íà I è∫
I

Tu(t) dt = T
∫
I

u(t) dt



7. Ïðîñòðàíñòâà Lp(I;X), p ∈ [1,+∞)

Îïð. Lp(I;X) := { u : I → X èçìåðèìà íà I è t 7→ ‖u(t)‖X ∈ Lp(I) }

‖u‖Lp(I;X) :=
( ∫
I

‖u(t)‖pX dt

)1/p

• Lp(I;X) � áàíàõîâî

• ïðîñòûå ôóíêöèè ïëîòíû â Lp(I;X)

• X ðåôëåêñ. è ñåïàðàá., p ∈ (1,+∞) =⇒ (Lp(I;X))∗ ' Lp′(I;X∗)
• (Íåïðåðûâíîñòü â ñðåäíåì)

lim
h→0
‖Thu− u‖Lp(I;X) = 0, Thu(x) := u(x+ h)

• (Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà) 1
p + 1

p′ = 1, u ∈ Lp(I;X), v ∈ Lp′(I;X∗)∣∣∣∣ ∫
I

〈v(t), u(t)〉 dt
∣∣∣∣ ≤ ‖u‖Lp(I;X)‖v‖Lp′(I;X∗)

• åñëè X ↪→ Z, òî Lp(I;X) ↪→ Lp(I;Z)



8. Ïðîñòðàíñòâî L∞(I;X)

Îïð. L∞(I;X) := { u : I → X èçìåðèìà íà I è t 7→ ‖u(t)‖X ∈ L∞(I) }

‖u‖L∞(I;X) := esssup
t∈I

‖u(t)‖X

• L∞(I;X) � áàíàõîâî

• ïðîñòûå ôóíêöèè ïëîòíû â L∞(I;X)

• åñëè X ðåôëåêñèâíî è ñåïàðàáåëüíî, òî (L1(I;X))∗ ' L∞(I;X∗)

9. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2(I;H)

Òåîðåìà. Åñëè H � ãèëüáåðòîâî, òî L2(I;H) ãèëüáåðòîâî îòí.

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(u, v)L2(I;H) :=
∫
I

(u(t), v(t))H dt, u, v ∈ L2(I;H)



10. Óñðåäíåíèå áàíàõîâîçíà÷íûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà. Ïóñòü

ωε(t) :=
1

ε
ω

(
t

ε

)
, ω ∈ C∞0 (−1,1),

+∞∫
−∞

ω(t) dt = 1

Îïðåäåëèì óñðåäíåíèå u ∈ Lp(I;X), p ∈ [1,+∞]

uε(t) :=

+∞∫
−∞

ωε(t− s)u(s) ds, t ∈ R (èíòåãðàë Áîõíåðà)

Òîãäà

• ε > 0 =⇒ uε ∈ C∞(I;X)

• p ∈ [1,+∞] =⇒ ‖uε‖Lp(I;X) ≤ ‖u‖Lp(I;X)
• p ∈ [1,+∞) =⇒ ‖uε − u‖Lp(I;X) → 0 ïðè ε→ +0

• p ∈ [1,+∞) =⇒ C∞(I;X) ïëîòíî â Lp(I;X)



�2 Ðàñïðåäåëåíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõ. ïð�âå

1. Îáîáùåííûå ô�öèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâûõ ïð�âàõ

Îïð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D′(I;X) ìí�âî âñåõ ëèí. îòîáðàæåíèé

T : C∞0 (I)→ X, êîòîðûå íåïðåðûâíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

∀ ϕm, ϕ ∈ C∞0 (I) ϕm V ϕ â D(I) =⇒ T (ϕm) ⇀ T (ϕ) â X

• T ∈ D′(I,X) íàç. ðàñïðåäåëåíèåì íà I ñî çíà÷åííèÿìè â X

• Tm → T â D′(I;X) ⇐⇒ ∀ f ∈ X∗, ∀ ϕ ∈ C∞0 (I) 〈Tm(ϕ), f〉 → 〈T (ϕ), f〉

2. Ðåãóëÿðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïð. Ïóñòü u ∈ L1,loc(I;X). Îáîçíà÷èì Tu : C∞0 (I)→ X

Tu(ϕ) =
∫
I

u(t)ϕ(t) dt ∈ X, ∀ ϕ ∈ C∞0 (I),

• Tu ∈ D′(I;X) íàç. ðåãóëÿðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïëîòí. u

• îòîáðàæåíèå u ∈ L1,loc(I;X) 7→ Tu ∈ D′(I;X) èíúåêòèâíî



3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé

Îïð. Ïóñòü T ∈ D′(I;X) è α ∈ N. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

S(ϕ) := (−1)α T (Dαϕ) â X, ∀ ϕ ∈ C∞0 (I)

DαT := S ∈ D′(I;X) íàç. ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà α ðàñïðåäåëåíèÿ T

4. Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà áàíàõîâîçíà÷íûõ ôóíêöèé

Îïð. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ +∞. Îáîçíà÷èì

W1
p (I;X) :=

{
u ∈ Lp(I;X) | ∃ îá. ïðîèçâîäíàÿ

du

dt
∈ Lp(I;X)

}
‖u‖W1

p (I;X) = ‖u‖Lp(I;X) + ‖u′‖Lp(I;X)

• W1
p (I;X) � áàíàõîâî

• p ∈ [1,+∞) =⇒ C∞(Ī;X) ∩W1
p (I;X) ïëîòíî â W1

p (I;X)

Ä�âî: 1) �Ðàñòÿíåì� èíòåðâàë I 7→ Iλ è ôóíêöèþ u 7→ uλ. 2) Óñðåä-

íèì uλ 7→ (uλ)ε 3) Ïîñêîëüêó I b Iλ, ïîëó÷àåì (uλ)ε → uλ â W
1
p (I;X).



5. Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

Òåîðåìà. Ïóñòü p ∈ [1,+∞), u ∈W1
p (I;X). Òîãäà

u(t) = u(s) +

t∫
s

du

dτ
(τ) dτ, ∀ s, t ∈ I

Ä�âî. Ïóñòü um ∈ C∞(I;X), um → u â Lp(I;X), u′m → u′ â Lp(I;X)

um(t) = um(s) +

t∫
s

u′m(τ) dτ, ∀ s, t ∈ I

Âûáåðåì umk(t)→ u(t) äëÿ ëþáîãî t ∈ I \Σ è |Σ| = 0. Òîãäà

u(t) = u(s) +

t∫
s

u′(τ) dτ, ∀ t, s ∈ I \Σ

Òàê êàê t 7→
∫ t
s u
′(τ) dτ íåïðåðûâíî, ïîëó÷àåì t 7→ u(t) íåïðåðûâíî è

ôîðìóëà Í-Ë ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáûõ s, t ∈ I. �



6. Âëîæåíèå W1
1 (I;X) â C(Ī;X)

Òåîðåìà. Ïóñòü Ī = [a, b] � êîìïàêò è u ∈W1
1 (I;X). Òîãäà

u ∈ C(Ī;X)

è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c = c(a, b) > 0, òàêàÿ ÷òî

‖u‖C([a,b];X) ≤ c ‖u‖W1
1 (a,b;X)



�3 Ñëàáàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè

1. Âëîæåíèÿ ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ

Òåîðåìà. Ïóñòü X � áàíàõîâî, H � ãèëüáåðòîâî, X ↪→ H

1) X
dense

↪→ H =⇒ H∗ ↪→ X∗

2) X
dense

↪→ H, X � ðåôëåêñèâíî =⇒ H∗
dense

↪→ X∗

2. Ôóíêöèè, èìåþùèå ñëàáóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè

Îïð. u ∈ Lp(I;X), p ∈ [1,+∞] èìååò ñëàáóþ ïðîèçâîäíóþ ïî

âðåìåíè, åñëè

∃ Z � áàíàõîâî : X ↪→ Z è ∃
du

dt
∈ Lq(I;Z)

ò.å. ∃ áàíàõîâî ïð�âî Z, ÷èñëî q ∈ [1,+∞] è ôóíêöèÿ v ∈ Lq(I;Z),
òàêèå ÷òî X íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â Z è∫

I

u(t)ϕ′(t) dt = −
∫
I

v(t)ϕ(t) dt â Z ∀ ϕ ∈ C∞0 (I)



3. Äâîéñòâåííîñòü îòíîñèòåëüíî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

Îïð. Ïóñòü X ðåôëåêñèâíî è X
dense

↪→ H. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X

âëîæåíî â X∗ ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â H,

åñëè ýëåìåíòû u ∈ X îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ôóíêöèîíàëàìè

u ∈ H 7→ fu ∈ X∗, fu(w) := (u,w)H , ∀ w ∈ X

• X dense
↪→ H

dense
↪→ X∗ def⇐⇒ X

dense
↪→ H ' H∗ dense↪→ X∗

• îòîáðàæåíèå u ∈ X 7→ fu ∈ X∗ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì

• ‖fu‖X∗ ≤ c1 ‖u‖H ≤ c2 ‖u‖X, ∀ u ∈ X

• X∗ èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ïîïîëíåíèþ H ïî íîðìå

‖u‖X∗ := sup
w∈X, ‖w‖X=1

|(u,w)H |



4. Ôóíêöèè ñî ñëàáîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè èç ñîïðÿæåí-

íîãî ïðîñòðàíñòâà

Òåîðåìà. Ïóñòü X
dense

↪→ H
dense

↪→ X∗. Ôóíêöèÿ v ∈ L1(I;X∗) ÿâëÿåòñÿ
ñë. ïðîèçâ. ïî âðåìåíè îò u ∈ L1(I;H) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∫
I

(u(t), w)H ϕ
′(t) dt = −

∫
I

〈v(t), w〉ϕ(t) dt, ∀ w ∈ X, ∀ ϕ ∈ C∞0 (I).

Ïðè ýòîì t 7→ (u(t), w)H àáñ. íåïðåðûâíà íà I è

d

dt
(u(t), w)H = 〈u′(t), w〉, ï.â. t ∈ (0, T ), ∀ w ∈ X.

5. Óðàâíåíèå ∂tu = div f â D′(QT )

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ L2(QT ) è f ∈ Lq(QT ;Rn), q ∈ (1,2], è

∂tu = div f â D′(QT ),

òî åñòü ∫
QT

u∂tη dxdt =
∫
QT

f · ∇η dxdt, ∀ η ∈ C∞0 (QT ).



Òîãäà

• ∃ ∂tu ∈ Lq(0, T ;W−1
q (Ω))

• äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) ∂tu(t) = div f(t) â W−1
q (Ω), ò.å.

• 〈∂tu(t), w〉 = −
∫
Ω
f(x, t) · ∇w(x) dx, ∀ w ∈

◦
W1
q′(Ω), ï.â. t ∈ (0, T )

• ‖∂tu‖Lq(0,T ;W−1
q (Ω))

≤ c ‖f‖Lq(QT )

• u ∈ C([0, T ];W−1
q (Ω))

• ∀ w ∈
◦
W1
q′(Ω) ô�öèÿ t 7→

∫
Ω
u(x, t)w(x) dx àáñ. íåïð. íà [0, T ]

• ∀ w ∈
◦
W1
q′(Ω) d

dt

∫
Ω
u(x, t)w(x) dx = 〈∂tu(t), w〉 ï.â. t ∈ (0, T )



Ä�âî. Ïóñòü w ∈ C∞0 (Ω) è ϕ ∈ C∞0 (0, T ), η(x, t) = ϕ(t)w(x). Òîãäà

T∫
0

(u(t), w)L2(Ω)ϕ
′(t) dt =

T∫
0

〈f(t),∇w〉︸ ︷︷ ︸
=−〈div f(t),w〉

ϕ(t) dt,
∀ w ∈ C∞0 (Ω),

∀ ϕ ∈ C∞0 (0, T )

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u èìååò ñëàáóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè:

∃ ∂tu = v, v := div f ∈ Lq(0, T ;W−1
q (Ω))

Îáîçíà÷èì Z = W−1
q (Ω) è îòìåòèì, ÷òî

∂tu = v â Lq(0, T ;Z) ⇐⇒ ï.â. t ∈ (0, T ) ∂tu(t) = v(t) â Z

Ò.ê. ïðè ï.â. t ∈ (0, T ) ‖div f(t)‖
W−1
q (Ω)

≤ c‖f(t)‖Lq(Ω), ïîëó÷àåì

‖∂tu‖Lq(0,T ;W−1
q (Ω))

≤ c ‖f‖Lq(QT )

Ïîñêîëüêó

u ∈ L2(QT ) ↪→ Lq(0, T ;W−1
q (Ω)) è ∂tu ∈ Lq(0, T ;W−1

q (Ω)),

u ∈W1
q (0, T ;W−1

q (Ω)) =⇒ u ∈ C([0, T ];W−1
q (Ω))

�



�4 Òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè

1. Òåîðåìà î ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ðåôë., ñåï., H � ãèëüá., X
dense

↪→ H
dense

↪→ X∗, è

u ∈ Lp(I;X), p ∈ (1,+∞) : ∃u′ ∈ Lp′(I;X∗), p′ =
p

p− 1

Òîãäà

u ∈ C(I;H)

Áîëåå òîãî, t 7→ ‖u(t)‖2H àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà I è

d

dt
‖u(t)‖2H = 2 〈u′(t), u(t)〉 â D′(I)

åñëè Ī = [a, b], òî ∃ c = c(a, b, p) > 0:

‖u‖C([a,b];H) ≤ c

(
‖u‖Lp(I;X) + ‖u′‖Lp′(I;X∗)

)



Ä�âî: á.î.î. Ī = [a, b] � êîìïàêò.

1. ∃ um ∈ C1(Ī;X): um → u â Lp(I;X) è u′m → u′ â Lp′(I;X∗)

2. um ∈ C1(I;X) =⇒ ∃ d
dt‖um(t)‖2H = 2

(
u′m(t), um(t)

)
H = 2〈u′m(t), um(t)〉

3. ‖um − uk‖C(Ī;H) ≤ c

(
‖um − uk‖Lp(I;X) + ‖u′m − u′k‖Lp′(I;X∗)

)

4. {um}∞m=1 ôóíä. â C(Ī;H) ⇒ u ∈ C(Ī;H), sup
t∈I
‖um(t)−u(t)‖H → 0

5. ‖um(t)‖2H − ‖um(s)‖2H = 2
t∫
s
〈u′m(τ), um(τ)〉 dτ =⇒

‖u(t)‖2H − ‖u(s)‖2H = 2
t∫
s
〈u′(τ), u(τ)〉 dτ

6. t 7→ ‖u(t)‖2H àáñ. íåïð. íà I, d
dt‖u(t)‖2H = 2〈u′(t), u(t)〉

7. ‖u‖C([a,b];H) ≤ c
(
‖u‖Lp(I;X) + ‖u′‖Lp′(I;X∗)

)



2. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè

Òåîðåìà. 1) W−1
2 (Ω) äâîéñòâåííî ê

◦
W1

2(Ω) îòí. L2(Ω)

u ∈ L2(0, T ;
◦
W1

2(Ω)), ∂tu ∈ L2(0, T ;W−1
2 (Ω)) =⇒ u ∈ C([0, T ];L2(Ω)),

t 7→ ‖u(t)‖2L2(Ω) àáñ. íåïðåðûâíà íà [0, T ],

d

dt
‖u(t)‖2L2(Ω) = 2〈∂tu(t), u(t)〉 ï.â. t ∈ (0, T )

2) ∂Ω ⊂ C2 =⇒ L2(Ω) äâîéñòâåííî ê
◦
W1

2(Ω)∩W2
2 (Ω) îòí.

◦
W1

2(Ω)
ñî ñêàë. ïðîèçâåäåíèåì (∇u,∇v)L2(Ω), ïðè÷åì

〈f, w〉 = −(f,∆w)L2(Ω), ∀ f ∈ L2(Ω), ∀ w ∈
◦
W1

2(Ω) ∩W2
2 (Ω).

u ∈ L2(0, T ;
◦
W1

2(Ω) ∩W2
2 (Ω)), ∂tu ∈ L2(QT ) =⇒ ∇u ∈ C([0, T ];L2(Ω)),

t 7→ ‖∇u(t)‖2L2(Ω) àáñ. íåïðåðûâíà íà [0, T ],

d

dt
‖∇u(t)‖2L2(Ω) = −2 (∂tu(t),∆u(t))L2(Ω) ï.â. t ∈ (0, T )



3. Ïðîñòðàíñòâî Cw(I;X)

Îïð. u : I → X íàç. ñëàáî íåïðåðûâíîé â òî÷êå t0 ∈ I, åñëè

∀ f ∈ X∗ 〈u(t)− u(t0), f〉 → 0 ïðè t→ t0

Cw(I;X) := { u : I → X, u � ñëàáî íåïðåðûâíà íà I }

u ∈ Cw(I;X) ⇐⇒ ∀ f ∈ X∗ ô�öèÿ t 7→ 〈f, u(t)〉 íåïðåðûâíà íà I

• C(I;X) ⊂ Cw(I;X)

• Åñëè X � ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî ïîëíî è I = [a, b] � êîìïàêò, òî

Cw([a, b];X) ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî ïîëíî

• X ðåôëåêñèâíî, u ∈ Cw(I;X) =⇒ u ∈ C(I;X) â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, êîãäà îòîáðàæåíèå t ∈ I 7→ ‖u(t)‖X íåïðåðûâíî



4. Òåîðåìà î ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü X
dense

↪→ Y è Y ∗
dense

↪→ X∗. Òîãäà

u ∈ L∞(I;X) ∩ Cw(Ī;Y ) =⇒ u ∈ Cw(Ī;X)

Â ÷àñòíîñòè, â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè u ∈ L∞(I;X) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ïðåäñòàâèòåëü ū, ïðèíàäëåæàùèé Cw(I;X).

Ä�âî.

1. Ïóñòü u ∈ L∞(I;X) ∩ Cw(Ī;Y ). Îáîçíà÷èì M := ‖u‖L∞(I;X).

u ∈ Cw(Ī;Y ) =⇒ u(t) ∈ Y ∀ t ∈ Ī
u ∈ L∞(I;Y ) =⇒ ∃ Σ ⊂ I, |Σ| = 0: u(t) ∈ X, ‖u(t)‖X ≤M ∀ t ∈ X \Σ

2. Ïóñòü t0 ∈ Ī � ∀. Äîêàæåì, ÷òî u(t0) ∈ X è ‖u(t0)‖X ≤M .

Âûáåðåì tm ∈ I \Σ: tm → t0
Äîêàæåì, ÷òî u(tm)− u(tk) ⇀ 0 â X ïðè m, k →∞.



3. Ïóñòü f ∈ X∗ è ε > 0. Òîãäà ∃ fε ∈ Y ∗: ‖fε − f‖X∗ < ε
2M .

|〈u(tm)− u(tk), f〉| ≤
≤ |〈u(tm)− u(tk), fε〉|︸ ︷︷ ︸
→ 0, ò.ê. u(tm)⇀u(t0) â Y

+ (‖u(tm)‖X + ‖u(tk)‖X)︸ ︷︷ ︸
≤ 2M

‖fε − f‖X∗︸ ︷︷ ︸
≤ ε

2M

X ñëàáî ñåêâ. ïîëíî =⇒ ∃ v ∈ X: u(tm) ⇀ v â X

u(tm) ⇀ u(t0) â Y =⇒ u(t0) = v ∈ X
u(tm) ⇀ u(t0) â X =⇒ ‖u(t0)‖X ≤ lim inf ‖u(tm)‖X ≤M

4. Äîêàæåì, ÷òî u ∈ Cw(Ī;X). Ïóñòü tm, t0 ∈ Ī, tm → t0.

Ïóñòü f ∈ X∗ è ε > 0 è fε ∈ Y ∗, ‖fε − f‖X∗ < ε
2M . Òîãäà

|〈u(tm)− u(t0), f〉| ≤
≤ |〈u(tm)− u(t0), fε〉|︸ ︷︷ ︸
→ 0, ò.ê. u(tm)⇀u(t0) â Y

+ (‖u(tm)‖X + ‖u(t0)‖X)︸ ︷︷ ︸
≤ 2M

‖fε − f‖X∗︸ ︷︷ ︸
≤ ε

2M



5. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ L2(QT ) è f ∈ Lq(QT ;Rn), q ∈ (1,2], óäîâë.

∂tu = div f â D′(QT )

òî åñòü ∫
QT

u∂tη dxdt =
∫
QT

f · ∇η dxdt, ∀ η ∈ C∞0 (QT )

Òîãäà

1) ∂tu ∈ Lq(0, T ;W−1
q (Ω)), u ∈ C([0, T ];W−1

q (Ω)) è äëÿ ï.â. t ∈ (0, T )

d

dt

∫
Ω

u(x, t)w(x) dx =
∫
Ω

f(x, t) · ∇w(x) dx, ∀ w ∈
◦
W1
q′(Ω)



2) åñëè u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), òî u ∈ Cw([0, T ];L2(Ω))

Â ÷àñòíîñòè, â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ñóùå-

ñòâóåò ïðåäñòàâèòåëü ū, òàêîé ÷òî ū(t) ∈ L2(Ω) ∀ t ∈ [0, T ].

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ t 7→ ‖ū(t)‖L2(Ω) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó:

∀ t0 ∈ (0, T ) ‖ū(t0)‖L2(Ω) ≤ lim inf
t→t0

‖ū(t)‖L2(Ω)

3) (êîãäà ïðèìåíèìà òåîðåìà î ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè)

Åñëè u ∈ L2(0, T ;
◦
W1

2(Ω)) è f ∈ L2(QT ), òî u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) è

∀ t0 ∈ (0, T ) ‖ū(t0)‖L2(Ω) = lim
t→t0

‖ū(t)‖L2(Ω)

Áîëåå òîãî, t 7→ ‖u(t)‖L2(Ω) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [0, T ] è

1

2

d

dt
‖u(t)‖2L2(Ω) =

∫
Ω

f(x, t) · ∇u(x, t) dx, ï.â. t ∈ (0, T ).



�5 Àíèçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

1. Àíèçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà è Ñîáîëåâà

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îòêðûòàÿ îáëàñòü, QT ≡ Ω× (0, T ), p, r ∈ [1,+∞)

Lp,r(QT ) := Lr(0, T ;Lp(Ω)), ‖u‖Lp,r(QT ) :=
( T∫

0
‖u(t)‖r

Lp(Ω) dt

)1/r

Lp,∞(QT ) := L∞(0, T ;Lp(Ω)), ‖u‖Lp,∞(QT ) := sup
t∈(0,T )

‖u(t)‖Lp(Ω)

W
1,0
p (QT ) := { u ∈ Lp(QT ) : ∇u ∈ Lp(QT ) },

‖u‖
W

1,0
p (QT )

:= ‖u‖Lp(QT ) + ‖∇u‖Lp(QT )

W
2,1
p (QT ) := { u ∈W1,0

p (QT ) : ∇2u ∈ Lp(QT ), ∂tu ∈ Lp(QT ) },

‖u‖
W

2,1
p (QT )

:= ‖u‖
W

1,0
p (QT )

+ ‖∇2u‖Lp(QT ) + ‖∂tu‖Lp(QT )



2. �Ïàðàáîëè÷åñêèå� òåîðåìû âëîæåíèÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü, p ∈ [1,+∞).

W2,1
p (QT ) ↪→


W1,0
q (QT ), ïðè 1 ≤ p < n+ 2, 1 ≤ q ≤ (n+2)p

n+2−p

C1+α,1+α
2 (Q̄T ), ïðè p > n+ 2, 0 ≤ α ≤ 1− n+2

p

W2,1
p (QT ) ↪→


Lq(QT ), ïðè 1 ≤ p < n+2

2 , 1 ≤ q ≤
n+2

2 p
n+2

2 −p

Cα,
α
2(Q̄T ), ïðè p > n+2

2 , 0 ≤ α ≤ 1− n+2
2p

3. Êîìïàêòíîñòü �ïàðàáîëè÷åñêèõ� âëîæåíèé

Òåîðåìà. Âëîæåíèÿ ñ äîêðèòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè êîìïàêòíû.



4. Ñëåäû ôóíêöèé èç W
1,0
2 (QT ) íà ΓT := ∂Ω× (0, T )

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãð. ëèïøèöåâà, QT := Ω × (0, T ),

ΓT := ∂Ω× (0, T ). Òîãäà ∀ u ∈W1,0
2 (QT ) ñëåä u|ΓT ∈ L2(ΓT ) è

‖u‖L2(ΓT ) ≤ cΩ ‖u‖W1,0
2 (QT )

5. Ñëåäû ôóíêöèé èç W
2,1
2 (QT ) íà ñå÷åíèÿõ t = t0

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãð. ëèïø., QT := Ω× (0, T ), t0 ∈ [0, T ].

Òîãäà ∀ u ∈W2,1
2 (QT ) ñëåä u(·, t0) := u|t=t0 ∈W

1
2 (Ω) è

‖u(·, t0)‖W1
2 (Ω) ≤ cΩ ‖u‖W2,1

2 (QT )

• ‖u(·, t)− u(·, t0)‖W1
2 (Ω) → 0 ïðè t→ t0

• W2,1
2 (QT ) íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â C([0, T ];W1

2 (Ω))



6. Àíèçîòðîïíûå ïð-âà Ñîáîëåâà êàê ïð-âà áàíàõ.-çí. ô-öèé

Òåîðåìà. Ïóñòü p ∈ [1,+∞). Òîãäà W1,0
p (QT ) = Lp(0, T ;W1

p (Ω)) è

W2,1
p (QT ) = Lp(0, T ;W2

p (Ω)) ∩W1
p (0, T ;Lp(Ω))

7. Òåîðåìû î ïëîòíîñòè ôóíêöèé ñ ðàçäåë. ïåðåìåííûìè

Òåîðåìà. Ïóñòü p ∈ [1,+∞) è ηN(x, t) :=
N∑
k=1

ϕk(t)wk(x).

1) ∀ε > 0, ∀η ∈ C∞0 (QT ) ∃wk ∈ C∞0 (Ω), ϕk ∈ C∞0 (0, T ): ‖η − ηN‖C1(Q̄T ) < ε

2) ϕk ∈ L2(0, T ), wk ∈
◦
W1
p(Ω) =⇒ {ηN} ïëîòíû â{

u ∈W1,0
p (QT ) : u|∂Ω×(0,T )=0 = 0

}
= Lp(0, T ;

◦
W1
p(Ω))

3) ϕk ∈W1
2 (0, T ), ϕ(T ) = 0, wk ∈

◦
W1
p(Ω)∩W2

p (Ω) =⇒ {ηN} ïëîòíû â{
u ∈W2,1

p (QT ) : u|∂Ω×(0,T ) = 0, u|t=T = 0
}



Ä�âî. 1) Ïóñòü KL ⊂ Rn � êóá ñî ñòîðîíîé L ñ öåíòðîì â íóëå è

supp η b QT b Q
′
L := KL × (−L,L)

η̃N(x, t) =
∑
|k|≤N

ck(t) ei
2πk·x
L , ck(t) := cn

∫
KL

η(x, t) e−i
2πk·x
L dx

Òàê êàê η ∈ C∞0 (Q′L), ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ â Cl(Q̄′L) ∀ l ∈ N.

‖η − η̃N‖C1(Q̄′L) → 0

Ïóñòü ϕ ∈ C∞0 (Ω) è χ ∈ C∞0 (0, T ) òàêîâû, ÷òî

ϕ(x)χ(t) = 1 ∀ (x, t) ∈ supp η

Îáîçíà÷èì ηN(x, t) := ϕ(x)χ(t)η̃N(x, t). Òîãäà

‖η − ηN‖C1(Q̄T ) = ‖(η − η̃N)ϕχ‖C1(Q̄T ) → 0

2), 3) � âûòåêàþò èç 1) �


