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Îáîçíà÷åíèÿ

Âñþäó â íàøåì êóðñå:

� ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ëàòèíñêèì èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî n

� a · b = ajbj ≡
∑n

j=1 ajbj, ∀ a, b ∈ Rn

� A : B = AjkBjk ≡
∑n

j=1

∑n
k=1AjkBjk, ∀ A, B ∈ Rn×n

� ∀ a, b ∈ Rn a⊗ b � n× n�ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè (ajbk)

� èíäåêñ j ïîñëå çàïÿòîé îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî xj, ò.å. ϕ,j = ∂ϕ
∂xj

, uj,k =
∂uj
∂xk

èòä

� ∂tu := ∂u
∂t

� åñëè ϕ : Rn → R è u : Rn → Rn, òî ∇ϕ = (ϕ,j), ∇2ϕ = (ϕ,jk), ∆u = (uj,kk), div u = uj,j

� åñëè u : Rn → Rn � âåêòîðíîå ïîëå, òî ∇u = (uj,k) � n× n�ìàòðèöà

� (u · ∇) � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 1-ãî ïîðÿäêà, (u · ∇)v = uj
∂v
∂xj

=
∑n

j=1 uj
∂v
∂xj

� åñëè u, v : Rn → Rn, òî (∇u)v = (uj,kvk) = (v · ∇)u

� åñëè A : Rn → Rn×n � ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî divA = (Ajk,k) � âåêòîðíîå ïîëå

� I ⊂ R � ïðîìåæóòîê âåùåñòâåííîé ïðÿìîé (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé, îòêðûòûé, ïî-
ëóîòêðûòûé èëè çàìêíóòûé)

� X, Y , Z � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìàìè ‖ · ‖X èòä

� B(X;Y ) � îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû èç X â Y ñ îáëàñòüþ îïåäåëåíèÿ, ðàâíîé
âñåìó X, S∞(X;Y ) � êîìïàêòíûå îïåðàòîðû èç X â Y , B(X) := B(X;X) èòä.

� X∗ � ñîïðÿæåííîå ê X ïðîñòðàíñòâî, 〈·, ·〉 � îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè X è X∗.

� H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·)H

� Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C2, |Ω| � n-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà Ω

� QT := Ω× (0, T ], |QT | � (n+ 1)-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà QT

� ∂Ω � ãðàíèöà Ω, ∂′QT := Q̄T \QT � ïàðàáîëè÷åñêàÿ ãðàíèöà QT

� E1 b E2 ⇐⇒ E1 � êîìïàêò è Ē1 ⊂ E2 (E1, E2 ⊂ Rn, Ē1 � çàìûêàíèå E1)

� Åñëè u : QT → R, òî ÷åðåç u(t) := u(·, t) ìû îáîçíà÷àåì ôóíêöèè x ∈ Ω 7→ u(x, t). Êàê
ïðàâèëî, ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû êàê ìèíèìóì ïðè ï.â. t ∈ (0, T ).

� u = u(x) =⇒ [u]Ω := 1
|Ω|

∫
Ω
u(x) dx

� u = u(x, t) =⇒ (u)QT := 1
|QT |

∫
QT
u(x, t) dxdt, [u(t)]Ω := 1

|Ω|

∫
Ω
u(x, t) dx
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� BR(x0) := { x ∈ Rn : |x− x0| < R }, QR(x0, t0) := BR(x0)× (t0 −R2, t0]

� BR := BR(0), QR := QR(0, 0)

� Êàê ïðàâèëî, â îáîçíà÷åíèè ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ ìû íå äåëàåì ðàçëè÷íèÿ ìåæäó
ïðîñòðàíñòâàìè ñêàëÿðíûõ, âåêòîðîçíà÷íûõ èëè ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé, èñïîëüçóÿ
äëÿ íèõ îäíè è òå æå îáîçíà÷åíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà Lp(Ω) ìîæåò îáîçíà÷àòü ëè-
áî ïðîñòðàíñòâî ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â R èëè C, ëèáî ïðîñòðàíñòâî âåêòî-
ðîçíà÷íûõ ôóíêöèé Lp(Ω;Rn), ëèáî ïðîñòðàíñòâî ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé Lp(Ω;Rn×n)
èòä. Îäíàêî â òåõ ñëó÷àÿõ, ãäå ýòî íåîáõîäèìî, èíîãäà ìû áóäåì ÿâíî óêàçûâàòü ïðîñòðàí-
ñòâî îáðàçîâ â îáîçíà÷åíèÿõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ: C∞0 (Ω;Rn), Lp(Ω;Rn×n) èòä.

� C∞0 (Ω) := { u ∈ C∞(Ω̄) : suppu � êîìïàêò, suppu b Ω }

� Lp(Ω) � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà,
◦
Lp(Ω) := { u ∈ Lp(Ω), [p]Ω = 0 }

� W k
p (Ω), k ∈ N � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà,

◦
W k

p(Ω) = ClosureWk
p (Ω)C

∞
0 (Ω)

� W s
p (Ω), W s

p (∂Ω), s 6∈ N � ïðîñòðàíñòâà Ñëîáîäåöêîãî�Ñîáîëåâà

� u ∈ W 1
p (Ω) =⇒ u|∂Ω ∈ W 1−1/p

p (∂Ω) � ñëåä ôóíêöèè u íà ∂Ω

� W 1,0
p (QT ) := { u ∈ Lp(QT ) : ∇u ∈ Lp(QT ) }

� W 1,1
p (QT ) := { u ∈ Lp(QT ) : ∇u, ∂tu ∈ Lp(QT ) }

� W 2,1
p (QT ) := { u ∈ W 1,0

p (QT ) : ∇2u, ∂tu ∈ Lp(QT ) }

� J∞0 (Ω) := {u ∈ C∞0 (Ω) : div u = 0 â Ω }, J∞0 (QT ) := {u ∈ C∞0 (QT ) : div u = 0 â QT }

�

◦
Jp(Ω) := ClosureLp(Ω) J

∞
0 (Ω),

◦
J1
p(Ω) := ClosureW 1

p (Ω) J
∞
0 (Ω)

� W−1
p (Ω) =

( ◦
W 1

p′(Ω)
)∗
, J−1

p (Ω) =
( ◦
J1
p′(Ω)

)∗
, p ∈ (1,+∞), p′ = p

p−1

‖f‖W−1
p (Ω) := sup

η∈
◦
W 1
p′ (Ω), ‖η‖

W1
p′

(Ω)
≤1

|〈f, η〉|, ‖f‖J−1
p (Ω) := sup

η∈
◦
J1
p′ (Ω), ‖η‖

W1
p′

(Ω)
≤1

|〈f, η〉|

�

◦
Jp(QT ) := Lp(0, T ;

◦
Jp(Ω))

�

◦
J1,0
p (QT ) := Lp(0, T ;

◦
J1
p(Ω))

� Cµ,µ
2 (Q̄T ), µ ∈ (0, 1) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ ïî Ãåëüäåðó â ïàðàáîëè÷åñêîé

ìåòðèêå, ñ íîðìîé

‖u‖
Cµ,

µ
2 (Q̄T )

= ‖u‖C(Q̄T ) + 〈u〉
Cµ,

µ
2 (Ω̄)

, 〈u〉
Cµ,

µ
2 (Q̄T )

:= sup
(x′,t′) 6=(x′′,t′′)

|u(x′, t′)− u(x′′, t′′)|
|x′ − x′′|µ + |t′ − t′′|µ2
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×àñòü I

Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

1 Ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

1.1 Ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

1. Ìîòèâèðîâêà

Ìíîãèå ýâîëþöèîííûå (ò.å. âêëþ÷àþùèå ïåðåìåííóþ��âðåìÿ�) äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà) ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé u : R → X,
ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X:

du

dt
(t) = A(u(t))

u(0) = a
A : D(A) ⊂ X → X � (íåëèíåéíûé) îïåðàòîð

Ïîýòîìó ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê èçó÷åíèþ òàêèõ óðàâíåíèé, íàì íåîáõîäèìî ïîçíàêî-
ìèòüñÿ ñî ñâîéñòâàìè �áàíîõîâîçíà÷íûõ� ôóíêöèé.

2. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå. u : I → X íàç. ñèëüíî íåïðåðûâíîé (èëè ïðîñòî íåïðåðûâíîé) â òî÷êå
t0 ∈ I, åñëè

‖u(t)− u(t0)‖X → 0 ïðè t→ t0.

� u íàç. (ñèëüíî) íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå I, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå
ýòîãî ìíîæåñòâà

� C(I;X) := { u : I → X, u � íåïðåðûâíà íà I }
� I = [a, b] � êîìïàêò =⇒ C([a, b];X) � áàíàõîâî îòíîñèòåëüíî íîðìû

‖u‖C([a,b];X) := sup
t∈[a,b]

‖u(t)‖X

� I = [a, b] êîìïàêò =⇒ ïîëèíîìû

{
p(t) =

m∑
j=0

ajt
j, aj ∈ X

}
ïëîòíû â C([a, b];X)
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3. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî Ôðåøå

Îïðåäåëåíèå. u : I → X íàç. äèôôåðåíöèðóåìîé ïî Ôðåøå (èëè äèôôåðåíöèðóåìîé â

ñèëüíîì ñìûñëå) â òî÷êå t0, åñëè ñóùåñòâóåò vt0 ∈ X, òàêîé ÷òî

lim
t→t0

∥∥∥∥ u(t)− u(t0)

t− t0
− vt0

∥∥∥∥
X

= 0

� u′(t0) ≡ du
dt

(t0) := vt0 íàç. ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé (ïî Ôðåøå) u â òî÷êå t0

� u íàç. äèôôåðåíöèðóåìîé ïî Ôðåøå íà I, åñëè u äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå â êàæ-
äîé òî÷êå ýòîãî ïðîìåæóòêà

� u íàç. íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà ïðîìåæóòêå I, åñëè du
dt
íåïðåðûâíà íà I

� Ck(I;X) � ëèí. ïð�âî ôóíêöèé, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà I k ðàç

� I = [a, b] � êîìïàêò =⇒ Ck([a, b];X) � áàíàõîâî îòíîñèòåëüíî íîðìû

‖u‖Ck([a,b];X) := ‖u‖C([a,b];X) +
k∑
j=1

∥∥∥∥djudtj
∥∥∥∥
C([a,b];X)

4. Ñèëüíàÿ èçìåðèìîñòü

Îïðåäåëåíèå. u : I → X íàçûâàåòñÿ ñèëüíî èçìåðèìîé íà I, åñëè ñóùåñòâóþò ïðîñòûå
ôóíêöèè gk : I → X, òàêèå ÷òî gk(t)→ u(t) äëÿ ï.â. t ∈ I

� g : I → X íàç. ïðîñòîé, åñëè ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèå I = ∪Nk=1Ik, Ij ∩Ik = ∅, Ik � èçì.
ïî Ëåáåãó, à òàêæå {gi}Ni=1 ⊂ X, òàêèå ÷òî

g(t) =
N∑
k=1

χIk(t) gk, t ∈ I

� Òåîðåìà (Ïåòòèñ) Åñëè X � ñåïàðàáåëüíîå, òî u : I → X ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî èçìå-
ðèìîé íà I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ f ∈ X∗ îòîáðàæåíèå t ∈ I 7→ 〈f, u(t)〉 èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

� uk : I → X ñèëüíî èçì., uk(t) ⇀
k→∞

u(t) â X ïðè ï.â. t ∈ I =⇒ u ñèëüíî èçì. íà I

5. Èíòåãðàë Áîõíåðà

Îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàëîì Áîõíåðà ïðîñòîé ôóíêöèè

g(t) =
N∑
k=1

gkχIk(t), {gk}Nk=1 ⊂ X, Ij ∩ Ik = ∅

8



íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X:∫
I

g(t) dt
def
=

N∑
k=1

gkµ(Ik) ∈ X.

Ôóíêöèÿ u : I → X íàçûâàåòñÿ ñóììèðóåìîé íà I åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðîñòûõ ôóíêöèé gk : I → X, òàêèõ ÷òî∫

I

‖u− gk‖X dt → 0 ïðè k →∞.

� åñëè u : I → X ñóììèðóåìà íà I, òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ôóíêöèé
gk : I → X, òàêîé ÷òî ∫

I

‖u− gk‖X dt → 0 ïðè k →∞,

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò S ∈ X, òàêîé ÷òî∥∥∥ S − ∫
I

gk(t) dt
∥∥∥
X
→ 0 ïðè k → +∞;

� ýëåìåíò S ∈ X íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ôóíêöèé gk, àï-
ïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèþ u

� S íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Áîõíåðà è îáîçíà÷àåòñÿ∫
I

u(t) dt := S

� Òåîðåìà (Áîõíåð). u : I → X ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé íà I òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà u ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî èçìåðèìîé íà I è ‖u(·)‖X ∈ L1(I). Ïðè ýòîì∥∥∥ ∫

I

u(t) dt
∥∥∥
X
≤
∫
I

‖u(t)‖X dt.

6. Òåîðåìà î ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè èíòåãðàëà Áîõíåðà

Òåîðåìà.

� Åñëè u : I → X ñóììèðóåìà íà I, òî

∀ f ∈ X∗
〈
f ,

∫
I

u(t) dt

〉
=

∫
E

〈f, u(t)〉 dt
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� Åñëè u : I → X∗ ñóììèðóåìà íà I, òî

∀ x ∈ X

〈
x ,

∫
I

u(t) dt

〉
=

∫
I

〈x, u(t)〉 dt

� Åñëè T ∈ B(X;Y ) è u : I → X ñóììèðóåìà íà I, òî Tu ñóììèðóåìà íà I è∫
I

Tu(t) dt = T

∫
I

u(t) dt.

7. Ïðîñòðàíñòâà Lp(I;X), 1 ≤ p < +∞

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü p ∈ [1,+∞). Îáîçíà÷èì

Lp(I;X) := { u : I → X èçìåðèìà íà I è t 7→ ‖u(t)‖X ∈ Lp(I) } ,

‖u‖Lp(I;X) :=
(∫
I

‖u(t)‖pX dt
)1/p

.

� Lp(I;X) � áàíàõîâî

� ïðîñòûå ôóíêöèè ïëîòíû â Lp(I;X)

� åñëè X ðåôëåêñèâíî è ñåïàðàáåëüíî è p ∈ (1,+∞), òî Lp(I;X) ðåôëåêñèâíî è

(Lp(I;X))∗ ' Lp′(I;X∗), p′ =
p

p− 1

� (Íåïðåðûâíîñòü â ñðåäíåì) Åñëè u ∈ Lp(I;X) ïðîäîëæåíà íóëåì ñ I íà R, òî

lim
h→0
‖Thu− u‖Lp(I;X) = 0, Thu(x) := u(x+ h)

� (Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà) Åñëè 1
p
+ 1
p′

= 1, òî äëÿ ëþáûõ u ∈ Lp(I;X), v ∈ Lp′(I;X∗)

ôóíêöèÿ t 7→ 〈v(t), u(t)〉 ñóììèðóåìà íà I è∣∣∣ ∫
I

〈v(t), u(t)〉 dt
∣∣∣ ≤ ‖u‖Lp(I;X)‖v‖Lp′ (I;X∗)

� åñëè X ↪→ Z, òî Lp(I;X) ↪→ Lp(I;Z)

8. Ïðîñòðàíñòâî L∞(I;X)

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì

L∞(I;X) := { u : I → X èçìåðèìà íà I è t 7→ ‖u(t)‖X ∈ L∞(I) }

‖u‖L∞(I;X) := esssup
t∈I

‖u(t)‖X
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� L∞(I;X) � áàíàõîâî

� ïðîñòûå ôóíêöèè ïëîòíû â L∞(I;X)

� åñëè X ðåôëåêñèâíî è ñåïàðàáåëüíî, òî (L1(I;X))∗ ' L∞(I;X∗)

9. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2(I;H)

Òåîðåìà. Åñëè H � ãèëüáåðòîâî, òî ïðîñòàíñòâî L2(I;H) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì îòíî-
ñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(u, v)L2(I;H) :=

∫
I

(u(y), v(t))H dt, u, v ∈ L2(I;H).

10. Óñðåäíåíèå áàíàõîâîçíà÷íûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà. Ïóñòü ε > 0 è ωε � ñòàíäàðòíîå ñîáîëåâñêîå ÿäðî:

ωε(t) :=
1

ε
ω

(
t

ε

)
, ω ∈ C∞0 (−1, 1), ω ≥ 0, ω(−t) = ω(t),

+∞∫
−∞

ω(t) dt = 1

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ u ∈ Lp(I;X), p ∈ [1,+∞], íóëåì íà R è îïðåäåëèì óñðåäíåíèå
uε : R→ X êàê ñâåðòêó u ñ ÿäðîì ωε (èíòåãðàë Áîõíåðà)

uε(t) :=

+∞∫
−∞

ωε(t− s)u(s) ds, t ∈ R

Òîãäà

1) ε > 0 =⇒ uε ∈ C∞(I;X)

2) p ∈ [1,+∞] =⇒ ‖uε‖Lp(I;X) ≤ ‖u‖Lp(I;X)

3) p ∈ [1,+∞) =⇒ ‖uε − u‖Lp(I;X) → 0 ïðè ε→ +0

4) p ∈ [1,+∞) =⇒ C∞(I;X) ïëîòíî â Lp(I;X)
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1.2 Ðàñïðåäåëåíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

1. Îáîáùåííûå ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D′(I;X) ìí�âî âñåõ ëèí. îòîáðàæåíèé T : C∞0 (I)→ X,
êîòîðûå íåïðåðûâíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

∀ ϕm, ϕ ∈ C∞0 (I) ϕm V ϕ â D(I) =⇒ T (ϕm) ⇀ T (ϕ) â X.

� T ∈ D′(I,X) íàç. ðàñïðåäåëåíèåì íà I ñî çíà÷åííèÿìè â áàíàõîâîì ïð�âå X

� Tm → T â D′(I;X) ⇐⇒ ∀ f ∈ X∗, ∀ ϕ ∈ C∞0 (I) 〈Tm(ϕ), f〉 → 〈T (ϕ), f〉

2. Ðåãóëÿðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u ∈ L1,loc(I;X). Îáîçíà÷èì

Tu : C∞0 (I)→ X, Tu(ϕ) =

∫
I

u(t)ϕ(t) dt ∈ X, ∀ ϕ ∈ C∞0 (I),

� Tu ∈ D′(I;X) íàç. ðåãóëÿðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïëîòíîñòüþ u

� îòîáðàæåíèå u ∈ L1,loc(I;X) 7→ Tu ∈ D′(I;X) ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì

3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü T ∈ D′(I;X) è α ∈ N. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå S : C∞0 (I)→ X

S(ϕ) := (−1)α T (Dαϕ) â X, ∀ ϕ ∈ C∞0 (I)

� DαT := S ∈ D′(I;X) íàç. ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà α ðàñïðåäåëåíèÿ T

� ëþáàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì

4. Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà áàíàõîâîçíà÷íûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ +∞. Îáîçíà÷èì

W 1
p (I;X) :=

{
u ∈ Lp(I;X) | ∃ îá. ïðîèçâîäíàÿ du

dt
∈ Lp(I;X)

}
‖u‖W 1

p (I;X) = ‖u‖Lp(I;X) + ‖u′‖Lp(I;X)

� W 1
p (I;X) � áàíàõîâî

� p ∈ [1,+∞) =⇒ C∞(Ī;X) ∩W 1
p (I;X) ïëîòíî â W 1

p (I;X)
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5. Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

Òåîðåìà. Ïóñòü p ∈ [1,+∞), u ∈ W 1
p (I;X). Òîãäà

u(t) = u(s) +

t∫
s

u′(τ) dτ, ∀ s, t ∈ I

6. Âëîæåíèå W 1
1 (I;X) â C(Ī;X)

Òåîðåìà. Ïóñòü Ī = [a, b] � êîìïàêò è u ∈ W 1
1 (I;X). Òîãäà u ∈ C(Ī;X) è ñóùåñòâóåò

ïîñòîÿííàÿ C = C(a, b) > 0, òàêàÿ ÷òî

‖u‖C([a,b];X) ≤ C ‖u‖W 1
1 (a,b;X), ∀ u ∈ W 1

1 (a, b;X)
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1.3 Ñëàáàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè

1. Âëîæåíèÿ ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.

� X âëîæåíî â Y , åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èíúåêòèâíûé îïåðàòîð I : X → Y

� âëîæåíèå I : X → Y íåïðåðûâíî, åñëè I ∈ B(X;Y ) (îáîçíà÷åíèå X ↪→ Y )

� âëîæåíèå I : X → Y êîìïàêòíî, åñëè I ∈ S∞(X;Y ) (îáîçíà÷åíèå X
comp

↪→ Y )

� âëîæåíèå I : X → Y ïëîòíî, åñëè I(X) âñþäó ïëîòíî â Y (îáîçíà÷åíèå X
dense

↪→ Y )

Òåîðåìà.

1) X
dense

↪→ Y =⇒ Y ∗ ↪→ X∗

2) X � ðåôëåêñèâíî, X
dense

↪→ Y =⇒ Y ∗
dense

↪→ X∗

2. Áàíàõîâîçíà÷íûå ôóíêöèè, èìåþùèå ñëàáóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u ∈ Lp(I;X), p ∈ [1,+∞]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó ôóíêöèè u åñòü
ñëàáàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, åñëè ñóùåñòâóþò áàíàõîâî ïð�âî Z, ÷èñëî q ∈ [1,+∞] è
ôóíêöèÿ v ∈ Lq(I;Z), òàêèå ÷òî X íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â Z è∫

I

u(t)ϕ′(t) dt = −
∫
I

v(t)ϕ(t) dt â Z ∀ ϕ ∈ C∞0 (I).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ó u ∈ Lp(I;X) åñòü ñëàáàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, åñëè

∃ Z � áàíàõîâî : X ↪→ Z è ∃ du
dt
∈ Lq(I;Z)

3. Äâîéñòâåííîñòü îòíîñèòåëüíî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X ðåôëåêñèâíî è X
dense

↪→ H, ò.å. áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X âëîæåíî
â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H, ïðè÷åì âëîæåíèå íåïðåðûâíî è ïëîòíî. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî X âëîæåíî â X∗ ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â H, åñëè ýëåìåíòû u ∈ X
(ðàâíî êàê è ýëåìåíòû u ∈ H) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè

u ∈ H 7→ fu ∈ X∗, fu(w) := (u,w)H , ∀ w ∈ X.

� X
dense
↪→ H

dense
↪→ X∗

def⇐⇒ X
dense
↪→ H ' H∗

dense
↪→ X∗

� ‖fu‖X∗ ≤ c1 ‖u‖H ≤ c2 ‖u‖X , ∀ u ∈ X
� X∗ èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ïîïîëíåíèþ X (èëè H) ïî íîðìå

‖u‖X∗ := sup
w∈X, ‖w‖X=1

|(u,w)H |
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4. Ôóíêöèè ñî ñëàáîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè èç ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà

Òåîðåìà. Ïóñòü X
dense

↪→ H
dense

↪→ X∗. Ôóíêöèÿ v ∈ L1(I;X∗) ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé ïðîèçâîäíîé
ïî âðåìåíè îò u ∈ L1(I;H) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ u è v âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî∫

I

(u(t), w)Hϕ
′(t) dt = −

∫
I

〈v(t), w〉ϕ(t) dt, ∀ w ∈ X, ∀ ϕ ∈ C∞0 (I).

Â ýòîì ñëó÷àå ∀ w ∈ X îòîáðàæåíèå t 7→ (u(t), w)H àáñ. íåïðåðûâíî íà I è

d

dt
(u(t), w)H = 〈u′(t), w〉, ï.â. t ∈ (0, T ), ∀ w ∈ X.

5. Óðàâíåíèå ∂tu = div f â D′(QT )

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ L2(QT ) è f ∈ Lq(QT ;Rn), q ∈ (1, 2], óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

∂tu = div f â D′(QT ),

òî åñòü èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫
QT

u∂tη dxdt =

∫
QT

f · ∇η dxdt, ∀ η ∈ C∞0 (QT ).

Òîãäà

1) ∂tu ∈ Lq(0, T ;W−1
q (Ω)) è äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) ∂tu(t) = div f(t), â W−1

q (Ω), ò.å.

〈∂tu(t), w〉 =

∫
Ω

f(x, t) · ∇w(x) dx, ∀ w ∈
◦
W 1

q′(Ω), ï.â. t ∈ (0, T )

2) ‖∂tu‖Lq(0,T ;W−1
q (Ω)) ≤ c ‖f‖Lq(QT )

3) u ∈ C([0, T ];W−1
q (Ω))

4) ∀ w ∈
◦
W 1

q′(Ω) ôóíêöèÿ t 7→
∫
Ω

u(x, t)w(x)dx àáñ. íåïðåðûâíà íà [0, T ]

5) ∀ w ∈
◦
W 1

q′(Ω) d
dt

∫
Ω

u(x, t)w(x) dx = 〈∂tu(t), w〉 ï.â. t ∈ (0, T )
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1.4 Òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè

1. Òåîðåìà î ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíî è ñåïåðàáåëüíî, H � ãèëüáåðòîâî, X
dense

↪→ H ↪→ X∗, è
ïóñòü u ∈ Lp(I;X), p ∈ (1,+∞), òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóåò u′ ∈ Lp′(I;X∗) ñ p′ = p

p−1
. Òîãäà

1) u ∈ C(I;H)

2) ôóíêöèÿ t 7→ ‖u(t)‖2
H àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà I

3) d
dt
‖u(t)‖2

H = 2 〈u′(t), u(t)〉 â D′(I)

4) åñëè Ī = [a, b] � êîìïàêò, òî ñóùåñòâóåò c = c(a, b, p) > 0, òàêàÿ ÷òî

‖u‖C([a,b];H) ≤ c
(
‖u‖Lp(I;X) + ‖u′‖Lp′ (I;X)

)
2. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè

Òåîðåìà.

1) Ïðîñòðàíñòâî W−1
2 (Ω) äâîéñòâåííî ê

◦
W 1

2(Ω) îòíîñèòåëüíî L2(Ω), è ïîýòîìó

u ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω)), ∂tu ∈ L2(0, T ;W−1
2 (Ω)) =⇒ u ∈ C([0, T ];L2(Ω)),

t 7→ ‖u(t)‖2
L2(Ω) àáñ. íåïðåðûâíà íà [0, T ],

d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω) = 2〈∂tu(t), u(t)〉 ï.â. t ∈ (0, T )

2) ∂Ω ⊂ C2 =⇒ ïðîñòðàíñòâî L2(Ω) äâîéñòâåííî ê
◦
W 1

2(Ω)∩W 2
2 (Ω) îòíîñèòåëüíî

◦
W 1

2(Ω)
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (∇u,∇v)L2(Ω), ïðè÷åì ôîðìà äâîéñòâåííîñòè åñòü

〈f, w〉 = −(f,∆w)L2(Ω), ∀ f ∈ L2(Ω), ∀ w ∈
◦
W 1

2(Ω) ∩W 2
2 (Ω).

Ïîýòîìó

u ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω) ∩W 2
2 (Ω)), ∂tu ∈ L2(QT ) =⇒ ∇u ∈ C([0, T ];L2(Ω)),

t 7→ ‖∇u(t)‖2
L2(Ω) àáñ. íåïðåðûâíà íà [0, T ],

d

dt
‖∇u(t)‖2

L2(Ω) = −2 (∂tu(t),∆u(t))L2(Ω) ï.â. t ∈ (0, T )
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3. Ñëàáàÿ íåïðåðûâíîñòü

Îïðåäåëåíèå. u : I → X íàç. ñëàáî íåïðåðûâíîé â òî÷êå t0 ∈ I, åñëè

〈u(t)− u(t0), f〉 → 0 ïðè t→ t0 äëÿ ëþáîãî f ∈ X∗.

Ôóíêöèÿ u íàçûâàåòñÿ ñëàáî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå I, åñëè îíà ñëàáî íåïðåðûâíà â
êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì

Cw(I;X) := { u : I → X, u � ñëàáî íåïðåðûâíà íà I }

u ∈ Cw(I;X) ⇐⇒ ∀ f ∈ X∗ ôóíêöèÿ t 7→ 〈f, u(t)〉 íåïðåðûâíà íà I.

� C(I;X) ⊂ Cw(I;X)

� Åñëè X � ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî ïîëíî è I = [a, b] � êîìïàêò, òî Cw([a, b];X) ñëàáî
ñåêâåíöèàëüíî ïîëíî

� X ðåôëåêñèâíî, u ∈ Cw(I;X) =⇒ u ∈ C(I;X) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
îòîáðàæåíèå t ∈ I 7→ ‖u(t)‖X íåïðåðûâíî

4. Òåîðåìà î ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü X
dense

↪→ Y è Y ∗
dense

↪→ X∗. Òîãäà

u ∈ L∞(I;X) ∩ Cw(Ī;Y ) =⇒ u ∈ Cw(Ī;X)

Â ÷àñòíîñòè, â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè u ∈ L∞(I;X) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðåäñòà-
âèòåëü ū, ïðèíàäëåæàùèé Cw(I;X).

5. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ L2(QT ) è f ∈ Lq(QT ;Rn), q ∈ [1, 2], óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

∂tu = div f â D′(QT ),

òî åñòü èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫
QT

u∂tη dxdt =

∫
QT

f · ∇η dxdt, ∀ η ∈ C∞0 (QT ).

Òîãäà

1) u ∈ C([0, T ];W−1
q (Ω)) è ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

d

dt

∫
Ω

u(x, t)w(x) dx =

∫
Ω

f(x, t) · ∇w(x) dx, ∀ w ∈
◦
W 1

q′(Ω) ï.â. t ∈ (0, T ).
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2) åñëè u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), òî u ∈ Cw([0, T ];L2(Ω)).

Áîëåå òîãî, â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâèòåëü
ū, òàêîé ÷òî u(t) = ū(t) ïðè ï.â. t ∈ I è ū(t) ∈ L2(Ω) ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ], ïðè÷åì
ôóíêöèÿ t 7→ ‖ū(t)‖L2(Ω) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó:

∀ t0 ∈ (0, T ) ‖ū(t0)‖L2(Ω) ≤ lim inf
t→t0

‖ū(t)‖L2(Ω)

3) åñëè u ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω)) è f ∈ L2(QT ), òî u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) è

∀ t0 ∈ (0, T ) ‖ū(t0)‖L2(Ω) = lim
t→t0
‖ū(t)‖L2(Ω)

Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ t 7→ ‖u(t)‖L2(Ω) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [0, T ] è

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω) =

∫
Ω

f(x, t) · ∇u(x, t) dx, ï.â. t ∈ (0, T ).
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1.5 Àíèçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

1. Îïðåäåëåíèå àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà è Ñîáîëåâà

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îòêðûòàÿ îáëàñòü, QT ≡ Ω× (0, T ), p, r ∈ [1,+∞). Îáîçíà÷èì

Lp,r(QT ) := Lr(0, T ;Lp(Ω))

‖u‖Lp,r(QT ) :=
( T∫

0

‖u(t)‖rLp(Ω) dt
)1/r

Lp,∞(QT ) := L∞(0, T ;Lp(Ω))

‖u‖Lp,∞(QT ) := sup
t∈(0,T )

‖u(t)‖Lp(Ω)

W 1,0
p (QT ) := { u ∈ Lp(QT ) : ∇u ∈ Lp(QT ) }

‖u‖W 1,0
p (QT ) := ‖u‖Lp(QT ) + ‖∇u‖Lp(QT )

W 2,1
p (QT ) := { u ∈ W 1,0

p (QT ) : ∇2u ∈ Lp(QT ), ∂tu ∈ Lp(QT ) }

‖u‖W 2,1
p (QT ) := ‖u‖W 1,0

p (QT ) + ‖∇2u‖Lp(QT ) + ‖∂tu‖Lp(QT )

2. �Ïàðàáîëè÷åñêèå� òåîðåìû âëîæåíèÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü, p ∈ [1,+∞). Òîãäà

W 2,1
p (QT ) ↪→

{
W 1,0
q (QT ), ïðè 1 ≤ p < n+ 2, 1 ≤ q ≤ (n+2)p

n+2−p

C1+α, 1+α
2 (Q̄T ), ïðè p > n+ 2, 0 ≤ α ≤ 1− n+2

p

W 2,1
p (QT ) ↪→

 Lq(QT ), ïðè 1 ≤ p < n+2
2
, 1 ≤ q ≤

n+2
2
p

n+2
2
−p

Cα,α
2 (Q̄T ), ïðè p > n+2

2
, 0 ≤ α ≤ 1− n+2

2p

3. Êîìïàêòíîñòü �ïàðàáîëè÷åñêèõ� âëîæåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü, p ∈ [1,+∞). Òîãäà

W 2,1
p (QT )

comp

↪→

{
W 1,0
q (QT ), ïðè 1 ≤ p < n+ 2, 1 ≤ q < (n+2)p

n+2−p

C1+α, 1+α
2 (Q̄T ), ïðè p > n+ 2, 0 ≤ α < 1− n+2

p

W 2,1
p (QT )

comp

↪→

 Lq(QT ), ïðè 1 ≤ p < n+2
2
, 1 ≤ q <

n+2
2
p

n+2
2
−p

Cα,α
2 (Q̄T ), ïðè p > n+2

2
, 0 ≤ α < 1− n+2

2p
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4. Ñëåäû ôóíêöèé èç W 1,0
2 (QT ) íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ΓT := ∂Ω× (0, T )

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãð. ëèïøèöåâà îáëàñòü, QT := Ω × (0, T ). Òîãäà äëÿ ëþáîé
u ∈ W 1,0

2 (QT ) ñëåä ýòîé ôóíêöèè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ΓT := ∂Ω× (0, T ) ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó L2(ΓT ) (íà ñàìîì äåëå W
1
2
,0

2 (ΓT )) è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u‖L2(ΓT ) ≤ cΩ ‖u‖W 1,0
2 (QT )

5. Ñëåäû ôóíêöèé èç W 2,1
2 (QT ) íà ñå÷åíèÿõ t = t0

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãð. îáëàñòü êëàññà C2, QT := Ω× (0, T ), t0 ∈ [0, T ]. Òîãäà

1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 2,1
2 (QT ) ñëåä ýòîé ôóíêöèè u(·, t0) := u|t=t0 íà ñå÷åíèè

Ω× {t = t0} ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1
2 (Ω) è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u(·, t0)‖W 1
2 (Ω) ≤ cΩ ‖u‖W 2,1

2 (QT )

2) ‖u(·, t)− u(·, t0)‖W 1
2 (Ω) → 0 ïðè t→ t0

3) W 2,1
2 (QT ) íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â C([0, T ];W 1

2 (Ω))

6. Àíèçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà êàê ïð�âà áàíàõîâîçíà÷íûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà. Ïóñòü p ∈ [1,+∞).

1) W 1,0
p (QT ) = Lp(0, T ;W 1

p (Ω))

2) W 2,1
p (QT ) = Lp(0, T ;W 2

p (Ω)) ∩W 1
p (0, T ;Lp(Ω))

7. Òåîðåìû î ïëîòíîñòè ôóíêöèé ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè

Òåîðåìà. Ïóñòü p ∈ [1,+∞), m ∈ N.

1) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîé η ∈ C∞0 (QT ) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè {wk}Nεk=1 ⊂ C∞0 (Ω) è
ôóíêöèè {ck}Nεk=1 ⊂ C∞0 (0, T ), òàêèå ÷òî∥∥∥ η − Nε∑

k=1

ckwk

∥∥∥
Cm(Q̄T )

< ε.

2) ôóíêöèè âèäà ηN(x, t) :=
N∑
k=1

ck(t)wk(x), ãäå ck ∈ C∞([0, T ]) è wk ∈ C∞0 (Ω) ïëîòíû â{
u ∈ W 1,0

p (QT ) : u|∂Ω×(0,T )=0

}
= Lp(0, T ;

◦
W 1

p(Ω)),

à ôóíêöèè ηN òîãî æå âèäà ãäå ck ∈ C∞0 ([0, T )) è wk ∈ C∞0 (Ω) ïëîòíû â{
u ∈ W 1,1

p (QT ) : u|∂Ω×(0,T )=0, η|t=T = 0
}

3) ôóíêöèè ηN(x, t) :=
N∑
k=1

ck(t)wk(x), ck ∈ C∞0 ([0, T )), wk ∈ C∞(Ω̄) ∩
◦
W 1

p(Ω) ïëîòíû â{
u ∈ W 2,1

p (QT ) : u|∂Ω×(0,T ) = 0, u|t=T = 0
}
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2 Íà÷àëüíî�êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷. óðàâíåíèé

2.1 Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷

1. Ëèíåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà

Ìû áóäåì ðàññìàðèâàòü PDE âèäà

∂tu− div
(
a(x, t)∇u

)
+ b(x, t) · ∇u+ c(x, t)u = f(x, t) â QT

Çäåñü u : QT → R � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à ôóíêöèÿ f : QT → R è êîýôôèöèåíòû ajk,
bj, c : QT → R ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè.

2. Óëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî íàøåãî êóðñà ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
âûïîëíÿþòñÿ ïî óìîë÷àíèþ:

� a(x, t) := (ajk(x, t)) � ñèììåòðè÷íàÿ âåùåñòâåííàÿ n× n-ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè:

ajk = akj, ajk ∈ L∞(QT ),

� b(x, t) := (bj(x, t)) � âåùåñòâåííûé n�ìåðíûé âåêòîð, c(x, t) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ:

bj ∈ L∞(QT ), c ∈ L∞(QT )

� ν1 > 0 � ìàæîðàíòà L∞�íîðì êîýôôèöèåíòîâ:

‖a‖L∞(QT ) + ‖b‖L∞(QT ) + ‖c‖L∞(QT ) ≤ ν1,

3. Óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ïàðàáîëè÷íîñòè

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ:

Lu := − div(a∇u) + b · ∇u+ cu, Mu := ∂tu+ Lu

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî êóðñà ìû áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëííåííûì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∃ ν0 > 0 : ajk(x, t)ξjξk ≥ ν0|ξ|2, ï.â. (x, t) ∈ QT , ∀ ξ ∈ Rn.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L ïðè ï.â. t ∈ (0, T ) ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèì â Ω. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîðM = ∂t + L íàç. ðàâíîìåðíî ïàðàáîëè÷åñêèì â QT .
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4. Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

×òîáû äàííûå çàäà÷è îïðåäåëÿëè ðåøåíèå u îäíîçíà÷íî, íàì íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óðàâ-
íåíèå êðàåâûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Â íàøåì êóðñå ìû âñåãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ. Íà÷àëüíîå äàííîå u0 : Ω→ R ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé ôóíêöèåé.
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ:

� ïåðâàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à
∂tu+ Lu = f â QT

u|∂Ω×(0,T ) = 0

u|t=0 = u0

� âòîðàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à
∂tu+ Lu = f â QT

(a∇u) · ν|∂Ω×(0,T ) = 0

u|t=0 = u0

� òðåòüÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, σ : ∂Ω× (0, T )→ R � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ
∂tu+ Lu = f â QT(

(a∇u) · ν + σu
)∣∣∣

∂Ω×(0,T )
= 0

u|t=0 = u0

5. Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü aij,
∂aij
∂xk

, bi, c ∈ C(QT ), u0 ∈ C(Ω̄), f ∈ C(QT ). Êëàññè÷åñêèì
ðåøåíèåì çàäà÷è 

∂tu+ Lu = f â QT

u|∂Ω×(0,T ) = 0

u|t=0 = u0

íàç. ôóíêöèÿ u ∈ C(Q̄T ) ∩ C2,1(QT ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ äàííûì ñîîòíîøåíèÿì ïîòî÷å÷íî.
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2.2 Ñëàáûå ðåøåíèÿ

1. Áèëèíåéàÿ ôîðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðó L

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì íà ïðîñòðàíñòâå W 1,0
2 (QT ) áèëèíåéíóþ ôîðìó

L[u, η] :=

∫
QT

(
a∇u · ∇η + b · ∇u η + cuη

)
dxdt, u, η ∈ W 1,0

2 (QT ).

2. Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(0, T ;W−1
2 (Ω)). Îáîáùåííûì (èëè ñëàáûì) ðå-

øåíèåì çàäà÷è 
∂tu+ Lu = f â QT

u|∂Ω×(0,T ) = 0

u|t=0 = u0

(∗)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω)), óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

−
∫
QT

u∂tη dxdt + L[u, η] =

∫
Ω

u0(x)η(x, 0) dx +

T∫
0

〈f(t), η(t)〉 dt,

∀ η ∈ W 1,1
2 (QT ), òàêèõ, ÷òî η|∂Ω×(0,T ) = 0, η|t=T = 0.

(∗∗)

3. Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé

Ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåò ìèíèìóì èíôîðìàöèè
î ãëàäêîñòè ôóíêöèè u (êðàåâîå óñëîâèå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òåîðèè ñëåäîâ, à íà÷àëü-
íîå óñëîâèå âêëþ÷åíî â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, ïîñêîëüêó ôóíêöèè êëàññà W 1,0

2 (QT ) íå
èìåþò ñëåäîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ t = const). Òàêîå îïðåäåëåíèå óäîáíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ (íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü ìèíèìóì óñëîâèé).

Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå â ñìûñëå äàííîãî íàìè îïðåäåëåíèÿ
îáëàäàåò ðÿäîì äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ. Ïîýòîìó ìû ìîæåì äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðå-
äåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (∗). Â ýòîì ýêâèâàëåíòíîì îïðåäåëåíèè ñîáðàíà
�ìàêñèìàëüíàÿ� èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü äëÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé àâ-
òîìàòè÷åñêè, áåç êàêèõ ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î ãëàäêîñòè äàííûõ çàäà÷è.

4. Ñâîéñòâà îáîáùåííûõ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü u0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(0, T ;W−1
2 (Ω)). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ôóíêöèÿ u ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω)) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (∗)
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2) ôóíêöèÿ u ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω)) óäîâëåòâîÿåò ñîîòíîøåíèþ

−
T∫

0

(u(t), w)ξ′(t) dt+

T∫
0

((
a(t)∇u(t),∇w

)
+
(
b(t) · ∇u(t) + c(t)u(t), w

))
ξ(t) dt =

= (u0, w)ξ(0) +

T∫
0

〈f(t), w〉ξ(t) dt,

∀ w ∈
◦
W 1

2(Ω), ∀ ξ ∈ W 1
2 (0, T ) : ξ(T ) = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî (·, ·) îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω).

3) ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò êëàññó

u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω)),

∂tu ∈ L2(0, T ;W−1
2 (Ω))

äëÿ ëþáîé w ∈
◦
W 1

2(Ω) ïðè ï.â. t ∈ (0, T ) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâà

〈∂tu(t), w〉 +

∫
Ω

(
a(t)∇u(t) · ∇w + b(t) · ∇u(t)w + c(t)u(t)w

)
dx = 〈f(t), w〉

è u(x, 0) = u0(x) ï.â. x ∈ Ω

5. Ãëàäêèå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè

Òåîðåìà. Ïóñòü u0 ∈ C2(Ω̄), u0|∂Ω = 0, f ∈ C(Q̄T ).

1) Ïóñòü u ∈ C2,1(Q̄T ) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (∗). Òîãäà u � îáîáùåííîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (∗).

2) Ïóñòü u � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (∗) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ C2,1(Q̄T ). Òîãäà
u � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (∗).
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2.3 Ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî è åäèíñòâåííîñòü ñëàáûõ ðåøåíèé

1. Ëåììà Ãðîíóîëëà

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈ L1(0, T ) è f ∈ L1(0, T ) � íåîòðèöàòèåëüíûå ôóíêöèè, è ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y ∈ W 1

1 (0, T ) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

y′(t) ≤ a(t)y(t) + f(t), ï.â. t ∈ (0, T ).

Òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

y(t) ≤ e

t∫
0

a(τ) dτ

 y(0) +

t∫
0

f(τ) dτ

 .

2. Ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c = c(n,Ω, T, ν0, ν1) > 0, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ u0 ∈
L2(Ω), f ∈ L2(0, T ;W−1

2 (Ω)) âñÿêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u çàäà÷è
∂tu+ Lu = f â QT

u|∂Ω×(0,T ) = 0

u|t=0 = u0

(∗)

óäîâëåòîðÿåò îöåíêàì

‖u‖L2,∞(QT ) + ‖u‖W 1,0
2 (QT ) + ‖∂tu‖L2(0,T ;W−1

2 (Ω)) ≤ c
(
‖u0‖L2(Ω) + ‖f‖L2(0,T ;W−1

2 (Ω))

)

3. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîì êëàññå

Òåîðåìà. Ïóñòü u1 è u2 � äâà îáîáùåííûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (∗), ñîîòâåòñòâóþùèõ îä-
íîìó è òîìó æå íà÷àëüíîìó äàííîìó u0 ∈ L2(Ω) è îäíîé è òîé æå ïðàâîé ÷àñòè f ∈
L2(0, T ;W−1

2 (Ω)). Òîãäà u1 ≡ u2 â QT .
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2.4 Ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ ðåøåíèé

1. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîì êëàññå

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ u0 ∈ L2(Ω) è f ∈ L2(0, T ;W−1
2 (Ω)), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå u ∈ L2,∞(QT ) ∩W 1,0
2 (QT ) çàäà÷è
∂tu+ Lu = f â QT ,

u|∂Ω×(0,T ) = 0,

u|t=0 = u0.

(∗)

2. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

� Ïîñòðîåíèå êîíå÷íîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé

� Ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà

� Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

3. Ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè {wk}∞k=1 ⊂
◦
W 1

2(Ω) è

� {wk}k=1 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Ω)

� {wk}k=1 îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â
◦
W 1

2(Ω)
(
îòí. ñê. ïðîèçâ. (∇u,∇v)L2(Ω)

)
(Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå {wk}∞k=1 ìîæíî âçÿòü ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â Ω). Òîãäà äëÿ ëþáîãî N ∈ N ñóùåñòâóåò è ïðèòîì
åäèíñòâåííûé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ {CN

k }Nk=1, C
N
k ∈ W 1

2 (0, T ), òàêèõ ÷òî ôóíêöèÿ

uN(x, t) :=
N∑
k=1

CN
k (t)wk(x), uN ∈ W 1,1

2 (QT )

äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , N óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(∂tu
N(t), wk) + (a(t)∇uN(t),∇wk) + (b(t)∇uN(t), wk) + (c(t)uN(t), wk) = 〈f(t), wk〉, (?)

à òàêæå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

uN(x, 0) = uN0 (x) ï.â. x ∈ Ω,

ãäå

uN0 (x) :=
N∑
k=1

ckwk(x), ck :=

∫
Ω

u0(x)wk(x) dx, k = 1, 2, . . .
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4. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = C(Ω, T, n, ν0, ν1) > 0, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî N ∈ N
ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ uN ∈ W 1,1

2 (QT ) â çàäà÷å (∗) óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì

‖uN‖L2,∞(QT ) + ‖uN‖W 1,0
2 (QT ) ≤ C

(
‖u0‖L2(Ω) + ‖f‖L2(0,T ;W−1

2 (Ω))

)

5. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

Òåîðåìà. Ïóñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uNk} ⊂ W 1,1
2 (QT ) ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé â

çàäà÷å (∗) ñõîäèòñÿ ñëàáî â W 1,0
2 (QT ) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè u ∈ W 1,0

2 (QT ), ò.å.

uNk ⇀ u â L2(QT ), ∇uNk ⇀ ∇u â L2(QT ).

Òîãäà u ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (∗).
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2.5 Ñèëüíûå ðåøåíèÿ

1. Îïðåäåëåíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u0 ∈
◦
W 1

2(Ω), f ∈ L2(QT ), ∇a ∈ L∞(QT ). Ñèëüíûì ðåøåíèåì
íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è 

∂tu+ Lu = f â QT

u|∂Ω×(0,T ) = 0

u|t=0 = u0

(∗)

ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ u ∈ W 2,1
2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ ï.â. â QT , à

íà÷àëüíîìó è êðàåâîìó óñëîâèþ � â ñìûñëå ñëåäîâ.

Çàìå÷àíèå. Âñÿêîå ñèëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì.

2. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ â êëàññå ñèëüíûõ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îáëàñòü êëàññà C2 è ïóñòü

∃ ∂ajk
∂xl
∈ L∞(QT ), ∃ ∂ajk

∂t
∈ L∞(QT ), ‖∇a‖L∞(QT ) + ‖∂ta‖L∞(QT ) ≤ ν2.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ u0 ∈
◦
W 1

2(Ω) è f ∈ L2(QT ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå
u ∈ W 2,1

2 (QT ) çàäà÷è (∗), ïðè÷åì èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u‖W 2,1
2 (QT ) ≤ c

(
‖f‖L2(QT ) + ‖u0‖W 1

2 (Ω)

)
,

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò n, Ω, T , ν0, ν1 è ν2.

3. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà êîýðöèòèâíîé îöåíêè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u � ãëàäêàÿ.

� Îáîçíà÷èì f0 := f − b · ∇u− cu. Òîãäà ñ ó÷åòîì ýíåðãåòè÷åñêîé îöåíêè

‖f0‖L2(QT ) ≤ c
(
‖f‖L2(QT ) + ‖u‖W 1,0

2 (QT )

)
≤ c

(
‖f‖L2(QT ) + ‖u0‖W 1

2 (Ω)

)
� Óìíîæèì óðàâíåíèå ∂tu+ Lu = f íà ∂tu è ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëüòàò ïî Ω:

‖∂tu(t)‖2
L2(Ω) + (a(t)∇u(t), ∂t∇u(t)) = (f0(t), ∂tu(t))

� Ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû a(t) ïðåîáðàçóåì

(a(t)∇u(t), ∂t∇u(t)) =
1

2

d

dt
(a(t)∇u(t),∇u(t))−

(
∂a

∂t
(t)∇u(t),∇u(t)

)

28



� Ïðîèíòåãðèðóåì ïî t ∈ (0, T ) ñîîòíîøåíèå

‖∂tu(t)‖2
L2(Ω) = −1

2

d

dt
(a(t)∇u(t),∇u(t)) +

(
∂a

∂t
(t)∇u(t),∇u(t)

)
+ (f0(t), ∂tu(t))

Ïîëó÷èì
‖∂tu‖2

L2(QT ) = 1
2
(a(0)∇u0,∇u0)−1

2
(a(T )∇u(T ),∇u(T ))︸ ︷︷ ︸

≤ 0

+

+

T∫
0

(
∂a

∂t
(t)∇u(t),∇u(t)

)
dt+

T∫
0

(f0(t), ∂tu(t)) dt

� Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷àåì îöåíêó

‖∂tu‖2
L2(QT ) ≤

ν1

2
‖∇u0‖2

L2(Ω) + ν2‖∇u‖2
L2(QT ) + ‖f0‖L2(QT )‖∂tu‖L2(QT )

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâîÞíãà ab ≤ εa2+Cεb
2, à òàêæå ýíåðãåòè÷åñêóþ îöåíêó è îöåíêó

äëÿ ‖f0‖L2(QT ), ïîëó÷àåì

‖∂tu‖2
L2(QT ) ≤ c

(
‖∇u0‖2

L2(Ω) + ‖f‖2
L2(QT )

)
� Îáîçíà÷èì f1 := f0 − ∂tu. Òîãäà f1 ∈ L2(QT ) è

‖f1‖L2(QT ) ≤ ‖f0‖L2(QT ) + ‖∂tu‖L2(QT ) ≤ c
(
‖f‖L2(QT ) + ‖u0‖W 1

2 (Ω)

)
Äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, T ) ôóíêöèÿ u(t) ∈

◦
W 1

2(Ω) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ{

− div
(
a(t)∇u(t)

)
= f1(t) â Ω

u(t)|∂Ω = 0

� Ïîñêîëüêó ∂Ω ⊂ C2 è äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå f1(t) ∈ L2(Ω), èç
ýëëèïòè÷åñêîé òåîðèè (ñì. ïàðàãðàôû �Âòîðîå îñíîâíîå íåðàâåíñòâî� èëè �Îöåíêà
âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ�) ïîëó÷àåì

‖u(t)‖W 2
2 (Ω) ≤ cΩ ‖f1(t)‖L2(Ω), ∀ t ∈ (0, T )

Âîçâîäÿ ýòó îöåíêó â êâàäðàò è èíòåãðèðóÿ ïî t ∈ (0, T ), ïîëó÷àåì

‖u‖L2(0,T ;W 2
2 (Ω)) ≤ c ‖f1‖L2(QT )

� Ó÷èòûâàÿ îöåíêó äëÿ ‖f1‖L2(QT ), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

‖u‖W 2,1
2 (QT ) = ‖u‖L2(0,T ;W 2

2 (Ω)) + ‖∂tu‖L2(QT ) ≤ c
(
‖f‖L2(QT ) + ‖u0‖W 1

2 (Ω)

)
4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
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3 Ñâîéñòâà ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

3.1 Ïàðàáîëè÷åñêèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà

1. Ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö

Òåîðåìà. Ïóñòü A = (aij) è B = (bij) � âåùåñòâåííûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû n × n.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A : B èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

A : B :=
n∑
i=1

n∑
j=1

aijbij.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáå ìàòðèöû A è B íåîòðèöàòåëüíû, òî åñòü

Aξ · ξ ≥ 0, Bξ · ξ ≥ 0, ∀ ξ ∈ Rn.

Òîãäà
A : B ≥ 0

2. Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè â òî÷êè åå ìàêñèìóìà

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈ C(Q̄T ), b ∈ C(Q̄T ) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ C(Q̄T ) ∩ C2,1(QT ) äîñòè-
ãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà â òî÷êå (x0, t0) ∈ QT := Ω× (0, T ], òî åñòü

u(x0, t0) = sup
(x,t)∈QT

u(x, t).

Òîãäà

� ∇u(x0, t0) = 0

� ∂tu(x0, t0) ≥ 0

� ìàòðèöà ∇2u(x0, t0) îòðèöàòåëüíà (ò.å. âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ≤ 0)

� a(x0, t0) : ∇2u(x0, t0) ≤ 0

� ∂tu(x0, t0)− a(x0, t0) : ∇2u(x0, t0) + b(x0, t0) · ∇u(x0, t0) ≥ 0

3. Ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Òåîðåìà. Ïóñòü a, ∇a, b ∈ C(Q̄T ) è u ∈ C(Q̄T ) ∩ C2,1(QT ) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∂tu− div(a∇u) + b · ∇u ≤ 0 â QT

Òîãäà
sup
QT

u ≤ sup
∂′QT

u
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4. Äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

Òåîðåìà. Ïóñòü a, ∇a, b ∈ C(Q̄T ) è u ∈ C(Q̄T ) ∩ C2,1(QT ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ.

∂tu− div(a∇u) + b · ∇u = 0 â QT

Òîãäà èìååò ìåñòî äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

inf
∂′QT

u ≤ sup
QT

u ≤ sup
∂′QT

u

5. Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü a, ∇a, b ∈ C(Q̄T ) è ïóñòü u1, u2 ∈ C(Q̄T )∩C2,1(QT ) � äâà êëàññè÷åñêèõ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂tu− div(a∇u) + b · ∇u = 0 â QT

Òîãäà
u1 ≤ u2 íà ∂′QT =⇒ u1 ≤ u2 â QT
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3.2 Ïàðàáîëè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Õàðíàêà

1. Íåðàâåíñòâî Õàðíàêà

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ C(Q̄2R) ∩ C∞(Q2R), ïðè÷åì

u ≥ 0 â Q2R,

è u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂tu−∆u = 0 â Q2R

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
BR×(−3R2,−2R2)

u ≤ c∗ inf
BR×(−R2,0)

u,

â êîòîðîì ïîñòîÿííàÿ c∗ > 0 çàâèñèò òîëüêî îò n.

2. Óðàâíåíèå äëÿ lnu

Ëåììà. Ïóñòü u ≥ ε > 0 â Q2R è u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂tu−∆u = 0

Îáîçíà÷èì
v := lnu

Òîãäà
∂tv −∆v = |∇v|2

3. Íåðàâåíñòâî Õàðíàêà â òåðìèíàõ ôóíêöèè v = lnu

v(x2, t2)− v(x1, t1) ≥ −γ
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4. Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

v(x2, t2)− v(x1, t1) =

1∫
0

(
∇v(xs, ts) · (x2 − x1) + ∂tv(xs, ts)(t2 − t1)

)
ds

5. ×òî íóæíî äîêàçàòü?

∂tv − 1
2
|∇v|2 ≥ − µ

R2
â BR × (−3R2, 0)

6. Ôóíêöèÿ w0

w0 := ∆v + 1
2
|∇v|2

7. Ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà{
∂tw −∆w ≥ 0 â Q2R

w|∂′Q2R
≥ 0

=⇒ w ≥ 0 â Q2R

8. Ôóíêöèÿ w

w := ζ4w0 +
4µ

R2

(
1 +

t

4R2

)
︸ ︷︷ ︸
≥ 0 t∈(−4R2,0)

9. Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè w

M0w = ζ4Mvw0 + 2(ζ4∇v −∇ζ4) · ∇w0 + w0M0ζ
4 +

µ

R4

10. Ñâîéñòâà îïåðàòîðà Mv

Ëåììà. Ïóñòü v óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂tv −∆v = |∇v|2,

Òîãäà

Mv

(
∆v + 1

2
|∇v|2

)
= |∇2v|2
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11. Çíà÷åíèå ôóíêöèèM0w â òî÷êå ìèíèìóìà z0

∇w(z0) = 0 ⇐⇒ ζ(z0)∇w0(z0) + 4w0(z0)∇ζ(z0) = 0

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå z0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

M0w = ζ4|∇2v|2 − 8ζ2w0(ζ∇v − 4∇ζ) · ∇ζ + w0M0ζ
4 +

µ

R4

12. Îöåíêà ñíèçó äëÿM0w(z0)

M0w(z0) ≥ ζ4(z0)|∇2v(z0)|2 +
µ

R4
− c∗

R4

13. Âûáîð çíà÷åíèÿ äëÿ ïîñòîÿííîé µ > 0

µ > c∗

14. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè w

Ëåììà. Ïðè óêàçàííîì âûáîðå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé µ > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

w(x, t) ≥ 0, ∀ (x, t) ∈ Q2R

15. ×òî ìû â èòîãå ïîëó÷èëè?

∆v + 1
2
|∇v|2 ≥ − µ

R2
íà BR × (−3R2, 0)

16. Èçáàâëÿåòñÿ îò óñëîâèÿ u ≥ ε > 0
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3.3 Îöåíêà îñöèëëÿöèè

1. Îïðåäåëåíèå îñöèëëÿöèè

Îáîçíà÷èì
M(z0;R) := sup

QR(z0)

u, m(z0;R) := inf
QR(z0)

u,

ω(z0;R) := M(z0;R)−m(z0;R) ≡ osc
QR

u

Òî÷êó z0 = 0 â îáîçíà÷åíèÿõ áóäåì îïóñêàòü: M(R) = M(0, R) èòä.

2. Îöåíêà îñöèëëÿöèè

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ C(Q̄2R) ∩ C∞(Q2R) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂tu−∆u = 0 â Q2R (∗)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
osc
QR

u ≤ δ osc
Q2R

u

â êîòîðîì δ ∈ (0, 1), δ = 1− 1
c∗
, ãäå c∗ > 1 � ïîñòîÿííàÿ èç íåðàâåíñòâà Õàðíàêà.
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3.4 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

1. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü Π− := Rn × (−∞, 0), è ïóñòü u ∈ C∞(Π−) � àíòè÷íîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ò.å. u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè íà ïðîìåæóòêå
âðåìåíè (−∞, 0):

∂tu−∆u = 0 â Π−.

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî

u ∈ L∞(Π−).

Òîãäà u = const â Π−.

2. Êîíòðïðèìåð ïðè b 6= 0

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé êîíòðïðèìåð, â ñôîðìóëèðîâàííîì íàìè âàðèàíòå òåîðåìû
Ëèóâèëëÿ äðèôò îòñóòñòâóåò ïî-ñóùåñòâó. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè íàëè÷èè â óðàâíåíèè
äðèôòà êîíñòàíòà â îöåíêå îñöèëëÿöèè çàâèñèò îò íåêîòîðûõ íîðì äðèôòà. Ïðè èòå-
ðàöèÿõ ýòîé îöåíêè êîíñòàíòà áóäåò ìåíÿòñÿ íåêîíòðîëèðóåìûì îáðàçîì è ìû íå ñìî-
æåì ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìû õîòèì âêëþ÷èòü â óðàâíåíèå äðèôò, íàì ñëåäóåò
óñòàíîâèòü �ïðàâèëüíóþ� çàâèñèìîñòü êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâå Õàðíàêà îò íåêîòîðûõ
(ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíûõ) íîðì äðèôòà. Â êîíöå ïàðàãðàôà ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçà-
òåëüñòâà ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äðèôòîì.

Ïðèâîäèìûé íèæå êîíòðïðèìåð (J. Spruck) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû
Ëèóâèëëÿ, ñêàæåì, îäíîãî ëèøü óñëîâèÿ b ∈ L∞(Π−) ∩ C∞(Π−) çàâåäîìî íåäîñòàòî÷íî.

Òåîðåìà. Ïóñòü n = 1, è ïîëîæèì

b(x) :=
2x

1 + x2
, u(x) := arctg x

Òîãäà b ∈ L∞(R) ∩ C∞(R), u ∈ C∞(R) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

−d
2u

dx2
+ b(x)

du

dx
= 0 â R,

è ïðè ýòîì
u ∈ L∞(R), u 6= const

3. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñ äðèôòîì

Òåîðåìà. Ïóñòü b ∈ Ls,l(Π−) ∩ C∞(Π−), ãäå s ∈ (n,+∞], l ∈ [2,∞),

‖b‖Ls,l(Π−) :=

 0∫
−∞

‖b(·, t)‖lLs(Rn) dt

1/l

,
n

s
+

2

l
= 1
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è ïóñòü u ∈ C∞(Π−) � àíòè÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂tu−∆u+ b(x, t) · ∇u = 0 â Π−.

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî

u ∈ L∞(Π−).

Òîãäà u = const â Π−.

37



3.5 Ëîêàëüíàÿ ãëàäêîñòü ñëàáûõ ðåøåíèé

1. L2�îöåíêà ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ L2(Q2R), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∇a ∈ L∞(Q2R), ‖∇a‖L∞(Q2R) ≤
ν2

R
.

Ïóñòü u ∈ L2,∞(Q2R) ∩W 1,0
2 (Q2R) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂tu− div(a∇u) = f â Q2R,

òî åñòü ∫
Q2R

(
− u∂tη + a∇u · ∇η

)
dxdt =

∫
Q2R

fη dxdt, ∀ η ∈ C∞0 (Q2R).

Òîãäà u ∈ W 2,1
2 (QR) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖∂tu‖L2(QR)) + ‖∇2u‖L2(QR) ≤
c

R
‖∇u‖L2(Q2R) + c ‖f‖L2(Q2R)

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò n, ν0, ν1 è ν2.

2. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a, f , u � ãëàäêèå.

1. Ïðîäèôôèðåíöèðóåì óðàâíåíèå ïî xk. Ïîëó÷èì

∂

∂xk

∣∣∣ ∂tu− div(a∇u) = f =⇒ ∂tu,k − div(a∇u,k) = div
( ∂a
∂xk
∇u
)

+ f,k

2. Ïóñòü ζ ∈ C∞0 (Q2R) � ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

ζ ≡ 1 íà QR, 0 ≤ ζ ≤ 1, |∂tζ|+ |∇ζ|2 ≤ c
R2

Óìíîæèì óìíîæèì ñîîòíîøåíèå

∂tu,k − div(a∇u,k) = div
( ∂a
∂xk
∇u
)

+ f,k

∣∣∣ · ζ2u,k,

∫
Ω

. . . dx

íà w := ζ2u,k è ðåçóëüòàò ïðèíòåãðèðóåì ïî Ω. Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì è ñîîòíîøåíèÿ

∇(ζ2u,k) = ζ2∇u,k + 2ζu,k∇ζ
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ïîëó÷àåì òîæäåñòâî (îòìåòèì, ÷òî ïî k ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî n)∫
B2R

(
ζ2 u,k∂tu,k︸ ︷︷ ︸

= 1
2
∂
∂t
|∇u|2

+ζ2 a∇u,k · ∇u,k︸ ︷︷ ︸
≥ ν0 |∇2u|2

)
dx = −2

∫
B2R

ζa∇u,k · u,k∇ζ dx −

−
∫
B2R

∂a

∂xk
∇u ·

(
ζ2∇u,k + u,k∇ζ2

)
dx +

∫
B2R

f,kζ
2u,k dx

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îöåíèâàåì êàê∫
B2R

f,kζ
2u,k dx = −

∫
B2R

f(ζ2u,k),k dx = −
∫
B2R

f(ζ2u,kk + u,kζ
2
,k) dx

3. Èç ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà ñòàíäðàòíûìè ðàññóæäåíèÿìè âûâîäèòñÿ îöåíêà

1

2

d

dt
‖ζ∇u‖2

L2(B2R) +
ν0

2
‖ζ∇2u‖2

L2(B2R) ≤
c

R2
‖∇u‖2

L2(B2R) + c ‖f‖2
L2(B2R)

Èíòåãðèðóÿ ýòó îöåíêó ïî t ∈ (−4R2, 0), ñ ó÷åòîì ζ ≡ 1 íà QR ïîëó÷àåì

sup
t∈(−R2,0)

‖∇u(t)‖2
L2(BR) + ‖∇2u‖2

L2(QR) ≤
c

R2
‖∇u‖2

L2(Q2R) + c ‖f‖2
L2(Q2R)

4. Îöåíêà ∂tu ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ ∂tv = div(a∇u) + f â QR =⇒

‖∂tu‖L2(QR) ≤ c
(
‖ div(a∇u)‖L2(QR) + ‖f‖L2(QR)

)
ñ ó÷åòîì îöåíêè

‖ div(a∇u)‖|L2(QR) ≤ c
(
ν1 ‖∇2u‖L2(QR) +

ν2

R
‖∇u‖L2(QR)

)

3. Ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, Ω′ b Ω, d := dist{Ω̄′, ∂Ω} > 0. Äëÿ
k = 1, . . . , n, |h| < d è x ∈ Ω′ îáîçíà÷èì

∆k
hu(x) := u(x+ hek)− u(x),

ãäå ek � k-ûé îðò áàçèñà Rn. Ïóñòü 1 ≤ p < +∞ è u ∈ Lp(Ω). Òîãäà

1) äëÿ ëþáîãî |h| < d è ëþáîé η ∈ C∞0 (Ω′)∫
Ω

1
h
∆k
hu η dx =

∫
Ω

u 1
h
∆k
−hη dx;
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2) åñëè 1 < p < +∞ è ñóùåñòâóåò M > 0, òàêàÿ ÷òî

sup
|h|<d

∥∥∥ 1
h
∆k
hu
∥∥∥
Lp(Ω′)

≤ M,

òî ñóùåñòâóåò îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂u
∂xk
∈ Lp(Ω′) è∥∥∥ ∂u

∂xk

∥∥∥
Lp(Ω′)

≤ M

3) åñëè u ∈ W 1
p (Ω), òî äëÿ ëþáîãî |h| < d è ëþáîãî k = 1, . . . , n∥∥∥ 1

h
∆k
hu
∥∥∥
Lp(Ω′)

≤
∥∥∥ ∂u
∂xk

∥∥∥
Lp(Ω)

4. Äîêàçàòåëüñòâî ãëàäêîñòè ðåøåíèé

5. Ëîêàëüíàÿ ãëàäêîñòü ñëàáûõ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû

a ∈ C∞(QR), f ∈ C∞(QR) =⇒ u ∈ C∞(QR).
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×àñòü II

Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà, áàçîâàÿ òåîðèÿ

4 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà îïèñûâàåò ïîëå ñêîðîñòåé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòåé
u : QT → R3 è äàâëåíèå p : QT → R â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè a : Ω → R3 è
ïëîòíîñòè äåéñòâóþùåé íà æèäêîñòü îáúåìíîé ñèëû f : QT → R (íàïðèìåð, ñèëû òÿæåñòè):

∂tu − ∆u + (u · ∇)u + ∇p = f

div u = 0
â QT

u|t=0 = a, u|∂Ω×(0,T ) = 0

(NS)

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëàãàåì ïëîòíîñòü æèäêîñòè è êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè ðàâíûìè åäèíè-
öå. Ìàòåìàòè÷åñêè óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (îòäàëåííî íàïîìèíàþùóþ ïðàáàðîëè÷åñêóþ)
ñ êâàäðàòè÷íûìè ïî u ìëàäøèìè ÷ëåíàìè.

4.1 Óðàâíåíèå div u = f

1. Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ñ çàäàííîé äèâåðãåíöèåé

Òåîðåìà. Ïóñòü s ∈ (1,+∞). Äëÿ ëþáîãî g ∈ Ls(Ω), òàêîãî ÷òî [g]Ω = 0, ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ u ∈
◦
W 1

s(Ω), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è{
div u = g ï.â. â Ω

u = 0 íà ∂Ω

è óäîâëåòâîðÿþùàÿ îöåíêå
‖u‖W 1

s (Ω) ≤ c ‖g‖Ls(Ω)

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò Ω, n, s. Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâèå g 7→ u
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, îò åñòü îíî çàäàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì

T :
◦
Ls(Ω) := { g ∈ Ls(Ω) : [g]Ω = 0 } →

◦
W 1

s(Ω), T g = u, ‖Tg‖W 1
s (Ω) ≤ c ‖g‖Ls(Ω)

2. Èíãðåäèåíòû äîêàçàòåëüñòâà

� Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Íåéìàíà
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� Òåîðåìà î ñëåäàõ

� Ïðîäîëæåíèå âíóòðü îáëàñòè

� Çíà÷åíèÿ ðîòîðà íà ãðàíèöå

3. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Íåéìàíà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C2, 1 < s < +∞. Äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè g ∈ Ls(Ω), òàêîé ÷òî

∫
Ω

g(x) dx = 0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈

W 2
s (Ω), òàêàÿ ÷òî

∫
Ω

ϕ(x) dx = 0 è

 −∆ϕ = g ï.â. â Ω

∂ϕ

∂ν
= 0 íà ∂Ω

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ϕ‖W 2
s (Ω) ≤ C(n, s,Ω) ‖g‖Ls(Ω)

4. Òåîðåìà î ñëåäàõ

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C2, 1 < s < +∞. Òîãäà äëÿ
ëþáîé ϕ ∈ W 2

s (Ω) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ϕ‖
W

2− 1
s

s (∂Ω)
≤ C(n, s,Ω) ‖ϕ‖W 2

s (Ω)

5. Ïðîäîëæåíèå âíóòðü îáëàñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C2, 1 < s < +∞. Ñóùåñòâóåò
îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

T : W
2− 1

s
s (∂Ω) × W

1− 1
s

s (∂Ω) → W 2
s (Ω),

òàêîé ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ W 2− 1
s

s (∂Ω), b ∈ W 1− 1
s

s (∂Ω) ôóíêöèÿ w := T (a, b) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè

1) w ∈ W 2
s (Ω)

2) w|∂Ω = a, ∂w
∂ν

∣∣
∂Ω

= b

3) ‖w‖W 2
s (Ω) ≤ C(n, s,Ω)

(
‖a‖

W
2− 1

s
s (∂Ω)

+ ‖b‖
W

1− 1
s

s (∂Ω)

)
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6. Çíà÷åíèÿ ðîòîðà íà ãðàíèöå

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êëàññà C2, 1 < s < +∞. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî A ∈ W 2

s (Ω;R3) òàêîâà, ÷òî
A = 0 íà ∂Ω.

Òîãäà

rotA = ν × ∂A

∂ν
íà ∂Ω.

7. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà â ñëó÷àå n = 3
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4.2 Ïðîñòðàíñòâà ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé

1. Îïðåäåëåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, 1 ≤ s < +∞, s′ = s
s−1

.

J∞0 (Ω) := { u ∈ C∞0 (Ω;Rn) | div u = 0 â Ω }
◦
J1
s(Ω) := Closure W 1

s (Ω;Rn) J
∞
0 (Ω)

Ĵ1
s(Ω) := { u ∈

◦
W 1

s(Ω;Rn) | div u = 0 ï.â. â Ω }

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî
◦
J1
s(Ω) � ïîäïðîñòðàíñòâî Ĵ1

s(Ω).

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà. Ïóñòü s ∈ (1,+∞) è ôóíêöèîíàë l ∈ W−1
s (Ω;Rn) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

l(η) = 0, ∀ η ∈ J∞0 (Ω).

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ p ∈ Ls(Ω), [p]Ω = 0, òàêàÿ ÷òî

l(η) =

∫
Ω

p(x) div η(x) dx, ∀ η ∈
◦
W 1

s′(Ω),

è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖p‖Ls(Ω) ≤ c ‖l‖W−1
s (Ω)

3. Èíãðåäèåíòû äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

� Òåîðåìà î ïëîòíîñòè J∞0 (Ω) â Ĵ1
2 (Ω)

� Òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ div u = g

� (
◦
Ls′(Ω))∗ '

◦
Ls(Ω) ïðè s ∈ (1,+∞), 1

s
+ 1

s′
= 1

4. Òåîðåìà î ïëîòíîñòè äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü, 1 < s < +∞. Òîãäà

◦
J1
s(Ω) = Ĵ1

s(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ýòî òîíêèé àíàëèòè÷åñêèé ôàêò, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ìû íå
âêëþ÷àåì â íàø êóðñ ñ öåëüþ ýêîíîìèè âðåìåíè. Åãî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íà-
ïðèìåð, â [13, Theorem 5.8]. �

Êîíòðïðèìåð (Heywood). Ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rn, òàêàÿ ÷òî
◦
J1

2(Ω) ⊂ Ĵ1
2(Ω),

◦
J1

2(Ω) 6= Ĵ1
2(Ω).

5. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
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4.3 Ðàçëîæåíèå Ãåëüìãîëüöà-Âåéëÿ

1. Îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü s ∈ (1,+∞). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
◦
Js(Ω) è Gs(Ω) ï/ïð�âà â Ls(Ω) := Ls(Ω;Rn):

�

◦
Js(Ω) := Closure Ls(Ω) J

∞
0 (Ω)

� Gs(Ω) := { v ∈ Ls(Ω) | ∃ ϕ ∈ W 1
s(Ω) : v = ∇ϕ ï.â. â Ω }

Â ñëó÷àå s = 2 èíîãäà áóäåì îáîçíà÷àòü
◦
J(Ω) :=

◦
J2(Ω) è G(Ω) := G2(Ω).

2. Ðàçëîæåíèå Ãåëüìãîëüöà�Âåéëÿ

Òåîðåìà. Ïîäïðîñòðàíñòâà
◦
J2(Ω) è G2(Ω) îðòîãîíàëüíû â L2(Ω) è

L2(Ω;Rn) =
◦
J2(Ω) ⊕ G2(Ω)

òî åñòü

∀ f ∈ L2(Ω;Rn) ∃!u ∈
◦
J2(Ω), ∃! p ∈ W 1

2 (Ω) : [p]Ω = 0,

f = u+∇p,
∫
Ω

u · ∇p dx = 0

3. Èñòîðè÷åñêîå çàìå÷àíèå

Âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî óáûâàþùåãî íà áåñêîíå÷íîñòè âåê-
òîðíîãî ïîëÿ â âèäå ñóììû ñîëåíîèäàëüíîãî è ïîòåíöèàëüíîãî âåêòîðíûõ ïîëåé áûëî
îòìå÷åíî åùå â â 19-îì âåêå Ãåëüìãîëüöåì. Äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé Âåéëü çàìåòèë,
÷òî ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå êðàåâûõ óñëîâèé äàííîå ðàçëîæåíèå áóäåò îðòîãîíàëüíûì
â L2(Ω). Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ äîêàçàëà, ÷òî ìíîæåñòâî J∞0 (Ω) ïëîòíî â G2(Ω)⊥. Ýòîò ôàêò
èìååò áîëüøå çíà÷åíèå äëÿ âñåé äàëüíåéøåé òåîðèè, ïîýòîìó äàííóþ òåîðåìó èíîãäà
íàçûâàþò òåîðåìîé Ëàäûæåíñêîé.

4. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçëîæåíèÿ Ãåëüìãîëüöà�Âåéëÿ

5. ×òî ñèìâîëèçèðóåò íîëèê â îáîçíà÷åíèè ïðîñòðàíñòâà
◦
J2(Ω) ?

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà. Òîãäà

◦
J2(Ω) ∩W 1

2 (Ω) =
{
u ∈ J1

2 (Ω) : u · ν|∂Ω = 0 â ñìûñëå òåîðèè ñëåäîâ
}

Òàêèì îáðàçîì, íîëèê â îáîçíà÷åíèè
◦
J2(Ω) ñèìâîëèçèðóåò ñîáîé íóëåâóþ íîðìàëüíóþ

êîìïîíåíòó ó ôóíêöèé:
◦
J2(Ω) ñîñòîèò èç âåêòîð�ôóíêöèé v ∈ L2(Ω), òàêèõ ÷òî
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� v ñîëåíîèäàëüíî â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé

� íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà v íà ∂Ω ðàâíà íóëþ �â îáîáùåííîì ñìûñëå�

6. Ïðîåêòîð Ëåðå

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç PJ îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî
◦
J2(Ω) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Ω;Rn), ò.å.

f ∈ L2(Ω;Rn) ∃!u ∈
◦
J2(Ω), ∇p ∈ G2(Ω) : f = u+∇p =⇒ PJf := u

Îðòîïðîåêòîð PJ : L2(Ω)→ L2(Ω) íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì Ëåðå.

7. Ïðîåêòîð Ëåðå è çàäà÷à Íåéìàíà

Òåîðåìà. Îáîçíà÷èì P⊥J := I −PJ îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî G2(Ω) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Ω;Rn). Òîãäà ∇p = P⊥J f òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà p ∈ W 1

2 (Ω) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà ∆p = div f â Ω

∂p

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= f · ν|∂Ω

Çäåñü óðàâíåíèå âìåñòå ñ êðàåâûì óñëîâèåì ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå âûïîëíåíèÿ èíòåãðàëü-
íîãî òîæäåñòâà

(∇p,∇w)L2(Ω) = (f,∇w)L2(Ω), ∀ η ∈ W 1
2 (Ω)

8. Ïðîåêòîð Ëåðå â ïðîñòðàíñòâàõ Ls(Ω), s ∈ (1,+∞)

Òåîðåìà. Ïóñòü s ∈ (1,+∞). Òîãäà

Ls(Ω) =
◦
Js(Ω) +̇ Gs(Ω),

ò.å.

∀ f ∈ Ls(Ω) ∃!u ∈
◦
Js(Ω), ∃! p ∈ Gs(Ω) : f = u+∇p,

è ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

‖u‖Ls(Ω) ≤ c ‖f‖Ls(Ω), ‖∇p‖Ls(Ω) ≤ c ‖f‖Ls(Ω)

â êîòîðûõ ïîñòîÿííàÿ c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò Ω, n è s.
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4.4 Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à Ñòîêñà

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü f : Ω→ R � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè u : Ω→ Rn, p : Ω→ R,
òàêèå ÷òî 

−∆u + ∇p = f

div u = 0
â Ω,

u|∂Ω = 0

(S0)

2. Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòîêñà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f ∈ J−1
2 (Ω) := (

◦
J1

2(Ω))∗. Ôóíêöèÿ v ∈
◦
J1

2(Ω) íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (S0), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
Ω

∇u(x) : ∇η(x) dx = 〈f, η〉, ∀ η ∈ J∞0 (Ω).

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòîêñà íå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå (S0) âûïîëíÿþòñÿ â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïîñêîëü-
êó ïðîáíûå ôóíêöèè â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå äëÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé áåðóòñÿ íå èç
C∞0 (Ω), à èç áîëåå óçêîãî êëàññà J∞0 (Ω).

3. Ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Ñòîêñà

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé f ∈ J−1
2 (Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈

◦
J1

2(Ω), ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (S0), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖u‖W 1
2 (Ω) ≤ c ‖f‖J−1

2 (Ω),

â êîòîðîì ïîñòîÿííàÿ c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò Ω è n.

4. Àññîöèèðîâàííîå äàâëåíèå

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ W−1
2 (Ω) è u ∈

◦
J1

2(Ω) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (S0). Òîãäà
ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ p ∈ L2(Ω), [p]Ω = 0, òàêàÿ ÷òî óðàâíåíèÿ (S0)
âûïîëíÿþòñÿ â D′(Ω), ò.å.∫

Ω

∇u : ∇η dx = 〈f, η〉 +

∫
Ω

p div η dx, ∀ η ∈ C∞0 (Ω;Rn).

Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ p óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖p‖L2(Ω) ≤ c ‖f‖W−1
2 (Ω),
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â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò n è Ω.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ p ∈ L2(Ω), [p]Ω = 0, ìû áóäåì íàçûâàòü äàâëåíèåì, àññîöèèðî-

âàííûì ñ îáîáùåííûì ðåøåíèåì u ∈
◦
J1

2(Ω).

5. Ñèëüíûå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Ñòîêñà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f ∈ L2(Ω). Ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (S0) ìû áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèè u ∈ W 2

2 (Ω) è p ∈ W 1
2 (Ω), [p]Ω = 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (S0) ï.â. â Ω, à

êðàåâîìó óñëîâèþ � â ñìûñëå òåîðèè ñëåäîâ.

6. Ñëàáûå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Ñòîêñà ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè

Òåîðåìà. Ïóñòü ∂Ω êëàññà C2 è f ∈ L2(Ω). Ïóñòü u ∈
◦
J1

2(Ω) � îáîáùåííûå ðåøåíèå
çàäà÷è (S0), à p ∈ L2(Ω), [p]Ω = 0 � àññîöèèðîâàííîå ñ íèì äàâëåíèå. Òîãäà u è p ÿâëÿþòñÿ
ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (S0), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u‖W 2
2 (Ω) + ‖p‖W 1

2 (Ω) ≤ c ‖f‖L2(Ω),

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò Ω è n.

7. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

� Âíóòðåííÿÿ îöåíêà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

� Îöåíêà êàñàòåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ∇u è p âáëèçè ïëîñêîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû.

� Îöåíêà uα,nn èç óðàâíåíèé.

� Îöåíêà un,nn èç óñëîâèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè è p,n èç óðàâíåíèé.

� Ñëó÷àé èñêðèâëåííîé ãðàíèöû.

8. Âíóòðåííÿÿ îöåíêà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â L2

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ L2(Ω) è u ∈ W 1
2 (Ω) è p ∈ L2(Ω) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå Ñòîêñà:{

−∆u+∇p = f

div u = 0
â D′(Ω).

Òîãäà u ∈ W 2
2,loc(Ω), p ∈ W 1

2,loc(Ω) è ∀ B2R := B2R(x0) b Ω ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖∇2u‖L2(BR) + ‖∇p‖L2(BR) ≤ c ‖f‖L2(B2R) +
c

R

(
‖∇u‖L2(B2R) + ‖p‖L2(B2R)

)
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9. Ãèïîýëëèïòè÷íîñòü ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Ñòîêñà

Ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà Ñòîêñà îáëàäàåò ñâîéñòâîì àâòîìàòè÷åñêîãî ëîêàëüíîãî ñãëàæè-
âàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ L2(Ω), u ∈ W 1
2 (Ω), p ∈ L2(Ω), óäîâëåòâîðÿþò{

−∆u + ∇p = f

div u = 0
â D′(Ω).

Òîãäà åñëè f ∈ C∞loc(Ω), òî u ∈ C∞loc(Ω).

10. Îöåíêè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â L2 âáëèçè ïëîñêîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ L2(Ω) è u ∈
◦
W 1

2(Ω) è p ∈ L2(Ω) óäîâëåòâîðÿþò (S0) â D′(Ω). Ïóñòü â
íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ω ∩B2R = B+

2R è ∂Ω ∩B2R ⊂ {xn = 0}, ò.å. u|xn=0 = 0. Òîãäà
u ∈ W 2

2 (B+
R), p ∈ W 1

2 (B+
R) è

‖∇2u‖L2(B+
R) + ‖∇p‖L2(B+

R) ≤ c ‖f‖L2(B+
2R) +

c

R

(
‖∇u‖L2(B+

2R) + ‖p‖L2(B+
2R)

)

11. Îöåíêè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â L2 âáëèçè èñêðèâëåííîé ãðàíèöû

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ L2(Ω) è u ∈
◦
W 1

2(Ω) è p ∈ L2(Ω) óäîâëåòâîðÿþò (S0) â D′(Ω). Ïóñòü
∂Ω ⊂ C2 è îáîçíà÷èì ΩR ≡ ΩR(x0) := Ω ∩ BR(x0). Òîãäà è ñóùåñòâóåò R0 > 0, òàêîé ÷òî
äëÿ ëþáûõ x0 ∈ ∂Ω è R < R0 u ∈ W 2

2 (ΩR), p ∈ W 1
2 (ΩR) è

‖∇2u‖L2(ΩR) + ‖∇p‖L2(ΩR) ≤ c ‖f‖L2(Ω2R) +
c

R

(
‖∇u‖L2(Ω2R) + ‖p‖L2(Ω2R)

)
Äîêàçàòåëüñòâî. �Ðàñïðÿìëåíèå� ãðàíèöû. �
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4.5 Îïåðàòîð Ñòîêñà

1. Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Ñòîêñà

Îïðåäåëåíèå. Îïðåàòîðîì Ñòîêñà ìû áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûé îïåðàòîð

∆̃ : D(∆̃) ⊂
◦
J2(Ω)→

◦
J2(Ω),

D(∆̃) =
◦
J1

2(Ω) ∩W 2
2 (Ω), ∆̃u := PJ∆u, ∀ u ∈ D(∆̃).

ãäå PJ � ýòî ïðîåêòîð Ëåðå íà ïîäïðîñòðàíñòâî
◦
J2(Ω).

2. Íåðàâåíñòâî Êàòòàáðèãà�Ñîëîííèêîâà

Òåîðåìà. Åñëè ∂Ω êëàññà C2, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖u‖W 2
2 (Ω) ≤ c ‖∆̃u‖L2(Ω), ∀ u ∈

◦
J1

2(Ω) ∩W 2
2 (Ω),

â êîòîðîì ïîñòîÿííàÿ c > 0, çàâèñèò òîëüêî îò Ω è n.

3. Ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà Ñòîêñà

Òåîðåìà. Ïóñòü ∂Ω êëàññà C2. Òîãäà

1) îïåðàòîð −∆̃ îòâå÷àåò êâàäðàòè÷íîé ôîðìå a[u] := 1
2
‖∇u‖2

L2(Ω) íà
◦
J2(Ω) c îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ Da :=
◦
J1

2(Ω), ò.å.

(−∆̃u, v) = (∇u,∇v), ∀ u ∈
◦
J1

2(Ω) ∩W 2
2 (Ω), ∀ v ∈

◦
J1

2(Ω)

2) îïðåàòîð ∆̃ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì:

D(∆̃∗) = D(∆̃) =
◦
J1

2(Ω) ∩W 2
2 (Ω), (∆̃u, v) = (u, ∆̃v), ∀ u, v ∈

◦
J1

2(Ω) ∩W 2
2 (Ω)

3) îïåðàòîð −∆̃ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, ò.å.

(−∆̃u, u) ≥ 0, ∀ u ∈
◦
J1

2(Ω) ∩W 2
2 (Ω).

4. Ñïåêòð îïåðàòîðà Ñòîêñà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Òîãäà

1) ñïåêòð îïåðàòîðà −∆̃ ÷èñòî òî÷å÷íûé, îí ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî íàáîðà âåùåñòâåííûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, íå èìåþùèõ òî÷åê íàêîïëåíèÿ, êðîìå áåñêîíå÷-
íîñòè, ïðè÷åì ñîîòâåñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîìåðíû.
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2) ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà −∆̃ ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ è ñ
ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè:

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λk ≤ . . .

5. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ñòîêñà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λk}∞k=1 ñîáñòâåííûå ÷èñëà

îïåðàòîðà −∆̃ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, è îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕk ∈
◦
J1

2(Ω) ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ
îïåðàòîðà −∆̃, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λk. Òîãäà ϕk ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è Ñòîêñà 

−∆ϕk +∇πk = λk ϕk

divϕk = 0
â Ω

ϕk|∂Ω = 0

è ïðè ýòîì

1) {ϕk}∞k=1 îáðàçóþò áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
◦
J2(Ω) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-

äåíèåì (u, v)L2(Ω), êîòîðûé ìû âñåãäà ñ÷èòàåì îðòîíîðìèðîâàííûì â L2(Ω):

‖ϕk‖L2(Ω) = 1, ∀ k = 1, 2, 3, . . .

2) {ϕk}∞k=1 îáðàçóþò áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
◦
J1

2(Ω) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì [u, v] := (∇u,∇v)L2(Ω), ïðè÷åì

‖∇ϕk‖L2(Ω) =
√
λk, ∀ k = 1, 2, 3, . . .

3) åñëè ∂Ω êëàññà C2, òî ϕk ∈
◦
J1

2(Ω)∩W 2
2 (Ω) äëÿ ëþáîãî k ∈ N è ôóíêöèè {ϕk}∞k=1 îáðà-

çóþò áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
◦
J1

2(Ω)∩W 2
2 (Ω) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

((u, v)) := (∆̃u, ∆̃v)L2(Ω), ïðè÷åì

‖∆̃ϕk‖L2(Ω) = λk, ∀ k = 1, 2, 3, . . .

6. Ðÿäû Ôóðüå ïî áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ñòîêñà

Òåîðåìà. Ïóñòü {λk}∞k=1 è {ϕk}∞k=1 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðà-

òîðà −∆̃ (â ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè). Äëÿ ëþáîé u ∈
◦
J2(Ω) îáîçíà÷èì

ck := (u, ϕk)L2(Ω), u =
∞∑
k=1

ckϕk â L2(Ω), ‖u‖2
L2(Ω) =

∞∑
k=1

|ck|2

Òîãäà
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1) u ∈
◦
J1

2(Ω) ⇐⇒
∞∑
k=1

λk|ck|2 < +∞ è ïðè ýòîì

u =
∞∑
k=1

ckϕk â W 1
2 (Ω), ‖∇u‖2

L2(Ω) =
∞∑
k=1

λk|ck|2

2) åñëè ∂Ω ⊂ C2, òî u ∈
◦
J1

2(Ω) ∩W 2
2 (Ω) ⇐⇒

∞∑
k=1

λ2
k|ck|2 < +∞ è ïðè ýòîì

u =
∞∑
k=1

ckϕk â W 2
2 (Ω), ‖∆̃u‖2

L2(Ω) =
∞∑
k=1

λ2
k|ck|2
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4.6 Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à Ñòîêñà

1. Ñèñòåìà Ñòîêñà-Îçèíà

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìîé Ñòîêñà�Îçèíà ìû íàçûâàåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó Ñòîêñà ñ äðèô-
òîì (ìëàäøèìè ÷ëåíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà):

∂tu − ∆u + (w · ∇)u + ∇p = f

div u = 0
â QT

u|t=0 = a, u|∂Ω×(0,T ) = 0

(SO)

Çäåñü íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè u : QT → Rn è p : QT → R, à çàäàííûìè �
ôóíêöèè a : Ω → Rn, w : QT → Rn è f : QT → Rn, ïðè÷åì äëÿ a è w âûïîëíåíû óñëîâèÿ
ñîëåíîèäàëüíîñòè

div a = 0 â Ω, divw = 0 â QT ,

ïëþñ a óäîâëåòâîðÿåò åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ íà ∂Ω.

2. Ñâîéñòâà êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà

Òåîðåìà. Ïóñòü w ∈ L∞(Ω) òàêîâà, ÷òî divw = 0 â D′(Ω). Òîãäà∫
Ω

(w · ∇)u · v dx = −
∫
Ω

u⊗ w : ∇v dx, ∀u, v ∈
◦
J1

2(Ω)

Êðîìå òîãî, åñëè w ∈ L∞(QT ) òàêîâà, ÷òî divw = 0 â D′(QT ), òî∫
QT

u⊗ w : ∇u dxdt = 0, ∀u ∈ L2(0, T ;
◦
J1

2(Ω))

3. Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ñòîêñà-Îçèíà

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈
◦
J2(Ω), f ∈ L2(0, T ; J−1

2 (Ω)), w ∈ L∞(QT ), divw = 0 â D′(QT ).
Îáîáùåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (SO) ìû íàçûâàåì ôóíêöèþ u : QT → Rn, òàêóþ ÷òî

1) u ∈ C([0, T ];
◦
J2(Ω)) ∩ L2(0, T ;

◦
J1

2(Ω)), ∂tu ∈ L2(0, T ; J−1
2 (Ω))

2) äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

〈∂tu(t), w〉+ (∇u(t),∇w)− (u(t)⊗ w(t),∇w) = 〈f(t), w〉, ∀ w ∈
◦
J1

2(Ω)

3) u(x, 0) = a(x) äëÿ ï.â. x ∈ Ω
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4. Ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî è åäèíñòâåííîñòü â êëàññå îáîáùåííûõ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈
◦
J2(Ω), f ∈ L2(0, T ; J−1

2 (Ω)) è ïóñòü u � îáîáùåííîå ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (SO). Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, T ] u óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó

òîæäåñòâó

1

2

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx +

t∫
0

∫
Ω

|∇u(x, τ)|2 dxdτ =
1

2

∫
Ω

|a(x)|2 dx +

t∫
0

〈f(τ), u(τ)〉 dt

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáûõ a ∈
◦
J2(Ω), f ∈ L2(0, T ; J−1

2 (Ω)), w ∈ L∞(QT ), divw = 0 â D′(Ω),
çàäà÷à (SO) íå ìîæåò èìåòü äâóõ ðàçëè÷íûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé.

5. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ â êëàññå îáîáùåííûõ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü w ∈ L∞(QT ), divw = 0 â D′(QT ). Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈
◦
J2(Ω) è f ∈

L2(0, T ; J−1
2 (Ω)) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì

ñèñòåìû (SO), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖u‖L2,∞(QT ) + ‖u‖W 1,0
2 (QT ) ≤ c

(
‖a‖L2(Ω) + ‖f‖L2(0,T ;J−1

2 (Ω))

)
‖∂tu‖L2(0,T ;J−1

2 (Ω)) ≤ cw

(
‖a‖L2(Ω) + ‖f‖L2(0,T ;J−1

2 (Ω))

)
ãäå ïîñòîÿííàÿ c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò n è Ω, à cw > 0 çàâèñèò îò n, Ω è ‖w‖L∞(QT ).

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà.

� Îïðåäåëåíèå ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé uN .

� Ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ uN .

� Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â óðàâíåíèè.

� Îöåíêà ∂tu.

6. Ñèëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ñòîêñà�Îçèíà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω), f ∈ L2(QT ), w ∈ L∞(QT ), divw = 0 â D′(QT ). Ñèëüíûì
ðåøåíèåì ñèñòåìû (SO) íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè u ∈ W 2,1

2 (QT ) è p ∈ W 1,0
2 (QT ), òàêèå ÷òî

[p(t)]Ω = 0 ï.â. t ∈ (0, T ) è ôóíêöèè u è p óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (SO) ï.â. â QT , à
íà÷àëüíûì è êðàåâûì óñëîâèÿì � â ñìûñëå òåîðèè ñëåäîâ.

7. Ñèëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ñòîêñà�Îçèíà

Òåîðåìà. Ïóñòü w ∈ L∞(QT ), divw = 0 â D′(QT ). Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈
◦
J1

2(Ω) è
f ∈ L2(QT ) îáîáùåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (SO) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì, ò.å. u ∈ W 2,1

2 (QT ) è
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ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ p ∈ W 1,0
2 (QT ), òàêàÿ ÷òî [p(t)]Ω = 0 ï.â. t ∈ (0, T ) è ôóíêöèè u è

p ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (SO), ïðè÷åì èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u‖W 2,1
2 (QT ) + ‖p‖W 1,0

2 (QT ) ≤ cw

(
‖f‖L2(QT ) + ‖a‖W 1

2(Ω)

)
ñ ïîñòîÿííîé cw > 0, çàâèñÿùåé òîëüêî îò n, Ω è ‖w‖L∞(QT ).

8. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè Î.À. Ëàäûæåíñêîé â êëàññå î÷åíü ñëàáûõ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ L2(0, T ;
◦
J2(Ω)) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó∫
QT

u ·
(
∂tη + ∆η

)
dxdt = 0,

∀ η ∈ W 2,1
2 (QT ) : div η = 0 â QT , η|∂Ω×(0,T ) = 0, η|t=T = 0.

Òîãäà u ≡ 0 ï.â. â QT .

9. Êîýðöèòèâíûå îöåíêè Â.À. Ñîëîííèêîâà

Äëÿ s ∈ (1,+∞) îáîçíà÷èì
◦
J

2−2/s
s (Ω) := Closure

W
2−2/s
s (Ω)

J∞0 (Ω).

Òåîðåìà. Ïóñòü s ∈ (1,+∞). Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈
◦
J

2−2/s
s (Ω) è f ∈ Ls(QT ) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ ïàðà ôóíêöèé u ∈ W 2,1
s (QT ) è p ∈ W 1,0

s (QT ), [p(t)]Ω = 0 ï.â. t ∈ (0, T ),
ÿâëÿþùàÿñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû Ñòîêñà

∂tu − ∆u + ∇p = f

div u = 0
â QT

u|∂Ω×(0,T ) = 0

u|t=0 = a

(S)

ò.å. óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì (S) ï.â. â QT , íà÷àëüíûì è êðàåâûì óñëîâèÿì � â
ñìûñëå òåîðèè ñëåäîâ, à òàêæå óäîâëåòâîðÿþùàÿ îöåíêå

‖u‖W 2,1
s (QT ) + ‖p‖W 1,0

s (QT ) ≤ c
(
‖f‖Ls(QT ) + ‖a‖

W
2−2/s
s (Ω)

)
ñ ïîñòîÿííîé c > 0, çàâèñÿùåé òîëüêî îò n, s, Ω è T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç äîêàçàòåëüñòâà. �
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4.7 Òåîðåìà î êîìïàêòíîñòè

1. Ìîòèâèðîâêà

Èç-çà íàëè÷èÿ �êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà� (u · ∇)u óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ íåëè-
íåéíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ðàáîòå ñ íåëèíåé-
íûìè óðàâíåíèÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåëèíåéíûå îïåðàòîðû, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿ-
þòñÿ íåïðåðûâíûìè îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ñõîäèìîñòè uN ⇀ u. Ïîýòîìó äëÿ ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà â êîíâåêòèâíîì ÷ëåíå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü uN → u, òî åñòü,
èíà÷å ãîâîðÿ, êîìïàêòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàäêèõ �ïðèáëèæåííûõ� ðåøåíèé {uN}
â íåêîòîðîì ïîäõîäÿùåì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Êëàññ W

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X ↪→ Z. Äëÿ ëþáûõ p, q ∈ [1,+∞) îïðåäåëèì ëèí. ïð�âî

W :=

{
u ∈ Lp(I;X) : ∃ ñëàáàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè

du

dt
∈ Lq(I;Z)

}
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ u ∈ Lp(I;X) ïðèíàäëåæèò êëàññóW â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ v ∈ Lq(I;Z), òàêàÿ ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå∫

I

u(t) ϕ′(t) dt = −
∫
I

v(t) ϕ(t) dt â Z, ∀ ϕ ∈ C∞0 (I).

Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî W ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì îòíîñèòåëüíî íîðìû

‖u‖W := ‖u‖Lp(I;X) +
∥∥∥du
dt

∥∥∥
Lq(I;Z)

Åñëè X, Z ðåôëåêñèâíû è p, q ∈ (1,+∞), òî W òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì.

3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ïàðàãðàôà

Òåîðåìà. X, Y , Z � áàíàõîâû, p, q ∈ (1,+∞). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1) X ↪→ Y ↪→ Z

2) X, Z � ðåôëåêñèâíû

3) âëîæåíèå X ↪→ Y êîìïàêòíî

Òîãäà âëîæåíèå W â ïðîñòðàíñòâî Lp(I;Y ) êîìïàêòíî, òî åñòü äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {uk}∞k=1 ⊂ W

uk ⇀ u â W =⇒ ukj → u â Lp(I;Y ).
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4. Ïðåäâàðèòåëüíûå ôàêòû

Òåîðåìà.

� åñëè {uk}∞k=1 ⊂ W , u ∈ Lp(I;X), v ∈ Lq(I;Z) òàêîâû, ÷òî

uk ⇀ u â Lp(I;X),
duk
dt

⇀ v â Lq(I;Z),

òî u ∈ W è du
dt

= v â Z.

� äëÿ ëþáîé u ∈ W u : Ī → Z àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è ∀ s, t ∈ Ī

u(t) =

t∫
s

du

dτ
(τ) dτ + u(s) â Z.

� W íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â C(Ī;Z), ò.å. ∃ c > 0, òàêîå ÷òî

‖u‖C(Ī;Z) ≤ c ‖u‖W , ∀ u ∈ W .

� äëÿ ëþáîé u ∈ W è ëþáûõ s, t ∈ Ī

(t− s)u(t) =

t∫
s

u(τ) dτ +

t∫
s

(τ − s)du
dτ

(τ) dτ â Z.

� ïóñòü vk, v ∈ Lp(I;X) è t, s ∈ I ôèêñèðîâàíû. Îïðåäåëèì ýëåìåíòû a
(t,s)
k , a(t,s) ∈ X

a
(t,s)
k :=

1

t− s

t∫
s

vk(τ) dτ, a(t,s) :=
1

t− s

t∫
s

v(τ) dτ

Òîãäà åñëè vk ⇀ v â Lp(I;X), òî a
(t,s)
k ⇀ a(t,s) â X ïðè k → +∞.

5. Êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ â Lp(I;Z)

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ îñíîâíîé òåîðåìû è ïóñòü uk ∈ W òàêîâû, ÷òî

uk ⇀ 0 â Lp(I;X) è

{
duk
dt

}∞
k=1

îãðàíè÷åíà â Lq(I;Z).

Òîãäà uk → 0 â Lp(I;Z).

6. Îáùèé ôàêò î êîìïàêòíûõ âëîæåíèÿõ

Òåîðåìà. Ïóñòü áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X, Y , Z òàêîâû, ÷òî

1) X ↪→ Y ↪→ Z (íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ)
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2) âëîæåíèå X ↪→ Y êîìïàêòíî

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò Cε > 0, òàêàÿ ÷òî

‖x‖Y ≤ ε ‖x‖X + Cε ‖x‖Z , ∀ x ∈ X.

7. Êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ â Lp(I;Y )

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ îñíîâíîé òåîðåìû è uk ∈ Lp(I;X) òàêîâû, ÷òî

uk ⇀ 0 â Lp(I;X) è uk → 0 â Lp(I;Z).

Òîãäà uk → 0 â Lp(I;Y ).
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5 Ðåøåíèÿ Ëåðå�Õîïôà

5.1 Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà

1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà

Â ýòîé ãëàâå: Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, n = 2 èëè 3, QT :=
Ω× (0, T ). Óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà

∂tu − ∆u + (u · ∇)u + ∇p = 0

div u = 0
â QT

u|t=0 = a, u|∂Ω×(0,T ) = 0

(NS)

Çäåñü a : Ω→ Rn � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

div a = 0 â Ω, a|∂Ω = 0,

à íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëå ñêîðîñòåé u : QT → Rn è äàâëåíèå p : QT → R.

Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèè
u ∈ C∞(Q̄T ) è p ∈ C∞(Q̄T ), óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (NS) ïîòî÷å÷íî.

2. Ñâîéñòâî êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà (íàïîìèíàíèå)

Òåîðåìà. Òîãäÿ äëÿ ëþáûõ u, w ∈ C1(Ω̄;Rn), òàêèõ ÷òî divw = 0 â Ω, âûïîëíÿåòñÿ

(w · ∇)u = div(u⊗ w)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî u|∂Ω = 0, òî∫
Ω

(∇u)w · u dx =

∫
Ω

(w · ∇)u · u dx = −
∫
Ω

u⊗ w : ∇u dx = 0.

3. Ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ðåøåíèÿ u è p, ñîîòâåòñòâóþùåãî íà÷àëüíîìó äàííîìó
a, ñïðàâåäëèâî ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî

∀ t ∈ (0, T )
1

2

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx +

t∫
0

∫
Ω

|∇u(x, τ)|2 dxdτ =
1

2

∫
Ω

|a(x)|2 dx

èç êîòîðîãî âûòåêàåò îöåíêà

sup
t∈(0,T )

‖u(t)‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(QT ) ≤ c ‖a‖L2(Ω).
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4. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãëàäêèõ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü (u1, p1) è (u2, p2) � äâà ãëàäêèõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ îäíîìó è òîìó æå íà÷àëüíîìó äàííîìó. Òîãäà

u1 = u2 â QT .

5. Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ ðîòîðà

Òåîðåìà. Ïóñòü u è p � ãëàäêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Òîãäà

1) åñëè n = 3, òî
(u · ∇)u = rotu× u + ∇1

2
|u|2

è ôóíêöèÿ ω := rotu óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì{
∂tω + (u · ∇)ω −∆ω = (ω · ∇)u â QT

ω|t=0 = ω0, ω0 := rot a

2) åñëè n = 2, òî åñòü

u(x, t) = u1(x1, x2, t)e1 + u2(x1, x2, t)e2, p(x, t) = p(x1, x2, t),

òî
rotu = ω(x1, x2, t) e3, ãäå ω := u2,1 − u1,2

è ôóíêöèÿ ω óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì{
∂tω + (u · ∇)ω −∆ω = 0 â QT

ω|t=0 = ω0, ω0 := a2,1 − a1,2
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5.2 Ïðèíöèï Ëåðå�Øàóäåðà

1. Òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå

Òåîðåìà. B̄R := { x ∈ Rn : |x| ≤ R }, f : B̄R → Rn � íåïðåðûâíà íà B̄R, f(B̄R) ⊂ B̄R

=⇒ ∃ x0 ∈ B̄R: f(x0) = x0

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü M ⊂ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìí�âî, f : M → M �
íåïðåðûâíî íà M . Òîãäà ∃ x0 ∈M : f(x0) = x0.

2. Ïðèíöèï Øàóäåðà � I

Òåîðåìà. X � áàíàõîâî, K ⊂ X, A : K → X

1) K � êîìïàêò

2) K � âûïóêëî

3) A � íåïðåðûâåí íà K

4) A(K) ⊂ K

Òîãäà ∃ x0 ∈ K: A(x0) = x0.

3. Êîìïàêòíûå è âïîëíå íåïðåðûâíûå íåëèíåéíûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � áàíàõîâî. Íåëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → X íàçûâàåòñÿ
êîìïàêòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ X ìíîæåñòâî A(B)
ïðåäêîìïàêòíî â X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð A âïîëíå íåïðåðûâåí íà X, åñëè îí
íåïðåðûâåí è êîìïàêòåí íà X.

4. Ïðèíöèï Øàóäåðà � II

Ëåììà. X � áàíàõîâî, K ⊂ X � ïðåäêîìïàêò =⇒ convK � ïðåäêîìïàêò.

convK =
{
y ∈ X : ∃ {xi}mi=1 ⊂ K, ∃ {λi}mi=1, λi ∈ [0, 1],

m∑
i=1

λi = 1, y =
m∑
i=1

λixi

}

Òåîðåìà. X � áàíàõîâî, A : X → X

1) A � âïîëíå íåïðåðûâåí íà X

2) ∃ øàð B̄R ⊂ X: A(B̄R) ⊂ B̄R

Òîãäà ∃ x0 ∈ B̄R: A(x0) = x0.

5. Òåîðåìà Ëåðå�Øàóäåðà

Òåîðåìà. X � ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî, A : X → X
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1) A � âïîëíå íåïðåðûâåí íà X

2) ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x = λA(x) îãðàíè÷åíî â X ðàâíîìåðíî ïî λ ∈ [0, 1],
òî åñòü ñóùåñòâóåò M > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ X è λ ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ

x = λA(x) =⇒ ‖x‖X ≤M.

Òîãäà ∃ x0 ∈ B̄M : A(x0) = x0.
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5.3 Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ çàäà÷à

1. Îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ

Äëÿ ëþáîé u ∈ L1(QT ) îáîçíà÷èì ÷åðåç ũ ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè u íóëåì ñ QT íà Rn×R.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωε ÿäðî óñðåäåíèÿ ïî Ñîáîëåâó ïî ïåðåìåííûì (x, t):

ωε(x, t) := 1
ε4
ω
(
x
ε
, t
ε

)
, ω ∈ C∞0 (Rn × R),

∫
Rn×R

ω(x, t) dxdt = 1

Îïðåäåëèì îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ ïî ïåðåìåííûì (x, t):

Tεu := ωε ∗ ũ, (Tεu)(x, t) :=

+∞∫
−∞

∫
Rn

ωε(x− y, t− τ)ũ(y, τ) dydτ

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ L2(0, T ;
◦
J2(Ω)) è wε := Tεu, ε > 0. Òîãäà

wε ∈ C∞(Q̄T ), divwε = 0 â QT .

2. Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a ∈
◦
J2(Ω) è ε > 0. Ðåãóëÿðèçîâàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå-

Ñòîêñà ìû áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó
∂tu − ∆u + (Tεu · ∇)u + ∇p = 0

div u = 0
â QT

u|t=0 = a, u|∂Ω×(0,T ) = 0

(NSε)

Çàìåòèì, ÷òî èç div(Tεu) = 0 âûòåêàþò òîæäåñòâà

(Tεu · ∇)u = div (u⊗ Tεu) ,

∫
Ω

(Tεu · ∇)u · u dx = 0, ∀ u ∈
◦
J1

2(Ω).

3. Ðàçðåøèìîñòü ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω) è ε > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ uε, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (NSε), ò.å.

1) uε ∈ C([0, T ];
◦
J2(Ω)) ∩ L2(0, T ;

◦
J1

2(Ω)), ∂tu
ε ∈ L2(0, T ; J−1

2 (Ω))

2) ïðè ï.â. t ∈ (0, T ) ôóíêöèÿ uε óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

〈∂tuε(t), w〉+ (∇uε(t),∇w)− (uε(t)⊗ (Tεu
ε)(t),∇w) = 0, ∀ w ∈

◦
J1

2(Ω)

3) uε(x, 0) = a(x) äëÿ ï.â. x ∈ Ω
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4. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è

� Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà A :
◦
J2(QT )→

◦
J2(QT )

� Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà u 7→ A(u) â
◦
J2(QT )

� Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà u 7→ A(u) â
◦
J2(QT )

� Àïðèîðíàÿ îöåíêà: ∃M > 0: ∀ u ∈
◦
J2(QT ), ∀ λ ∈ [0, 1] u = λA(u) ⇒ ‖u‖◦

J2(QT )
≤M

� Ïðèíöèï Ëåðå�Øàóäåðà: ∃ u ∈
◦
J2(QT ): u = A(u)

5. Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà A

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ε > 0 ôèêñèðîâàíî. Äëÿ ëþáîé v ∈
◦
J2(QT ) îáîçíà÷èì ÷åðåç v ∈

L2,∞(QT ) ∩W 1,0
2 (QT ) îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Ñòîêñà-Îçèíà

∂tu − ∆u + (Tεv · ∇)u + ∇p = 0

div u = 0
â QT

u|t=0 = a, u|∂Ω×(0,T ) = 0

(SOε)

è îïðåäåëèì íåëèíåéíûé îïåðàòîð

A :
◦
J2(QT )→

◦
J2(QT ), A(v) := u

6. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà A

Òåîðåìà. Åñëè vm → v â L2(QT ), òî A(vm)→ A(v) â L2(QT ).

7. Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà A

Òåîðåìà. Åñëè {vm} îãðàíè÷åíà â L2(QT ), òî {A(vm)} ïðåäêîìïàêòíà â L2(QT ).

8. Àïðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà λA

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ca > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ‖a‖L2(Ω), òàêàÿ ÷òî âû-
ïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ

∀u ∈
◦
J2(QT ), ∀λ ∈ [0, 1] : u = λA(u) =⇒ ‖u‖L2(QT ) ≤ ca.

9. Ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè îïåðàòîðà A

Òåîðåìà. Ïóñòü ε > 0 ôèêñèðîâàíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (NS)ε.

64



5.4 Ìóëüòèïëèêàòèâíûå íåðàâåíñòâà

1. Íåðàâåíñòâà Î.À. Ëàäûæåíñêîé

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü (îãð. èëè íåîãð.). Òîãäà

1) åñëè n = 2, òî

‖u‖4
L4(Ω) ≤ 2 ‖w‖2

L2(Ω) ‖∇w‖2
L2(Ω), ∀ w ∈ C∞0 (Ω)

2) åñëè n = 3, òî

‖w‖4
L4(Ω) ≤ 4 ‖w‖L2(Ω) ‖∇w‖3

L2(Ω), ∀ w ∈ C∞0 (Ω)

2. Îáùåå ìóëüòèïëèêàòèâíîå íåðàâåíñòâî

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü (îãð. èëè íåîãð.) è s ∈ [2, 6]. Òîãäà

‖w‖Ls(Ω) ≤ cs ‖w‖1−λ
L2(Ω) ‖∇w‖

λ
L2(Ω), ∀ w ∈ C1

0(Ω).

ãäå λ ∈ [0, 1], λ := 3(s−2)
2s

⇔ 1
s

= 1−λ
2

+ λ
6
.

3. Âëîæåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî êëàññà â Ls(QT )

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü (îãð. èëè íåîãð.). Òîãäà

1) åñëè n = 2, òî

‖u‖4
L4(QT ) ≤ c ‖u‖2

L2,∞(QT )‖∇u‖2
L2(QT ), ∀ u ∈ L2,∞(QT ) ∩ L2(0, T ;

◦
W 1

2(Ω))

2) åñëè n = 3, òî

‖u‖
10
3

L 10
3

(QT ) ≤ c ‖u‖
4
3

L2,∞(QT )‖∇u‖
2
L2(QT ), ∀ u ∈ L2,∞(QT ) ∩ L2(0, T ;

◦
W 1

2(Ω))

4. Âëîæåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî êëàññà â Ls,l(QT )

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü (îãð. èëè íåîãð.). Òîãäà

∀ s ∈ [2, 6], l ∈ [2,∞] :
3

s
+

2

l
=

3

2

ñóùåñòâóåò ïîñòîÿíííàÿ c(s, l) > 0, òàêàÿ ÷òî

‖u‖Ls,l(QT ) ≤ c(s, l) ‖u‖1− 2
l

L2,∞(QT )‖∇u‖
2
l

L2(QT ), ∀ u ∈ L2,∞(QT ) ∩ L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω))
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5.5 Ðåøåíèÿ Ëåðå-Õîïôà

1. Îïðåäåëåíèå ðåøåíèé Ëåðå�Õîïôà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a ∈
◦
J2(Ω). Ôóíêöèÿ u : QT → Rn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì Ëåðå�

Õîïôà óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà
∂tu − ∆u + (u · ∇)u + ∇p = 0

div u = 0
â QT

u|t=0 = a, u|∂Ω×(0,T ) = 0

(NS)

åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

1) u ∈ L∞(0, T ;
◦
J2(Ω)) ∩ L2(0, T ;

◦
J1

2(Ω))

2) u ∈ Cw([0, T ];L2(Ω)), ò.å. äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] u(·, t) ∈ L2(Ω) è

∀ w ∈ L2(Ω) ôóíêöèÿ t 7→
∫
Ω

u(x, t)w(x) dx íåïðåðûâíà íà [0, T ]

3) u óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
QT

(
− u · ∂tη +∇u : ∇η − u⊗ u : ∇η

)
dxdt = 0, ∀ η ∈ J∞0 (QT )

4) u óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó

∀ t ∈ [0, T ]
1

2

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx +

t∫
0

∫
Ω

|∇u(x, τ)|2 dxdτ ≤ 1

2

∫
Ω

|a(x)|2 dx

5) u óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ u(x, 0) = a(x) ï.â. x ∈ Ω è

‖u(t)− a‖L2(Ω) → 0 ïðè t→ +0

2. Ãëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé Ëåðå�Õîïôà

Òåîðåìà. Ïóñòü T > 0 ïðîèçâîëüíîå è QT := Ω × (0, T ). Äëÿ ëþáîãî a ∈
◦
J2(Ω) ñóùå-

ñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ôóíêöèÿ u : QT → Rn, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì Ëåðå�Õîïôà
óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà (NS).

3. Ïëàí

� Ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà ðåøåíèé uε ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (NSε).

� Îöåíêà ñëàáîé ïðèçâîäíîé ïî âðåìåíè ∂tu
ε è êîìïàêòíîñòü uε â L2(QT ).
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� Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â óðàâíåíèÿõ.

� Íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè L2(Ω).

� Ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî.

� Ñèëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ â L2(Ω) â íà÷àëüíûé ìîìåíò.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ â êëàññå Ëåðå-Õîïôà

5. Ñëàáàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè äëÿ ðåøåíèé Ëåðå�Õîïôà

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, a ∈
◦
J2(Ω) è u � ðåøåíèå

Ëåðå�Õîïôà óðàâíåíèé (NS). Òîãäà

1) åñëè n = 2, òî ∂tu ∈ L2(0, T ; J−1
2 (Ω)) è

u ∈ C([0, T ];L2(Ω)),

à ñîîòíîøåíèå

〈∂tu(t), w〉+ (∇u(t),∇w)− (u(t)⊗ u(t),∇w) = 0 ï.â. t ∈ (0, T )

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w ∈
◦
J1

2(Ω). Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖∂tu‖L2(0,T ;J−1
2 (Ω)) ≤ ‖∇u‖L2(QT ) + ‖u‖2

L4(QT ).

2) åñëè n = 3, òî ∂tu ∈ L 5
3
(0, T ; J−1

5
3

(Ω)) è

u ∈ Cw([0, T ];L2(Ω)),

à ñîîòíîøåíèå

〈∂tu(t), w〉+ (∇u(t),∇w)− (u(t)⊗ u(t),∇w) = 0 ï.â. t ∈ (0, T )

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w ∈
◦
J1

5
2

(Ω). Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖∂tu‖L 5
3

(0,T ;J−1
5
3

(Ω)) ≤ ‖∇u‖L2(QT ) + ‖u‖2
L 10

3
(QT ).
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5.6 Äâóìåðíûé ñëó÷àé

1. Ñâîéñòâà êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà â 2D

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü (îãð. èëè íåîãð.). Òîãäà äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè u ∈ L2,∞(QT ) ∩ L2(0, T ;
◦
J1

2(Ω)) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

u⊗ u : ∇u ∈ L1(QT )

è ïðè ï.â. t ∈ (0, T ) ∫
Ω

u(t)⊗ u(t) : ∇u(t) dx = 0.

2. Ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî â 2D

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R2, a ∈
◦
J2(Ω), u � ðåøåíèå Ëåðå�Õîïôà óðàâíåíèé (NS). Òîãäà

∀ t ∈ [0, T ]
1

2

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx +

t∫
0

∫
Ω

|∇u(x, τ)|2 dxdτ =
1

2

∫
Ω

|a(x)|2 dx

3. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè â 2D

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà:

� 1958, Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ � äëÿ ñëó÷àÿ a ∈
◦
J1

2(Ω)

� 1959, J.L. Lions & Prodi � äëÿ ñëó÷àÿ a ∈
◦
J2(Ω)

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R2 è a ∈
◦
J2(Ω). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u1 è u2 � äâà ðåøåíèÿ Ëåðå�

Õîïôà ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà (NS), ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíîìó äàííîìó a.
Òîãäà u1 = u2 ï.â. â QT .
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5.7 Ñóùåñòâîâàíèå äàâëåíèÿ

1. Ñóììèðóåìîñòü êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü (îãð. èëè íåîãð.). Òîãäà äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè u ∈ L2,∞(QT ) ∩ L2(0, T ;
◦
W 1

2(Ω)) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖(u · ∇)u‖L 5
4

(QT ) ≤ c
(
‖u‖2

L2,∞(QT ) + ‖∇u‖2
L2(QT )

)
Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ s ∈ (1, 3

2
), l ∈ (1, 2), òàêèõ ÷òî

3

s
+

2

l
= 4,

‖(u · ∇)u‖Ls,l(QT ) ≤ c
(
‖u‖2

L2,∞(QT ) + ‖∇u‖2
L2(QT )

)
2. Ñóùåñòâîâàíèå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ èç L5

4
(Qδ,T ) è äàâëåíèÿ èç L5

3
(Qδ,T )

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R3 è a ∈
◦
J2(Ω). Ïóñòü u � ðåøåíèå Ëåðå�Õîïôà óðàâíåíèé (NS).

Òîãäà èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

∀ δ ∈ (0, T ) u ∈ W 2,1
5
4

(Qδ,T ), Qδ,T := Ω× (δ, T )

è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ p : QT → R, [p(t)]Ω = 0 ï.â. t ∈ (0, T ), òàêàÿ ÷òî

∀ δ ∈ (0, T ) p ∈ W 1,0
5
4

(Qδ,T ) ∩ L 5
3
(Qδ,T )

è ïðè ýòîì ôóíêöèè u è p óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå Íàâüå�Ñòîêñà ï.â. â QT .

3. Êîììåíòàðèè

1) Ïî ïàðàáîëè÷åñêîé òåîðåìå âëîæåíèÿ ïðè n = 3 âûòåêàåò

u ∈ W 2,1
5
4

(Qδ,T ) =⇒ ∇u ∈ L 5
3
(Qδ,T ),

íî íå ∇u ∈ L2(Qδ,T ). Òàê ÷òî â ñëó÷àå n = 3 èç êîýðöèòèâíîé îöåíêè äëÿ ñòàðøèõ
ïðîèçîäíûõ íå óäàåòñÿ âîññòàíîâèòü äàæå òîé èíôîðìàöèè î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ,
êîòîðàÿ ó íàñ áûëà èçíà÷àëüíî èç ýíåðãåòè÷åñêîé îöåíêè. Ïîýòîìó êîýðöèòèâíóþ
îöåíêó äëÿ ðåøåíèé Ëåðå-Õîïôà íóæíî âîñïðèíèìàòü êàê î÷åíü ñëàáåíüêóþ.

2) Èç ïîëó÷åííîãî íàì âêëþ÷åíèÿ p ∈ W 1,0
5
4

(Qδ,T ) è âëîæåíèÿ

W 1,0
5
4

(Qδ,T ) ↪→ L 15
7
, 5
4
(Qδ,T )

âûòåêàåò ïðèíàäëåæíîñòü p àíèçîòðîïíîìó ïðîñòðàíñòâó p ∈ L 15
7
, 5
4
(Qδ,T ).
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3) Îäíàêî åñëè íà øàãå 3 âìåñòî f ∈ L 5
4
(QT ) ìû çàìåòèì, ÷òî f ïðèíàäëåæèò àíèçî-

òðîïíîìó ïðîñòðàíñòâó

f ∈ L 15
14
, 5
3
(QT ),

3
15
14

+
2
5
3

= 4,

è äàëåå íà øàãå 4 âîñïîëüçóåìñÿ êîýðöèòèâíîé îöåíêîé â àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ Ñîáîëåâà, òî ìû ïîëó÷èì

v̄ ∈ W 2, 1
15
14
, 5
3

(QT ), p̄ ∈ W 1, 0
15
14
, 5
3

(QT )

îòêóäà ìû ïîëó÷èì p ∈ W 1, 0
15
14
, 5
3

(Qδ,T ). È ïî ïàðàáîëè÷åñêîìó âëîæåíèþ

W 1, 0
15
14
, 5
3

(Qδ,T ) = L 5
3
(δ, T ;W 1

15
14

(Ω)) ↪→ L 5
3
(δ, T ;L 5

3
(Ω)) = L 5

3
(Qδ,T )

ìû ïîëó÷èì
p ∈ L 5

3
(Qδ,T ).

4. Àññîöèèðîâàííîå äàâëåíèå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ω ⊂ R3 è a ∈
◦
J2(Ω) è u � ðåøåíèå Ëåðå�Õîïôà óðàâíåíèé (NS).

Òîãäà ôóíêöèþ

p ∈ W 1,0
5
4

(Qδ,T ) ∩ L 5
3
(Qδ,T ), ∀ δ ∈ (0, T ), [p(t)]Ω = 0 ï.â. t ∈ (0, T ),

ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé áûëî äîêàçàíî â ýòîì ïàðàãðàôå, ìû áóäåì íàçûâàòü äàâëåíèåì,
àññîöèèðîâàííûì ñ ðåøåíèåì Ëåðå�Õîïôà u.

5. Ñëàáûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Íàâüå-Ñòîêñà â ñìûñëå ðàñïðå-
äåëåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R3 è a ∈
◦
J2(Ω). Ïóñòü u � ðåøåíèå Ëåðå�Õîïôà óðàâíåíèé (NS), à

p � àññîöèèðîâàííîå ñ íèì äàâëåíèå. Òîãäà∫
QT

(
− u · ∂tη +∇u : ∇η − u⊗ u : ∇η

)
dxdt =

∫
QT

p div η dxdt, ∀ η ∈ C∞0 (QT )
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6 Ïðîáëåìà ãëîáàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè

6.1 Ñèëüíûå ðåøåíèÿ

1. Ñèëüíûå ðåøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω). Ôóíêöèè u è p íàç. ñèëüíûì ðåøåíèåì óð�èé (NS), åñëè

u ∈ W 2,1
2 (QT ), p ∈ W 1,0

2 (QT ),

è u è p óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (NS) ï.â. â QT , à íà÷àëüíîìó è êðàåâîìó óñëîâèþ � â
ñìûñëå òåîðèè ñëåäîâ.

Çàìå÷àíèå.

1) åñëè u è p � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (NS), òî u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Ëåðå�Õîïôà

2) åñëè u è p � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (NS), òî ∇u ∈ C([0, T ];L2(Ω))

2. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω) è ïóñòü u1 è u2 � äâà ðåøåíèÿ Ëåðå�Õîïôà óðàâíåíèé (NS),
ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíîìó äàííîìó a. Òîãäà åñëè

∇u1 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) è ∇u2 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

òî u1 ≡ u2 â QT .

3. Îöåíêà ðåøåíèé ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω) è ε > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç uε ∈ W 2,1
2 (QT ) è pε ∈ W 1,0

2 (QT )
ñèëüíîå ðåøåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è

∂tu
ε − ∆uε + (Tεu

ε · ∇)uε + ∇pε = 0

div uε = 0
â QT

uε|t=0 = a, uε|∂Ω×(0,T ) = 0

Òîãäà äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d

dt
‖∇uε(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇2uε(t)‖2
L2(Ω) ≤ cΩ ‖∇uε(t)‖4

L2(Ω)

(
1 + ‖∇uε(t)‖2

L2(Ω)

)
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4. Ãëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíûõ ðåøåíèé ïðè ìàëûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ cΩ > 0, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈
◦
J1

2(Ω), òàêîãî ÷òî

arctg ‖∇a‖2
L2(Ω) + cΩ ‖a‖2

L2(Ω) <
π

2
,

è äëÿ ëþáîãî T > 0 ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðåøåíèå u è p óðàâíåíèé (NS) â QT .

5. Ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíûõ ðåøåíèé è îöåíêà Ëåðå

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω), a 6≡ 0, è îáîçíà÷èì

T0 :=
c(Ω)

‖∇a‖4
L2(Ω)

� íàç. âðåìåíåì Ëåðå äëÿ íà÷. äàííîãî a ∈
◦
J1

2(Ω),

ãäå c(Ω) > 0 � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà â îáëàñòè QT0 = Ω × (0, T0)
ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (NS).
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6.2 �Weak-strong� òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

1. �Ñëàáàÿ�ñèëüíàÿ� òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω). Ïóñòü u è p � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (NS) â QT , à
v � ðåøåíèå Ëåðå�Õîïôà óðàâíåíèé (NS) â QT , ñîîòâåòñòâóþùåå òîìó æå íà÷àëüíîìó
äàííîìó a. Òîãäà u = v ï.â. â QT .

2. Èíãðåäèåíòû äîêàçàòåëüñòâà

� ôîðìóëû äëÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ:

‖u(t)− v(t)‖2
L2(Ω) = ‖u(t)‖2

L2(Ω) + ‖v(t)‖2
L2(Ω) − 2(u(t), v(t))L2(Ω) (1)

2‖∇u−∇v‖2
L2(Qt) = 2‖∇u‖2

L2(Qt) + 2‖∇v‖2
L2(Qt) − 4(∇u,∇v)L2(Qt) (2)

� ýíåðãåòè÷åñêèå òîæäåñòâî äëÿ u è íåðàâåíñòâî äëÿ v:

‖u(t)‖2
L2(Ω) + 2‖∇u‖2

L2(Qt) = ‖a‖2
L2(Ω)

‖v(t)‖2
L2(Ω) + 2‖∇v‖2

L2(Qt) ≤ ‖a‖
2
L2(Ω)

� îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå òåñòîâûõ ôóíêöèé:

� ãëàäêîé u â óðàâíåíèè äëÿ íåãëàäêîé v

� íåãëàäêîé v â óðàâíåíèè äëÿ ãëàäêîé u

è âûòåêàþùèå èç ýòîãî òîæäåñòâà äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

(u(t), v(t))L2(Ω) + 2(∇u,∇v)L2(Qt) = ‖a‖2
L2(Ω) + (u⊗ u,∇v)L2(Qt) (3)

(v(t), u(t))L2(Ω) + 2(∇v,∇u)L2(Qt) = ‖a‖2
L2(Ω) + (v ⊗ v,∇u)L2(Qt) (4)

� (1) + (2) + (3) + (4) =⇒

‖u(t)− v(t)‖2
L2(Ω) + 2‖∇u−∇v‖2

L2(Qt) ≤ −(u⊗ u,∇v)L2(Qt) − (v ⊗ v,∇u)L2(Qt)

� ñâîéñòâî âçàèìíîé êîìïåíñàöèè êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ:

(u⊗ u,∇v)L2(Qt) + (v ⊗ v,∇u)L2(Qt) = ((u− v)⊗ (u− v),∇u)L2(Qt)

� ëåììà Ãðîíóîëëà

‖u(t)− v(t)‖2
L2(Ω) ≤ c ‖∇u‖4

L2,∞(QT )

t∫
0

‖u(τ)− v(τ)‖2
L2(Ω) dτ

3. Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà
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4. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà

Òåîðåìà. Ïóñòü V , V1 � ðåôëåêñèâíûå ñåïåðàáåëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà,H � ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì

V1
dense

↪→ V
dense

↪→ H ↪→ V ∗ ↪→ V ∗1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè u è v òàêîâû, ÷òî

u ∈ L 5
2
(I;V1) : ∃ du

dt
∈ L2(I;V ∗),

v ∈ L2(I;V ) : ∃ dv
dt
∈ L 5

3
(I;V ∗1 ).

Òîãäà ôóíêöèÿ t 7→ (u(t), v(t)) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà Ī è

d

dt
(u(t), v(t)) =

〈
du

dt
(t), v(t)

〉
+

〈
dv

dt
(t), u(t)

〉
, ï.â. t ∈ I.

5. Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

74



6.3 Blow up time

1. Ýêâèâàëåíòíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω) è u � ðåøåíèå Ëåðå-Õîïôà óðàâíåíèé (NS) â QT , è ïóñòü p
� àññîöèèðîâàííîå ñ íèì äàâëåíèå. Òîãäà åñëè

∇u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))

òî u è p ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé (NS) â QT .

2. Blow up time

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω). Îïðåäåëèì T∗ ∈ (0,+∞]

T∗ = sup
{
T > 0

∣∣∣ ∃ u è p � ñèëüíîå ðåøåíèå (NS) â QT = Ω× (0, T )
}

×èñëî T∗, çàâèñÿùåå îò a, ìû áóäåì íàçûâàòü blow up time äëÿ íà÷àëüíîãî äàíííîãî a.

3. Çàìå÷àíèÿ.

1) T∗ = +∞ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íà÷àëüíîãî äàííîãî a óðàâíåíèå (NS) èìååò ñèëüíîå
ðåøåíèå íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âåðåìåíè (0, T ).

2) T∗ > 0, ïîñêîëüêó T∗ ≥ T0 = cΩ
‖∇a‖4

L2(Ω)

� âðåìÿ Ëåðå äëÿ íà÷. äàííîãî a ∈
◦
J1

2(Ω).

3) åñëè ‖a‖W 1
2 (Ω) � 1, òî T∗ = +∞.

4. Ïîâåäåíèå íîðìû ‖∇u(t)‖L2(Ω) ïðè ïðèáëèæåíèè ê blow up time

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω), è ïóñòü T∗ � ýòî blow up time äëÿ a. Òîãäà åñëè T∗ < +∞, òî

‖∇u(t)‖L2(Ω) ≥
c(Ω)1/4

(T∗ − t)1/4
∀ t ∈ (0, T∗),

ãäå c(Ω) > 0 � ýòî ïîñòîÿííàÿ èç îïðåäåëåíèÿ âðåìåíè Ëåðå äëÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ.
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6.4 Óñëîâèå Ëàäûæåíñêîé�Ïðîäè�Ñåððèíà

1. Óñëîâèå LPS

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u : QT → Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëàäûæåíñêîé-Ïðîäè-Ñåððèíà, åñëè ñóùåñòâóþò s è l, òàêèå ÷òî

u ∈ Ls,l(QT ),
3

s
+

2

l
= 1, s ∈ (3,+∞], l ∈ [2,+∞). (LPS)

2. Èìïëèêàöèÿ u ∈ Ls,l(QT ) =⇒ ∇u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω) è ïóñòü u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (LPS). Ïóñòü ôóíêöèè u è
p ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé (NS) â QT . Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖∇u(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖∇a‖2

L2(Ω) e
c ‖u‖l

Ls,l(QT ) , ∀ t ∈ (0, T ).

3. Ðåøåíèÿ Ëåðå-Õîïôà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ LPS, ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè

Òåîðåìà. Ïóñòü a ∈
◦
J1

2(Ω) è u � ðåøåíèå Ëåðå�Õîïôà óðàâíåíèé (NS) â QT , à p �
àññîöèèðîâàííîå ñ íèì äàâëåíèå. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ s ∈
(3,+∞], l ∈ [2,+∞) ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (LPS). Òîãäà

u ∈ W 2,1
2 (QT ), p ∈ W 1,0

2 (QT ),

è u è p ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì (NS) â QT .
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6.5 �NSE Millenium Problem�

1. NSE Millennium Problem

Open problem. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Òðåáóåòñÿ

� ëèáî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈
◦
J1

2(Ω) è T > 0 ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðåøåíèå u è p
óðàâíåíèé (NS) â QT = Ω× (0, T );

� ëèáî ïðåäúÿâèòü a ∈
◦
J1

2(Ω) è T < +∞, òàêèå ÷òî ñèëüíîå ðåøåíèå u è p óðàâíåíèé
(NS) ñóùåñòâóåò â Ω̄× (0, T ′) äëÿ ëþáîãî T ′ < T è ïðè ýòîì �ðàçðóøàåòñÿ� â ìîìåíò
âðåìåíè t = T , ò.å.

‖∇u(t)‖L2(Ω) → +∞ ïðè t→ T − 0

2. Çàìå÷àíèÿ

1) ×òîáû èçáåæàòü âëèÿíèÿ ãðàíè÷íûõ ýôôåêòîâ íà âîçìîæíîå âîçíèêíîâåíèå îñîáåí-
íîñòåé ó ðåøåíèÿ, â îôèöèàëüíîì îïèñàíèè ïðîáëåìû íà ñàéòå èíñòèòóòà Êëýÿ îá-
ëàñòü Ω ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ëèáî R3 (íåêîìïàêòíàÿ îáëàñòü), ëèáî òðåõìåðíîìó
òîðó T3 := R3/Z3 (êîìïàêòíàÿ îáëàñòü ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè).

2) Òàêæå â îôèöèàëüíîì îïèñàíèè ïðîáëåìû íà ñàéòå èíñòèòóòà Êëýÿ ðåøåíèÿ ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè (u ∈ C∞(Q̄T ) è p ∈ C∞(Q̄T )), íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
óñëîâèÿõ a ∈ C∞(Ω̄) è ∂Ω ⊂ C∞ ñèëüíûå ðåøåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè îáëàäàþò ýòèìè
ñâîéñòâàìè.

3) Â òåðìèíàõ blow up time T∗ ïðîáëåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü áîëåå ëàêîí÷èíî:

ëèáî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈
◦
J1

2(Ω) ñïðàâåäëèâî T∗ = +∞

ëèáî ïîñòðîèòü a ∈
◦
J1

2(Ω), òàêîå ÷òî T∗ < +∞

3. Êîíå÷íûé �çàçîð� ìåæäó êëàññàìè ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

Ïóñòü a ∈ J∞0 (Ω). Ïðè òàêîì a íàì èçâåñòíî ãëîáàëüíîå (ò.å. â QT ïðè ëþáîì ñêîëü
óãîäíî áîëüøîì T ) ñóùåñòâîâàíèå (îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ) ñëàáûõ ðåøåíèé Ëåðå�Õîïôà
óðàâíåíèé (NS). Â ñèëó òåîðåìû âëîæåíèÿ âñå ýòè ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

u ∈ Ls′,l′(QT ),
3

s′
+

2

l′
≥ 3

2
, s′ ∈ [2, 6], l′ ∈ [2,+∞].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü åäèíñòâåííîñòü, íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü
ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ â êëàññå

u ∈ Ls,l(QT ),
3

s
+

2

l
≤ 1, s ∈ [3,+∞], l ∈ [2,+∞].
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Êàê ìû âèäèì, ìåæäó ñóùåñòâîâàíèåì è åäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèé ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðîìåæóòîê â äèàïàçîíå ïîêàçàòåëåé ñóììèðóåìîñòè. Íàïðèìåð, åñëè s = l, òî

èìååì: u ∈ L 10
3

(QT ), õîòèì: u ∈ L5(QT ).

Ïðåîäîëåíèå ýòîãî �êîíå÷íîãî çàçîðà� (äîêàçàòåëüñòâî ðåãóëÿðíîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé) �
îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ �Øåñòîé ïðîáëåìû òûñÿ÷åëåòèÿ�.
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×àñòü III

Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà, �ïðîäâèíóòàÿ�

òåîðèÿ

1 Òåîðèÿ ðåãóëÿðíîñòè

1.1 Ïðîñòðàíñòâà Ìîððè

1. Óñëîâèå íà îáëàñòü

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Ω óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (A), åñëè

∃ A ∈ (0, 1), ∃ ρ0 > 0 : ∀ x0 ∈ Ω̄, ∀ 0 < ρ < ρ0 |Ωρ(x0)| ≥ A ρn (A)

ãäå ìû îáîçíà÷àåì Ωρ(x0) := Ω ∩Bρ(x0).

Çàìå÷àíèå. Ëèïøèöåâû îáëàñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (A).

2. Ïðîñòðàíñòâà Ìîððè Lp,λ(Ω)

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü 1 ≤ p < +∞, λ ≥ 0. Ïðîñòðàíñòâîì Ìîððè Lp,λ(Ω) íàç.

Lp,λ(Ω) :=
{
u ∈ Lp(Ω) : ‖u‖Lp,λ(Ω) < +∞

}
ãäå

‖u‖Lp,λ(Ω) :=

 sup
x0∈Ω

sup
0<ρ<diam Ω

1

ρλ

∫
Ωρ(x0)

|u(x)|p dx


1/p

3. Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà Ìîððè

Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî Lp,λ(Ω) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖u‖Lp,λ(Ω).

4. Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Ìîððè

Òåîðåìà.

1) 1 ≤ p < +∞ =⇒ Lp,0(Ω) = Lp(Ω)

2) 1 ≤ p ≤ q < +∞, λ = n
(

1− p
q

)
=⇒ Lq(Ω) ↪→ Lp,λ(Ω)
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3) 1 ≤ p < q < +∞, 0 ≤ µ, λ ≤ n, n−µ
q
≤ n−λ

p
=⇒ Lq,µ(Ω) ↪→ Lp,λ(Ω)

4) 1 ≤ p < +∞ =⇒ Lp,n(Ω) = L∞(Ω)

5) 1 ≤ p < +∞, λ > n =⇒ Lp,λ(Ω) = {0}

5. Ïðèìåðû

1) Ln(Ω) ↪→ Lp,n−p(Ω), 1 ≤ p < n

2) u(x) = 1
|x| =⇒ u 6∈ Ln(B), íî u ∈ Lp,n−p(B), ∀ 1 ≤ p < n

6. Òåîðåìà âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ, 1 ≤ p < n, λ ∈ [0, n− p). Ïóñòü u ∈ W 1
p (Ω). Òîãäà

∇u ∈ Lp,λ(Ω) =⇒ u ∈ Lq,λ(Ω), ãäå q =
(n− λ)p

n− λ− p

è
‖u− uΩ‖Lq,λ(Ω) ≤ c(n, p, λ,Ω) ‖∇u‖Lp,λ(Ω)

ãäå uΩ := 1
|Ω|

∫
Ω

u dx.

7. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äðèôòó èç ïðîñòðàíñòâà Ìîððè

Òåîðåìà. Ïóñòü n ≥ 3, b ∈ Lp,n−p(Ω), ãäå p ∈ (2, n]. Îáîçíà÷èì

B[u, η] :=

∫
Ω

η b · ∇u dx, ∀u, η ∈ C∞0 (Ω).

Òîãäà
|B[u, η]| ≤ c ‖b‖Lp,n−p(Ω)‖∇u‖L2(Ω)‖∇η‖L2(Ω), ∀u, η ∈ C∞0 (Ω).
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1.2 Ïðîñòðàíñòâà Êàìïàíàòî

1. Ïðîñòðàíñòâà Êàìïàíàòî

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü 1 ≤ p < +∞, λ ≥ 0. Ïðîñòðàíñòâîì Êàìïàíàòî Lp,λ(Ω) íàç.

Lp,λ(Ω) :=
{
u ∈ Lp(Ω) : [u]Lp,λ(Ω) < +∞

}
ãäå

[u]Lp,λ(Ω) :=

 sup
x0∈Ω

sup
0<ρ<diam Ω

1

ρλ

∫
Ωρ(x0)

|u− (u)x0,ρ|p dx


1/p

è (u)x0,ρ := 1
|Ωρ(x0)|

∫
Ωρ(x0)

u(x) dx.

2. Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà Êàìïàíàòî

Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî Êàìïàíàòî Lp,λ(Ω) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì îòí. íîðìû

‖u‖Lp,λ(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + [u]Lp,λ(Ω)

3. Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Êàìïàíàòî

Òåîðåìà.

1) 1 ≤ p < +∞ =⇒ Lp,0(Ω) = Lp(Ω)

2) 1 ≤ p < q < +∞, 0 ≤ µ, λ ≤ n, n−µ
q
≤ n−λ

p
=⇒ Lq,µ(Ω) ↪→ Lp,λ(Ω)

3) 1 ≤ p < +∞ =⇒ L∞(Ω) ⊂ Lp,n(Ω), L∞(Ω) 6= Lp,n(Ω)

4. Ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ Ìîððè è Êàìïàíàòî ïðè 0 ≤ λ < n

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãð. îáëàñòü, óäîâë. óñëîâèþ (A) è 1 ≤ p < +∞. Òîãäà

0 ≤ λ < n =⇒ Lp,λ(Ω) = Lp,λ(Ω)

5. Ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ Êàìïàíàòî è Ãåëüäåðà ïðè λ > n

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãð. îáëàñòü, óäîâë. óñëîâèþ (A) è 1 ≤ p < +∞. Òîãäà

1) n < λ < n+ p =⇒ Lp,λ(Ω) ' Cµ(Ω̄), ãäå µ := λ−n
p
∈ (0, 1]

2) λ = n+ p =⇒ Lp,λ(Ω) ' Lip(Ω)

3) λ > n+ p =⇒ Lp,λ(Ω) ' { const }
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6. Ëåììà Ìîððè

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãð. îáëàñòü, u ∈ W 1
p,loc(Ω), 1 ≤ p < +∞. Ïóñòü

∃µ ∈ (0, 1], M > 0 :

∫
Bρ(x)

|∇u|p dx ≤ Mp ρn−p+µp, ∀ Bρ(x) ⊂ Ω

Òîãäà u ∈ Cµ
loc(Ω).
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1.3 Ëîêàëüíàÿ ãëàäêîñòü ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

1. Ïàðàáîëè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Êàìïàíàòî

Òåîðåìà. Ïóñòü 1 ≤ p < +∞, è ïóñòü u ∈ Lp(QT ) òàêîâà, ÷òî

∃K > 0 :

∫
Qρ(z0)

|u− (u)z0,ρ|p dz ≤ Kpρn+2+µp, ∀Qρ(z0) b QT

Òîãäà u ∈ Cµ,µ
2

loc (QT ).

2. Ïàðàáîëè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå-Ñîáîëåâà

Òåîðåìà. Ïóñòü u ∈ W 2,1
p (QR), 1 ≤ p < n+2

2
, 1 ≤ q <

n+2
2
p

n+2
2
−p . Òîãäà(

−
∫
QR

|u− (∇u)QR x− (u)QR |q dxdt
)1/q

+ R
(
−
∫
QR

|∇u− (∇u)QR |q dxdt
)1/q

≤

≤ c R2

 −
∫
QR

(
|∇2u|p + |∂tu|p

)
dxdt

1/p

3. Ïàðàáîëè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Êà÷÷èîïïîëè

Òåîðåìà. Ïóñòü b ∈ Rn, è ïóñòü u ∈ L2,∞(QT ) ∩W 1,0
2 (QT ) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂tu−∆u+ b · ∇u = 0 â D′(Q),

Òîãäà äëÿ ëþáîãî z0 = (x0, t0) ∈ QT , òàêîãî ÷òî Q2R(z0) := B2R(x0)× (t0 − 4R2, t0] ⊂ QT , è
äëÿ ëþáîãî λ ∈ R âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

sup
t∈(t0−R2,t0)

∫
BR(x0)

|u− λ|2 dx +

∫
QR(z0)

|∇u|2 dxdt ≤ c

R2

∫
Q2R(z0)

|u− λ|2 dxdt

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò |b| è n. Â ÷àñòíîñòè,

‖∇u‖L2(QR(z0)) ≤
c

R
‖u‖L2(Q2R(z0))

4. Ñëàáûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ L2(Q), b ∈ Rn, è ïóñòü u ∈ W 1,0
2 (Q) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂tu−∆u+ b · ∇u = f â D′(Q)

Òîãäà u ∈ W 2,1
2,loc(Q) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u‖W 2,1
2 (Q1/2) ≤ c

(
‖u‖L2(Q) + ‖f‖L2(Q)

)
â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò n è |b|.
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5. Ãëàäêîñòü ðåøåíèé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì

Òåîðåìà. Ïóñòü b ∈ Rn, è ïóñòü u ∈ W 1,0
2 (Q) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂tu−∆u+ b · ∇u = 0 â D′(Q) (P )

Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ Z+

∇ku ∈ W 2,1
2,loc(Q)

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖∇ku‖W 2,1

2 (Q1/2) ≤ ck ‖u‖L2(Q)

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ ck > 0 çàâèñèò òîëüêî îò n, k è |b|. Â ÷àñòíîñòè,

u ∈ W 1,0
2 (Q) =⇒ u ∈ L2,loc((−1, 0];C∞loc(B))

6. Îöåíêà ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè

Òåîðåìà. Ïóñòü b ∈ Rn, è ïóñòü u ∈ W 1,0
2 (Q) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (P ). Òîãäà äëÿ

ëþáûõ k, l ∈ Z+

∂lt∇ku ∈ W 2,1
2,loc(Q)

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖∂lt∇ku‖W 2,1

2 (Q1/2) ≤ ck,l ‖u‖L2(Q)

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ ck,l > 0 çàâèñèò òîëüêî îò n, k, l è |b|.

7. Ãèïîýëëèïòè÷íîñòü ïàðàáîëè÷. óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Òåîðåìà. Ïóñòü b ∈ Rn. Òîãäà ëþáîå ñëàáîå ðåøåíèå u ∈ W 1,0
2 (Q) óðàâíåíèÿ (P ) ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêèì:
u ∈ W 1,0

2 (Q) =⇒ u ∈ C∞loc(Q)

è äëÿ ëþáûõ l, k ∈ Z+ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

sup
(x,t)∈Q1/2

|∂lt∇ku(x, t)| ≤ cl,k ‖u‖L2(Q)

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ cl,k > 0 çàâèñèò òîëüêî îò n, l, k è |b|.

8. Decay estimates

Òåîðåìà. Ïóñòü b ∈ Rn, è ïóñòü u ∈ W 1,0
2 (QT ) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (P ). Òîãäà

äëÿ ëþáîãî QR(z0) ⊂ QT è ëþáîãî 0 < ρ < R âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè∫
Qρ(z0)

|u|2 dxdt ≤ c1

( ρ
R

)n+2
∫

QR(z0)

|u|2 dxdt,

∫
Qρ(z0)

|u− (u)z0,ρ|2 dx ≤ c2

( ρ
R

)n+4
∫

QR(x0)

|u− (u)z0,R|2 dx,

ãäå ïîñòîÿííûå c1 è c2 çàâèñÿò òîëüêî îò |b| è n.
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