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Ǳ���������	
 ����
�����	��� 	����� ����� ������� ����� � �������	��
	��������� ����������	��� ����� 	��� �	���	���� ��� �� �	����
� !�� ���"
	����	�� ������ � 	����������� ��	������������	���#

��������	�
 ������
���� 	������	� ����� �	���� ������������ ��	����"���������#
�������	��� !�� ����
�� ����� �������� $���� ��������� � �# �#


������� ������� � ��� ���

%��	����� ���������� ����&��� X � Y # Ǳ�	�� A ' ���(�	��� ��	����"
�������� ������(���� a ) X → Y # *���� Q ' ������� ������� ������(����
f ) A → Q ����� ��
����� ���
�	������# +���� ��
����� ����$����� �����
���	���
	 	����	������� �	�� ��� 
������� 
���	�� ������ �� ����������"
	���� ���		� ������(���
#


!��"�#����$ Ǳ�	�� ���� ����$������ f ) A→ Q � f ′ ) A→ Q′# Ǳ�	�� R ⊂
Q ' ���������� ����(�,���
 &��������� f�a�� a ∈ A# +���� ��������� ���
����$����� f ′ ����	��� ����$������ f � �	�� 	�!�	����� ����� ���������
�
t ) R→ Q′� ��� f ′�a� - t�f�a��� a ∈ A#

%$ Ǳ��"#�'����$ Ǳ���� ���� ���
�	����� f ) A→ Q 	 f ′ ) A→ Q′
 ���
�
�	���� f ′ ����	��� ���
�	����� f � ���	 	 ����
� ���	 ��� �� ��� n � . 	
�� �! vk ∈ Z 	 ak ∈ A� / � k � n� ���������	�

n∑
k��

vkf�ak� - .

������ ���������	�
n∑

k��

vkf ′�ak� - ..

"�
�#���������
 0�� ����������# �

�(��)���*# i

Ǳ�	�� F ' ������ Z"
������ ����$�� �� ���(�	��� X × Y # 1��������
����$����� i ) A→ F ��������

i�a��x, y� -

{
/� �	�� a�x� - y�

. ������
x ∈ X, y ∈ Y, a ∈ A.

�(��)���*# g

������� �� AMS��	

�



+���� 	������� ��� ����&�� X ��(�� � ���	����	��� R
d# Ǳ�	�� B ⊂ R

d '
���������� ����&��� 234B ⊃ X � r ) B → X ' ��	����"�������
 ������$�
#
Ǳ�	�� E - B × Y � p ) E → B ' �����$�
# Ǳ�	�� S ' ���(�	��� ��	����"
�������� 	������ ' ����� ������(���� s ) B → E� ��� p ◦ s - 25B # *�(����
������(��� a ∈ A 	���	����� 	������ a� ∈ S �� ������� a� - 25B × �a ◦
r�# *�(���� 	����� s ∈ S 	���	����� ������(���� s� ∈ A� �������
����
�����	���� s|X - 25B|X × s�#
Ǳ�	�� B� - B \X � E� - p−��B��# Ǳ�	�� o ∈ Hd�B, B�� ' ���������������

���		� 	������	��� !�� ��������	��� �������$�� ���	����	��� R
d# 1�����"

��� ����$����� g ) A→ Hd�E, E�� ��������

g�a� - a�∗�o�, a ∈ A.

$������	�
 6�(�� ����
���� ��� ������ Hd�E, E�� ��������	�� �
�������
������ ����������	��� ���		�� �����
��� �������	� $���� ����&���X � ���"
����	 $���� ����&��� Y � ����,� ��
 � ���� a ∈ A &������� g�a� 	������	�����
���		 �����
��� ����$���������� ������(����� a#

+$ ����� *$ �% ���
�	���� g ����	��� ���
�	����� i
  % Ǳ���� f ) A → Q
& �������	���
	 	����	�����' ���
�	����� ����	�����' ���
�	����� i

(���� ���
�	���� f ����	��� ���
�	����� g


"�
�#��������� ���
�� �%


+$%$ ,����'"����$ Ǳ���� ��� ��
������� n � . 	 ��
�����! vk ∈ Z 	
ak ∈ A� / � k � n� 	����

n∑
k��

vki�ak� - ..

(���� ��)������� ��
�' �	
� c ∈ Cd�B, B��� �����������)	' 
���� o� ���
� ������ Cd�E, E�� 	����

n∑
k��

vka�k ∗�c� - ..

"�
�#���������
 7������ ��������
$�� ����&���� B � E� ����	������� ��"
����� 	�����
 a�k� / � k � n� 	�����$������# 8���� ��	������� �������
$��� c ���� ����� ����
 ��(���� ��� 	�����
����� 	������	� 	����(��	
 �
��������� 	������	� ��������� ��������
$��# �
Ǳ�	�� ��
 ���������� n � . � ��������� vk ∈ Z � ak ∈ A� / � k � n� �����

n∑
k��

vki�ak� - ..

�����	�� ������(��� /� ��	������� ����
���� ��� �����

n∑
k��

vkg�ak� - .,

� &�� 	������ �
 �����(����
 9#/#
�

"�
�#��������� ���
��  %

�



+$+$ ,����'"����$ Ǳ���� ��� ��
������� N � . 	 ��
�����! vk ∈ Z�
sk ∈ S 	 �	
��� ck ∈ Cd�B, B��� �����������)	! 
���� o� / � k � N � � ������
Cd�E, E�� 	����

N∑
k��

vksk ∗�ck� - ..

(����
N∑

k��

vki�s�k� - ..

"�
�#���������
 Ǳ�	�� x ∈ X � y ∈ Y # Ǳ���(��

j�s� -

{
/� �	�� s�x� - �x, y��

. ������
s ∈ S.

:�(�� ����
���� ���
N∑

k��

vkj�sk� - ..

7������ ��$��� t ∈ Cd�B, B \ x�� ����	����
 !�� ��������������� ������"
������	��� ���		� 	������	��� !�� ��������	��� �������$�� ���	����	���
R

d# 1�������� ��$��� u ∈ Cd�E, E��� ��
 ��(���� 	�����
����� 	������	�
Z ) ;d → E ������


u�Z� -

{
t�p ◦ Z�� �	�� Z�;d� � �x, y��

. �����#

<���� ���������� ��� ����� ��
 � ��� s ∈ S � $���� c ∈ Cd�B, B��� ����"
	����
 !��� ���		 o� ����� 〈u, s∗�c�〉 - j�s�# 7 	��� &���� �
 ��������(���

	������ ��(��� 	�����=����# �
+���� �	����
����� 	���� ����	����' � �	���� 	��	��# ������
���� 	��"

����	 z ) ;k → B� . � k � d>/� ����� ��
����� ����������� �	�� ������(����
z ������� �� ����=��� � ���	����	��� R

d �� ��
 k � d� ��?������� ���� ��

k - d > /� ��?������� �� ��(��� d"������ ����� 	������	�# ������
����
	������	 Z ) ;k → E� . � k � d > /� ����� ��
����� ����������� �	�� 	��"
���
���� 	������	 p ◦ Z ��������# @��� ' &������ ������ Ck�B, B�� ���
Ck�E, E��� . � k � d> /� ' ����� ��
����� ����������� �	�� �	� �, 	�����
�"
��� 	������	� ���������#

+$-$ Ǳ��"#�'����$ Ǳ���� K ∈ Cd���E, E��
 Ǳ�������*	�� ��� ���� ∂K
����	����
 (���� ��� ��
������� l � . ��)������� ��
�� ����	����� ����
L ∈ Cd���E, E��� ��� βl�∂K� - ∂L


"�
�#���������
 A�
 . � k � d > / ��	�� ck ∈ ;k ' $���� 	������	�� Tk '
���(�	��� 	�����$������� ���(���� t ) ;k → ;d��� 	�����
 !�� ���
���
���=��#
7������ ����=�� l# A�
 ���������� m � . � ��������� uj ∈ Z � 	�����
�"

��� 	������	�� Zj ) ;
d�� → E� / � j � m� � ������ Cd���E, E�� �����

βl−��K� -
m∑

j��

uj BZjC.






+���� 	������� ��� �������
 �������� ����
� ��(���� 	�����
����� 	������"
	� zj - p ◦ Zj � / � j � m� 	����(��	
 � ���(�	��� 234B# *�(���� 	�����
�"
���� 	������	� Z ) ;k → E� . � k � d > /� ������� �	�������	
 	���� 	����"
�
���� 	������	�� Zj ◦ t� t ∈ Tk� / � j � m� 	���	����� ����� bk�Z� ∈ B) �	��
	�����
���� 	������	 Z ��������� �� ����(�� bk�Z� - p�Z�ck��� ����� ��"
����� ����� bk�Z� ����
� ����� p�Z�ck��# 1�������� 	�����
���� 	������	�
z′j ) ;

d�� → B� / � j � m� ������
 z′j�t�ck�� - bk�Zj ◦ t�� t ∈ Tk� . � k � d > /�
� �����
� ����� ������(���
 z′j ���� ��������� �� 	������	�� ����$�����"
��	���� �����
������
 	������	� ;d��# 1�������� 	�����
���� 	������	�
Z ′

j ) ;
d�� → E� / � j � m� �	����
�� p ◦ Z ′

j - z′j � q ◦ Z ′
j - q ◦ Zj � ��� q ) E → Y

' �����$�
# Ǳ���(��

L -
m∑

j��

ujβ�BZ
′
j C�.

<���� �������	
� ��� ����� ������
��	
 ��������� 	�����=���� � ��� ���
��!�� ������ ����� bk�Z� $��� L ����� ����������# �
+$.$ Ǳ��"#�'����$ Ǳ���� Z ) ;d�� → E & ����	����' �	��������' �	��
���
�
 (���� ��)������� ��
	� ���� ���������! �����	' s, s′ ∈ S 	 ����
�	
��� c, c′ ∈ Cd�B, B��� �����������)	! 
���� o� ��� � ������ Cd�E, E��
	����

∂BZC - s′∗�c
′�− s∗�c�.

"�
�#���������
 Ǳ�	�� z - p ◦ Z# +���� ��
����� ���!�	�	 �� d"������
����� 	������	� ;d��� �� ������� �������$�
� ����$��������
 ��������	���
�������$��� ���	����	��� R

d ��	���	���� ������(���
 z� 	�������� 	 �����"
��$���� ����$��������� ��������	��� �������$��� 	������	� ;d��D �	����"
��� d"������ ����� ����� ��
����� �	*�	�	#
E�		������ �������� ������������ D - z�;d���# ��!�	��� � �����

��	����"�������� ������(���
 h, h′ ) D → ;d��� 	������ !�� �� �����$�
������������� D� ��� z ◦ h - z ◦ h′ - 25B |D � h�D� �	�� ��?�������� ��("
��� ������ 	������	� ;d��� h′�D� ' �������# Ǳ�	����� 	�����
 s� s′� ��"
����
 s|D - Z ◦ h� s′|D - Z ◦ h′ � ������(�
 ���� ����� ��� 	�������� ���
���������	�� ������������� D#
1�������� $��� k, k′ ∈ Cd�B, B��) ��	�� k �	�� ����������	��
 	���� ���

������ 	�����
����� 	������	� z� ������� 	������	��� � ��(��� ����
� 	��"
����	� ;d��� k′ ' ���� ������� 	������	��� � �������� ����,� ∂BzC - k′ − k#
8���� ∂k ' ��� �� ��������������� $��� �����$� ������������� D# 7���"
��� ���� $��� k� ∈ Cd�B, B��� ��� ��� �� 
������� ���������	�� ���������"
���� D� ∂k� - ∂k � $��� k − k� ����	����
�� ���		 o# Ǳ���(�� c - k − k��
c′ - k′ − k�#
<���� ���������� ��� ����� ������
��	
 ��������� 	�����=����# �
Ǳ�	�� ��
 ���������� n � . � ��������� vk ∈ Z � ak ∈ A� / � k � n�

������
��	

n∑

k��

vkg�ak� - ..

�����	�� ������(��� /� ��	������� ����
���� ��� �����

n∑
k��

vkf�ak� - ..

�



7������ ���������� $��� c� ∈ Cd�B, B��� ����	����
 !�� ���		 o# F
 ����"
����(���
 	������� ��� 	�!�	����� ����
 $��� K ∈ Cd���E, E��� ���

n∑
k��

vka�k ∗�c�� - ∂K.

7 	��� ������(���� 9#G � 9#H� ��
 ��������� l � . � m � . 	�!�	��� � �����
uj ∈ Z� ���� ���������� 	������ sj, s

′
j ∈ S � ���� $����� cj , c

′
j ∈ Cd�B, B���

����	����
 !�� ���		 o� / � j � m� ���

n∑
k��

vka�k ∗�β
l�c��� -

m∑
j��

uj�s
′
j ∗�c

′
j�− sj ∗�cj��.

8����� 	����	�� �����(���� 9#9�

n∑
k��

vki�ak� -
m∑

j��

uj�i�s
′ �
j �− i�s�j ��.

8�� ��� ����$����� f ������,� ����$������ i � ����������	�� ������������
�� ��	 �� 	������ ��(��� 	�����=����#

�

�(��)���*# h

1�������� ����$����� h ) A→ IJK�H∗�X�, H∗�Y �� ��������

h�a� - a∗, a ∈ A.

-$ �#�"�����$ �% ���
�	���� h ����	��� ���
�	����� i
  % Ǳ���� f ) A→
Q & �������	���
	 	����	�����' ���
�	����� ����	�����' ���
�	�����
i� ��	��� LJMNQ - .
 (���� ���
�	���� f ����	��� ���
�	����� h


"�
�#��������� ���
�� �%
 7 	��� ������ �� ������� 9 ��	������� ����
����
��� ����$����� h ������,� ����$������ g# E�		������ ���������
��

p∗ ) H∗�B, B��→ H∗�E, E��, q∗ ) H∗�E \ E��→ H∗�Y �,

����$��������� �����$�
��# F����

a∗�u ∩ o� - q∗�p∗�u� ∩ a�∗�o��, u ∈ H∗�B, B��.

7 	��� ����	������	�� <��=�$� ��	 �� 	������ ��� ��� ��(��# �
"�
�#��������� ���
��  %
 0�� ����� ����	�� �
 ������ �� ������� 9 	 ��"
��!� ������� * ����� � �������

〈u× v, a�∗�o�〉 - �−/�mn〈v, a∗�u ∩ o�〉, u ∈ Hm�B, B��, v ∈ Hn�Y �,

�	����
�
� ��� ������ H∗�B, B�� � H∗�Y � ������� ����(����# �

�(����� P � /(��)���*# q
�



%��	����� ���������������� ������� P �
 ��������� ���������� ����"
&�������� ��� ' � ��	����"�������� ������(���� ' � �������� ��������
�����# +���� �������� P �W � - P �W, ∅�# +���� ������������� ��� ��
 � ����
������������������ ����������� ����&��� W ��� ��(��� k � .

/� ��
 ��	������������	�� ���������
���

P �W �k�, W �k−���
n∗

k−→ P �W �k��
m∗

k−→ P �W �k−���,

����$��������� ��� ����
��� ����� OPMm∗
k ⊂ 2Kn∗

k�
9� ��		�������
 �	� k"������ 	������	� ; ⊂ W � ��
 ���������
���

P �W �k�, W �k−���
j∗
−→ P �;, ∂;�,

����$��������� ��� ����
��� �����
⋂
OPM j∗ - .#

Q������� ��� �
 �	����
 9� 	������� ��� P �∅� - .#
1�������� ����$����� q ) A→ IJK�P �Y �, P �X��/LJMN ��������

q�a� - a∗ KJ5 LJMN, a ∈ A.

.$ ����� *$ ���
�	���� q ����	��� ���
�	����� i


"�
�#���������


.$%$ ��  *$ Ǳ���� W & 
����
���' ���	+��� �� 
������ 
��������	��'��
��'������ 
������� ������ G
 Ǳ���� c ) G→ Z

∗ & ��������	#�
 Ǳ��������
*	�� ��� ��� �� �' ���
	 w ∈ W ��)������� ��
�' +������ g ∈ G� ���
c�g� - −/ 	 g�w� - w
 (���� ��)������� ��
�� M ∈ Z� M 
- .� ��� ���
�� ��� ��
��� +������� x ∈ P �W �� ��� g∗�x� - c�g�x� g ∈ G� 	���� Mx - .


"�
�#���������
 7������ ��������
$� ����&��� W � ����	������� �������
������ G ���	����� 	�����$������# 7���,� ���
������
 ��
 ���������
����
����$��������� ��� ����
��)

P �W �k�, W �k−���
n∗

k−→ P �W �k��
m∗

k−→ P �W �k−���.

Ǳ���(�� �� �����$��� ��� ��
 ��(���� k � −/ 	�!�	����� ����� Mk ∈ Z�
Mk 
- .� ��� ��
 � ���� ������ &������� x ∈ P �W �k��� ��� g∗�x� - c�g�x�
g ∈ G� ����� Mkx - .# +�
� �����$�� k - −/ ����������D ����(�� M−� - /#
Ǳ���(��� ��� ��
 k � . ��(�� ����(��� Mk - 9|G|Mk−�# Ǳ�	�� x ∈ P �W �k��
' ����� &������� ��� g∗�x� - c�g�x� g ∈ G# F
 ��������(���
 �����$��
	������� ��� Mk−�m

∗
k�x� - .# �����	�� �	���� /�� 	�!�	����� ����� &������

y ∈ P �W �k�, W �k−���� ��� n∗
k�y� - Mk−�x# E�		������ &������

y	 -
∑
g∈G

c�g�g∗�y�.

<���� ���������� ��� g∗�y	� - c�g�y	� g ∈ G# F����

n∗
k�y

	� - Mk−�

∑
g∈G

c�g�g∗�x� - |G|Mk−�x.

�



A�	������� ����
���� ��� 9y	 - .# Ǳ�	�� ; ⊂ W ' ����
������� k"������
	������	 ��������� ��������
$���

P �W �k�, W �k−���
j∗
−→ P �;, ∂;�

' ���������
�� ����$��������� ��� ������# 7 	��� �	����
 9� ��	�������
����
���� ��� 9j∗�y	� - .# <���� ������� ��� �
 ��������(���
 ����� 	�������
��� 	�!�	����� ����� &������ g ∈ G� ��� c�g� - −/ � �� ���	����� �������(��
�� 	������	� ;# F����

j∗�y	� - g∗�j∗�y	�� - j∗�g∗�y	�� - −j∗�y	�.

8�� ��� ��� ����=�� k ����� W �k� - W � �� �
 ����
������ 	������ �����"
(����� �����# �
Ǳ�	�� ��
 ���������� n � . � ��������� vk ∈ Z � ak ∈ A� / � k � n� �����

n∑
k��

vki�ak� - ..

�����	�� ������(��� /� ��	������� ����
���� ��� �����
n∑

k��

vkq�ak� - ..

+���� 	������� ��� X 
- ∅� ' ����� ��������	��# <���� ������� ��� �����
n∑

k��

vk - ..

:� ����

 ��!��	��� ����� 	������� ��� vk - ±/� / � k � n#
Ǳ�	�� W ⊂ Y n ' ���������� �������&��� ����
������� ������ ��������

�y�, . . . , yn� ∈ Y n� ��� ��
 � ��� ����� y ∈ Y 	���� ��	�� vk �� ��� k� ��

������� yk - y� ����� .# Ǳ�	�� G ' ������ ��� ����	������� g ) {/, . . . , n} ←↩�
��
 ������� 	�!�	����� ����� c�g� - ±/� ��� vg�k� - c�g�vk� / � k � n# 8����
�������,� ���������
� c ) G→ Z

∗# R����� G ���	����� �� ����&��� W ����"
	��������� ���������# <���� ������� ��� ��
 � ��� ����� w ∈W 	�!�	�����
����� &������ g ∈ G� ��� c�g� - −/ � g�w� - w# Ǳ�	�� pk ) W → Y � / � k � n�
' 	�(���
 �����$��# 1�������� ���������
� s ) P �Y �→ P �W � ��������

s -
n∑

k��

vkp∗k.

<���� ���������� ��� ����� g∗ ◦s - c�g�s� g ∈ G# 7 	��� ����� H#/� 	�!�	�����
����� M ∈ Z� M 
- .� ��� Ms - .#
F
 ��������(���
 	������� ��� ��(�� ���������� ������(���� u ) X → W

�������� u�x� - �a��x�, . . . , an�x��� x ∈ X # 8���� ak - pk ◦ u� / � k � n#
Ǳ�&����

M
n∑

k��

vka∗
k - .,

��� � ��(��#
�

0$ ,����'"����$ ,��	 ���
�	���� q �������	���
	 	����	������ �� ��
����	��� ���
�	����� h


"�
�#���������
 0�� 	������ �
 ������� H � ������ �� 	���	���
 G# �
�



��*��#1��� 2� ���!�3����� 2�(!!� �/��

:�������� ���	��
 ��
	����
� ����������
 	��������� ������������	���
������ ������,���� � ��������,����)

Sπn
� �V � - TJU2K

k→�∞
BSk�V �, Sn�kC,

πn
� �W, W ′� - Sπn

� �W/W ′�, πn
� �W � - πn

� �W, ∅� - Sπn
� �W��.

%������� πn
� � n � ���� ����������
 � �	����
� �������!��� ������ �� ����"

��� P #

4$ �#�"����� ������# Ǳ���� n 
- .
 (���� Sπn
� �S

�� - LJMN


"�
�#���������
 Ǳ�	�� k � .,−n# E�		������ 	�����
 !�� ����������
����� ��	����"�������� ������(���
 a�, a ) Sk → Sn�k� a� ' ��	��
�����
a ' ����
�������# 8�� ��� n 
- .� �� ��
 ����$��������� ���������
���
a� ∗, a∗ ) H∗�Sk�→ H∗�Sn�k� ����� a� ∗ - a∗# Ǳ�&����� 	����	�� �����(���� 
V� ��
 ����$��������� ���������
��� a∗

�, a
∗ ) πn�k

� �Sn�k� → πn�k
� �Sk� ���"

�� a∗ ≡ a∗
� �KJ5 LJMN�# 8�� ��� ��	�� ��
�$�
 r ) Sπn�k

� �Sk� → πn�k
� �Sk� �	��

���������
�� �� ��
 ����$��������� ���������
��� Sa∗
�, Sa

∗ ) Sπn�k
� �Sn�k� →

Sπn�k
� �Sk� ��(� ����� Sa∗ ≡ Sa∗

� �KJ5 LJMN�# :� Sa
∗
� - .� ��&���� Sa

∗ ∈ LJMN#
A�
 � ���� &������� x ∈ Sπn

� �S
�� ��
 ���������� k � .,−n 	�!�	����� �����

������(���� a ) Sk → Sn�k� ��� sk�x� - Sa∗�u�� ��� sk ) Sπn
� �S

�� → Sπn�k
� �Sk� '

�
������
� ������� ���	������� u ∈ Sπn�k
� �Sn�k� ' ��������	��
 ����
� "

!�
# 7 	��� �������!��� ��	 �� 	������ ���������# �

�


