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С. С. Подкорытов

Аннотация

Доказывается, что гомотопические инварианты конечной степе-
ни различают гомотопические классы отображений связного ком-
пактного клеточного пространства в нильпотентное связное кле-
точное пространство с конечно порождёнными гомотопическими
группами.

§ 1. Введение

N = {0, 1, . . . }. Пространство — топологическое пространство с отме-
ченной точкой. Клеточное пространство имеет отмеченную вершину.
Отображение — непрерывное отображение, сохраняющее отмеченную точ-
ку. С учётом отмеченных точек понимаются гомотопии, обозначение [X,Y ]
и т. п.

Инварианты конечной степени. Пусть даны пространства X и Y ,
абелева группа V и функция f : [X,Y ] → V (гомотопический инвариант).
Определим число Deg f ∈ N∪{∞}, степень инварианта f . Отображение
a : X → Y для каждого r ∈ N определяет отображение ar : Xr → Y r (де-
картову степень), которое индуцирует гомоморфизм C0(a

r) : C0(X
r) →

C0(Y
r) групп (неприведённых) нульмерных цепей с коэффициентами в

Z. Пусть условие Deg f 6 r будет равносильно существованию такого
гомоморфизма l : Hom(C0(X

r), C0(Y
r)) → V , что f([a]) = l(C0(a

r)) для
всех отображений a : X → Y . Нетрудно понять, что это определение кор-
ректно.

Основные результаты.

1.1. Теорема. Пусть даны связное компактное клеточное простран-
ство X, нильпотентное связное клеточное пространство Y с конечно
порождёнными гомотопическими группами и различные классы u1, u2 ∈
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[X, Y ]. Тогда для некоторого простого числа p существует такой ин-
вариант конечной степени f : [X, Y ] → Zp, что f(u1) ̸= f(u2).

Родственные утверждения были известны в некоторых случаях, когда
[X, Y ]— абелева группа [3, 4]. Теорема 1.1 вытекает (см. § 11) из одного
результата Баусфилда — Кана и теоремы 1.2.

Группу называем p-конечной (p— простое число), если она конечна и
её порядок — степень числа p.

1.2. Теорема. Пусть даны простое число p, компактное клеточное
пространство X и связное клеточное пространство Y с p-конечны-
ми гомотопическими группами. Тогда любой инвариант f : [X,Y ] → Zp

имеет конечную степень.

По-видимому, теорему 1.2 можно вывести из теоремы сходимости
Шипли [12] — которой мы, однако, не пользуемся. Наш подход основан на
использовании симплициальной модели (приближённой) пространства
Y , допускающей гармоничное (см. § 6) вложение в симплициальный Zp-
модуль.

Ненильпотентные примеры. Следующие утверждения показывают,
что условие нильпотентности в теореме 1.1 существенно.

Имея в виду, что πn(Y ) = [Sn, Y ], мы будем говорить об инвариантах
конечной степени на πn(Y ).

1.3. Пусть дано пространство Y . Если группа π1(Y ) совершенна, то
для любой абелевой группы V любой инвариант конечной степени f : π1(Y ) →
V постоянен.

Следует из лемм 12.2 и 3.6.

1.4. Пусть даны число n > 1 и пространство Y . Пусть πn(Y ) ∼= Z2

и элемент g ∈ π1(Y ) индуцирует на πn(Y ) автоморфизм порядка 6.
Тогда для любой абелевой группы V любой инвариант конечной степени
f : πn(Y ) → V постоянен.

Следует из лемм 12.2 и 12.3 и утверждения 3.7.
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Пример: отображения Sn−1 × Sn → Sn
(Q) (ср. [5, Example 4.6]).

Возьмём чётное n > 0. Пусть c : Sn−1 × Sn → S2n−1 — отображение сте-
пени 1, i = [id] ∈ πn(S

n), j = i ∗ i ∈ π2n−1(S
n) (квадрат Уайтхеда) и

u(q) = (qj)◦c ∈ [Sn−1×Sn, Sn], q ∈ Z (композиция отображения и гомото-
пического класса понимается в очевидном смысле). Пусть l : Sn → Sn

Q —
рационализация и ū(q) = l ◦ u(q) ∈ [Sn−1 × Sn, Sn

Q]. Классы u(q), q ∈ Z,
попарно различны; более того, классы ū(q), q ∈ Z, попарно различны
(доказательство опускается).

Верно ли, что в условиях теоремы 1.1 существует такое r ∈ N, что
элементы множества [X, Y ] различаются инвариантами степени не выше
r? Неверно, как показывает следующее утверждение.

1.5. Пусть даны абелева группа V и инвариант f : [Sn−1 × Sn, Sn] → V
степени не выше r ∈ N. Тогда f(u(q)) = f(u(0)) при r! | q.

Следующее утверждение показывает, что условие конечной порож-
дённости в теореме 1.1 существенно.

1.6. Пусть даны абелева группа V и инвариант конечной степени f : [Sn−1×
Sn, Sn

Q] → V . Тогда f(ū(q)) = f(ū(0)), q ∈ Z.

Следующее утверждение показывает, что в условиях теоремы 1.1 ин-
вариантов конечной степени со значениями в Q не достаточно для раз-
личения рационально различных гомотопических классов.

1.7. Пусть дан инвариант конечной степени f : [Sn−1 × Sn, Sn] → Q.
Тогда f(u(q)) = f(u(0)), q ∈ Z.

Неуловимые элементы в H0(Y
X). Пространство отображений X →

Y обозначаем Y X . Инвариант f : [X, Y ] → V определяет гомоморфизм
+f : H0(Y

X) → V , ⌊u⌋ 7→ f(u) (здесь ⌊u⌋— базисный элемент, соответ-
ствующий классу u). Верно ли, что в условиях теоремы 1.1 для любого
ненулевого элемента w ∈ H0(Y

X) найдутся такие абелева группа V и ин-
вариант конечной степени f : [X, Y ] → V , что +f(w) ̸= 0? Неверно, как
показывает следующее утверждение.

1.8. Пусть даны число n > 1, пространство Y и элементы u1, u2 ∈
πn(Y ) взаимно простых конечных порядков. Пусть w = ⌊u1+u2⌋−⌊u1⌋−
⌊u2⌋+ ⌊0⌋. Тогда для любых абелевой группы V и инварианта конечной
степени f : πn(Y ) → V имеем +f(w) = 0.
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Следует из лемм 12.2 и 3.8.

Если группа πn(Y ) периодическая и делимая, то то же верно для
любых u1, u2 ∈ πn(Y ) (следует из лемм 12.2 и 3.9). Здесь мы забываем,
разумеется, об условии конечной порождённости. Пространство Y при
этом может быть p-локальным: например, Y = K(P, n) (пространство
Эйленберга — Маклейна), где P = Z[1/p]/Z.

§ 2. Предварительный материал

Множество с отмеченным элементом называем отрядом, сохраняющую
отмеченные элементы функцию — архизмом. Мы используем стандарт-
ную модельную структуру категории симплициальных отрядов (и архиз-
мов) [9, Corollary 3.6.6]. К ней отсылают слова расслоение, корасслоение и
т. д. Расслаивающий симплициальный архизм — расслоение. Изотипич-
ный симплициальный архизм, или изотипия — слабая эквивалентность.
Изотипные симплициальные отряды — слабо эквивалентные.

Абелева группа, имея отмеченный элемент 0, есть отряд; симплици-
альная абелева группа — симплициальный отряд.

Симплициальный отряд T называем компактным, если он порождён
конечным числом симплексов, и постепенным, если отряды Tq, q ∈ N,
конечны.

Для симплициальных отрядов K и T соответствующий функциональ-
ный симплициальный отряд (hom∗(K,T ) по [6, Ch. VIII, 4.8]) обозначаем
TK . Симплициальный архизм f : K → L индуцирует симплициальный
архизм T f : TL → TK , и т. д. Такие обозначения мы используем и в то-
пологическом случае.

Знак ∼ обозначает гомотопность, знак ≃— гомотопическую эквива-
лентность.

Основные гомоморфизмы. По умолчанию цепи и гомологии имеют
коэффициенты в некотором коммутативном кольце R; Hom = HomR. (В
§ 1 неявно предполагалось R = Z.)

Для пространств X и Y вводим R-гомоморфизмы

X
Y µr : C0(Y

X) → Hom(C0(X
r), C0(Y

r)), ⌊a⌋ 7→ C0(a
r),

r ∈ N, и R-гомоморфизм проекции

X
Y ν : C0(Y

X) → H0(Y
X).
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Для симплициальных отрядов K и T вводим R-гомоморфизмы

K
Tµr : C0(T

K) → Hom0(C∗(K
r), C∗(T

r)), ⌊b⌋ 7→ C∗(b
r),

r ∈ N. Здесь ⌊b⌋— базисная цепь, соответствующая симплексу b ∈ (TK)0,
т. е. симплициальному архизму b : K → T ; br : Kr → T r — декартова сте-
пень; C∗(b

r) : C∗(K
r) → C∗(T

r)— индуцированный R-гомоморфизм гра-
дуированных R-модулей цепей; Hom0 —R-модуль сохраняющих градуи-
ровку R-гомоморфизмов. Вводим R-гомоморфизм проекции

K
Tν : C0(T

K) → H0(T
K).

§ 3. Групповые алгебры и плавные функции

Групповую R-алгебру группы G обозначаем R⌊G⌋. Элементу g ∈ G
соответствует базисный элемент ⌊g⌋ ∈ R⌊G⌋. Аугментационный идеал
⌉R⌊G⌋ ⊆ R⌊G⌋— ядро R-гомоморфизма R⌊G⌋ → R, ⌊g⌋ 7→ 1. Идеал
⌉R⌊G⌋s (s > 0) R-порождён элементами вида (1− ⌊g1⌋) . . . (1− ⌊gs⌋).

Пусть дана абелева группа V . Функция f : G → V определяет гомо-
морфизм +f : Z⌊G⌋ → V , ⌊g⌋ 7→ f(g). Функцию f называем r-плавной,
если +f | ⌉Z⌊G⌋r+1 = 0, и плавной (или полиномиальной), если она r-
плавна для какого-то r ∈ N [11, Ch. V].

Пусть дано простое число p.

3.1. Лемма. Пусть дан конечный Zp-модуль U размерности m. Тогда
⌉Zp⌊U⌋(p−1)m+1 = 0.

3.2. Следствие. Пусть даны Zp-модули U и V . Если модуль U коне-
чен, то любая функция f : U → V плавна.

3.3. Лемма [7, Proposition 1.2]. Пусть даны абелевы группы U , V и W ,
r-плавная функция f : U → V и s-плавная функция g : V → W (r, s ∈ N).
Тогда функция g ◦ f : U → W rs-плавна.

Следует из [11, Ch. V, Theorem 2.1].

Функция f : U → V между абелевыми группами индуцирует R-гомо-
морфизм fR : R⌊U⌋ → R⌊V ⌋, ⌊u⌋ 7→ ⌊f(u)⌋.
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3.4. Следствие. Пусть даны абелевы группы U и V и r-плавная (r ∈
N) функция f : U → V . Тогда для любого s ∈ N R-гомоморфизм fR
отображает идеал ⌉R⌊U⌋rs+1 в идеал ⌉R⌊V ⌋s+1.

3.5. Лемма. Пусть дано множество I и для каждого i ∈ I даны абе-
левы группы Ui и Vi и r-плавная (r ∈ N) функция fi : Ui → Vi. Тогда
функция ∏

i∈I

fi :
∏
i∈I

Ui →
∏
i∈I

Vi

r-плавна.

Следующие утверждения не участвуют в доказательстве основных
результатов и нужны только при рассмотрении примеров § 1.

3.6. Лемма. Пусть даны совершенная группа G и абелева группа V .
Тогда любая плавная функция f : G → V постоянна.

Следует из [11, Ch. III, Corollary 1.3].

3.7. Пусть даны абелева группа U ∼= Z2, автоморфизм J : U → U поряд-
ка 6, абелева группа V и плавная функция f : U → V . Пусть функция
Z× U → V , (t, u) 7→ f(J tu− u), плавна. Тогда функция f постоянна.

Доказательство опускается.

3.8. Лемма. Пусть даны абелевы группы U и V , плавная функция f : U →
V и элементы u1, u2 ∈ U взаимно простых конечных порядков. Тогда
f(u1 + u2)− f(u1)− f(u2) + f(0) = 0.

3.9. Лемма. Пусть даны делимая периодическая абелева группа U и
абелева группа V . Тогда любая плавная функция f : U → V 1-плавна.

3.10. Лемма. Пусть даны группы G и H. Тогда идеал ⌉R⌊G×H⌋s (s >
1) R-порождён элементами вида (1−⌊a1⌋) . . . (1−⌊as−q⌋)(1−⌊b1⌋) . . . (1−
⌊bq⌋), где 0 6 q 6 s, at ∈ G× 1 ⊆ G×H и bt ∈ 1×H ⊆ G×H.

3.11. Лемма. Функция F : Z → Q r-плавна (r ∈ N) ровно тогда, когда
она задаётся многочленом степени не выше r.
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§ 4. Ключ коммутативного квадрата

Пусть дано коммутативное кольцо E. Рассмотрим диаграмму симплици-
альных E-модулей и E-гомоморфизмов

V ′

f ′

��

t′

((
W

g′
oo

g′′

��
U

s′

CC

s′′

66 V
′′f ′′

oo

t′′

[[

с коммутативным квадратом (f ′ ◦ g′ = f ′′ ◦ g′′). Набор (s′, s′′, t′, t′′) назы-
ваем ключом этого квадрата, если в диаграмме

U

(−s′,s′′)

33V
′ ⊕ V ′′(−f ′,f ′′)oo

(t′,t′′)

55 W
(g′,g′′)oo

имеем (−s′, s′′) ◦ (−f ′, f ′′) + (g′, g′′) ◦ (t′, t′′) = id. При этом пару (t′, t′′)
называем полуключом.

4.1. Лемма. Пусть дан коммутативный квадрат симплициальных E-
модулей и E-гомоморфизмов с полуключом

V ′

f ′

��

t′

((
W

g′
oo

g′′

��
U V ′′,

f ′′
oo

t′′

[[

симплициальный отряд T и такие симплициальные архизмы k′ : T → V ′

и k′′ : T → V ′′, что f ′◦k′ = f ′′◦k′′. Рассмотрим симплициальный архизм
l = t′ ◦ k′ + t′′ ◦ k′′ : T → W . Тогда g′ ◦ l = k′ и g′′ ◦ l = k′′.

V ′

f ′

��

t′

))
W

g′
oo

g′′

��

T
k′

``AAAAAAAA

k′′   A
AA

AA
AA

A

l
>>}}}}}}}}

U V ′′f ′′
oo

t′′

VV
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Сектором симплициального E-гомоморфизма h : W̃ → W называем
такой симплициальный E-гомоморфизм s : W → W̃ , что h ◦ s = id.

4.2. Лемма. Пусть дана коммутативная диаграмма симплициальных
E-модулей и E-гомоморфизмов

0 Ũoo

f

��

Ṽ
p̃oo

g

��

W̃
q̃oo

h

��

0oo

0 Uoo V
poo W

qoo 0,oo

строки которой точны и расщепимы и где E-гомоморфизм h имеет
сектор. Тогда левый квадрат имеет ключ.

Доказательство. Пусть на диаграмме ниже (k, l) и (k̃, l̃)— расщепления:

p ◦ k = id, l ◦ q = id, k ◦ p+ q ◦ l = id,

p̃ ◦ k̃ = id, l̃ ◦ q̃ = id, k̃ ◦ p̃+ q̃ ◦ l̃ = id,

а s— сектор: h ◦ s = id. Введём симплициальные E-гомоморфизмы r =
q̃ ◦ s ◦ l и k̂ = k̃ + r ◦ (k ◦ f − g ◦ k̃). Тогда (0, k, k̂, r)— искомый ключ.

0 Ũoo

f

��
k̃

77

k̂

$$
Ṽ

p̃oo

g

��
l̃

66 W̃
q̃oo

h
��

0oo

0 Uoo

k

77

0

DD

V
poo

l

66

r

[[

W
qoo

s

[[

0oo

4.3. Лемма. Пусть даны симплициальные отряды L и M , изотипич-
ное корасслоение j : L → M и фибрантный симплициальный отряд Q.
Тогда Qj : QM → QL — изотипичное расслоение.

4.4. Лемма. Пусть даны симплициальные отряды Q и R, расслоение
c : Q → R и изотипный точке симплициальный отряд N . Тогда cN : QN →
RN — изотипичное расслоение.
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4.5. Лемма. Пусть E — поле и даны симплициальные E-модули V и W
и изотипичный расслаивающий симплициальный E-гомоморфизм f : W →
V . Тогда f имеет сектор.

4.6. Лемма. Пусть E — поле и даны симплициальные отряды L и M ,
изотипичное корасслоение j : L → M , симплициальные E-модули Q и
R и расслаивающий симплициальный E-гомоморфизм c : Q → R. Тогда
коммутативный квадрат симплициальных E-модулей и E-гомоморфиз-
мов

QL

cL

��

QMQj
oo

cM

��
RL RMRj

oo

имеет ключ.

Доказательство. Рассмотрим (строго) кофибрационную последователь-
ность

L
j // M

k // N.

Так как корасслоение j изотипично, то симплициальный отряд N изоти-
пен точке. Имеем коммутативную диаграмму симплициальных E-моду-
лей и E-гомоморфизмов

0 QLoo

cL

��

QMQj
oo

cM

��

QNQk
oo

cN

��

0oo

0 RLoo RMRj
oo RNRk

oo 0.oo

Покажем, что строки точны и расщепимы. Рассмотрим верхнюю строку.
Точность во втором и третьем членах очевидна. Q— фибрант, так как это
симплициальная абелева группа. По лемме 4.3, Qj — изотипичное рассло-
ение. По лемме 4.5, Qj имеет сектор. Таким образом, эта строка точна и
расщепима. То же для нижней строки. По лемме 4.4, cN — изотипичное
расслоение. По лемме 4.5, cN имеет сектор. По лемме 4.2, существует
искомый ключ.

§ 5. Квазисимплициальные архизмы

Для симплициальных отрядов K и L квазисимплициальный архизм f : K 99K
L— последовательность архизмов fq : Kq → Lq, q ∈ N. Отряд квази-
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симплициальных архизмов обозначаем s̃Ar(K,L); подотряд симплици-
альных архизмов — sAr(K,L).

Для симплициальных абелевых групп U и V квазисимплициальный
архизм f : U 99K V r-плавен, если архизмы fq : Uq → Vq r-плавны.

Пусть дан симплициальный отряд T . Для m, q ∈ N пусть [m|q]— мно-
жество нестрого возрастающих функций [m] → [q] (где [q] = {0, . . . , q})
и

T (m, q) = (T (h))h∈[m|q] : Tq → T [m|q]
m .

Симплициальный отряд T называем m-разрешимым, если для любого q
архизм T (m, q) инъективен.

Пусть дано простое число p.

5.1. Лемма. Пусть даны постепенный симплициальный отряд T , по-
степенный симплициальный Zp-модуль U , m-разрешимый (m ∈ N) сим-
плициальный Zp-модуль R, корасслоение d : T → U и симплициальный
архизм k : T → R. Тогда для некоторого r ∈ N существует такой r-
плавный квазисимплициальный архизм w : U 99K R, что w ◦ d = k.

U

w

55R T X [ _ c f j lT
doo k // R

Доказательство. Так как архизм dm : Tm → Um инъективен, то суще-
ствует такой архизм v : Um → Rm, что v ◦ dm = km. По следствию 3.2, v
r-плавен для некоторого r ∈ N. Возьмём q ∈ N. Имеем коммутативную
диаграмму

Uq

U(m,q)
��

Tq
dqoo kq //

T (m,q)
��

Rq

R(m,q)
��

U
[m|q]
m

v[m|q]

33T
[m|q]
m

d
[m|q]
moo k

[m|q]
m // R

[m|q]
m .

По лемме 3.5, архизм v[m|q] r-плавен. Так как Zp-гомоморфизм R(m, q)

инъективен, то есть такой Zp-гомоморфизм f : R
[m|q]
m → Rq, что f◦R(m, q) =

id. Введём r-плавный архизм

wq : Uq
U(m,q) // U

[m|q]
m

v[m|q]
// R

[m|q]
m

f // Rq.

Используя диаграмму, получаем wq ◦ dq = kq.
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5.2. Лемма. Пусть даны симплициальный отряд M , симплициальные
абелевы группы U и V и r-плавный (r ∈ N) квазисимплициальный ар-
хизм t : U 99K V . Тогда архизм t# : s̃Ar(M,U) → s̃Ar(M,V ), f 7→ t◦ f , r-
плавен.

Доказательство. Это следует из леммы 3.5, так как есть коммутативная
диаграмма

s̃Ar(M,U)
t# // s̃Ar(M,V )

∏
q∈N,k∈M×

q

Uq

∏
q∈N,k∈M×

q

tq

//
∏

q∈N,k∈M×
q

Vq,

где M×
q = Mq \ {отмеченный элемент}.

5.3. Лемма. Пусть даны симплициальные отряды M и T , симпли-
циальные Zp-модули U и R, симплициальные архизмы d : T → U и
k : T → R и такой r-плавный (r ∈ N) квазисимплициальный архизм
w : U 99K R, что w ◦ d = k. Тогда существует такой r-плавный квази-
симплициальный архизм z : UM 99K RM , что z ◦ dM = kM .

UM

z
44V W Y Z \ ] _ a b d e g iTMdMoo kM // RM

Доказательство. Возьмём q ∈ N. Имеем коммутативную диаграмму

(UM)q

i
��

(TM)q
(dM )qoo (kM )q // (RM)q

j

��
s̃Ar(∆q

+ ∧M,U)
w# // s̃Ar(∆q

+ ∧M,R),

где i : (UM)q = sAr(∆q
+ ∧ M,U) → s̃Ar(∆q

+ ∧ M,U)—Zp-гомоморфизм
включения и аналогичное j. По лемме 5.2, архизм w# r-плавен. Есть
такой Zp-гомоморфизм f : s̃Ar(∆q

+∧M,R) → (RM)q, что f◦j = id. Введём
r-плавный архизм

zq : (U
M)q

i // s̃Ar(∆q
+ ∧M,U)

w# // s̃Ar(∆q
+ ∧M,R)

f // (RM)q.

Используя диаграмму, получаем zq ◦ (dM)q = (kM)q.
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§ 6. Гармоничные корасслоения

Пусть даны симплициальный отряд T и симплициальная абелева груп-
па U . Корасслоение d : T → U называем r-гармоничным (r ∈ N), если
для любых компактных симплициальных отрядов L и M и изотипично-
го корасслоения j : L → M существуют такие симплициальный архизм
x : TL → TM и r-плавный квазисимплициальный архизм y : UL 99K UM ,
что dM ◦ x = y ◦ dL и T j ◦ x = id.

TL

x
))

dL

��

TM

T j
oo

dM

��
UL

y

55V [ _ c h
UMUj

oo

Называем корасслоение гармоничным, если оно r-гармонично для какого-
то r ∈ N.

Высотой 0-связного пространства Y называем супремум тех q ∈ N,
для которых πq(Y ) ̸= 1 (супремум пустого множества считаем равным
0).

6.1. Лемма. Пусть даны простое число p и связное клеточное про-
странство Y конечной высоты с p-конечными гомотопическими груп-
пами. Тогда существуют постепенный симплициальный отряд T с |T | ≃
Y , постепенный симплициальный Zp-модуль U и гармоничное корассло-
ение d : T → U .

Доказательство. (Индукция вдоль постниковского разложения простран-
ства Y со слоями вида K(Zp, q).) Пусть n— высота пространства Y . Ес-
ли n = 0, то Y стягиваемо, положим T = U = 0 и всё. Иначе выбе-
рем элемент e ∈ πn(Y ), неподвижный относительно канонического дей-
ствия группы π1(Y ) и имеющий порядок p. Существование такого эле-
мента (см. замечание в [6, Ch. II, Example 5.2(iv)]) вытекает из извест-
ного сравнения |FixG X| ≡ |X| (mod p) для действия p-конечной группы
G на конечном множестве X. Пусть Ȳ — клеточное пространство, полу-
чающееся из Y «заклеиванием» элемента e. Имеем πq(Ȳ ) ∼= πq(Y ) при
q ̸= n и πn(Ȳ ) ∼= πn(Y )/⟨e⟩. Пространство Y гомотопически эквивалент-
но гомотопическому слою некоторого отображения Ȳ → K(Zp, n + 1) [8,
Lemma 4.70].

12



Принимаем (как предположение индукции), что есть постепенный
симплициальный отряд T̄ с |T̄ | ≃ Ȳ , постепенный симплициальный Zp-
модуль Ū и r-гармоничное (r > 1) корасслоение d̄ : T̄ → Ū .

Пусть R— постепенный (n+1)-разрешимый симплициальный Zp-мо-
дуль с |R| ≃ K(Zp, n+ 1), Q— постепенный симплициальный Zp-модуль,
изотипный точке, и c : Q → R— расслаивающий симплициальный Zp-
гомоморфизм (см. [2]). Существует декартов квадрат симплициальных
отрядов и архизмов

T
h //

f

��

Q

c

��
T̄

k // R,

где |T | ≃ Y . Положим U = Ū×Q. Пусть a : U → Ū и b : U → Q— симпли-
циальные Zp-гомоморфизмы проекций. Зададим симплициальный ар-
хизм d : T → U условиями a ◦ d = d̄ ◦ f и b ◦ d = h. Очевидно, d—
корасслоение.

По лемме 5.1, для некоторого s > 1 есть такой s-плавный квазисим-
плициальный архизм w : Ū 99K R, что w ◦ d̄ = k.

Покажем, что d rs-гармонично. Возьмём компактные симплициаль-
ные отряды L и M и изотипичное корасслоение j : L → M . Нужно найти
такие симплициальный архизм x : TL → TM и rs-плавный квазисимпли-
циальный архизм y : UL 99K UM , что dM ◦x = y ◦dL и T j ◦x = id. Так как
d̄ r-гармонично, то есть такие симплициальный архизм x̄ : T̄L → T̄M и r-
плавный квазисимплициальный архизм ȳ : ŪL 99K ŪM , что d̄M ◦ x̄ = ȳ◦ d̄L
и T̄ j ◦ x̄ = id.

Имеем коммутативный квадрат симплициальных Zp-модулей и Zp-
гомоморфизмов с полуключом

QL

t′

))

cL

��

QM

Qj
oo

cM

��
RL RMRj

oo

t′′

XX

(полуключ есть по лемме 4.6). Введём симплициальный архизм

u = t′ ◦ hL + t′′ ◦ kM ◦ x̄ ◦ fL : TL → QM .

Так как cL ◦ hL = kL ◦ fL = kL ◦ T̄ j ◦ x̄ ◦ fL = Rj ◦ kM ◦ x̄ ◦ fL, то, по
лемме 4.1, Qj ◦ u = hL и cM ◦ u = kM ◦ x̄ ◦ fL.
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Зададим нужный симплициальный архизм x условиями fM◦x = x̄◦fL

и hM ◦ x = u:
TM hM

//

fM

��

QM

cM

��

TL

x
aaCCCCCCCC

u
==zzzzzzzz

x̄◦fL

}}zz
zz
zz
zz

T̄M kM // RM .

Так можно сделать, поскольку квадрат здесь декартов, а условия согла-
сованы: kM ◦ x̄ ◦ fL = cM ◦ u. Имеем T j ◦ x = id, так как fL ◦ T j ◦ x =
T̄ j ◦ fM ◦ x = T̄ j ◦ x̄ ◦ fL = fL и hL ◦ T j ◦ x = Qj ◦ hM ◦ x = Qj ◦ u = hL.

По лемме 5.3, есть такой s-плавный квазисимплициальный архизм
z : ŪM 99K RM , что z ◦ d̄M = kM . Введём квазисимплициальный архизм

v = t′ ◦ bL + t′′ ◦ z ◦ ȳ ◦ aL : UL 99K QM .

По лемме 3.3, он rs-плавен.
Зададим нужный квазисимплициальный архизм y условиями aM ◦y =

ȳ ◦ aL и bM ◦ y = v:

UM bM //

aM

��

QM

UL

y
bbD
D
D
D
D

v
=={

{
{

{

ȳ◦aL

||y
y
y
y

ŪM .

Так можно сделать, поскольку (aM , bM) : UM → ŪM×QM — изоморфизм.
Очевидно, y rs-плавен. Имеем dM ◦ x = y ◦ dL, так как aM ◦ dM ◦ x =
d̄M ◦ fM ◦ x = d̄M ◦ x̄ ◦ fL = ȳ ◦ d̄L ◦ fL = ȳ ◦ aL ◦ dL = aM ◦ y ◦ dL и
bM ◦dM ◦x = hM ◦x = u = t′◦hL+t′′◦kM ◦x̄◦fL = t′◦hL+t′′◦z◦d̄M ◦x̄◦fL =
t′◦hL+ t′′◦z ◦ ȳ◦ d̄L◦fL = t′◦bL◦dL+ t′′◦z ◦ ȳ◦aL◦dL = v◦dL = bM ◦y◦dL.
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UL

aL

��

y

%%

0
4
8
=
C

G
L

bL //
v

  

h g f e d c b a ` ^ ] \ [ Z X W V T S Q P O M
L
J
H
G
E
C
B

QL

cL

��

t′

��

TL

dL

jjTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

fL

��

x

%%

hL

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj
u

''
UM

Uj

^^===================

aM

��

bM // QM

Qj

^^==================

cM

��

ŪL

ȳ

&&

0
4
9
>
D

H
L

TM

T j

^^===================
dM

jjTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

fM

��

hM

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj
RL

T̄L

d̄L
jjUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

x̄

&&

kL

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

ŪM

Ūj

__>>>>>>>>>>>>>>>>>>

z

>>A
C
E
G
I K

O
S W [ _ c g k

o
s u

w
y
{
}
RM

t′′

TT

Rj

__>>>>>>>>>>>>>>>>>>

T̄M

T̄ j

^^>>>>>>>>>>>>>>>>>>

d̄M
jjUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

kM

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

(На этой диаграмме прямые стрелки составляют коммутативную под-
диаграмму.)

§ 7. Две фильтрации модуля C0(U
K)

7.1. Лемма. Пусть дан конечный набор абелевых групп Ui, i ∈ I. Пусть

UJ =
⊕
i∈J

Ui, J ⊆ I,

U = UI и pJ : U → UJ — проекции. Тогда для r ∈ N в R-алгебре R⌊U⌋
имеем ∩

J⊆I : |J |6r

ker(pJ)R ⊆ ⌉R⌊U⌋r+1.

Доказательство. Пусть sJ : UJ → U — канонические вложения и qJ =
sJ ◦ pJ : U → U . Пусть |I| > r (иначе утверждение тривиально). Для
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u ∈ U имеем (ср. [1, лемма 5.5])

⌊u⌋ −
∑

J⊆I : |J |6r

(−1)r−|J |
( |I| − |J | − 1

r − |J |
)
⌊qJ(u)⌋ =

=
∑
J⊆I

( ∑
M⊆I :M⊇J, |M |>r

(−1)|M |−|J |)⌊qJ(u)⌋ =
=

∑
M⊆I : |M |>r

( ∑
J⊆M

(−1)|M |−|J |⌊qJ(u)⌋
)
=

=
∑

M⊆I : |M |>r

∏
i∈M

(⌊q{i}(u)⌋ − 1) ∈ ⌉R⌊U⌋r+1.

Следовательно, для w ∈ R⌊U⌋ имеем

w −
∑

J⊆I : |J |6r

(−1)r−|J |
( |I| − |J | − 1

r − |J |
)
(qJ)R(w) ∈ ⌉R⌊U⌋r+1.

Если
w ∈

∩
J⊆I : |J |6r

ker(pJ)R,

то, так как ker(pJ)R = ker(qJ)R, получаем w ∈ ⌉R⌊U⌋r+1.

Для симплициальной абелевой группы V введём в модуле C0(V ) =

R⌊V0⌋ фильтрацию C
⌉s
0 (V ) = ⌉R⌊V0⌋s, s ∈ N.

7.2. Следствие. Пусть даны компактный симплициальный отряд K,
поле E, симплициальный E-модуль U и число r ∈ N. Рассмотрим R-
гомоморфизм

C0(U
K)

K
Uµr // Hom0(C∗(K

r), C∗(U
r)).

Тогда kerK
Uµr ⊆ C

⌉r+1
0 (UK).

Доказательство. Возьмём элемент B ∈ kerK
Uµr и покажем, что B ∈

C
⌉r+1
0 (UK).

Есть такое n ∈ N, что симплициальный отряд K порождён конечным
набором симплексов gi ∈ Kn, i ∈ I. Введём E-гомоморфизм h : (UK)0 →
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U I
n, b 7→ (b(gi))i∈I . Он инъективен, поэтому есть такой E-гомоморфизм

f : U I
n → (UK)0, что f ◦ h = id. Достаточно показать, что hR(B) ∈

⌉R⌊U I
n⌋r+1. Действительно, тогда B = fR(hR(B)) ∈ ⌉R⌊(UK)0⌋r+1 =

C
⌉r+1
0 (UK).

Для J ⊆ I пусть pJ : U
I
n → UJ

n — проекция. Возьмём J ⊆ I с |J | 6 r.
По лемме 7.1, достаточно проверить, что (pJ)R(hR(B)) = 0.

Выберем такие функцию t : J → {1, . . . , r} и симплекс k = (k1, . . . , kr) ∈
Kr

n, что kt(i) = gi, i ∈ J . Имеем E-гомоморфизм U t
n : U

r
n → UJ

n , R-гомо-
морфизм (U t

n)R : Cn(U
r) = R⌊U r

n⌋ → R⌊UJ
n ⌋ и коммутативную диаграм-

му

R⌊(UK)0⌋
hR //

K
Uµr

��

R⌊U I
n⌋
(pJ )R
��

Hom0(C∗(K
r), C∗(U

r))
v 7→(Ut

n)R(v(⌊k⌋)) // R⌊UJ
n ⌋.

Так как K
Uµr(B) = 0, то (pJ)R(hR(B)) = 0.

§ 8. Симплициальная аппроксимация

8.1. Лемма. Пусть даны компактный симплициальный отряд K, сим-
плициальный отряд W и отображение f : |K| → |W |. Тогда существу-
ют такие компактный симплициальный отряд L, изотипия e : L → K
и симплициальный архизм g : L → W , что f ◦ |e| ∼ |g|.

См. [10, Corollary 4.8].

Для симплициальных отрядов L и T функция геометрической реа-
лизации |?| : (TL)0 → |T ||L| индуцирует R-гомоморфизм ∥?∥ : H0(T

L) →
H0(|T ||L|).

8.2. Лемма. Пусть даны компактный симплициальный отряд K, сим-
плициальный отряд T и число r ∈ N. Тогда для любого A ∈ ker

|K|
|T |µr су-

ществуют компактный симплициальный отряд L, изотипия e : L → K
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и такой элемент B ∈ ker L
Tµr, что H0(|T ||e|)(|K|

|T |ν(A)) = ∥LTν(B)∥:

Hom0(C∗(L
r), C∗(T

r)) C0(T
L)

B

L
Tµroo

L
T ν

// H0(T
L)

∥?∥
��

H0(|T ||L|)

Hom(C0(|K|r), C0(|T |r)) C0(|T ||K|)
A|K|

|T |µr
oo

|K|
|T |ν // H0(|T ||K|).

H0(|T ||e|)

OO

Доказательство. Имеем

A =
m∑
i=1

vi⌊ai⌋,

где m ∈ N, vi ∈ R и ai ∈ |T ||K|. Для x ∈ |K| введём эквивалентность
c(x) на множестве I = {1, . . . ,m}: c(x) = { (i, j) : ai(x) = aj(x) }. Пусть
E = { c(x) : x ∈ |K| }.

Эквивалентность на I называем нейтральной, если∑
i∈J

vi = 0

для каждого её класса J ⊆ I. Покажем, что для любых h1, . . . , hr ∈ E
эквивалентность h = h1 ∩ . . . ∩ hr нейтральна. Для каждого s = 1, . . . , r
имеем hs = c(xs) для некоторой точки xs ∈ |K|. Пусть x = (x1, . . . , xr) ∈
|K|r. В C0(|T |r) имеем∑

i∈I

vi⌊ari (x)⌋ =
|K|
|T |µr(A) = 0.

Так как для i, j ∈ I

ari (x) = arj(x) ⇐⇒ (i, j) ∈ h,

то это значит, что эквивалентность h нейтральна.
Каждой эквивалентности h на I соответствует симплициальный под-

отряд V (h) ⊆ Tm (диагональ):

V (h)q = { (t1, . . . , tm) ∈ Tm
q : ti = tj для всех (i, j) ∈ h }.
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Пусть
W =

∪
h∈E

V (h) ⊆ Tm.

Имеем отображения a = (a1, . . . , am) : |K| → |T |m и ã = d−1 ◦ a : |K| →
|Tm|, где d : |Tm| → |T |m — каноническое биективное отображение. Для
x ∈ |K| имеем ã(x) ∈ |V (c(x))|. Поэтому im ã ⊆ |W |. Используя лем-
му 8.1, находим такие компактный симплициальный отряд L, изотипию
e : L → K и симплициальный архизм b = (b1, . . . , bm) : L → Tm, что
im b ⊆ W и ã ◦ |e| ∼ |b|. Положим

B =
m∑
i=1

vi⌊bi⌋.

Имеем ai◦|e| ∼ |bi|. Поэтому H0(|T ||e|)(|K|
|T |ν(A)) = ∥LTν(B)∥. Покажем, что

K
Tµr(B) = 0. Для k = (k1, . . . , kr) ∈ Kr

q (q ∈ N) имеем

K
Tµr(B)(⌊k⌋) =

m∑
i=1

vi⌊bri (k)⌋.

Возьмём s = 1, . . . , r. Так как im b ⊆ W , то есть такое hs ∈ E, что
b(ks) ∈ V (hs). Поэтому функция i 7→ bi(ks) подчинена эквивалентности
hs (т. е. постоянна на её классах). Так как bri (k) = (bi(k1), . . . , bi(kr)), то
функция i 7→ bri (k) подчинена эквивалентности h = h1 ∩ . . .∩ hr. Так как
эквивалентность h нейтральна, получаем K

Tµr(B)(⌊k⌋) = 0.

§ 9. Включение kerX
Y µr ⊆ kerX

Y ν при больших r

9.1. Лемма. Пусть даны пространства X, Y , X̃ и Ỹ , причём X ≃ X̃
и Y ≃ Ỹ . Тогда для любого r ∈ N есть равносильность

kerX
Y µr ⊆ kerX

Y ν ⇐⇒ ker X̃
Ỹ
µr ⊆ ker X̃

Ỹ
ν.

Доказательство. Есть гомотопические эквивалентности k : X → X̃ и
h : Ỹ → Y . Имеем коммутативную диаграмму R-модулей и R-гомомор-
физмов

Hom(C0(X̃
r), C0(Ỹ

r))

��

C0(Ỹ
X̃)

X̃
Ỹ
µr

oo
X̃
Ỹ
ν

//

C0(hk)
��

H0(Ỹ
X̃)

H0(hk)
��

Hom(C0(X
r), C0(Y

r)) C0(Y
X)

X
Y µroo

X
Y ν

// H0(Y
X),
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где вертикальные стрелки индуцированы отображениями k и h. Так как
H0(h

k)— изоморфизм, получаем импликацию ⇒. Импликация ⇐ полу-
чается так же.

Пусть дано простое число p. Пусть R = Zp.

9.2. Пусть даны компактное клеточное пространство X и связное кле-
точное пространство Y конечной высоты с p-конечными гомотопиче-
скими группами. Тогда для любого достаточно большого r ∈ N в диа-
грамме

Hom(C0(X
r), C0(Y

r)) C0(Y
X)

X
Y µroo

X
Y ν

// H0(Y
X)

имеем kerX
Y µr ⊆ kerX

Y ν.

Доказательство. По лемме 6.1, для некоторого s ∈ N есть постепенный
симплициальный отряд T с |T | ≃ Y , постепенный симплициальный Zp-
модуль U и s-гармоничное корасслоение d : T → U . Имеем X ≃ |K| для
некоторого компактного симплициального отряда K. Очевидно, (UK)0 —
конечный Zp-модуль. По лемме 3.1, C⌉t+1

0 (UK) = 0 для некоторого t ∈ N.
Возьмём r > st и покажем, что в диаграмме

Hom(C0(|K|r), C0(|T |r)) C0(|T ||K|)
|K|
|T |µr

oo
|K|
|T |ν // H0(|T ||K|)

имеем ker
|K|
|T |µr ⊆ ker

|K|
|T |ν. Этого достаточно, по лемме 9.1.

Возьмём элемент A ∈ ker
|K|
|T |µr и покажем, что A ∈ ker

|K|
|T |ν. По лем-

ме 8.2, есть компактный симплициальный отряд L, изотипия e : L → K
и такой элемент B ∈ ker L

Tµr, что H0(|T ||e|)(|K|
|T |ν(A)) = ∥LTν(B)∥. Так как

|e|— гомотопическая эквивалентность, то H0(|T ||e|)— изоморфизм. По-
этому достаточно показать, что L

Tν(B) = 0.
Пусть симплициальный отряд M — (приведённый) цилиндр симпли-

циального архизма e. Имеем гомотопически коммутативную диаграмму

K

i   B
BB

BB
BB

B L
eoo

j~~}}
}}
}}
}}

M,
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где i и j — канонические корасслоения. По определению цилиндра, i—
изотипия. Так как e— изотипия, то j — тоже изотипия. Так как d s-гар-
монично, то есть коммутативная диаграмма

TL

id

**
x

//

dL

��

TM

T j
//

dM

��

TL

UL y //______ UM ,

где x— симплициальный архизм и y — s-плавный квазисимплициальный
архизм. Имеем коммутативную диаграмму Zp-гомоморфизмов

Hom0(C∗(L
r), C∗(T

r))

��

C0(T
L)

BL
Tµroo C0(x) //

C0(dL)
��

C0(T
M)

B1
C0(T i) //

C0(dM )
��

C0(T
K)

B2

C0(dK)
��

Hom0(C∗(L
r), C∗(U

r)) C0(U
L)

B′

L
Uµroo C0(y) // C0(U

M)
B′

1

C0(U i)// C0(U
K),

B′
2

где вертикальные стрелки индуцированы корасслоением d; B1, . . . , B
′
2 —

образы элемента B в соответствующих модулях. Так как L
Tµr(B) = 0,

то L
Uµr(B

′) = 0. По следствию 7.2, B′ ∈ C
⌉r+1
0 (UL). Так как r > st, а

архизм y0 s-плавен, то, по следствию 3.4, B′
1 ∈ C

⌉t+1
0 (UM). Так как (U i)0 —

гомоморфизм, то B′
2 ∈ C

⌉t+1
0 (UK). Но C

⌉t+1
0 (UK) = 0. Значит, B′

2 = 0. Так
как d— корасслоение, то C0(d

K)— мономорфизм. Значит, B2 = 0.
Имеем коммутативную диаграмму Zp-гомоморфизмов

C0(T
L)

B

id //

C0(x) %%KK
KKK

KKK
KK

C0(T
L)

B L
T ν

// H0(T
L)

C0(T
M)

B1

M
T ν

//

C0(T j)
99ssssssssss

C0(T i) %%KK
KKK

KKK
KK

H0(T
M)

H0(T j)
88rrrrrrrrrr

H0(T i) &&LL
LLL

LLL
LL

C0(T
K)

B2

K
T ν

// H0(T
K).

H0(T e)

OO

Так как B2 = 0, то L
Tν(B) = 0.
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Можно рассмотреть фильтрацию комплекса C∗(Y
X) ядрами Zp-гомо-

морфизмов

Cq(Y
X)

iq // C0(Y
∆q

+∧X)

∆q
+∧X

Y µr // Hom(C0((∆
q
+ ∧X)r), C0(Y

r)),

где iq — очевидные изоморфизмы. Интересно, сходится ли эта фильтра-
ция.

§ 10. Вывод теоремы 1.2 из утверждения 9.2

10.1. Лемма. Пусть даны пространства X, Y , X̃ и Ỹ , отображения
k : X → X̃ и h : Ỹ → Y , абелева группа V и инвариант f : [X, Y ] → V .
Рассмотрим инвариант f̃ : [X̃, Ỹ ] → V , ũ 7→ f(h ◦ ũ ◦ k). Тогда Deg f̃ 6
Deg f .

Доказательство. Возьмём r ∈ N. Отображения k и h индуцируют го-
моморфизм

t : Hom(C0(X̃
r), C0(Ỹ

r)) → Hom(C0(X
r), C0(Y

r)).

Имеем t(C0(ã
r)) = C0((h ◦ ã ◦ k)r), ã ∈ Ỹ X̃ . Пусть Deg f 6 r. Есть такой

гомоморфизм l : Hom(C0(X
r), C0(Y

r)) → V , что f([a]) = l(C0(a
r)), a ∈

Y X . Введём гомоморфизм l̃ = l ◦ t : Hom(C0(X̃
r), C0(Ỹ

r)) → V . Для ã ∈
Ỹ X̃ имеем f̃([ã]) = f([h ◦ ã ◦ k]) = l(C0((h ◦ ã ◦ k)r)) = l(t(C0(ã

r))) =
l̃(C0(ã

r)). Таким образом, Deg f̃ 6 r.

Доказательство теоремы 1.2. Сперва пусть Y имеет конечную вы-
соту. Достаточно показать, что «универсальный» инвариант F : [X,Y ] →
H0(Y

X ;Zp), u 7→ ⌊u⌋, имеет конечную степень. Для r ∈ N имеем комму-
тативную диаграмму

HomZ(C0(X
r;Z), C0(Y

r;Z))

m′

��

C0(Y
X ;Z)

X
Y µ̃roo

m

��
HomZp(C0(X

r;Zp), C0(Y
r;Zp)) C0(Y

X ;Zp)
X
Y µroo

X
Y ν

// H0(Y
X ;Zp),

где m и m′ — гомоморфизмы приведения по модулю p; волна над µ в
верхней строке означает «над Z». По утверждению 9.2, при достаточно
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больших r имеем kerX
Y µr ⊆ kerX

Y ν. Тогда есть такой Zp-гомоморфизм
t : HomZp(C0(X

r;Zp), C0(Y
r;Zp)) → H0(Y

X ;Zp), что t◦X
Y µr =

X
Y ν. Для a ∈

Y X имеем F ([a]) = (XY ν ◦m)(⌊a⌋) = (t◦m′ ◦X
Y µ̃r)(⌊a⌋) = (t◦m′)(C0(a

r;Z)).
Таким образом, DegF 6 r.

Общий случай сводится к рассмотренному. Есть связное клеточное
пространство Ȳ конечной высоты с p-конечными гомотопическими груп-
пами и (dimX + 1)-связное отображение h : Y → Ȳ (Ȳ получается из Y
«заклеиванием» старших гомотопических групп). Индуцированная функ-
ция h# : [X,Y ] → [X, Ȳ ] биективна. Введём инвариант f̄ = f◦h−1

# : [X, Ȳ ] →
Zp. По лемме 10.1, Deg f 6 Deg f̄ . По доказанному выше, Deg f̄ < ∞.

§ 11. Вывод теоремы 1.1 из теоремы 1.2

11.1. Лемма [6, Ch. VI, Proposition 8.6]. Пусть даны связное компакт-
ное клеточное пространство X, нильпотентное связное клеточное про-
странство Y с конечно порождёнными гомотопическими группами и
различные классы u1, u2 ∈ [X,Y ]. Тогда для некоторого простого числа p
существуют такие связное клеточное пространство Ȳ с p-конечными
гомотопическими группами и отображение h : Y → Ȳ , что h◦u1 ̸= h◦u2

в [X, Ȳ ].

Доказательство теоремы 1.1. По лемме 11.1, для некоторого про-
стого числа p есть такие связное клеточное пространство Ȳ с p-конеч-
ными гомотопическими группами и отображение h : Y → Ȳ , что классы
ūi = h ◦ ui, i = 1, 2, различны. Есть такой инвариант f̄ : [X, Ȳ ] → Zp,
что f̄(ū1) ̸= f̄(ū2). По теореме 1.2, Deg f̄ < ∞. Введём инвариант f =
f̄ ◦ h# : [X, Y ] → Zp. По лемме 10.1, Deg f < ∞. Имеем f(u1) = f̄(ū1) ̸=
f̄(ū2) = f(u2).

§ 12. Свойства инвариантов конечной степени

Пусть E = {0, 1} ⊆ Z. Для e = (e1, . . . , en) ∈ En пусть |e| = e1 + . . .+ en.
Пусть дан букет пространств W = T1 ∨ . . . ∨ Tn. Пусть inW

k : Tk →
W — включения. Для e ∈ En пусть MW

e = m1 ∨ . . . ∨ mn : W → W , где
mk : Tk → Tk — отображение тождественное, если ek = 1, и постоянное
иначе.

12.1. Лемма. Пусть даны пространства X и Y , абелева группа V , ин-
вариант f : [X,Y ] → V степени не выше r ∈ N, букет пространств
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W = T1 ∨ . . . ∨ Tr+1 и отображения k : X → W и h : W → Y . Тогда∑
e∈Er+1

(−1)|e|f([h ◦MW
e ◦ k]) = 0.

Доказательство. Введём инвариант f̃ : [W,W ] → V , ũ 7→ f(h ◦ ũ ◦ k).
Нужно показать, что ∑

e∈Er+1

(−1)|e|f̃([MW
e ]) = 0.

По лемме 10.1, Deg f̃ 6 r, т. е. есть такой гомоморфизм l : Hom(C0(W
r), C0(W

r)) →
V , что f̃([ã]) = l(C0(ã

r)) для любого ã ∈ WW (здесь и ниже R = Z). По-
этому достаточно показать, что∑

e∈Er+1

(−1)|e|C0((M
W
e )r) = 0.

Возьмём точку w = (w1, . . . , wr) ∈ W r. Есть такое s ∈ {1, . . . , r + 1},
что {w1, . . . , wr} ∩ Ts ⊆ {w0}, где w0 ∈ W — вершина букета. Точка
(MW

e )r(w) ∈ W r не зависит от s-й компоненты набора e. Так как C0((M
W
e )r)(⌊w⌋) =

⌊(MW
e )r(w)⌋, то отсюда следует, что∑

e∈Er+1

(−1)|e|C0((M
W
e )r)(⌊w⌋) = 0,

что и нужно.

Отображения Sn → Y . В этом пункте мы используем мультиплика-
тивную запись для гомотопических групп.

12.2. Лемма. Пусть даны число n > 1, пространство Y , абелева груп-
па V и инвариант f : πn(Y ) → V степени не выше r ∈ N. Тогда f r-
плавен.

Доказательство. Возьмём элементы u1, . . . , ur+1 ∈ πn(Y ). Нужно пока-
зать, что +f((1−⌊u1⌋) . . . (1−⌊ur+1⌋)) = 0. Введём букет W = Sn∨. . .∨Sn,
r+1 слагаемых. Пусть k : Sn → W — отображение с [k] = [inW

1 ] . . . [inW
r+1] в

πn(W ) и h : W → Y — отображение с [h◦inW
s ] = us в πn(Y ). По лемме 12.1,∑

e∈Er+1

(−1)|e|f([h ◦MW
e ◦ k]) = 0.

Это и есть нужное соотношение, так как [h ◦ MW
e ◦ k] = ue1

1 . . . u
er+1

r+1 в
πn(Y ).
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Умножение Уайтхеда обозначаем знаком ∗.

12.3. Лемма. Пусть даны числа m,n > 1, пространство Y и инва-
риант f : πm+n−1(Y ) → V степени не выше r ∈ N. Тогда функция
b : πm(Y )× πn(Y ) → V , (u, v) 7→ f(u ∗ v), r-плавна.

Доказательство. Пусть r > 0 (иначе утверждение тривиально). Возь-
мём элементы u1, . . . , up ∈ πm(Y ) и v1, . . . , vq ∈ πn(Y ), где p, q > 0 и
p+q = r+1. По лемме 3.10, достаточно показать, что +b((1−⌊û1⌋) . . . (1−
⌊ûp⌋)(1 − ⌊v̂1⌋) . . . (1 − ⌊v̂q⌋)) = 0, где ûs = (us, 1) ∈ πm(Y ) × πn(Y ) и
v̂s = (1, vs) ∈ πm(Y )×πn(Y ). Введём букет W = Sm∨. . .∨Sm∨Sn∨. . .∨Sn,
p раз Sm и q раз Sn. Пусть k : Sm+n−1 → W — отображение с [k] =
([inW

1 ] . . . [inW
p ]) ∗ ([inW

p+1] . . . [in
W
r+1]) в πm+n−1(W ) и h : W → Y — отобра-

жение с [h ◦ inW
s ] = us в πm(Y ) для s = 1, . . . , p и [h ◦ inW

p+t] = vt в πn(Y )
для t = 1, . . . , q. По лемме 12.1,∑

e∈Er+1

(−1)|e|f([h ◦MW
e ◦ k]) = 0.

Это и есть нужное соотношение, так как [h ◦ MW
e ◦ k] = (ue1

1 . . . u
ep
p ) ∗

(v
ep+1

1 . . . ver+1
q ) в πm+n−1(Y ) и, следовательно, f([h◦MW

e ◦k]) = b(ue1
1 . . . u

ep
p , v

ep+1

1 . . . ver+1
q ) =

b(ûe1
1 . . . û

ep
p v̂

ep+1

1 . . . v̂er+1
q ).

Отображения Sn−1×Sn → Sn
(Q). В этом пункте доказываются утвер-

ждения 1.5 — 1.7 и используются объёкты, введённые в соответствующем
пункте § 1. Для элементов u ∈ πp(Y ) и v ∈ πq(Y ) класс (u, v) ∈ [Sp∨Sq, Y ]
определяется очевидным образом.

Пусть x : Sn ∨ S2n−1 → Sn × S2n−1 — каноническое вложение букета в
произведение. Рассмотрим отображение (pr2, c) : S

n−1×Sn → Sn×S2n−1,
где pr2 : S

n−1 ×Sn → Sn — проекция, а c : Sn−1 ×Sn → S2n−1 — отображе-
ние, введённое в § 1. Существует (и единственно с точностью до гомото-
пии) такое отображение b : Sn−1 × Sn → Sn ∨ S2n−1, что x ◦ b ∼ (pr2, c).
Для p, q ∈ Z введём классы

v(p, q) : Sn−1 × Sn b // Sn ∨ S2n−1 (pi,qj) ///o/o/o/o/o/o/o Sn

(волнистая стрелка изображает гомотопический класс) и v̄(p, q) = l ◦
v(p, q) ∈ [Sn−1 × Sn, Sn

Q]. Очевидно, v(0, q) = u(q) и v̄(0, q) = ū(q). Имеем
v(p, q) = v(p, 0) при p | q (доказательство опускается) и v̄(p, q) = v̄(p, 0)
при p ̸= 0 [5, Example 4.6].
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Доказательство утверждения 1.5. Возьмём q ∈ Z. Введём букет W =
Sn ∨ . . .∨Sn ∨S2n−1, r раз Sn. Пусть d : Sn ∨S2n−1 → W — отображение с
[d] = ([inW

1 ] + . . .+ [inW
r ], [inW

r+1]). Пусть k = d ◦ b : Sn−1 × Sn → W . Пусть
h : W → Sn — отображение с [h] = (i, . . . , i, qj). По лемме 12.1,∑

e∈Er+1

(−1)|e|f([h ◦MW
e ◦ k]) = 0.

Так как [h ◦MW
e ◦ k] = v(e1 + . . .+ er, er+1q), имеем∑

e′∈Er

(−1)|e
′|
∑
e′′∈E

(−1)e
′′
f(v(|e′|, e′′q)) = 0.

Пусть r! | q. При e′ ̸= (0, . . . , 0) внутренняя сумма равна нулю, так как
тогда |e′| | q и, следовательно, класс v(|e′|, e′′q) не зависит от e′′. Остаётся
f(v(0, 0))− f(v(0, q)) = 0, т. е. f(u(q)) = f(u(0)).

Доказательство утверждения 1.6. Пусть Deg f 6 r ∈ N. Возьмём q ∈
Z. Как в доказательстве утверждения 1.5, получаем∑

e′∈Er

(−1)|e
′|
∑
e′′∈E

(−1)e
′′
f(v̄(|e′|, e′′q)) = 0.

При e′ ̸= (0, . . . , 0) класс v̄(|e′|, e′′q) не зависит от e′′. Как в доказательстве
утверждения 1.5, получаем f(ū(q)) = f(ū(0)).

Доказательство утверждения 1.7. Пусть Deg f 6 r ∈ N. Введём ин-
вариант f̃ : π2n−1(S

n) → Q, ũ 7→ f(ũ ◦ c). По лемме 10.1, Deg f̃ 6 r.
По лемме 12.2, f̃ плавен. Введём функцию F : Z → Q, q 7→ f(u(q)).
Имеем F (q) = f̃(qj). Поэтому F плавна, т. е., по лемме 3.11, задаётся
многочленом. По утверждению 1.5, F (q) = F (0) при r! | q. Значит, F
постоянна.
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