
Êîììóòàòèâíûå àëãåáðû è ïðåäñòàâëåíèÿêàòåãîðèè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâÑ. Ñ. ÏîäêîðûòîâÀííîòàöèÿÄîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâå êîíå÷íîìåðíûå êîììóòàòèâíûå àëãåáðû íàäàëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì èçîìîð�íû ðîâíî òîãäà, êîãäàèçîìîð�íû îïðåäåëÿåìûå èìè ïðåäñòàâëåíèÿ êàòåãîðèè êîíå÷íûõìíîæåñòâ è ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé.Ïóñòü Ω�êàòåãîðèÿ, îáúåêòû êîòîðîé �ìíîæåñòâà n = {1, . . . , n},
n ∈ N (= {0, 1, . . .}), à ìîð�èçìû� ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü
k�ïîëå. Åñëè A� [êîììóòàòèâíàÿ℄ àëãåáðà [íàä k, âîçìîæíî, áåç åäèíè-öû℄, òî îïðåäåëèì �óíêòîð LA : Ω → k-Mod (¾ïðåäñòàâëåíèå êàòåãîðèè
Ω¿), äëÿ n ∈ N ïîëàãàÿ LA(n) = A⊗n, à äëÿ ìîð�èçìà h : m → n ïîëàãàÿ
LA(h) : x1 ⊗ . . . ⊗ xm 7→ y1 ⊗ . . . ⊗ yn, ãäå

yj =
∏

i∈h−1(j)

xi.Ôóíêòîð LA �âàðèàíò �óíêòîðà Ëîäý [1℄.Òåîðåìà. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, A è B � êîíå÷íîìåð-íûå àëãåáðû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêòîðû LA è LB èçîìîð�íû. Òîãäààëãåáðû A è B èçîìîð�íû.Ñóùåñòâåííî ëè óñëîâèå êîíå÷íîìåðíîñòè, íåÿñíî. Óñëîâèå àëãåáðàè-÷åñêîé çàìêíóòîñòè ñóùåñòâåííî: óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî ïðè k =
R. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì íåèçîìîð�íûå àëãåáðû A = R[X]/(X2 − 1) è
B = R[Y ]/(Y 2 + 1). Èìååì áàçèñû {Xe}e=0,1 (= {1, X}) â A è {Y e}e=0,1 â
B. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ sn : A⊗n → B⊗n,

Xe1 ⊗ . . . ⊗ Xen 7→ ke1+...+en
Y e1 ⊗ . . . ⊗ Y en, e1, . . . , en = 0, 1,ãäå km = (−1)[m/2], ñîñòàâëÿþò èçîìîð�èçì �óíêòîðîâ s : LA → LB.1



1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ïîñòðîåíèÿÀëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ. Åñëè V �âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî [íàä k℄, òîñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Σn = Aut n äåéñòâóåò [ñëåâà℄ íà V ⊗n ïî ïðàâèëó
g(v1 ⊗ . . .⊗ vn) = vg−1(1) ⊗ . . .⊗ vg−1(n). Ñèììåòðè÷åñêèå ñòåïåíè Sn(V ) =
(V ⊗n)Σn

ñîñòàâëÿþò ñèììåòðè÷åñêóþ àëãåáðó
S(V ) =

∞⊕

n=0

Sn(V ),óìíîæåíèå â êîòîðîé èíäóöèðîâàíî óìíîæåíèåì òåíçîðîâ: x y = x ⊗ y,
x ∈ V ⊗m, y ∈ V ⊗n (÷åðòà îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ V ⊗n → Sn(V )).Äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà U ïîëàãàåì k[U ] = S(U∗). Òî÷êå u ∈ Uñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ k[U ] → k, f 7→ f(u), � ñîõðà-íÿþùèé åäèíèöó ãîìîìîð�èçì àëãåáð, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì v(u) =
〈v, u〉 ïðè v ∈ U∗ = S1(U∗) ⊆ k[U ]. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[U ] è ìíîæå-ñòâà X ⊆ U èìååì �óíêöèþ f | X : X → k, u 7→ f(u). Èäåàëó P ⊆ k[U ]ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî

Z(P ) = { u : f(u) = 0 äëÿ âñåõ f ∈ P } ⊆ U.Ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû, èçîìîð�èçì θ.ÏîëàãàåìDn(U) = (U⊗n)Σn,
D̂(U) =

∞∏

n=0

Dn(U).Ñïàðèâàíèå
〈〈〈−,−〉〉〉 : (U∗)⊗n × U⊗n → k, (1)

〈〈〈v1 ⊗ . . . ⊗ vn, u1 ⊗ . . . ⊗ un〉〉〉 = 〈v1, u1〉 . . . 〈vn, un〉, èíäóöèðóåò ñïàðèâàíèå
(((−,−))) : Sn(U∗) × Dn(U) → k, (2)

(((z, w))) = 〈〈〈z, w〉〉〉, ãäå w ∈ Dn(U) ⊆ U⊗n, z ∈ (U∗)⊗n. Ñóììèðóÿ ïî n ∈ N,ïîëó÷àåì ñïàðèâàíèå
(((−,−))) : k[U ] × D̂(U) → k.Ââåä¼ì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

θ : D̂(U) → k[U ]∗, 〈θ(W ), f〉 = (((f, W))).2



Åñëè U êîíå÷íîìåðíî, òî ñïàðèâàíèÿ (1), (2) ñîâåðøåííû, à θ �èçîìîð-�èçì.Ôóíêòîð TA. Ïóñòü Σ ⊆ Ω�ïîäêàòåãîðèÿ èçîìîð�èçìîâ. Èìååì Σ =
Σ0 ⊔ Σ1 ⊔ . . . . Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A îïðåäåëÿåò �óíêòîð TA : Σ →
k-Mod, TA(n) = A⊗n (ñ îáû÷íûì äåéñòâèåì ãðóïïû Σn). Åñëè A�àë-ãåáðà, òî TA = LA|Σ.Êðîíåêåðîâî óìíîæåíèå, èçîìîð�èçì κ. Åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåòíà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ X è Y , òî îíà äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå
Hom(X, Y ) ïî ïðàâèëó (gt)(x) = g(t(g−1x)). Ïðè ýòîì Hom(X, Y )G =
HomG(X, Y ).Ïóñòü A èB �âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Êðîíåêåðîâî óìíîæåíèå Hom(A, B)⊗n →
Hom(A⊗n, B⊗n), w 7→ [w] (îáîçíà÷åíèå), ñîõðàíÿåò äåéñòâèå ãðóïïû Σn èïîýòîìó èíäóöèðóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïîäïðîñòðàíñòâ Dn(BA) →
HomΣn

(A⊗n, B⊗n) (ìû èñïîëüçóåì ñîêðàùåíèå BA = Hom(A, B)). Òàêêàê
HomΣ(TA, TB) =

∞∏

n=0

HomΣn
(A⊗n, B⊗n),òî ýòè îòîáðàæåíèÿ ñîñòàâëÿþò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

κ : D̂(BA) → HomΣ(TA, TB).Åñëè A è B êîíå÷íîìåðíû, òî κ�èçîìîð�èçì.Ìîð�èçìû TA → TB è �óíêöèîíàëû íà k[BA], èçîìîð�èçì ξ.Äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ A è B ââåä¼ì èçîìîð�èçì
ξ, êîòîðûé âìåñòå ñ ââåä¼ííûìè âûøå äà¼ò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

HomΣ(TA, TB)

ξ

��

D̂(BA)

κ

55kkkkkkkkkkkkkkk

θ
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k[BA]∗.Ïðèìåð. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå u : A → B èíäóöèðóåò ìîð�èçì �óíê-òîðîâ Tu : TA → TB, (Tu)n = u⊗n. Èìååì 〈ξ(Tu), f〉 = f(u), f ∈ k[BA].3



Àíòèñèììåòðèçàöèÿ. Äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ââåä¼ì îïå-ðàòîð altn : V ⊗n → V ⊗n,
altn(w) =

∑

g∈Σn

sgn g gw.2. ÎïðåäåëèòåëüÏóñòü A è B �âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé êîíå÷íîé ðàçìåðíî-ñòè m, U = BA. Âûáåðåì áàçèñû e1, . . . , em ∈ A è f1, . . . , fm ∈ B. Ïóñòü
E = altm(e1 ⊗ . . . ⊗ em) ∈ A⊗m, F = altm(f1 ⊗ . . . ⊗ fm) ∈ B⊗m.Ââåä¼ì áàçèñû f̌ 1, . . . , f̌m ∈ B∗, 〈f̌ j, fi〉 = δj

i (δj
i � ñèìâîë Êðîíåêåðà) è

lji ∈ U∗, i, j = 1, . . . , m, 〈lji , u〉 = 〈f̌ j, u(ei)〉. Ïóñòü
H =

∑

g∈Σm

sgn g l1g−1(1) ⊗ . . . ⊗ lmg−1(m) ∈ (U∗)⊗m.Òîãäà H ∈ k[U ]�îïðåäåëèòåëü, òàê ÷òî
H(u) = det u, u ∈ U. (3)Èìååì 〈〈〈f̌ 1 ⊗ . . . ⊗ f̌m, [v](E)〉〉〉 = 〈〈〈H, v〉〉〉, v ∈ U⊗m. Îòñþäà

〈〈〈(f̌ 1 ⊗ . . . ⊗ f̌m)⊗r, [w](E⊗r)〉〉〉 = 〈〈〈H⊗r, w〉〉〉, w ∈ U⊗mr, r ∈ N. (4)Äëÿ w ∈ Dmr(U) èìååì
[w](E⊗r) = (((H

r
, w)))F⊗r. (5)Äåéñòâèòåëüíî, òåíçîð E⊗r ïðèíàäëåæèò îáðàçó îïåðàòîðà alt⊗r

m : A⊗mr →
A⊗mr. Îáðàç îïåðàòîðà alt⊗r

m : B⊗mr → B⊗mr ïîðîæä¼í òåíçîðîì F⊗r,òàê êàê îáðàç îïåðàòîðà altm : B⊗m → B⊗m ïîðîæä¼í òåíçîðîì F . Îòîá-ðàæåíèå [w] : A⊗mr → B⊗mr ñîõðàíÿåò äåéñòâèå ãðóïïû Σmr è, çíà÷èò,êîììóòèðóåò ñ alt⊗r
m . Ïîýòîìó [w](E⊗r) = tF⊗r äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ k. Èç�îðìóëû (4) ïîëó÷àåì t = 〈〈〈H⊗r, w〉〉〉 = (((H

r
, w))).Äëÿ ìîð�èçìà s : TA → TB èìååì

smr(E
⊗r) = 〈ξ(s), H

r
〉F⊗r, r ∈ N. (6)Ýòî ñëåäóåò èç �îðìóëû (5): åñëè s = κ(W ), W ∈ D̂(U), òî smr = [Wmr],à 〈ξ(s), H

r
〉 = (((H

r
, Wmr))). 4



3. �îìîìîð�èçìû A → B è ìîð�èçìû LA → LBÏóñòü A è B �êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû, U = BA.Èäåàë ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè. Âîçüì¼ì x, y ∈ A è p ∈ B∗. Ââåä¼ìëèíåéíóþ �îðìó Ip
x,y ∈ U∗,

〈Ip
x,y, u〉 = 〈p, u(xy)〉, u ∈ U(èñïîëüçóåòñÿ óìíîæåíèå â A) è òåíçîð Jp

x,y ∈ (U∗)⊗2,
〈〈〈Jp

x,y, u ⊗ v〉〉〉 = 〈p, u(x)v(y)〉, u, v ∈ U(èñïîëüçóåòñÿ óìíîæåíèå â B). Ïóñòü
gp

x,y = Jp
x,y − Ip

x,y ∈ k[U ].Èìååì
gp

x,y(u) = 〈p, u(x)u(y)− u(xy)〉, u ∈ U.Ïóñòü M ⊆ k[U ]� èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîãî÷ëåíàìè gp
x,y, x, y ∈ A,

p ∈ B∗.Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî Z(M) ⊆ U ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ãîìîìîð-�èçìîâ àëãåáð A → B.Çàìåòèì, ÷òî HomΩ(LA, LB) ⊆ HomΣ(TA, TB).Ëåììà 2. Ïóñòü s ∈ HomΣ(TA, TB). Òîãäà óñëîâèÿ s ∈ HomΩ(LA, LB) è
ξ(s) ⊥ M ðàâíîñèëüíû.Ýòèì óñòàíàâëèâàåòñÿ èçîìîð�èçì HomΩ(LA, LB) → (k[U ]/M)∗.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n ∈ N îïðåäåëèì ìîð�èçì τn : n + 2 → n + 1 ïðà-âèëàìè 1 7→ 1 è i 7→ i − 1, i > 1. Êàòåãîðèÿ Ω ïîëó÷àåòñÿ èç êàòåãîðèè
Σ ïðèñîåäèíåíèåì ìîð�èçìîâ τn. Ïîýòîìó óñëîâèå s ∈ HomΩ(LA, LB)ðàâíîñèëüíî êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàìì

A⊗(n+2)
sn+2

//

LA(τn)

��

B⊗(n+2)

LB(τn)
��

A⊗(n+1)
sn+1

// B⊗(n+1),5



n ∈ N. Ââåä¼ì íåâÿçêó
rn = LB(τn) ◦ sn+2 − sn+1 ◦ LA(τn) : A⊗(n+2) → B⊗(n+1).Äëÿ z ∈ A, q ∈ B∗ ââåä¼ì ëèíåéíóþ �îðìó lqz ∈ U∗, 〈lqz, u〉 = 〈q, u(z)〉,

u ∈ U . Ýòè �îðìû ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî U∗. Äëÿ n ∈ N, x, y, z1, . . . , zn ∈
A, p, q1, . . . , qn ∈ B∗ ïóñòü

G p, q1,...,qn

x,y,z1,...,zn
= gp

x,yl
q1

z1
. . . lqn

zn
∈ k[U ].Ýòè ìíîãî÷ëåíû ëèíåéíî ïîðîæäàþò èäåàë M . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïî-êàçàòü, ÷òî

〈〈〈p∼, rn(x∼)〉〉〉 = 〈ξ(s), G p, q1,...,qn

x,y,z1,...,zn
〉,ãäå x∼ = x ⊗ y ⊗ z1 ⊗ . . . ⊗ zn, p∼ = p ⊗ q1 ⊗ . . . ⊗ qn.Èìååì

〈〈〈p∼, [w1](LA(τn)(x∼))〉〉〉 = 〈〈〈Ip
x,y ⊗ l∼, w1〉〉〉, w1 ∈ U⊗(n+1),

〈〈〈p∼, LB(τn)([w2](x
∼))〉〉〉 = 〈〈〈Jp

x,y ⊗ l∼, w2〉〉〉, w2 ∈ U⊗(n+2),ãäå l∼ = lq1

z1
⊗ . . . ⊗ lqn

zn
(ïðÿìàÿ ïðîâåðêà). Ïî ïîñòðîåíèþ,

G p, q1,...,qn

x,y,z1,...,zn
= Jp

x,y ⊗ l∼ − Ip
x,y ⊗ l∼.Èìååì s = κ(W ) äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè W ∈ D̂(U), òàê÷òî sn = [Wn]. Èìååì

〈〈〈p∼, rn(x∼)〉〉〉 = 〈〈〈p∼, LB(τn)([Wn+2](x
∼))〉〉〉 − 〈〈〈p∼, [Wn+1](LA(τn)(x∼))〉〉〉 =

= 〈〈〈Jp
x,y ⊗ l∼, Wn+2〉〉〉 − 〈〈〈Ip

x,y ⊗ l∼, Wn+1〉〉〉 =

= 〈θ(W ), G p, q1,...,qn

x,y,z1,...,zn
〉 = 〈ξ(s), G p, q1,...,qn

x,y,z1,...,zn
〉.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü s : LA → LB �èçîìîð�èçì �óíê-òîðîâ. Òîãäà s1 : A → B � èçîìîð�èçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü

m = dim A = dim B. Âûáåðåì áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ A è B è ââå-ä¼ì òåíçîðû E, F è H êàê â � 2. Íóæíî íàéòè òàêîé ãîìîìîð�èçìàëãåáð u : A → B, ÷òî det u 6= 0. Äîïóñòèì, ÷òî òàêîãî íå ñóùåñòâóåò.Òîãäà, ïî �îðìóëå (3) è ëåììå 1, H | Z(M) = 0. Ïî òåîðåìå �èëüáåð-òà î íóëÿõ, H
r
∈ M ïðè íåêîòîðîì r ∈ N. Ïî �îðìóëå (6) è ëåììå 2,

smr(E
⊗r) = 〈ξ(s), H

r
〉F⊗r = 0. Íî E⊗r 6= 0, à smr �èçîìîð�èçì âåêòîð-íûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðîòèâîðå÷èå. 6
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