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63.31. Ǳà¥¤¯®«®�¨¬ ¯à®â¨¢­®¥. Ǳãáâì áâ®à®­ë ª¢ ¤à â®¢

à ¢­ë 1, ª¢ ¤à â K ª á ¥âáï ¤¥¢ïâ¨ ®áâ «ì­ëå. � áá¬®âà¨¬

ª¢ ¤à â K ′

á® áâ®à®­®© 2, ¯®«ãç ¥¬ë© ¨§ K £®¬®â¥â¨¥© ®â-

­®á¨â¥«ì­® ¥£® æ¥­âà . �¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨© ä ªâ: ¢­ãâ-

à¥­­®áâì «î¡®£® ª¢ ¤à â , ª á îé¥£®áï K, ¢ëá¥ª ¥â ­  ¯¥-

à¨¬¥âà¥ (£à ­¨æ¥) ª¢ ¤à â  K ′

ãç áâ®ª ¤«¨­ë ­¥ ¬¥­ìè¥ 1.

�âáî¤  ­¥¬¥¤«¥­­® á«¥¤ã¥â ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ | ª¢ ¤à â®¢ 9,

  ¯¥à¨¬¥âà K ′

à ¢¥­ ¢á¥£® «¨èì 8, §­ ç¨â, ª ª¨¥-â® ª¢ ¤à âë

¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¢­ãâà¥­­¨¥ â®çª¨.

�áâ ¢è ïáï ç áâì à¥è¥­¨ï | íâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® áä®à-

¬ã«¨à®¢ ­­®£® ¢ëè¥ ä ªâ .

Ǳãáâì X | ª¢ ¤à â, ª á îé¨©áï K. �«ãç ©, ª®£¤  X

à á¯®«®�¥­ ¯ à ««¥«ì­®K, âà¨¢¨ «¥­. � «¥¥ ¢áî¤ã ¯à¥¤¯®-

« £ ¥âáï, çâ® ®­¨ à á¯®«®�¥­ë ­¥ ¯ à ««¥«ì­®, ¢ ç áâ­®áâ¨,

¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¨å £à ­¨æ á®áâ®¨â ¨§ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  â®ç¥ª.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ P ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¢­ãâà¥­­®áâ¨ X á £à ­¨æ¥©

K ′

, ®­® á®áâ®¨â ¨§ ­¥áª®«ìª¨å ®âà¥§ª®¢ á ª®­æ ¬¨ ¢ ¢¥àè¨-

­ å K ′

¨ â®çª å ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï £à ­¨æ K ′

¨ X . � è  æ¥«ì |

¤®ª § âì, çâ® áã¬¬  ¤«¨­ íâ¨å ®âà¥§ª®¢ ­¥ ¬¥­ìè¥ 1.

�­ ç «  ¯à¨¢¥¤¥¬ á®®¡à �¥­¨ï, ¯®§¢®«ïîé¨¥ á®ªà â¨âì

¯¥à¥¡®à. Ǳà¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå ­ ¯à ¢«¥­¨ïå áâ®à®­ ª¢ ¤à -

â®¢ ¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®© ª®¬¡¨­ â®à­®© áâàãªâãà¥ ¨å ¯¥à¥á¥-

ç¥­¨ï (¯®¤ ª®¬¡¨­ â®à­®© áâàãªâãà®© ¬ë ¯®­¨¬ ¥¬ á¯¨á®ª

¤ ­­ëå â¨¯  \â ª ï-â® áâ®à®­  K ′

¯¥à¥á¥ª ¥â â ªãî-â® áâ®-

à®­ã X"), ¤«¨­  P «¨­¥©­® § ¢¨á¨â ®â ¯®«®�¥­¨ï ª¢ ¤à â®¢.

�á«¨ ®¤¨­ ¨§ ª¢ ¤à â®¢ K ¨ X ª á ¥âáï áâ®à®­ë ¤àã£®£®, â®

¥£® ¬®�­® ¯ à ««¥«ì­® ¯¥à¥­®á¨âì ¢¤®«ì íâ®© áâ®à®­ë ¢ â®¬

­ ¯à ¢«¥­¨¨, ¢ ª®â®à®¬ ­ è  «¨­¥©­ ï äã­ªæ¨ï ­¥ ã¡ë-

¢ ¥â, ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ª¢ ¤à âë ­¥ ¯¥à¥áâ ­ãâ ª á âìáï ¨«¨

ª®¬¡¨­ â®à­ ï áâàãªâãà  P ­¥ ¨§¬¥­¨âáï. Ǳ®íâ®¬ã ¤®áâ -

â®ç­® à áá¬®âà¥âì â®«ìª® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ \ªà ¥¢ë¥" á«ã-

ç ¨,   ¨¬¥­­®: (1) K ¨ X ¨¬¥îâ ®¡éãî ¢¥àè¨­ã; (2) ®¤­ 

¨§ ¢¥àè¨­ K ′

«¥�¨â ­  ¯¥à¨¬¥âà¥ X ; (3) ®¤­  ¨§ ¢¥àè¨­ X

«¥�¨â ­  ¯¥à¨¬¥âà¥ K ′

.

�«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ª¢ ¤à â K à á-

¯®«®�¥­ £®à¨§®­â «ì­®.

(1) Ǳãáâì ®¡é ï ¢¥àè¨­  ª¢ ¤à â®¢ | ¯à ¢ ï ¢¥àå­ïï

¢¥àè¨­  K (®¡®§­ ç¨¬ ¥¥ ç¥à¥§ A). Ǳãáâì X ¯®¢¥à­ãâ ¯® ç -

á®¢®© áâà¥«ª¥ ­  ã£®« α, 0 < α < 90

◦

, ¯® áà ¢­¥­¨î á £®à¨-

§®­â «ì­ë¬ ¯®«®�¥­¨¥¬. � áá¬®âà¨¬ âà¨ ¯®¤á«ãç ï.
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1 ) 0 < α < 45

◦

. �®£¤  P | ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ £®-

à¨§®­â «ì­®£® ®âà¥§ª  ¤«¨­ë

1
2

−

1
2

tgα ¨ ¢¥àâ¨-

ª «ì­®£® ®âà¥§ª  ¤«¨­ë

1
2

+

1
2

tgα, â® ¥áâì ¨¬¥¥â

¤«¨­ã 1.

1¡) 45

◦ 6 α 6 60

◦

. �®£¤  P | £¨¯®â¥­ã§  ¯àï-

¬®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  á ¯àï¬ë¬ ã£«®¬ ¢ A. �¨-

¯®â¥­ã§  ¢¤¢®¥ ¡®«ìè¥ ¯à®¢¥¤¥­­®© ª ­¥© ¬¥¤¨ ­ë,

  ¬¥¤¨ ­  ­¥ ¬¥­ìè¥ ¢ëá®âë, ª®â®à ï ¢ ¤ ­­®¬ á«ã-

ç ¥ à ¢­  1/2. �­ ç¨â, ¤«¨­  P ­¥ ¬¥­ìè¥ 1.

1¢) 60

◦ < α < 90

◦

. �®£¤  P | ®âà¥§®ª, á®¥¤¨­ï-

îé¨© ¤¢¥ ¯à®â¨¢®¯®«®�­ë¥ áâ®à®­ë X , ¥£® ¤«¨­ 

­¥ ¬¥­ìè¥ à ááâ®ï­¨ï ¬¥�¤ã íâ¨¬¨ áâ®à®­ ¬¨, ª®-

â®à®¥ à ¢­® 1.

(2) Ǳãáâì ¯à ¢ ï ¢¥àå­ïï ¢¥àè¨­  ª¢ ¤à â  K ′

(®¡®§­ -

ç¨¬ ¥¥ A′

) ¯à¨­ ¤«¥�¨â áâ®à®­¥ a ª¢ ¤à â  X . Ǳ®áª®«ìªã X

á®¤¥à�¨â â®çª¨ ¢­ãâà¨ K ′

¨ ­¥ ¬®�¥â æ¥«¨ª®¬ á®¤¥à� âìáï ¢

K ′

, ¨å ¯¥à¨¬¥âàë ¤®«�­ë ¯¥à¥á¥ª âìáï. Ǳà¨ íâ®¬ â®«ìª® â¥

áâ®à®­ë K ′

, ª®â®àë¥ ¯à¨¬ëª îâ ª A′

, ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âì ¯¥-

à¨¬¥âà X (¤¢¥ ¤àã£¨¥ áâ®à®­ë á«¨èª®¬ ¤ «¥ª¨ ®â A′

). Ǳà¨

íâ®¬ ª �¤ ï ¨§ íâ¨å ¤¢ãå áâ®à®­ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯¥à¨¬¥âà X ­¥

¡®«¥¥ ®¤­®£® à §  (­¥ áç¨â ï â®çª¨ A′

) ¢ á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨

ª¢ ¤à â  X . � áá¬®âà¨¬ ¯®¤á«ãç ¨.

2 ) �®âï ¡ë ®¤­  ¨§ áâ®à®­ K ′

¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®-

à®­ã X , ¯à®â¨¢®¯®«®�­ãî a (áî¤  ¢ª«îç ¥âáï ¨

á¨âã æ¨ï, ª®£¤  A′

ï¢«ï¥âáï ¢¥àè¨­®© X , â ª ª ª

¢ ª ç¥áâ¢¥ a â®£¤  ¬®�­® ¢ë¡¨à âì «î¡ãî ¨§ ¤¢ãå

á®á¥¤­¨å áâ®à®­). � ª ¨ ¢ á«ãç ¥ 1¢, ¯®«ì§ã¥¬áï

â¥¬, çâ® à ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã ¯à®â¨¢®¯®«®�­ë¬¨ áâ®-

à®­ ¬¨ X à ¢­® 1.

2¡) �¢¥ áâ®à®­ë K ′

¯¥à¥á¥ª îâ ¯¥à¨¬¥âà X (¯à¨ç¥¬ ®­¨

¯¥à¥á¥ª îâ áâ®à®­ë X , á®á¥¤­¨¥ á a, ¨­ ç¥ íâ® á«ãç © 2 ).

�á­®, çâ® ®­¨ ­¥ ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âì ®¤­ã ¨ âã �¥ áâà®­ã X ,

¯®íâ®¬ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®âà¥§ª¨ ®¡à §ãîâ «®-

¬ ­ãî, á®¥¤¨­ïîéãî ¤¢¥ ¯à®â¨¢®¯®«®�­ë¥ áâ®-

à®­ë X . �«¨­  «î¡®© â ª®© «®¬ ­®© ­¥ ¬¥­ìè¥

à ááâ®ï­¨ï ¬¥�¤ã áâ®à®­ ¬¨. (�  á ¬®¬ ¤¥«¥ íâ®â

á«ãç © ­¥¢®§¬®�¥­, ­® ¯à®é¥ ¥£® à §®¡à âì, ç¥¬

íâ® ¤®ª §ë¢ âì.)
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2¢) �®«ìª® ®¤­  áâ®à®­  K ′

¯¥à¥á¥ª ¥â ¯¥à¨¬¥âà X , ¯à¨-

ç¥¬ ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®­ã (®¡®§­ ç¨¬ ¥¥ b), á®á¥¤­îî á a. Ǳãáâì

íâ  áâ®à®­  K ′

| ¢¥àâ¨ª «ì­ ï. � ¬¥â¨¬, çâ® ®¤¨­ ª®­¥æ

áâ®à®­ë a «¥�¨â ¢­ãâà¨ K ′

,   ¤àã£®© | á­ àã�¨, ¨­ ç¥ ¯®

â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à¨ç¨­ ¬ ­ ©¤¥âáï ¥é¥ ®¤­  â®çª  ¯¥à¥á¥-

ç¥­¨ï. � ª ª®¬ã �¥ ¨§ ­¨å ¯à¨¬ëª ¥â áâ®à®­  b? �á­®, çâ®

ª ¢­ãâà¥­­¥¬ã (®¡®§­ ç¨¬ ¥£® M), ¨­ ç¥ ®­  ­¥

¯¥à¥á¥ç¥â K ′

. � ª¨¬ ®¡à §®¬, áâ®à®­ë a ¨ b ¢ëå®-

¤ïâ ¨§ M ¢¯à ¢®, §­ ç¨â, M | á ¬ ï «¥¢ ï â®çª 

ª¢ ¤à â  X , §­ ç¨â, ®­  ­ å®¤¨âáï ­  à ááâ®ï­¨¨

­¥ ¬¥­ìè¥ 1/2 ®â ¯à ¢®© áâ®à®­ë K ′

(¨­ ç¥ ã X

¨ K ­¥ ¡ë«® ¡ë ®¡é¨å â®ç¥ª). �­ ç¨â, P | £¨-

¯®â¥­ã§  ¯àï¬®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  á ¢ëá®â®©

­¥ ¬¥­ìè¥ 1/2, ª ª ¢ á«ãç ¥ 1¡.

(3) Ǳãáâì ¢¥àè¨­  M ª¢ ¤à â  X «¥�¨â ­  ¯à ¢®© áâ®-

à®­¥ ª¢ ¤à â  K ′

(  ¢¥àè¨­ë K ′

­¥ «¥� â ­  ¯¥à¨¬¥âà¥ X ,

¨­ ç¥ íâ® á«ãç © 2). �á«¨ X ª á ¥âáï ¢¥àâ¨ª «ì­®© áâ®à®­ë

K, â® íâ® ­¥ ªà ¥¢®© á«ãç © | ¬®�­® ¯¥à¥¤¢¨­ãâì X ¢¢¥àå

¨«¨ ¢­¨§. �­ ç¨â, «¨¡® X ª á ¥âáï £®à¨§®­â «ì­®© áâ®à®­ë

K, «¨¡® X ª á ¥âáï ¢¥àè¨­ë K á¢®¥© áâ®à®­®©. � áá¬®âà¨¬

¯®¤á«ãç ¨.

3 ) X ª á ¥âáï £®à¨§®­â «ì­®© (¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨,

¢¥àå­¥©) áâ®à®­ë K á¢®¥© ¢¥àè¨­®© N . �®£¤  N | á ¬ ï

­¨�­ïï â®çª  X . �£®« ¬¥�¤ã MN ¨ £®à¨§®­â «ìî ¬¥­ìè¥

30

◦

, â ª ª ª à ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã M ¨ N ­¥ ¬¥­ìè¥ 1,   à §-

­®áâì ¢ëá®â ¬¥­ìè¥ 1/2. �­ ç¨â, MN | áâ®à®­ ,   ­¥ ¤¨ -

£®­ «ì ª¢ ¤à â  X , ¨­ ç¥ N | ­¥ á ¬ ï ­¨�­ïï â®çª . �â®-

à®­ë ª¢ ¤à â  X , á®á¥¤­¨¥ á MN , ¨¤ãâ ®â M ¨ N ¢¢¥àå

¨ ¢«¥¢® (â ª ª ª M ¯à ¢¥¥ ¨ ¢ëè¥ N) ¯®¤ ã£«®¬

¡®«ìè¥ 60

◦

ª £®à¨§®­â «¨. �­ ç¨â, ®­¨ ¯¥à¥á¥ª îâ

¢¥àå­îî áâ®à®­ã K ′

, ¨ ã ­ á ®¯ïâì ¥áâì ®âà¥§®ª,

á®¥¤¨­ïîé¨© ¯à®â¨¢®¯®«®�­ë¥ áâ®à®­ë ª¢ ¤à â .

3¡) Ǳãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ X ª á ¥âáï ¯à ¢®© ¢¥àå-

­¥© ¢¥àè¨­ë K (®¡®§­ ç¨¬ ¥¥ A) á¢®¥© áâ®à®­®© a. �®£¤ 

áâ®à®­  a ­ ¯à ¢«¥­  ¢¯à ¢®-¢­¨§ (¨¬¥¥â ®âà¨æ â¥«ì­ë© ª®-

íää¨æ¨¥­â ­ ª«®­ ). �á­®, çâ® M ï¢«ï¥âáï ®¤­¨¬ ¨§ ª®­-

æ®¢ a. (Ǳãáâì íâ® ­¥ â ª, â®£¤  M «¥�¨â ­  ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ï-

é¥© ­  à ááâ®ï­¨¨ 1 ®â â®çª¨ A ¯à ¢¥¥ ¨ ¢ëè¥ ­¥¥, ­® â ª ï

¯àï¬ ï ­¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì ®¡é¨å â®ç¥ª á K ′

.) Ǳ¥à¥­¥á¥¬ X ¯ -

à ««¥«ì­® a ¢¯à ¢®-¢­¨§ â ª, çâ®¡ë ¢â®à®© ª®­¥æ áâ®à®­ë a

22 �¥è¥­¨ï

á®¢¬¥áâ¨«áï á A. Ǳà¨ íâ®¬ P ª ª ¬­®�¥áâ¢® ­¥ ã¢¥«¨ç¨âáï,

â ª ª ª â®çª¨ ¯«®áª®áâ¨, ¤®¡ ¢¨¢è¨¥áï ¢ X , «¥� â «¥¢¥¥ M ,

  §­ ç¨â, «¥� â §  ¯à¥¤¥« ¬¨ K ′

. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë á¢¥«¨

íâ®â ¯®¤á«ãç © ª á«ãç î 1.

63.32. � ª ª ª áã¬¬  (

√

26 + 5)

1963

+ (5−

√

26 )

1963

¥áâì æ¥-

«®¥ ç¨á«® (íâ® ¯à®¢¥àï¥âáï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¡¨­®¬  �ìîâ®­ ),

  â ª�¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® −0.1 < 5 −

√

26 < 0, â®

−10

−1963 < (5−

√

26 )

1963 < 0, ¨ á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯¥à¢ë¥ 1963

æ¨äàë ç¨á«  (

√

26 + 5)

1963

¯®á«¥ § ¯ïâ®© | ­ã«¨.

63.33. �®à®¡®ª-¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ ¤®«�¥­ à á¯®« £ âìáï â ª,

çâ®¡ë ¯«®áª®áâì, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ ¢â®àë¥ ª®­æë ¥£® à¥¡¥à,

¢ëå®¤ïé¨å ¨§ ®¤­®© ¢¥àè¨­ë, ¡ë«  £®à¨§®­â «ì­ .

040701

��

63.34. Ǳãáâì Bi | ¤ ­­ë¥ ªàã£¨, Oi | ¨å æ¥­âàë, ri |

à ¤¨ãáë (i = 1, 2, 3, 4, 5). �á«¨ ª ª¨¥-â® âà¨ æ¥­âà  «¥-

� â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ªàã£¨ ¨¬¥îâ ®¡-

éãî â®çªã ­  íâ®© ¯àï¬®© (ª �¤ë© ¢ëá¥ª ¥â ­  íâ®© ¯àï¬®©

®âà¥§®ª, ¨§ ãá«®¢¨ï «î¡ë¥ ¤¢  ¨§ íâ¨å ®âà¥§ª®¢ ¯¥à¥á¥ª -

îâáï, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ ®âà¥§ª¨ ¨¬¥îâ ®¡éãî â®çªã).

Ǳãáâì ­¨ª ª¨¥ âà¨ æ¥­âà  ­¥ «¥� â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©, â®£¤ 

­¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ª ª¨¥-â® ç¥âëà¥ ¨§ ­¨å «¥� â ¢ ¢¥à-

è¨­ å ¢ë¯ãª«®£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª . Ǳãáâì O

1

O

2

O

3

O

4

|

¢ë¯ãª«ë© ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª, P | â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¥£® ¤¨ -

£®­ «¥©. � ª ª ª ªàã£¨ B

1

¨ B

3

¯¥à¥á¥ª îâáï, ¨å ®¡ê¥¤¨-

­¥­¨¥ á®¤¥à�¨â ®âà¥§®ª O

1

O

2

, §­ ç¨â, P ¯à¨­ ¤«¥�¨â å®âï

¡ë ®¤­®¬ã ¨§ íâ¨å ªàã£®¢;  ­ «®£¨ç­® ¤«ï B

2

¨ B

4

. Ǳãáâì

¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ P ¯à¨­ ¤«¥�¨â B

1

¨ B

2

, PO

1

= r

1

− d

1

,

PO

2

= r

2

− d

2

, d

1

6 d

2

. Ǳ®áâà®¨¬ ­  ®âà¥§ª¥ PO

3

â ªãî

â®çªã X , çâ® PX = d

1

,   ¥á«¨ â ª®© ­¥â (â. ¥. PO

3

< d

1

), ¯®-

«®�¨¬ X = O

3

. �®£¤  X ¯à¨­ ¤«¥�¨â ªàã£ ¬ B

1

, B

2

¨ B

3

:

O

1

X 6 PO

1

+ d

1

= r

1

, O

2

X 6 PO

2

+ d

1

6 PO

2

+ d

2

= r

2

¯®

­¥à ¢¥­áâ¢ã âà¥ã£®«ì­¨ª ,   à ááâ®ï­¨¥ O

3

X à ¢­® «¨¡® 0,

«¨¡® O

3

P − d

1

= O

1

O

3

− r

1

, çâ® ­¥ ¡®«ìè¥ r

3

, â ª ª ª B

1

¨

B
3

¯¥à¥á¥ª îâáï.

63.35. �®¯ãáâ¨¬, çâ® íâ® ­¥ â ª. �®£¤ , ª ª ­¥âàã¤­® ¯à®-

¢¥à¨âì, ¢ ¤ ­­®¬ ­ ¡®à¥ ç¨á¥« ­¥ ¡®«¥¥ 7 ¥¤¨­¨æ | ¨­ ç¥,

áª« ¤ë¢ ï ¤àã£¨¥ ç¨á« , ¬®�­® ¯®«ãç¨âì ç¨á«® ®â a−8 ¤® a.

� «¥¥, áà¥¤¨ ­¨å ­¥ ¡®«¥¥ 7 ¤¢®¥ª| íâ® ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª �¥.

� ááã�¤ ï  ­ «®£¨ç­®, ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¢ ­ ¡®à¥ ­¥ ¡®«¥¥ ¤¥-

áïâª  âà®¥ª, ç¥â¢¥à®ª, . . . , ¤¥¢ïâ®ª. �®£¤  áã¬¬  ç¨á¥« ¢ ­ -


