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{ 2 {� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¢ � ¡®à â®à¨¨ £¥®¬¥âà¨¨ ¨ â®¯®«®£¨¨ � ªâ-Ǒ¥â¥à¡ãà£áª®£® ®â¤¥«¥¨ï � â¥¬ â¨ç¥áª®£® ¨áâ¨âãâ ¨¬. �. �. �â¥ª«®¢  �®áá¨©áª®©  ª ¤¥¬¨¨  ãª.� ãçë© àãª®¢®¤¨â¥«ì | ¤®ªâ®à ä¨§¨ª®-¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å  ãª������ �à¨© �¬¨âà¨¥¢¨ç.�ä¨æ¨ «ìë¥ ®¯¯®¥âë | ¤®ªâ®à ä¨§¨ª®-¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å  ãª������ �¬¨âà¨© �¨ªâ®à®¢¨ç, ª ¤¨¤ â ä¨§¨ª®-¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ãª ���������� �¨ªâ®à �¥®¨¤®¢¨ç.�¥¤ãé ï ®à£ ¨§ æ¨ï | �áâ¨âãâ ¬ â¥¬ â¨ª¨ �¨¡¨àáª®£® ®â¤¥-«¥¨ï ���.� é¨â  á®áâ®¨âáï 199 £. ¢ ç á®¢   § -á¥¤ ¨¨ ¤¨áá¥àâ æ¨®®£® á®¢¥â  � 063.57.45 ¯® § é¨â¥ ¤¨áá¥àâ æ¨©  á®¨áª ¨¥ ãç¥®© áâ¥¯¥¨ ª ¤¨¤ â  ä¨§¨ª®-¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å  -ãª ¢ � ªâ-Ǒ¥â¥à¡ãà£áª®¬ £®áã¤ àáâ¢¥®¬ ã¨¢¥àá¨â¥â¥ ( ¤à¥á á®-¢¥â : 198904, �.-Ǒ¥â¥à¡ãà£, �â. Ǒ¥â¥à£®ä, �¨¡«¨®â¥ç ï ¯«., ¤. 2,¬ â¥¬ â¨ª®-¬¥å ¨ç¥áª¨© ä ªã«ìâ¥â �Ǒ��). � é¨â  ¡ã¤¥â ¯à®å®-¤¨âì ¯®  ¤à¥áã: 191011, �.-Ǒ¥â¥à¡ãà£,  ¡. à. �®â ª¨, ¤. 27, 3-©íâ �, § « 311 (¯®¬¥é¥¨¥ Ǒ��� ���).� ¤¨áá¥àâ æ¨¥© ¬®�® ®§ ª®¬¨âìáï ¢ ¡¨¡«¨®â¥ª¥ ¨¬. �. �. �®àì-ª®£® �Ǒ�� (� ªâ-Ǒ¥â¥à¡ãà£, �¨¢¥àá¨â¥âáª ï  ¡., 7/9).�¢â®à¥ä¥à â à §®á«  199 £.�ç¥ë© á¥ªà¥â àì¤¨áá¥àâ æ¨®®£® á®¢¥â ª ¤¨¤ â ä¨§¨ª®-¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ãª, ¤®æ¥â �. �. �����



{ 3 {����� �������������� �������ªâã «ì®áâì â¥¬ë. � ¤¨áá¥àâ æ¨¨ à¥è ¥âáï àï¤ § ¤ ç, ®â®áï-é¨åáï ª ¨§ãç¥¨î £«®¡ «ìëå ¨  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ ¯¥à¨®¤¨-ç¥áª¨å à¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª, â. ¥. ¬¥âà¨ª, ¨¢ à¨ âëå ®â®á¨â¥«ì®¤¨áªà¥â®£® ª®-ª®¬¯ ªâ®£® ¤¥©áâ¢¨ï ¡¥áª®¥ç®©  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯ë.� �ë¬ ¯à¨¬¥à®¬ â ª¨å ¬¥âà¨ª ï¢«ïîâáï ¯®¤ïâ¨ï ¢ ã¨¢¥àá «ì-®¥  ªàë¢ îé¥¥ ¯à®áâà áâ¢® à¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª, § ¤ ëå   â®à¥¯à®¨§¢®«ì®© à §¬¥à®áâ¨.� §«¨çë¥ ¢®¯à®áë, á¢ï§ ë¥ á ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥âà¨ª ¬¨, ¨§ã-ç «¨áì   ¯à®âï�¥¨¨ ¢á¥£® à §¢¨â¨ï à¨¬ ®¢®© £¥®¬¥âà¨¨, ® «¨èì¢ ¥¤ ¢¥¥ ¢à¥¬ï  ç « à §¢¨¢ âìáï æ¥«®áâë© ¯®¤å®¤ ª® ¢á¥© ¯à®-¡«¥¬ â¨ª¥. Ǒà¨ íâ®¬ ¢ëï¢¨«¨áì ¥¥ á¢ï§¨ á £¥®¬¥âà¨¥© ¢ë¯ãª«ëå â¥«,®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ (¯à®áâà áâ¢ �¨ª®¢áª®£®) ¨ ä¨á«¥à®-¢ëå ¬®£®®¡à §¨©. �¨á«¥à®¢ë ¬®£®®¡à §¨ï â ª�¥ ¨§ãç îâáï ¢ ¤¨á-á¥àâ æ¨¨ á æ¥«ìî áà ¢¥¨ï ¨å ®¡ê¥¬®¢ á ®¡ê¥¬ ¬¨ ¡«¨§ª¨å ª ¨¬à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨©.�¤¨¬ ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®âë ï¢«ï¥âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨§¢¥áâ®©£¨¯®â¥§ë �. �®¯ä : ¢áïª ï à¨¬ ®¢  ¬¥âà¨ª  ¡¥§ á®¯àï�¥ëå â®ç¥ª  â®à¥ ¯à®¨§¢®«ì®© à §¬¥à®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ¯«®áª®©. �â  £¨¯®â¥§ ï¢«ï¥âáï ®¤¨¬ ¨§ ¯¥à¢ëå ¢®¯à®á®¢, ¢®§¨ª îé¨å ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ ª®¬-¯ ªâëå à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨© ¡¥§ á®¯àï�¥ëå â®ç¥ª, ¨ ¨áá«¥¤®-¢ « áì  ç¨ ï á à ¡®âë �. �®¯ä  [9℄, ¢ ª®â®à®© ®  ¡ë«  ¤®ª §  ¢ à §¬¥à®áâ¨ 2. �«ï áâ àè¨å à §¬¥à®áâ¥© £¨¯®â¥§  ¤®ª §ë¢ « áì¯à¨ à §«¨çëå ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¯à¥¤¯®«®�¥¨ïå ®â®á¨â¥«ì® ¬¥â-à¨ª¨, á¬.,  ¯à¨¬¥à, [5℄, [7℄, [10℄. �§ ¨áâ¨®áâ¨ £¨¯®â¥§ë �®¯ä  ¤«ïâ®à®¢ á«¥¤ã¥â   «®£¨ç®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¤«ï ¡®«ìè®£® ª« áá  ¬®£®-®¡à §¨©, á¬. [6℄.�àã£¨¬ ¯à¥¤¬¥â®¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¢ à ¡®â¥ ï¢«ïîâáï  á¨¬¯â®â¨ç¥-áª¨¥ ®¡ê¥¬ë ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª. �á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© ®¡ê¥¬ ¬¥âà¨ª¨å à ªâ¥à¨§ã¥â áª®à®áâì à®áâ  ®¡ê¥¬®¢ ¥¥ è à®¢ ¯à¨ áâà¥¬«¥¨¨ à ¤¨-ãá®¢ ª ¡¥áª®¥ç®áâ¨. �æ¥ª¨  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å ®¡ê¥¬®¢ ¨ á¢ï§ ë¥á ¨¬¨ ®æ¥ª¨ ¨§®á¨áâ®«¨ç¥áª¨å ª®áâ â ¨¬¥îâ ¢ �ë¥ ¯à¨¬¥¥¨ï¢ à¨¬ ®¢®© £¥®¬¥âà¨¨, á¬. [8℄. �«ï ã¨¢¥àá «ìëå  ªàë¢ îé¨åâ®à®¢ �. �à®¬®¢ë¬ ¢ [8℄ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥ë ¥ § ¢¨áïé¨¥ ®â ¬¥âà¨ª¨¨�¨¥ ®æ¥ª¨  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® ®¡ê¥¬ , ª®â®àë¥ § â¥¬ ¡ë«¨ ã«ãç-è¥ë ¨ ¤®¢¥¤¥ë ¢ à §¬¥à®áâ¨ 2 ¤® â®çëå ¢ à ¡®â å �. �. � ¡¥ª®[1℄, [2℄. � ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¨�ïï ®æ¥ª  ¤«ï  á¨¬¯â®â¨-ç¥áª¨å ®¡ê¥¬®¢ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª   ¬®£®®¡à §¨ïå ®¯à¥¤¥«¥-



{ 4 {®£® ª« áá , ¢ ª®â®àë© ¢å®¤ïâ ¨ ã¨¢¥àá «ìë¥  ªàë¢ îé¨¥ â®à®¢.Ǒà¨ íâ®¬ ¤«ï ã¨¢¥àá «ìëå  ªàë¢ îé¨å â®à®¢ ¯®«ãç¥ ï ®æ¥ª ãá¨«¨¢ ¥â ã¯®¬ïãâë¥ ¢ëè¥ à¥§ã«ìâ âë ¨ ï¢«ï¥âáï â®ç®© ¢® ¢á¥åà §¬¥à®áâïå.Ǒ®¬¨¬® ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª, ¢ à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¯®á«¥-¤®¢ â¥«ì®áâ¨ à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨©, áå®¤ïé¨¥áï ª ä¨á«¥à®¢ë¬¬®£®®¡à §¨ï¬ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ¨«¨, ª ª ç áâë© á«ãç ©, ¢á¬ëá«¥ à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨ à ááâ®ï¨© ¬¥�¤ã â®çª ¬¨. � ª¨¥¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¥áâ¥áâ¢¥® ¢®§¨ª îâ ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨  á¨¬¯â®â¨-ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª, á¬. [4℄. � ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¨áá«¥-¤ã¥âáï ¢®¯à®á (á¢ï§ ë© á ®æ¥ª ¬¨  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å ®¡ê¥¬®¢ ¯¥-à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª) ®¡ ®£à ¨ç¥¨ïå   ®¡ê¥¬ ¯à¥¤¥«ì®£® ä¨á«¥-à®¢  ¬®£®®¡à §¨ï ¯à¨ ¨§¢¥áâëå ®¡ê¥¬ å áå®¤ïé¨åáï ª ¥¬ã à¨¬ -®¢ëå. Ǒà¨ ¥áâ¥áâ¢¥ëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å âà¥¡®¢ ¨ïå ª áå®¤¨¬®áâ¨¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã, ª®â®àë¥ ¢á¥£¤  ¢ë¯®«ïîâáï ¢ á«ãç ¥ à ¢®-¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥âà¨ª, ¤®ª §ë¢ ¥âáï ®æ¥ª  ®¡ê¥¬  ¯à¥¤¥«ì®£®¯à®áâà áâ¢ , ¨¬¥îé ï ¢¨¤ ãâ¢¥à�¤¥¨ï ® ¯®«ã¥¯à¥àë¢®áâ¨ ®¡ê¥-¬  á¨§ã. �á®¡¥® ¨â¥à¥áë¬ ï¢«ï¥âáï â®, çâ® íâ  ®æ¥ª  ¥ ¯à¥¤-¯®« £ ¥â ¨ª ª¨å ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ¨«¨ ¬¥âà¨ç¥áª¨å ®£à ¨ç¥¨©  áå®¤ïé¨¥áï à¨¬ ®¢ë ¬®£®®¡à §¨ï.�¥«ì à ¡®âë á®áâ®¨â ¢ ¨§ãç¥¨¨ £«®¡ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨ ¯¥à¨®¤¨-ç¥áª¨å à¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª ¨ á¢ï§ ëå á íâ¨¬ ¢®¯à®á®¢ ® ¯à¥¤¥«ì-ëå ä¨á«¥à®¢ëå ¬®£®®¡à §¨ïå. �« ¢ë¬¨ ¯à¥¤¬¥â ¬¨ ¨áá«¥¤®¢ -¨ï ï¢«ïîâáï ¯®¢¥¤¥¨¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å \  ¡¥áª®¥ç®áâ¨" ¨ ®¡ê¥¬ë\¡®«ìè¨å" ¬®�¥áâ¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ á ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª®©, ¨,á®®â¢¥âáâ¢¥®, ®¡ê¥¬ë ®¡« áâ¥© ¢ ¯à¥¤¥«ì®¬ ä¨á«¥à®¢®¬ ¬®£®-®¡à §¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨©.�¥â®¤ë ¨áá«¥¤®¢ ¨ï. �®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à®¢®¤ïâáï ç¨áâ® £¥®¬¥â-à¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ á ¯à¨¢«¥ç¥¨¥¬ ¡ §®¢ëå ä ªâ®¢ ¤¨ ¬¨ª¨ ¨ £¥®-¬¥âà¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ¬¥àë. �¯¯ à â ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï, �« ¢ë¬ â¥å¨ç¥áª¨¬ áà¥¤áâ¢®¬ ï¢«ï-¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¬¥âà¨ª ª®¥ç®¬¥àë¬¨ ®à¬¨à®¢ ë¬¨ ¯à®-áâà áâ¢ ¬¨ á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë �. �. �ãà £® [3℄. � �ãî à®«ì¨£à ¥â â ª�¥ à¥è¥¨¥ ®¤®© íªáâà¥¬ «ì®© § ¤ ç¨ ¨§ ®¡« áâ¨ £¥®-¬¥âà¨¨ ¢ë¯ãª«ëå â¥«.� ãç ï ®¢¨§ . �á¥ ®á®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ï¢«ïîâáï®¢ë¬¨. �¯¥à¢ë¥ ¯®«ãç¥ë ¤®ª § â¥«ìáâ¢® £¨¯®â¥§ë �®¯ä  ® â®à¥¡¥§ á®¯àï�¥ëå â®ç¥ª ¢® ¢á¥å à §¬¥à®áâïå, â®çë¥ ¨�¨¥ ®æ¥-



{ 5 {ª¨  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å ®¡ê¥¬®¢ ã¨¢¥àá «ìëå  ªàë¢ îé¨å â®à®¢ ¢®¢á¥å à §¬¥à®áâïå, ¢¥àåïï ®æ¥ª  ®¡ê¥¬  ¯à¥¤¥«ì®£® ä¨á«¥à®¢ ¬®£®®¡à §¨ï ¤«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨©.�¥®à¥â¨ç¥áª ï ¨ ¯à ªâ¨ç¥áª ï æ¥®áâì. � ¡®â  ®á¨â â¥®à¥â¨ç¥-áª¨© å à ªâ¥à. �¥§ã«ìâ âë ¨ ¬¥â®¤ë ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ë ¯à¨¤ «ì¥©è¥¬ ¨§ãç¥¨¨ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª ¨ ¯à¥¤¥«ìëå ä¨á«¥à®-¢ëå ¬®£®®¡à §¨©, ¨ ¢ ¤àã£¨å ¨áá«¥¤®¢ ¨ïå ¯® à¨¬ ®¢®© ¨ ä¨á«¥-à®¢®© £¥®¬¥âà¨¨.�¯à®¡ æ¨ï à ¡®âë. �¥§ã«ìâ âë à ¡®âë ¤®ª« ¤ë¢ «¨áì   £¥®¬¥â-à¨ç¥áª®¬ á¥¬¨ à¥ � ªâ-Ǒ¥â¥à¡ãà£áª®£® ®â¤¥«¥¨ï � â¥¬ â¨ç¥áª®-£® ¨áâ¨âãâ  ¨¬. �. �. �â¥ª«®¢  ��� (àãª®¢®¤¨â¥«ì ¯à®ä. �. �. �ã-à £®) ¢ 1993{1994 ££.,   £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¬ á¥¬¨ à¥ �¨¢¥àá¨â¥â  Ǒ¥-á¨«ì¢ ¨¨, ��� (àãª®¢®¤¨â¥«ì �. �¨««¥à) ¢ 1994 £.,   £¥®¬¥âà¨ç¥-áª®¬ á¥¬¨ à¥ �¨¢¥àá¨â¥â  �««¨®©á , ��� (àãª®¢®¤¨â¥«ì �. �¨-è®¯) ¢ 1994 £., ¨   £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¬ á¥¬¨ à¥ �áâ¨âãâ  �ãà â ,�ìî-�®àª (àãª®¢®¤¨â¥«ì �. � ¯¥««) ¢ 1994 £.Ǒã¡«¨ª æ¨¨. Ǒ® â¥¬¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ®¯ã¡«¨ª®¢ ë ¤¢¥ à ¡®âë, á¯¨-á®ª ª®â®àëå ¯à¨¢¥¤¥ ¢ ª®æ¥  ¢â®à¥ä¥à â .�¡ê¥¬ ¨ áâàãªâãà  à ¡®âë. �¨áá¥àâ æ¨ï ¨§«®�¥    78 áâà ¨-æ å ¨ á®áâ®¨â ¨§ ¢¢¥¤¥¨ï ¨ ¢®áì¬¨ ¯ à £à ä®¢. �¨¡«¨®£à ä¨ï á®-¤¥à�¨â 40  §¢ ¨©.������� ���������� �������® ¢¢¥¤¥¨¨ á®¤¥à� âáï ®á®¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ®¡§®à à¥§ã«ìâ â®¢à ¡®âë. � ¯¥à¢ë¥ âà¥å ¯ à £à ä å ¢¢®¤ïâáï â¥å¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢ ,¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ¤ «ì¥©è¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å. �á®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âëá®¤¥à� âáï ¢ ¯ à £à ä å 4, 5 ¨ 7. � ¯ à £à ä å 6 ¨ 8 ®¡áã�¤ îâáï¢®¯à®áë, á¢ï§ ë¥ á ä®à¬ã«¨à®¢ª ¬¨ ®á®¢ëå â¥®à¥¬.�á®¢ ï ç áâì à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®âë ¯®«ãç¥  á®¢¬¥áâ® á �.�. �ã-à £®.Ǒãáâì � | ª®¥ç® ¯®à®�¤¥ ï  ¡¥«¥¢  £àã¯¯  (ª®â®àãî á«¥¤ã¥âáç¨â âì ¡¥áª®¥ç®©, ¨ ç¥ ¢á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¢®¯à®áë ®ª §ë¢ îâ-áï ¡¥áá®¤¥à� â¥«ìë¬¨). Ǒà®áâà áâ¢®¬ á �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨-ª®©  §ë¢ ¥âáï ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (M, ρ),   ª®â®à®¬ § ¤ ®á¢®¡®¤®¥ (¡¥§ ¥¯®¤¢¨�ëå â®ç¥ª), ¤¨áªà¥â®¥ ¨ ª®-ª®¬¯ ªâ®¥ ¤¥©-áâ¢¨¥ £àã¯¯ë � ¨§®¬¥âà¨ï¬¨. Ǒà®áâà áâ¢® M ¢áî¤ã ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï£« ¤ª¨¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬,   ¬¥âà¨ª  ρ | à¨¬ ®¢®©, å®âï ¥ª®â®àë¥ ¨§



{ 6 {®¯¨áë¢ ¥¬ëå ª®áâàãªæ¨© ¯à¨¬¥¨¬ë ¨ ª ¡®«¥¥ ®¡é¨¬ ¬¥âà¨ç¥áª¨¬¯à®áâà áâ¢ ¬.�«ï ¯à®áâà áâ¢  M á �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª®© ρ ®¡®§ ç¨¬ ç¥-à¥§ M ¥£® ä ªâ®à¯à®áâà áâ¢® M/� ¯® ¤¥©áâ¢¨î £àã¯¯ë, ¨ ¯ãáâì
π : M → M | ®â®¡à �¥¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨. �®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ãá«®¢¨ï, «®�¥ë¥   ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë � ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥â-à¨ª¨, íª¢¨¢ «¥âë â®¬ã, çâ® M ª®¬¯ ªâ®,   π ï¢«ï¥âáï  ªàëâ¨¥¬(¢ ç áâ®áâ¨, M ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ ¢¬¥áâ¥ á M). Ǒà¨íâ®¬ � ¤¥©áâ¢ã¥â   M ª ª £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ íâ®£®  ªàëâ¨ï.�§®¬¥âà¨ç®áâì ¤¥©áâ¢¨ï ®§ ç ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â à¨¬ ®¢  ¬¥âà¨-ª  �ρ   M , â ª ï, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ π : (M, ρ) → (M, �ρ) ï¢«ï¥âáï «®-ª «ì®© ¨§®¬¥âà¨¥© (à¨¬ ®¢ë¬  ªàëâ¨¥¬). Ǒà¨ íâ®¬ ¬¥âà¨ª  ρ®¤®§ ç® ¢®ááâ  ¢«¨¢ ¥âáï ¯® ¬¥âà¨ª¥ �ρ ª ª ¯®¤ïâ¨¥ ¢  ªàë¢ -îé¥¥ ¯à®áâà áâ¢®.�¤¨¬ ¨§ ¯à¨¬¥à®¢ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª á«ã� â ¯®¤ïâ¨ï ¢ ã¨-¢¥àá «ì®¥  ªàë¢ îé¥¥ ¯à®áâà áâ¢® à¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª, § ¤ ëå  n-¬¥à®¬ â®à¥ Tn = Rn/Zn. � ª®¥ ¯®¤ïâ¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©à¨¬ ®¢ã ¬¥âà¨ªã ¢Rn, ¨¢ à¨ âãî ®â®á¨â¥«ì® ¤¥©áâ¢¨ï à¥è¥â-ª¨ Zn ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¯¥à¥®á ¬¨.Ǒãáâì n = rank� (à £ £àã¯¯ë �). �®£¤  � ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥¯àï¬®© áã¬¬ë Zn ⊕ T (�), £¤¥ T (�) ®¡®§ ç ¥â ¯¥à¨®¤¨ç¥áªãî ç áâì(\ªàãç¥¨¥") £àã¯¯ë �. �®«ì ªàãç¥¨ï ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢®¯à®á å¥§ ç¨â¥«ì , ¡®«¥¥ â®£®, ¢áïªãî �-¯¥à¨®¤¨ç¥áªãî ¬¥âà¨ªã ¬®�®¯à¥¤áâ ¢¨âì ¨ ª ª Zn-¯¥à¨®¤¨ç¥áªãî, ¥á«¨ ®£à ¨ç¨âìáï â®«ìª® ¤¥©-áâ¢¨¥¬ ¯®¤£àã¯¯ë Zn ⊂ �.�¬¥áâ¥ á ª �¤®© �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª®© à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª®-¥ç®¬¥à®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® V = �⊗R ≃ Rn. Ǒà¨ à áá¬®â-à¥¨¨ ã¨¢¥àá «ì®£®  ªàë¢ îé¥£® â®à  Tn ¬®�® ®â®�¤¥áâ¢¨âì
V á á ¬¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ M ≃ Rn. � �¤®¬ã í«¥¬¥âã k ∈ � ª ®-¨ç¥áª¨ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à k ⊗ 1 ∈ V , ª®â®àë© ¤«ï ã¤®¡áâ¢  â®�¥®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ k. � ª¨¥ ¢¥ªâ®à  ®¡à §ãîâ à¥è¥âªã ¢ V ,   «®£¨ç-ãî æ¥«®ç¨á«¥®© à¥è¥âª¥ ¢ Rn. �àã¯¯  � ª ®¨ç¥áª¨ ¤¥©áâ¢ã¥â  V ¯ à ««¥«ìë¬¨ ¯¥à¥®á ¬¨.�«ï ¤ «ì¥©è¨å ä®à¬ã«¨à®¢®ª ¯® ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à�¤¥-¨¥:Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 1.1. �ãé¥áâ¢ã¥â å®âï ¡ë ®¤® ¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à -�¥¨¥ ϕ : M → V , ª®¬¬ãâ¨àãîé¥¥ á ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë, â. ¥. â ª®¥,çâ® ϕ(x+ k) = ϕ(x) + k ¤«ï «î¡ëå x ∈ M ¨ k ∈ �.



{ 7 {� ª¨¥ ϕ : M → V  §ë¢ îâáï ¢ à ¡®â¥ ¢ë¯àï¬«ïîé¨¬¨ ®â®¡à -�¥¨ï¬¨. � �¤®¥ ¢ë¯àï¬«ïîé¥¥ ®â®¡à �¥¨¥ ϕ : M → V ï¢«ï¥â-áï ¯®¤ïâ¨¥¬ ¢  ªàë¢ îé¨¥ ¯à®áâà áâ¢  ¥ª®â®à®£® ®â®¡à �¥¨ï�ϕ : M → V/� ≃ Tn, ¯à¨ç¥¬ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨© â¨¯ �ϕ ¥ § ¢¨á¨â ®â ¯à®-¨§¢®«  ¢ ¢ë¡®à¥ ϕ.�¤¨¬ ¨§ ¢ �¥©è¨å  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å ¨¢ à¨ â®¢ ¯¥à¨®¤¨ç¥-áª®© ¬¥âà¨ª¨ ρ ï¢«ï¥âáï ¥¥ ¯à¥¤¥«ì ï ®à¬  ‖·‖, § ¤  ï   V .�¬¥¥â ¬¥áâ®  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨® ï â¥®à¥¬  �. �. �ãà £® ® à ¢®¬¥à-®© ¡«¨§®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢ (M, ρ) ¨ (V, ‖·‖). �à ¢¥¨¥ ¬¥âà¨ª¨ á ¥¥¯à¥¤¥«ì®© ®à¬®© «¥�¨â ¢ ®á®¢¥ ¢á¥© â¥å¨ª¨, ¨á¯®«ì§ã¥¬®© ¢ ¤¨á-á¥àâ æ¨¨.Ǒà¥¤¥«ì ï ®à¬  ¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨® ï â¥®à¥¬  ®¡áã�¤ îâáï¢ §1. � ¬ �¥ ¢¢®¤ïâáï á¯¥æ¨ «ìë¥ «¨¯è¨æ¥¢ë äãªæ¨¨   M (äãª-æ¨¨ â¨¯  �ã§¥¬  ), ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ «¨¥©ë¬ äãªæ¨® « ¬  ¯à®áâà áâ¢¥ V . � §2 à áá¬ âà¨¢ îâáï ¯à¥¤¥«ìë¥  ¯à ¢«¥¨ï£¥®¤¥§¨ç¥áª¨å ¯à®áâà áâ¢  M | ¢¥ªâ®à  ¯à®áâà áâ¢  V , å à ªâ¥-à¨§ãîé¨¥  ¯à ¢«¥¨¥ ¨ áª®à®áâì ãå®¤  £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å   ¡¥áª®¥ç-®áâì. �ãªæ¨ï ¯à¥¤¥«ì®£®  ¯à ¢«¥¨ï ®¯à¥¤¥«¥  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã  ä §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¯®â®ª  (â. ¥.   à áá«®¥¨¨¥¤¨¨çëå ª á â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ ¬®£®®¡à §¨ï). � ª®æ¥ §2 ¤®ª §ë-¢ îâáï ¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  íâ®© äãªæ¨¨, á¢ï§ë¢ îé¨¥ ¥¥ § ç¥¨ï á¯à¥¤¥«ì®© ®à¬®© ¬¥âà¨ª¨ ¨ äãªæ¨ï¬¨ â¨¯  �ã§¥¬  . (�â¨ á¢®©-áâ¢  ¨á¯®«ì§ãîâáï § â¥¬ ¢ à ááã�¤¥¨ïå §4.)� §3 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯à®¨§¢®«ì®¥ n-¬¥à®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®-áâà áâ¢® (V, ‖·‖). Ǒãáâì D | ¥£® ¥¤¨¨çë© è à, F | ¥£® ¥¤¨¨ç ïáä¥à . �à¥¤¨ ¢á¥¢®§¬®�ëå í««¨¯á®¨¤®¢, á®¤¥à� é¨åáï ¢ D, ¨¬¥¥â-áï ¥¤¨áâ¢¥ë© í««¨¯á®¨¤ ¬ ªá¨¬ «ì®£® ®¡ê¥¬ ,  §ë¢ ¥¬ë© ¢¯¨-á ë¬ í««¨¯á®¨¤®¬. Ǒãáâì Q | ª¢ ¤à â¨ç ï ä®à¬ , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ïíâ¨¬ í««¨¯á®¨¤®¬ (â ª ï, çâ® í««¨¯á®¨¤ ï¢«ï¥âáï ¥¥ ¥¤¨¨çë¬ è -à®¬). �ã¤¥¬  §ë¢ âì «¨¥©ë© äãªæ¨® « L : V → R ®¯®àë¬ ª D¢ â®çª¥ p ∈ F , ¥á«¨ ‖L‖ := supL|D = 1 ¨ ¯à¨ íâ®¬ L(p) = 1. �¥§ã«ì-â âë §3 á®áâ®ïâ ¢ â®¬, çâ® ä®à¬  Q ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥ª®¥ç®© áã¬¬ë ∑
aiL

2
i , £¤¥ Li | «¨¥©ë¥ äãªæ¨® «ë, ®¯®àë¥ª D ¢ â®çª å ª á ¨ï á ¢¯¨á ë¬ í««¨¯á®¨¤®¬, ai | ¯®«®�¨â¥«ìë¥ª®íää¨æ¨¥âë, áã¬¬  ª®â®àëå à ¢  n.� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ D | áâ ¤ àâë© ªã¡, ®¯¨á ë© ®ª®«® ¥¤¨¨ç®-£® è à  ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Rn, â® â ª®¥ à §«®�¥¨¥ ä®à¬ë

Q ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡ëç®¥ à §«®�¥¨¥ ª¢ ¤à â  ¤«¨ë ¢¥ªâ®à  ¢áã¬¬ã ª¢ ¤à â®¢ ª®®à¤¨ â. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ç¨á«® á« £ ¥¬ëå ¢ à §-



{ 8 {«®�¥¨¨ ¬®�® ®£à ¨ç¨âì ç¨á«®¬ n(n + 1)/2 + 1. �â® à §«®�¥¨¥,¯à¨¬¥ï¥¬®¥ ¤«ï ¯à¥¤¥«ì®© ®à¬ë ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨,  ªâ¨¢®¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ®á®¢ëå â¥®à¥¬.� §4 ¤®ª §ë¢ ¥âáï�¥®à¥¬  4.1 (\£¨¯®â¥§  �®¯ä "). �áïª ï à¨¬ ®¢  ¬¥âà¨ª  ¡¥§á®¯àï�¥ëå â®ç¥ª   n-¬¥à®¬ â®à¥ ï¢«ï¥âáï ¯«®áª®©.Ǒ® ®¯à¥¤¥«¥¨î, à¨¬ ®¢  ¬¥âà¨ª    ¬®£®®¡à §¨¨ M ¥ ¨¬¥¥âá®¯àï�¥ëå â®ç¥ª, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x ∈ M íªá¯®¥æ¨ «ì®¥®â®¡à �¥¨¥ expx : TxM → M ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ¥¢ëà®�¤¥ë¬ (â. ¥.«®ª «ìë¬ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬). �¥âà¨ª   §ë¢ ¥âáï ¯«®áª®©, ¥á«¨®  «®ª «ì® ¨§®¬¥âà¨ç  ¥¢ª«¨¤®¢®© ¬¥âà¨ª¥ Rn. Ǒ«®áª¨¥ ¬¥âà¨ª¨¬®£ãâ ¡ëâì â ª�¥ ®¯¨á ë ª ª ¬¥âà¨ª¨ ¯®áâ®ï®© ã«¥¢®© ªà¨¢¨§-ë.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 4.1 ¯à®¢®¤¨âáï ¥ ¤«ï á ¬®£® â®à ,   ¤«ï¥£® ã¨¢¥àá «ì®£®  ªàë¢ îé¥£®, ª®â®à®¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯à®-áâà áâ¢® Rn á Zn-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© à¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª®©, â®�¥ ¥ ¨¬¥-îé¥© á®¯àï�¥ëå â®ç¥ª. �§ ®¤®á¢ï§®áâ¨ ¨ ®âáãâáâ¢¨ï á®¯àï�¥-ëå â®ç¥ª á«¥¤ã¥â, çâ® ¢áïª ï £¥®¤¥§¨ç¥áª ï ¢ â ª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ï¢«ï¥âáï ªà âç ©è¥©. �¬¥® íâ® ãá«®¢¨¥,   ¥ ¨áå®¤®¥ ¤¨ää¥à¥-æ¨ «ì®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®âáãâáâ¢¨ï á®¯àï�¥ëå â®ç¥ª, ¨á¯®«ì§ã¥âáï¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥. � ¬® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢ ®   ®æ¥ª å ¨â¥-£à «ìëå å à ªâ¥à¨áâ¨ª äãªæ¨¨ ¯à¥¤¥«ì®£®  ¯à ¢«¥¨ï £¥®¤¥§¨-ç¥áª¨å ¨ áà ¢¥¨¨ ¨å á   «®£¨çë¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬¨ ¤«ï ¥¢ª«¨-¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  á ¯®¬®éìî à¥§ã«ìâ â®¢ §3.� §5 ¨§ãç îâáï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥ ®¡ê¥¬ë ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª.�á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© ®¡ê¥¬ �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨ ρ   M ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï ä®à¬ã«®© 
(M, ρ) = lim
r→∞

Vol(Ballx(r))
rn

,£¤¥ Ballx(r) ®¡®§ ç ¥â è à à ¤¨ãá  r á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ x, Vol |à¨¬ ®¢ ®¡ê¥¬ ¬¥âà¨ª¨ ρ, n = rank�. Ǒà¥¤¥« ¢ ä®à¬ã«¥ ¢á¥£¤  áã-é¥áâ¢ã¥â ¨ ï¢«ï¥âáï ª®¥çë¬ ¨ ¯®«®�¨â¥«ìë¬.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® à §¬¥à®áâì M â®�¥ à ¢  n. � áá¬®âà¨¬¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à �¥¨¥ �ϕ : M → V/� ≃ Tn, ¯®¤ïâ¨¥ ª®â®à®£® ï¢-«ï¥âáï ¢ë¯àï¬«ïîé¨¬ ®â®¡à �¥¨¥¬. �®¬®â®¯¨ç¥áª¨© â¨¯ �ϕ ®¯à¥-¤¥«¥ ®¤®§ ç® â®¯®«®£¨¥© M ¨ ¤¥©áâ¢¨¥¬ �. Ǒãáâì deg�(M) ®¡®-§ ç ¥â £®¬®«®£¨ç¥áªãî áâ¥¯¥ì íâ®£® ®â®¡à �¥¨ï. �á«¨ M | ã¨-



{ 9 {¢¥àá «ì®¥  ªàë¢ îé¥¥ â®à , â® �ϕ £®¬®â®¯® â®�¤¥áâ¢¥®¬ã ®â®¡-à �¥¨î, â ª çâ® íâ  áâ¥¯¥ì à ¢  1.�¥®à¥¬  5.2. Ǒãáâì dimM = rank� = n, deg�(M) 6= 0. �®£¤ ¤«ï «î¡®© �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© à¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª¨ ρ   M ¢ë¯®«ï¥âáï¥à ¢¥áâ¢® 
(M, ρ) > ωn ,£¤¥ ωn | ®¡ê¥¬ áâ ¤ àâ®£® ¥¤¨¨ç®£® è à  ¢ Rn.� ¢¥áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  (M, ρ) ¨§®¬¥â-à¨ç® ¥¢ª«¨¤®¢ã ¯à®áâà áâ¢ã Rn.� ª ¢¨¤® ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨, â¥®à¥¬  5.2 ¤ ¥â â®çãî ¨�îî®æ¥ªã  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® ®¡ê¥¬  ¤«ï ¬¥âà¨ª¨ ã¨¢¥àá «ì®£®  ªàë-¢ îé¥£® â®à  «î¡®© à §¬¥à®áâ¨.�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢ ®   ¥à ¢¥áâ¢¥, ¯®å®�¥¬   ¨§¢¥áâ®¥¥à ¢¥áâ¢® �¥§¨ª®¢¨ç , ®æ¥¨¢ îé¥¥ á¨§ã ®¡ê¥¬ à¨¬ ®¢®© ¬¥â-à¨ª¨, § ¤ ®©   ªã¡¥, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ à ááâ®ï¨© ¬¥�¤ã ¯ à ¬¨¯à®â¨¢®¯®«®�ëå £à ¥©. �¥à ¢¥áâ¢®, á ¯®¬®éìî ª®â®à®£® ¤®ª -§ë¢ ¥âáï â¥®à¥¬  5.2, ®â«¨ç ¥âáï ®â ¥à ¢¥áâ¢  �¥§¨ª®¢¨ç  â¥¬, çâ®¢¬¥áâ® à ááâ®ï¨© ¬¥�¤ã £à ï¬¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï äãªæ¨¨ â¨¯ �ã§¥¬   (¨¬¥îé¨¥ á¬ëá« ¤¨áâ æ¨®ëå äãªæ¨© \¡¥áª®¥ç® ã¤ -«¥ëå £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥©"), ¨, çâ® ¡®«¥¥ áãé¥áâ¢¥®, â¥¬, çâ® ç¨á«®íâ¨å \£¨¯¥à¯«®áª®áâ¥©" ¬®�¥â ¡ëâì ¡®«ìè¨¬, ç¥¬ à §¬¥à®áâì.�â® ¥à ¢¥áâ¢® ¯à¨¬¥ï¥âáï ª  ¯à ¢«¥¨ï¬ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥©, á®-®â¢¥âáâ¢ãîé¨å äãªæ¨® « ¬ Li ¨§ §3, ¨ íâ® ¯®§¢®«ï¥â áà ¢¨âì á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥ ®¡ê¥¬ë ¤ ®© ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨ ¨ á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¥£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢ .� §6 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï   «®£¨çë© ¢®¯à®á ®¡  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª¨å ª®áâ â å. �«ï ¯à®áâà áâ¢  (M, ρ)  á¨¬¯â®â¨-ç¥áª ï ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª ï ª®áâ â  σ(M, ρ) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¢¥àå-¨© ¯à¥¤¥«
σ(M, ρ) = lim supVol(
)→∞

σ(M, ρ,
) ,£¤¥
σ(M, ρ,
) = Vol(
)1/nSq(∂
)1/(n−1)¤«ï ª �¤®© ®£à ¨ç¥®© ®¡« áâ¨ 
 ⊂ M . �¤¥áì Vol ®¡®§ ç ¥â n-¬¥àë©,   Sq | (n − 1)-¬¥àë© ®¡ê¥¬ ¢ (M, ρ).



{ 10 {�ª §ë¢ ¥âáï, çâ®, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® ®¡ê¥¬ ,  á¨¬¯-â®â¨ç¥áª ï ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª ï ª®áâ â  ã¨¢¥àá «ì®£®  ªàë¢ -îé¥£® n-¬¥à®£® â®à , £¤¥ n > 3, ¬®�¥â ¡ëâì áª®«ì ã£®¤® ¬ «®©(â¥®à¥¬  6.3). �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¢ ¤¢ã¬¥à®¬ á«ãç ¥ ¨, ¡®«¥¥ ®¡é®, ¢ª« áá¥ ª®ä®à¬® ¯«®áª¨å ¬¥âà¨ª, ¤«ï ã¨¢¥àá «ì®£®  ªàë¢ î-é¥£® â®à  ¨¬¥¥â ¬¥áâ®   «®£ â¥®à¥¬ë 5.2: σ(M, ρ) > σ(Rn), ¯à¨ç¥¬à ¢¥áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï â®«ìª® ¤«ï ¯«®áª¨å ¬¥âà¨ª (â¥®à¥¬  6.2).� §7 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï áå®¤¨¬®áâì ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã à¨¬ ®-¢ëå ¬¥âà¨ª ª ä¨á«¥à®¢®©. � ¬ �¥ ®¡áã�¤ ¥âáï á¢ï§ì íâ®© áå®¤¨¬®-áâ¨ á £¥®¬¥âà¨¥© ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¥  ª« -¤ë¢ ¥âáï ¨ª ª¨å ®£à ¨ç¥¨© £« ¤ª®áâ¨, ¢á¥ ä¨á«¥à®¢ë ¨ à¨¬ ®-¢ë áâàãªâãàë áç¨â îâáï ¯à®áâ® ¥¯à¥àë¢ë¬¨.�î¡ãî ä¨á«¥à®¢ã ¬¥âà¨ªã ¬®�® ¯®«ãç¨âì ª ª ¯à¥¤¥« ¯®á«¥¤®-¢ â¥«ì®áâ¨ à¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª   â®¬ �¥ ¬®£®®¡à §¨¨ (¢ á¬ëá«¥à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨ äãªæ¨© à ááâ®ï¨ï). �®«¥¥ â®£®, ¥ª®â®-à ï ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï ¯®ïâ¨ï ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨ ¯à¨¢®¤¨â ª á¯¥-æ¨ «ì®¬ã ª« ááã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© \ª¢ §¨¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å" à¨¬ -®¢ëå ¬¥âà¨ª   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨, ¤«ï ª®â®àëå ¯à¥¤¥«ìë¬¨¬¥âà¨ª ¬¨ ï¢«ïîâáï ¢á¥¢®§¬®�ë¥ ä¨á«¥à®¢ë ¬¥âà¨ª¨, ¨ â®«ìª®®¨ (á¬. [4℄). � ¬ «®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨, £¤¥ ä¨á«¥à®¢  ¬¥âà¨ª ¡«¨§ª  ª ¬¥âà¨ª¥ ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢ , ®  á®®â®á¨âáï á¯à¨¡«¨� îé¨¬¨ ¥¥ ª¢ §¨¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥âà¨ª ¬¨ ¯à¨¬¥à® â ª�¥, ª ª ¯à¥¤¥«ì ï ®à¬  Zn-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨ ¢ Rn | á á ¬®©¬¥âà¨ª®©. � áá¬®âà¥¨î ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª   ¯à®áâà áâ¢ å áà §«¨ç®© â®¯®«®£¨¥© (¥ â®«ìª® ã¨¢¥àá «ìëå  ªàë¢ îé¨å â®-à®¢) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã¢¬¥áâ® à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨ à¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª ª ä¨á«¥à®¢®©.�â®¡à �¥¨¥ (¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¥¯à¥àë¢®¥) f : X → Y ¬¥�¤ã ¬¥â-à¨ç¥áª¨¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨  §ë¢ ¥âáï å ãá¤®àä®¢®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨-¥© ¯®£à¥è®áâ¨ ε, £¤¥ ε | ¯®«®�¨â¥«ì®¥ ç¨á«®, ¥á«¨ ¢ë¯®«ïîâáï¤¢  ãá«®¢¨ï:1) f(X) ®¡à §ã¥â ε-á¥âì ¢ Y ,2) |ρ(f(x1), f(x2))− ρ(x1, x2)| 6 ε ¤«ï «î¡ëå x1, x2 ∈ X .Ǒ®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯à®áâà áâ¢ Xk áå®¤¨âáï ¯® �à®-¬®¢ã{� ãá¤®àäã ª ¬¥âà¨ç¥áª®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã X â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨-¬ æ¨© ϕk : Mk → M á ¯®£à¥è®áâï¬¨ εk → 0. �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ Xï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ª®¬¯ ªâë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬, â®  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ϕk



{ 11 {¢ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¢á¥£¤  ¬®�® áç¨â âì ¥¯à¥àë¢ë¬¨. � -«¥¥ ã¯®âà¥¡«¥¨¥ á«®¢ \¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨-¬ æ¨©" ¢á¥£¤  ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥â ¥¯à¥àë¢®áâì ¨ â®, çâ® ¯®£à¥è®áâ¨ ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© áâà¥¬ïâáï ª ã«î.�«ï ¬¥âà¨ª, § ¤ ëå   ®¤®¬ ¨ â®¬ �¥ ¬®£®®¡à §¨¨ M , ¨åà ¢®¬¥à ï áå®¤¨¬®áâì ª ª äãªæ¨©   M × M ï¢«ï¥âáï ç áâë¬á«ãç ¥¬ áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã. � ãá¤®àä®¢ë¬¨  ¯¯à®ª-á¨¬ æ¨ï¬¨ ¬®£ãâ ¯à¨ íâ®¬ á«ã�¨âì â®�¤¥áâ¢¥ë¥ ®â®¡à �¥¨ï.Ǒ®¤ ®¡ê¥¬®¬ ä¨á«¥à®¢  ¬®£®®¡à §¨ï ¯®¨¬ ¥âáï ¥£® ¬¥à  � -ãá¤®àä  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à §¬¥à®áâ¨. �  á ¬®¬ ¤¥«¥ á«¥¤ãîé ïâ¥®à¥¬  ¢¥à  ¯à¨ «î¡®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ä¨á«¥à®¢  ®¡ê¥¬ , «¨èì ¡ë® ¬®®â®® § ¢¨á¥« ®â ¬¥âà¨ª¨ ¨ á®¢¯ ¤ « á à¨¬ ®¢ë¬ ®¡ê¥¬®¬¤«ï à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨©. � íâ®© â¥®à¥¬¥ ¢á¥ ¬®£®®¡à §¨ï ¯à¥¤-¯®« £ îâáï ª®¬¯ ªâë¬¨ ¨, ¢®§¬®�®, ¨¬¥îé¨¬¨ ªà ©.�¥®à¥¬  7.2. Ǒãáâì (Mk, ρk) | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì à¨¬ ®¢ëå¬®£®®¡à §¨© ®¤¨ ª®¢®© à §¬¥à®áâ¨ n, áå®¤ïé ïáï ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ª ä¨á«¥à®¢ã ¬®£®®¡à §¨î (M, ρ) â®© �¥ à §¬¥à®áâ¨,¯à¨ç¥¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©
ϕk : Mk → M ¥ã«¥¢®© áâ¥¯¥¨. �®£¤ Vol(M, ρ) 6 lim inf

k→∞

Vol(Mk, ρk) ,¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ à ¢¥áâ¢  ¬¥âà¨ª  ρ ï¢«ï¥âáï à¨¬ ®¢®©.Ǒ®¤ áâ¥¯¥ìî ®â®¡à �¥¨ï ϕk, ª ª ¨ à ¥¥, ¯®¨¬ ¥âáï £®¬®«®£¨-ç¥áª ï áâ¥¯¥ì. � á«ãç ¥ ¬®£®®¡à §¨© á ªà ¥¬ ¤«ï  «¨ç¨ï ã ®â®¡-à �¥¨ï áâ¥¯¥¨ âà¥¡ã¥âáï, çâ®¡ë ¢á¥ â®çª¨ ªà ï Mk ®â®¡à � «¨áì¢ ªà © M .Ǒà¨¬¥¥¨¥ â¥®à¥¬ë 7.2 ª à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥âà¨ª ¤ ¥â¥¬¥¤«¥®¥�«¥¤áâ¢¨¥ 7.3. Ǒãáâì ρk | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì à¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª  ¬®£®®¡à §¨¨ M , ¨ ρk à ¢®¬¥à® áå®¤ïâáï ª ä¨á«¥à®¢®© ¬¥âà¨-ª¥ ρ. �®£¤  Vol(M, ρ) 6 lim inf
k→∞

Vol(M, ρk) ,¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ à ¢¥áâ¢  ¬¥âà¨ª  ρ ï¢«ï¥âáï à¨¬ ®¢®©.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 7.2 ®¯¨à ¥âáï   â®â �¥   «®£ ¥à ¢¥-áâ¢  �¥§¨ª®¢¨ç , çâ® ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 5.2, á â®© «¨èì à §¨-æ¥©, çâ® ¢¬¥áâ® äãªæ¨© â¨¯  �ã§¥¬   ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤¨áâ æ¨®ë¥



{ 12 {äãªæ¨¨ á¯¥æ¨ «ì® ¢ë¡¨à ¥¬ëå â®ç¥ª. �¬¥áâ® ¯à¥¤¥«ì®© ®à¬ëà áá¬ âà¨¢ îâáï ®à¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢ , «®ª «ì®  ¯¯à®ªá¨-¬¨àãîé¨¥ ä¨á«¥à®¢ã ¬¥âà¨ªã.� §8 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢®§¬®�®áâì § ¬¥ë ¢ â¥®à¥¬¥ 7.2 ãá«®¢¨ï¥ã«¥¢®© áâ¥¯¥¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ¤àã£¨¬¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬¨ âà¥¡®¢ -¨ï¬¨,   ¨¬¥®, ®£à ¨ç¥¨ï¬¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨å â¨¯®¢ á ¬¨å ¬®£®-®¡à §¨© Mk. � ¤¢ã¬¥à®¬ á«ãç ¥ ®â¢¥â ¯®«®�¨â¥«ìë©: § ª«îç¥¨¥â¥®à¥¬ë 7.2 ¢ë¯®«ï¥âáï ¯à¨ áå®¤¨¬®áâ¨ ¤¢ã¬¥àëå ¬®£®®¡à §¨©¢á¥£¤ , ª®£¤  ¨å à®¤ ¨ ç¨á«® ª®¬¯®¥â ªà ï ®£à ¨ç¥ë á¢¥àåã. � á ¬®¬ ¤¥«¥ áå®¤¨¬®áâì ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ¤¢ã¬¥àëå ¬®£®®¡-à §¨© ®£à ¨ç¥®£® à®¤  ã¤ ¥âáï á¢¥áâ¨ ª à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨¬¥âà¨ª ¯®á«¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¬®£®®¡à §¨© ¢ ¨áç¥§ î-é¥ ¬ «ëå (¯® ¤¨ ¬¥âàã) ®¡« áâïå. �¨¬ ®¢®áâì ¬¥âà¨ª ¯à¨ íâ®¬ ¥®¡ï§ â¥«ì , ® áãé¥áâ¢¥® â®, çâ® ®¨ ï¢«ïîâáï ¢ãâà¥¨¬¨.� à §¬¥à®áâïå, ¡®«ìè¨å 2,  ®¡®à®â, ¨¬¥îâáï ¥®�¨¤ ë¥ ¯à¨-¬¥àë áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã à¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª   áä¥-à¥ ª «î¡®©  ¯¥à¥¤ § ¤ ®© à¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª¥   áä¥à¥ ¨«¨  ¤¨áª¥, á ®¡ê¥¬ ¬¨, áâà¥¬ïé¨¬¨áï ª ã«î. � ãá¤®àä®¢ë  ¯¯à®ªá¨-¬ æ¨¨ ¢ íâ¨å ¯à¨¬¥à å ®ª §ë¢ îâáï â®¯®«®£¨ç¥áª¨ íª¢¨¢ «¥âë¬¨áâ ¤ àâ®¬ã ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨î áä¥àë   ¤¨áª. (�«ï áà ¢¥¨ï: ¢¤¢ã¬¥à®¬ á«ãç ¥ áä¥àë ¢®®¡é¥ ¥ ¬®£ãâ áå®¤¨âìáï ª ¤¨áªã.) �®¯®-áâ ¢«¥¨¥ á® á«¥¤áâ¢¨¥¬ 7.3 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢ áâ àè¨å à §¬¥à®áâïåáå®¤¨¬®áâì ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã à¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª, § ¤ ëå  ®¤®¬ ¨ â®¬ �¥ ¬®£®®¡à §¨¨ (¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥,   âà¥å¬¥à®© áä¥à¥)¬®�¥â áãé¥áâ¢¥® ®â«¨ç âìáï ®â à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨.����������1. �. �. � ¡¥ª®, �á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© ®¡ê¥¬ â®à®¢ ¨ £¥®¬¥âà¨ï ¢ë-¯ãª«ëå â¥«, � â. � ¬¥âª¨ 44 (1988), no. 2, 177{190.2. �. �. � ¡¥ª®, �¡ê¥¬ ï �¥áâª®áâì ¤¢ã¬¥àëå ¬®£®®¡à §¨©,� â. � ¬¥âª¨ 48 (1990), no. 1, 10{14.3. D. Burago, Periodi metris, Advanes in Soviet Math. 9 (1992), 205{206.4. D. Burago, Periodi metris, in \Seminar on Dynamial Systems",Progress in Nonlinear Di�erential Equations (H. Brezis, ed.), vol. 12,Birkhauser, 1994, pp. 90{96.5. C. Croke, A. Fathi, An inequality between energy and intersetions,Bull. London Math. So. 22 (1990), 489{494.
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