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2 �¢¥¤¥­¨¥�á­®¢­ë¬ ¯à¥¤¬¥â®¬ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¢ íâ®© à ¡®â¥ ï¢«ïîâáï à¨-¬ ­®¢ë ¬¥âà¨ª¨, ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¥©áâ¢¨ï ª®­¥ç­® ¯®-à®�¤¥­­®©  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯ë. Ǒà®áâ¥©è¨¬ (¨, ¢®§¬®�­®, ­ ¨¡®«¥¥¢ �­ë¬) ¯à¨¬¥à®¬ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨ ï¢«ï¥âáï ¯®¤­ïâ¨¥ ª ª®©-­¨¡ã¤ì à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¨, § ¤ ­­®© ­  n-¬¥à­®¬ â®à¥ Tn = Rn/Zn,¢ ¥£® ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. � ª®¥ ¯®¤­ïâ¨¥¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© à¨¬ ­®¢ã ¬¥âà¨ªã ¢ Rn, ¨­¢ à¨ ­â­ãî ®â­®á¨-â¥«ì­® ¯ à ««¥«ì­ëå ¯¥à¥­®á®¢ ­  æ¥«®ç¨á«¥­­ë¥ ¢¥ªâ®à , â. ¥. ­ í«¥¬¥­âë à¥è¥âª¨ Zn ⊂ Rn. Ǒà¨¢®¤¨¬®¥ ­¨�¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡®¡é¥­¨¥¬ íâ®£® ¯à¨¬¥à .Ǒãáâì � | ª®­¥ç­® ¯®à®�¤¥­­ ï  ¡¥«¥¢  £àã¯¯  (ª®â®àãî á«¥-¤ã¥â áç¨â âì ¡¥áª®­¥ç­®©, ¨­ ç¥ ¢á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¢®¯à®áë ®ª -§ë¢ îâáï ¡¥áá®¤¥à� â¥«ì­ë¬¨). Ǒà®áâà ­áâ¢®¬ á �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®©¬¥âà¨ª®© ­ §ë¢ ¥âáï ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (M, ρ), ­  ª®â®à®¬§ ¤ ­® á¢®¡®¤­®¥ (â. ¥. ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨�­ëå â®ç¥ª), ¤¨áªà¥â­®¥ ¨ ª®-ª®¬¯ ªâ­®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë � ¨§®¬¥âà¨ï¬¨. �á«®¢¨¥ ¤¨áªà¥â­®áâ¨¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ®à¡¨â  ª �¤®© â®çª¨ ï¢«ï¥âáï¤¨áªà¥â­ë¬ ¬­®�¥áâ¢®¬,   ãá«®¢¨¥ ª®-ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ | ¢ â®¬, çâ®ä ªâ®à¯à®áâà ­áâ¢® M/� ª®¬¯ ªâ­®. � á®¢®ªã¯­®áâ¨ â®¯®«®£¨ç¥-áª¨¥ ãá«®¢¨ï, ­ «®�¥­­ë¥ ­  ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë �, íª¢¨¢ «¥­â­ë â®¬ã,çâ® ®â®¡à �¥­¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ π : M → M/� ï¢«ï¥âáï ­ ªàëâ¨¥¬ áª®¬¯ ªâ­®© ¡ §®©. Ǒà¨ íâ®¬ £àã¯¯  � ¤¥©áâ¢ã¥â ­  M ª ª £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ íâ®£® ­ ªàëâ¨ï.�áî¤ã ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ M ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï £« ¤ª¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬,  ¬¥âà¨ª  ρ | à¨¬ ­®¢®©, å®âï ­¥ª®â®àë¥ ¨§ ®¯¨áë¢ ¥¬ëå ª®­áâàãª-æ¨© ¯à¨¬¥­¨¬ë ¨ ª ¡®«¥¥ ®¡é¨¬ ¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬. Ǒ® ­ «®£¨¨ á Zn-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥âà¨ª ¬¨ ¢ Rn, ¨§®¬¥âà¨¨ ¯à®áâà ­-áâ¢  M , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ¤¥©áâ¢¨¥¬ �, ¡ã¤ãâ ­ §ë¢ âìáï ¯ à ««¥«ì­ë¬¨¯¥à¥­®á ¬¨. �¡à § â®çª¨ x ∈ M ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ í«¥¬¥­â  k ∈ � ¡ã-¤¥â ®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ x + k, ®à¡¨â  â®çª¨ x ∈ M , â. ¥. ¬­®�¥áâ¢®
{x+ k : k ∈ �} | ç¥à¥§ x+ �.Ǒ®áª®«ìªã ®â®¡à �¥­¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ π ï¢«ï¥âáï ­ ªàëâ¨¥¬, ä ª-â®à¯à®áâà ­áâ¢® M := M/� ®ª §ë¢ ¥âáï £« ¤ª¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ ¢¬¥-áâ¥ á M . �§®¬¥âà¨ç­®áâì ¤¥©áâ¢¨ï � ­  M ®§­ ç ¥â, çâ® ­  M ¨¬¥-¥âáï à¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª  �ρ, â ª ï, çâ® π : (M, ρ) → (M, �ρ) ï¢«ï¥âáï«®ª «ì­®© ¨§®¬¥âà¨¥© (à¨¬ ­®¢ë¬ ­ ªàëâ¨¥¬). � ®¡à â­®, ¯®¤­ï-â¨¥ ¢ M «î¡®© à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¨, § ¤ ­­®© ­  M , ®¯à¥¤¥«ï¥â �-



3¯¥à¨®¤¨ç¥áªãî ¬¥âà¨ªã ­  M .Ǒà®áâà ­áâ¢  á ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥âà¨ª ¬¨, ¢ ª ç¥áâ¢¥ á¯¥æ¨ «ì-­ëå ­ ªàëâ¨© ¨áå®¤­® § ¤ ­­®£® ª®¬¯ ªâ­®£® à¨¬ ­®¢  ¬­®£®®¡à -§¨ï M , ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯®ï¢«ïîâáï ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ­¥ª®â®-àëå á¢®©áâ¢ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å, á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [10℄, [11℄, [38℄. Ǒà¨ íâ®¬®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¯®¢¥¤¥­¨¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M á¢ï-§ ­® á  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬¨ ¬¥âà¨ª¨ ­ ªàë¢ îé¥£®¯à®áâà ­áâ¢  M , ­¥§ ¬¥â­ë¬¨ ¯à¨ à áá¬®âà¥­¨¨ á ¬®£® M . � ­ áâ®ï-é¥© à ¡®â¥, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ã¯®¬ï­ãâëå, æ¥­âà «ì­ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬ ï¢«ï¥â-áï á ¬® ¯à®áâà ­áâ¢® (M, ρ), ­® ­¥ª®â®àë¥ ª®­áâàãªæ¨¨ ¨ à¥§ã«ìâ âë¬®�­® ä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¢ â¥à¬¨­ å ä ªâ®à¯à®áâà ­áâ¢  (M, �ρ).�¥®¬¥âà¨ï ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á â®çª¨ §à¥­¨ï\¡®«ìè®£® ¬ áèâ ¡ ". �â® ®§­ ç ¥â, çâ® à §«¨ç¨ï ¢ ¯à¥¤¥« å ®¤­®©äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ®¡« áâ¨ ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë (¨ ¢®®¡é¥, ¢ ¯à¥¤¥« å «î-¡®£® ®£à ­¨ç¥­­®£® à ááâ®ï­¨ï) áç¨â îâáï ­¥áãé¥áâ¢¥­­ë¬¨. � ªàã£à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢®¯à®á®¢ ¢å®¤ïâ á¢®©áâ¢  à ááâ®ï­¨© ¬¥�¤ã \¤ «¥-ª¨¬¨" â®çª ¬¨, ¯®¢¥¤¥­¨¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å \­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨", ®æ¥­ª¨¯«®é ¤¥© ¨ ®¡ê¥¬®¢ \¡®«ìè¨å" ¬­®�¥áâ¢.� ¤ ç¨ ®¡  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ å ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å à¨¬ ­®¢ëå¬¥âà¨ª ®ª §ë¢ îâáï á¢ï§ ­­ë¬¨ á § ¤ ç ¬¨ ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâïåà¨¬ ­®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨©, áå®¤ïé¨åáï ª ä¨­á«¥à®¢ë¬ ¬­®£®®¡à §¨-ï¬. (�â  á¢ï§ì ®¡áã�¤ ¥âáï ¢ §7.) �®«¥¥ â®£®, â ª¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-­®áâ¨ ¬®�­® ¢ ­¥ª®â®à®¬ á¬ëá«¥ áç¨â âì ®¡®¡é¥­¨¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢ á¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª®©. Ǒ®¤ áå®¤¨¬®áâìî ¬­®£®®¡à §¨© ¯®­¨¬ ¥â-áï áå®¤¨¬®áâì ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã. �á«¨ áç¨â âì ã­¨¢¥àá «ì­ë¥­ ªàë¢ îé¨¥ â®à®¢ \¬®¤¥«ì­ë¬ ¯à¨¬¥à®¬" ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª,â® ¤«ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã â ª¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ ï¢«ï¥âáïà ¢­®¬¥à­ ï áå®¤¨¬®áâì ¬¥âà¨ª, § ¤ ­­ëå ­  ®¤­®¬ ¨ â®¬ �¥ ¬­®-£®®¡à §¨¨ (â. ¥. à ¢­®¬¥à­ ï áå®¤¨¬®áâì à ááâ®ï­¨© ¬¥�¤ã â®çª ¬¨).Ǒ®áª®«ìªã ¯à¨ íâ®¬ ­¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï ­¨ª ª®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥âà¨-ç¥áª®£® â¥­§®à  ¨«¨ ®£à ­¨ç¥­¨© ­  ªà¨¢¨§­ã, ¯®«ãç¥­¨¥ ¢ ¯à¥¤¥«¥ä¨­á«¥à®¢  (  ­¥ à¨¬ ­®¢ ) ¬­®£®®¡à §¨ï ­¥ ï¢«ï¥âáï ­¥¢®§¬®�­®©¨«¨ ¯ â®«®£¨ç¥áª®© á¨âã æ¨¥©. �ª®à¥¥ ­ ®¡®à®â, ¯à¨ â ª®© áå®¤¨-¬®áâ¨ ä¨­á«¥à®¢®áâì ¯à¥¤¥«  ï¢«ï¥âáï ®£à ­¨ç¨â¥«ì­ë¬ âà¥¡®¢ ­¨-¥¬. Ǒ®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâï¬ à¨¬ ­®¢ëå ¬¥âà¨ª, áå®¤ïé¨¬áï ª ä¨­á«¥-à®¢ë¬, ¯®á¢ïé¥­ë ¯®á«¥¤­¨¥ ¤¢  ¯ à £à ä  à ¡®âë.�à¥¤¨ à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®âë ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì á«¥¤ã¥â ã¯®¬ï­ãâì ¤®-ª § â¥«ìáâ¢® ¢ §4 ¨§¢¥áâ­®© £¨¯®â¥§ë �. �®¯ä : ¢áïª ï à¨¬ ­®¢ 



4¬¥âà¨ª  ¡¥§ á®¯àï�¥­­ëå â®ç¥ª ­  â®à¥ Tn ï¢«ï¥âáï ¯«®áª®©.� «¥¥, ¢ §5 ¤®ª §ë¢ ¥âáï ®æ¥­ª   á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® ®¡ê¥¬ : ¯à¨®¯à¥¤¥«¥­­ëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å âà¥¡®¢ ­¨ïå ª ¯à®áâà ­áâ¢ã á ¯¥à¨®¤¨-ç¥áª®© ¬¥âà¨ª®© (ª®â®àë¥ ¢ë¯®«­ïîâáï ¤«ï ã­¨¢¥àá «ì­ëå ­ ªàë-¢ îé¨å â®à®¢), ®¡ê¥¬ «î¡®£® ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® è à  ¢ ­¥¬ ­¥¬¥­ìè¥, ç¥¬ ®¡ê¥¬ è à  â®£® �¥ à ¤¨ãá  ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à §¬¥à­®áâ¨. Ǒà¨ íâ®¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ à ¢¥­áâ¢®íâ¨å ®¡ê¥¬®¢ (¯à¨ à ¤¨ãá å, áâà¥¬ïé¨åáï ª ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨) ¨¬¥¥â ¬¥-áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à®áâà ­áâ¢® ¨§®¬¥âà¨ç­® ¥¢ª«¨¤®¢ã.�«ï áå®¤¨¬®áâ¨ à¨¬ ­®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨© ª ä¨­á«¥à®¢ë¬ ¢ §7 ¤®-ª §ë¢ ¥âáï, ¯à¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ®£à ­¨ç¥­¨ïå (ª®â®àë¥¢á¥£¤  ¢ë¯®«­ïîâáï ¢ á«ãç ¥ à ¢­®¬¥à­®© áå®¤¨¬®áâ¨), çâ® ®¡ê¥¬¯à¥¤¥«ì­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ­¨�­¥£® ¯à¥¤¥«  ®¡ê¥¬®¢áå®¤ïé¨åáï ¯à®áâà ­áâ¢, ¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  ¯à¥¤¥«ì­ ï ¬¥â-à¨ª  ï¢«ï¥âáï à¨¬ ­®¢®©.�â¨ à¥§ã«ìâ âë, ¢¥áì¬  ¤ «¥ª¨¥ ¤àã£ ®â ¤àã£  ¯® ä®à¬ã«¨à®¢ª ¬,â¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¤®ª §ë¢ îâáï áå®¤­ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨. �« ¢­ë¬ â¥å­¨ç¥-áª¨¬ áà¥¤áâ¢®¬ ï¢«ï¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¬¥âà¨ª¨ ­¥ª®â®àë¬ ª®­¥ç-­®¬¥à­ë¬ ­®à¬¨à®¢ ­­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ (á¬. §1). � �­ãî à®«ì ¨£-à ¥â â ª�¥ à¥è¥­¨¥ ®¤­®© íªáâà¥¬ «ì­®© § ¤ ç¨ ¨§ £¥®¬¥âà¨¨ ¢ë¯ãª-«ëå â¥« (§3), ¯®§¢®«ïîé¥¥ § â¥¬ ®áãé¥áâ¢«ïâì áà ¢­¥­¨¥ á ¥¢ª«¨¤®-¢ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬. Ǒ®¬¨¬® íâ®£®, ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¯¨à îâáï «¨èì­  ¡ §®¢ë¥ ä ªâë ¤¨­ ¬¨ª¨ ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ¬¥àë. �¯¯ à â¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ­¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï, çâ® ¤ ¥â­ ¤¥�¤ã ­  ¯à¨¬¥­¥­¨¥ íâ¨å ¬¥â®¤®¢ ¨ ª ­¥à¨¬ ­®¢ë¬ ¬¥âà¨ª ¬.� «¥¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï áâàãªâãà  ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¨ ¯à¨¢®¤ïâáï ä®à¬ã«¨-à®¢ª¨ à¥§ã«ìâ â®¢,   â ª�¥ ®á­®¢­ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï.� ¡®â  á®áâ®¨â ¨§ ¢®áì¬¨ ¯ à £à ä®¢ (­¥ áç¨â ï ¢¢¥¤¥­¨ï), ¨ ­¥ª®-â®àë¥ ¯ à £à äë à §¡¨âë ­  ç áâ¨, ®¡®§­ ç ¥¬ë¥ ¡ãª¢ ¬¨. Ǒ¥à¢ë¥âà¨ ¯ à £à ä  á®¤¥à� â ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ¨ â¥å­¨ç¥áª¨¥à¥§ã«ìâ âë, ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤«ï ¤ «ì­¥©è¥£®. �áâ «ì­ë¥ ¯ à £à äë¯®á¢ïé¥­ë ª �¤ë© ®â¤¥«ì­®© § ¤ ç¥, ¯à¨ç¥¬ ä®à¬ «ì­® ®­¨ ¯®çâ¨­¥§ ¢¨á¨¬ë ¤àã£ ®â ¤àã£  (§  ¨áª«îç¥­¨¥¬ §7, ª®â®àë© ®¯¨à ¥âáï­  §5).� áá¬®âà¨¬ à¨¬ ­®¢® ¬­®£®®¡à §¨¥ (M, ρ) á �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥â-à¨ª®©. Ǒãáâì M = M/�, π : M → M | ®â®¡à �¥­¨¥ ä ªâ®à¨§ -æ¨¨, �ρ | ¬¥âà¨ª  ­  M , á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¬¥âà¨ª¥ ρ, â. ¥. â ª ï, çâ®
π : (M, ρ) → (M, �ρ) ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­®© ¨§®¬¥âà¨¥© (à¨¬ ­®¢ë¬ ­ -



5ªàëâ¨¥¬).Ǒãáâì n = rank� (à ­£ £àã¯¯ë �). �®£¤  � ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë Zn ⊕ T (�), £¤¥ T (�) ®¡®§­ ç ¥â ¯¥à¨®¤¨ç¥áªãîç áâì (\ªàãç¥­¨¥") £àã¯¯ë �. �®«ì ªàãç¥­¨ï ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢®-¯à®á å ­¥§­ ç¨â¥«ì­ , ¡®«¥¥ â®£®, ¢áïªãî �-¯¥à¨®¤¨ç¥áªãî ¬¥âà¨-ªã ¬®�­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¨ ª ª Zn-¯¥à¨®¤¨ç¥áªãî, ¥á«¨ ®£à ­¨ç¨âìáïâ®«ìª® ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¯®¤£àã¯¯ë Zn ⊂ �. (Ǒà¨ â ª®© § ¬¥­¥ £àã¯¯ë ª®-ª®¬¯ ªâ­®áâì ¤¥©áâ¢¨ï á®åà ­ï¥âáï, â ª ª ª T (�) | ª®­¥ç­ ï ¯®¤-£àã¯¯  �).�¬¥áâ¥ á �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª®© à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª®­¥ç­®¬¥à-­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V = �⊗R ≃ Rn (¯à¨ à áá¬®âà¥­¨¨ ã­¨-¢¥àá «ì­®£® ­ ªàë¢ îé¥£® â®à  Tn ¬®�­® ®â®�¤¥áâ¢¨âì V á á ¬¨¬­ ªàë¢ îé¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ M ≃ Rn). � �¤®¬ã í«¥¬¥­âã k ∈ �á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à k ⊗ 1 ∈ V , ª®â®àë© ¤«ï ã¤®¡áâ¢  â®�¥ ®¡®§­ -ç ¥âáï ç¥à¥§ k. � ª¨¥ ¢¥ªâ®à  ®¡à §ãîâ à¥è¥âªã ¢ V ,  ­ «®£¨ç­ãîæ¥«®ç¨á«¥­­®© à¥è¥âª¥ ¢ Rn. �â  à¥è¥âª ,   §­ ç¨â, ¨ £àã¯¯  �,ª ­®­¨ç¥áª¨ ¤¥©áâ¢ã¥â ­  V ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ¯¥à¥­®á ¬¨.�¤­¨¬ ¨§ ¢ �­¥©è¨å  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å ¨­¢ à¨ ­â®¢ ¯¥à¨®¤¨ç¥-áª®© ¬¥âà¨ª¨ ï¢«ï¥âáï ¥¥ ¯à¥¤¥«ì­ ï ­®à¬  ‖·‖, § ¤ ­­ ï ­  V(á¬. §1.�). �¤¨­¨ç­ë© è à ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬ë ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ D,  ¥¤¨­¨ç­ ï áä¥à  | ç¥à¥§ F .�¢¥¤¥­­ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢áî¤ã, £¤¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¥ ¬¥âà¨ª¨.� §1 ®¡áã�¤ ¥âáï ¯à¥¤¥«ì­ ï ­®à¬  ¨ áà ¢­¥­¨¥ (M, ρ) á ­®à¬¨à®-¢ ­­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ (V, ‖·‖) á ¯®¬®éìî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­®© â¥®à¥-¬ë �. �. �ãà £® ®¡ ¨å à ¢­®¬¥à­®© ¡«¨§®áâ¨. � ç áâ­®áâ¨, ­  ¯à®-áâà ­áâ¢¥ M ¢¢®¤ïâáï á¯¥æ¨ «ì­ë¥ «¨¯è¨æ¥¢ë äã­ªæ¨¨ (­ §ë¢ ¥¬ë¥äã­ªæ¨ï¬¨ â¨¯  �ã§¥¬ ­ ), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ «¨­¥©­ë¬ äã­ªæ¨®­ -« ¬ ­  V . �«ï ¤ «ì­¥©è¨å ä®à¬ã«¨à®¢®ª ¯®­ ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé¥¥¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤­®¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ¨§ §1:Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 1.1. �ãé¥áâ¢ãîâ ­¥¯à¥àë¢­ë¥ ®â®¡à �¥­¨ï ϕ : M →
V , ª®¬¬ãâ¨àãîé¨¥ á ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë, â. ¥. â ª¨¥, çâ® ϕ(x+k) =
ϕ(x) + k ¤«ï «î¡ëå x ∈ M ¨ k ∈ G.� ª¨¥ ϕ : M → V ­ §ë¢ îâáï ¢ à ¡®â¥ ¢ë¯àï¬«ïîé¨¬¨ ®â®¡à -�¥­¨ï¬¨. (� §¢ ­¨¥ ­¥ ï¢«ï¥âáï ç áâìî ¥áâ¥áâ¢¥­­®© â¥à¬¨­®«®-£¨¨,   «¨èì ®âà � ¥â å à ªâ¥à ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï íâ¨å ®â®¡à �¥­¨© ¢­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥. �¤®¡­® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì â ª®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ª ª ¯à®-¥ªâ¨à®¢ ­¨¥ M ­  \¯ à ««¥«ì­®¥" «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V . � ª®¥



6̄à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¤ �¥ ¨¬¥¥â ä®à¬ «ì­ãî à¥ «¨§ æ¨î, ª®â®à ï ¨á¯®«ì-§ã¥âáï ¢ §5.)� §2, ¯®á«¥ ®¡§®à  ­¥®¡å®¤¨¬ëå á¢¥¤¥­¨© ® £¥®¤¥§¨ç¥áª®¬ ¯®â®ª¥,à áá¬ âà¨¢ ¥âáï äã­ªæ¨ï ¯à¥¤¥«ì­®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å R.�â  äã­ªæ¨ï á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ V ®¯à¥¤¥«¥­  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  UTM |à áá«®¥­¨¨ ¥¤¨­¨ç­ëå ª á â¥«ì­ëå ¢¥ªâ®à®¢ M , ¨ ¥¥ §­ ç¥­¨¥ ­ ¢¥ªâ®à¥ v å à ªâ¥à¨§ã¥â ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¨ áª®à®áâì \ãå®¤  ­  ¡¥áª®­¥ç-­®áâì" £¥®¤¥§¨ç¥áª®©, ­ ç «ì­ë© ¢¥ªâ®à áª®à®áâ¨ ª®â®à®© à ¢¥­ v.�â  äã­ªæ¨ï ¨­¢ à¨ ­â­  ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¥©áâ¢¨ï �, ¨ ¯®íâ®¬ã ¥©á®®â¢¥âáâ¢ã¥â äã­ªæ¨ï R, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  UTM , §­ ç¥-­¨ï ª®â®à®© ®¡ëç­® ­ §ë¢ îâ \¢¥ªâ®à ¬¨ ¢à é¥­¨ï" £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å.�à®¬¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨©, ¢ ¯ à £à ä¥ ¯à¨¢®¤ïâáï «¨èì í«¥¬¥­â à­ë¥ £¥®-¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¯à¥¤¥«ì­ëå ­ ¯à ¢«¥­¨© ¬¨­¨¬ «ì­ëå (ªà â-ç ©è¨å) £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å. Ǒà¥¤¥«ì­ë¥ ­ ¯à ¢«¥­¨ï ¨ ¢¥ªâ®à  ¢à é¥-­¨ï £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¢ �­ë© ¯à¥¤¬¥â ¨§ãç¥­¨ï ¢£¥®¬¥âà¨¨ ¨ ¤¨­ ¬¨ª¥, ­® ¢ ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ®­¨ á«ã� â «¨èì â¥å-­¨ç¥áª¨¬ áà¥¤áâ¢®¬.�«¥¤ãîé¨© §3 ¯®á¢ïé¥­ ¨áª«îç¨â¥«ì­® £¥®¬¥âà¨¨ (¯à®¨§¢®«ì­®-£®) ­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  (V, ‖·‖), â®ç­¥¥, £¥®¬¥âà¨¨ ¥£® ¥¤¨-­¨ç­®£® è à  D. � ­¥¬ áâà®¨âáï á¯¥æ¨ «ì­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï ª¢ ¤-à â¨ç­®© ä®à¬ë, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© ¢¯¨á ­­ë¬ í««¨¯á®¨¤®¬ â¥«  D, â. ¥.í««¨¯á®¨¤®¬ ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ®¡ê¥¬  áà¥¤¨ á®¤¥à� é¨åáï ¢ D (¬ ª-á¨¬ «ì­®áâì í««¨¯á®¨¤  ­¥ ®ç¥­ì ¢ �­  ¤«ï ¤ «ì­¥©è¥£®, £« ¢­ë¬ï¢«ï¥âáï ¢¨¤ ¢ëà �¥­¨ï ¨ â®, çâ® í««¨¯á®¨¤ á®¤¥à�¨âáï ¢ D). �â®¢ëà �¥­¨¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï § â¥¬ ¢ §§4,5,7 ¤«ï áà ¢­¥­¨ï ¬¥âà¨ª,  ¯-¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ëå ­®à¬®© ‖·‖, á ¥¢ª«¨¤®¢ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨.� §4 ¤®ª §ë¢ ¥âáï�¥®à¥¬  4.1. �áïª ï à¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª  ¡¥§ á®¯àï�¥­­ëå â®ç¥ª ­ 
n-¬¥à­®¬ â®à¥ ï¢«ï¥âáï ¯«®áª®©.Ǒ® ®¯à¥¤¥«¥­¨î, à¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª  ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M ­¥ ¨¬¥¥âá®¯àï�¥­­ëå â®ç¥ª, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x ∈ M íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®¥®â®¡à �¥­¨¥ expx : TxM → M ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ­¥¢ëà®�¤¥­­ë¬ (â. ¥.«®ª «ì­ë¬ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬). �¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª  ­ §ë¢ ¥âáï ¯«®á-ª®©, ¥á«¨ ®­  «®ª «ì­® ¨§®¬¥âà¨ç­  ¥¢ª«¨¤®¢®© ¬¥âà¨ª¥ Rn. Ǒ«®áª¨¥¬¥âà¨ª¨ ¬®£ãâ â ª�¥ ¡ëâì ®¯¨á ­ë ª ª ¬¥âà¨ª¨ ¯®áâ®ï­­®© ­ã«¥¢®©ªà¨¢¨§­ë.�â¢¥à�¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 4.1 ¨§¢¥áâ­® ª ª £¨¯®â¥§  �®¯ä  ¨ ¡ë«® ¤®-ª § ­® á ¬¨¬ �. �®¯ä®¬ (E. Hopf, [32℄) ¤«ï á«ãç ï n = 2. �¯®á«¥¤-



7áâ¢¨¨ ¤«ï n = 2 ¡ë«® ­ ©¤¥­® ­¥áª®«ìª® ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­® à §«¨ç­ëå¤®ª § â¥«ìáâ¢, á¬. [22℄, [23℄, [34℄. � áâ àè¨å à §¬¥à­®áâïå £¨¯®â¥§ ¤®ª §ë¢ « áì ¯à¨ à §«¨ç­ëå ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ¯à¥¤¯®«®�¥­¨ïå ®â­®-á¨â¥«ì­® ¬¥âà¨ª¨: ¯à¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®áâ¨ ¨­â¥£à «ì­®© áª «ïà­®©ªà¨¢¨§­ë (L. Green, [27℄), ¤«ï ª®­ä®à¬­® ¯«®áª¨å ¬¥âà¨ª (C. Croke,A. Fathi, [22℄ ¨ A. Knauf, [34℄), ¯à¨ ãá«®¢¨¨ «¨¯è¨æ¥¢®áâ¨ á« ¡®£® ®à¨-áä¥à¨ç¥áª®£® à áá«®¥­¨ï (C. Croke, B. Kleiner [23℄), ¨«¨ ¯à¨ ­ «¨ç¨¨¤®áâ â®ç­® ¡®£ â®© £àã¯¯ë ¨§®¬¥âà¨© (W. Vannini, [40℄). �§¢¥áâ­®â ª�¥  ­ «®£¨ç­®¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ®âáãâáâ¢¨ï ä®ª «ì­ëåâ®ç¥ª (A. Avez, [9℄).�§ â¥®à¥¬ë 4.1 ¤«ï â®à  ®ç¥¢¨¤­® á«¥¤ã¥â  ­ «®£¨ç­®¥ ãâ¢¥à�¤¥-­¨¥ ¤«ï «î¡®£® ¬­®£®®¡à §¨ï, ­ ªàë¢ ¥¬®£® íâ¨¬ â®à®¬. �®«¥¥ â®-£®, ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®âë [24℄ á«¥¤ã¥â, çâ®, ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¨áâ¨­­®áâ¨â¥®à¥¬ë 4.1, ¢áïª ï à¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª  ¡¥§ á®¯àï�¥­­­ëå â®ç¥ª ­ «î¡®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ á ­¨«ì¯®â¥­â­®© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯®© ï¢-«ï¥âáï ¯«®áª®©. �â® ¢¥à­® ¨ ¤«ï ¬­®£®®¡à §¨ï á à §à¥è¨¬®© äã­¤ -¬¥­â «ì­®© £àã¯¯®©, ¥á«¨ à¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª  ï¢«ï¥âáï  ­ «¨â¨ç¥áª®©.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 4.1 ¯à®¢®¤¨âáï ­¥ ¤«ï á ¬®£® â®à ,   ¤«ï¥£® ã­¨¢¥àá «ì­®£® ­ ªàë¢ îé¥£®, ª®â®à®¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯à®-áâà ­áâ¢® Rn á Zn-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª®©. �§ ®¤­®á¢ï§­®áâ¨ ¨ ®â-áãâáâ¢¨ï á®¯àï�¥­­ëå â®ç¥ª á«¥¤ã¥â, çâ® ¢áïª ï £¥®¤¥§¨ç¥áª ï ¢ â -ª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ï¢«ï¥âáï ªà âç ©è¥©. �¬¥­­® íâ® ãá«®¢¨¥,   ­¥ ¨á-å®¤­®¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®âáãâáâ¢¨ï á®¯àï�¥­­ëå â®-ç¥ª, ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥. � ¬® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®á­®¢ -­® ­  ®æ¥­ª å ¨­â¥£à «ì­ëå å à ªâ¥à¨áâ¨ª äã­ªæ¨¨ ¯à¥¤¥«ì­®£® ­ -¯à ¢«¥­¨ï £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å ¨ áà ¢­¥­¨¨ ¨å á  ­ «®£¨ç­ë¬¨ å à ªâ¥à¨-áâ¨ª ¬¨ ¤«ï ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  á ¯®¬®éìî à¥§ã«ìâ â®¢ §3.� §5 ¨§ãç îâáï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥ ®¡ê¥¬ë ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª.�á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© ®¡ê¥¬ �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨ ρ ­  M ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï ä®à¬ã«®© 
(M, ρ) = lim
r→∞

Vol(Ballx(r))
rn

,£¤¥ Ballx(r) ®¡®§­ ç ¥â è à à ¤¨ãá  r á æ¥­âà®¬ ¢ â®çª¥ x, Vol |à¨¬ ­®¢ ®¡ê¥¬ ¬¥âà¨ª¨ ρ, n = rank� (¯à¥¤¥« ¢ ä®à¬ã«¥ ¢á¥£¤  áã-é¥áâ¢ã¥â ¨ ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­ë¬ ¨ ¯®«®�¨â¥«ì­ë¬). Ǒà¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­-â¥à¥á ¯®«ãç¥­¨¥ ã­¨¢¥àá «ì­ëå (­¥ § ¢¨áïé¨å ®â ¬¥âà¨ª¨ ρ) ­¨�­¨å®æ¥­®ª ¤«ï 
(M, ρ), ®á®¡¥­­® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  (M, ρ) | ã­¨¢¥àá «ì­®¥­ ªàë¢ îé¥¥ n-¬¥à­®£® à¨¬ ­®¢  â®à .



8 �ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ â ª¨å ®æ¥­®ª ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­ëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å â¨-¯®¢ ¬­®£®®¡à §¨© M ¡ë«® ¤®ª § ­® �. �à®¬®¢ë¬ ¢ [29℄. � ¬ �¥ ­¥ª®-â®àë¥ ®æ¥­ª¨ (¤®¢®«ì­® £àã¡ë¥) ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ¢ ï¢­®¬ ¢¨¤¥. �â¨®æ¥­ª¨ ¤«ï ã­¨¢¥àá «ì­ëå ­ ªàë¢ îé¨å â®à®¢ ¡ë«¨ § â¥¬ ã«ãçè¥-­ë �. �. � ¡¥­ª® [2℄. �à®¬¥ â®£®, �. �. � ¡¥­ª® [4℄ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ëâ®ç­ë¥ ®æ¥­ª¨ ¤«ï áª®à®áâ¨ à®áâ  ®¡ê¥¬®¢ è à®¢ ¢ ã­¨¢¥àá «ì­®¬­ ªàë¢ îé¥¬ «î¡®£® ¤¢ã¬¥à­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï, ª®â®àë¥, ¢ ç áâ­®-áâ¨, ¢ª«îç îâ ­ å®�¤¥­¨¥ â®ç­®© ­¨�­¥© £à ­¨ ¢®§¬®�­ëå  á¨¬¯-â®â¨ç¥áª¨å ®¡ê¥¬®¢ ¢ á«ãç ¥ ¤¢ã¬¥à­®£® â®à  (¬¨­¨¬ «ì­®¥ §­ ç¥­¨¥¤®áâ¨£ ¥âáï ¤«ï ¯«®áª¨å ¬¥âà¨ª). �¥¤ ¢­® G. Besson, G. Courtois ¨S. Gallot (á¬. [13℄, [14℄) ¤®ª § «¨ ¯®¤®¡­ë¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  ¤«ï íªá¯®-­¥­æ¨ «ì­®£® ¯®ª § â¥«ï à®áâ  ®¡ê¥¬®¢ (®¡ê¥¬­®© í­âà®¯¨¨) ¨ á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨ï ® �¥áâª®áâ¨ ¤«ï ã­¨¢¥àá «ì­ëå ­ ªàëâ¨©ª®¬¯ ªâ­ëå ¬­®£®®¡à §¨©, ­  ª®â®àëå áãé¥áâ¢ãîâ «®ª «ì­® á¨¬¬¥â-à¨ç¥áª¨¥ ¬¥âà¨ª¨ áâà®£® ®âà¨æ â¥«ì­®© ªà¨¢¨§­ë.�®à¬ã«¨àã¥¬ ï ­¨�¥ â¥®à¥¬  5.2 à¥è ¥â, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢®¯à®á ®â®ç­®© ­¨�­¥© £à ­¨ ¢®§¬®�­ëå  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å ®¡ê¥¬®¢ ã­¨¢¥à-á «ì­®£® ­ ªàë¢ îé¥£® â®à  «î¡®© à §¬¥à­®áâ¨ (ª ª ¨ á«¥¤®¢ «®®�¨¤ âì, ®­  ¤®áâ¨£ ¥âáï ¤«ï ¬¥âà¨ª¨ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ ).Ǒ®«­ ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  ¢ª«îç ¥â ­¥ª®â®àë¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ãá«®-¢¨ï ­  ¬­®£®®¡à §¨¥ M á ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë � (¡¥§ â®¯®«®£¨ç¥áª¨å®£à ­¨ç¥­¨© ã­¨¢¥àá «ì­ëå ®æ¥­®ª ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â, â ª ª ª ¤«ï ­¥ª®-â®àëå ¬­®£®®¡à §¨©  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© ®¡ê¥¬ ¬®�¥â ¡ëâì áª®«ì ã£®¤-­® ¡«¨§®ª ª ­ã«î). �® ¯¥à¢ëå, à áá¬ âà¨¢ ¥âáï â®«ìª® á«ãç ©, ª®£¤ à §¬¥à­®áâì M à ¢­  à ­£ã �, â® ¥áâì n. � «¥¥, ¯ãáâì ϕ : M → V |¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¢ë¯àï¬«ïîé¥¥ ®â®¡à �¥­¨¥. � á¨«ã ª®¬¬ãâ¨à®¢ ­¨ïá ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë ®­® ï¢«ï¥âáï ¯®¤­ïâ¨¥¬ ¢ ­ ªàë¢ îé¨¥ ¯à®-áâà ­áâ¢  ­¥ª®â®à®£® ­¥¯à¥àë¢­®£® ®â®¡à �¥­¨ï �ϕ : M → V/� ∼= Tn(¯à¨ç¥¬ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨© â¨¯ �ϕ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¯à®¨§¢®«  ¢ ¢ë¡®à¥ ϕ,á¬. §1.�). �®¬®«®£¨ç¥áª ï áâ¥¯¥­ì íâ®£® ®â®¡à �¥­¨ï (æ¥«®¥ ç¨á«® ¢®à¨¥­â¨àã¥¬®¬ á«ãç ¥, ¨«¨ ¢ëç¥â ¯® ¬®¤ã«î 2 | ¢ ­¥®à¨¥­â¨àã¥-¬®¬) ï¢«ï¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¨­¢ à¨ ­â®¬ ¤¥©áâ¢¨ï � ­  M ¨ ¡ã¤¥â®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ deg�(M).�¥®à¥¬  5.2. Ǒãáâì dimM = rank� = n, deg�(M) 6= 0. �®£¤ ¤«ï «î¡®© �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¨ ρ ­  M ¢ë¯®«­ï¥âáï­¥à ¢¥­áâ¢® 
(M, ρ) > ωn ,£¤¥ ωn | ®¡ê¥¬ áâ ­¤ àâ­®£® ¥¤¨­¨ç­®£® è à  ¢ Rn.



9� ¢¥­áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  (M, ρ) ¨§®-¬¥âà¨ç­® ¥¢ª«¨¤®¢ã ¯à®áâà ­áâ¢ã Rn.�á«¨ (M, ρ) | ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ n-¬¥à­®£® â®à , â® ¯®-á«¥ ¥£® ®â®�¤¥áâ¢«¥­¨ï á Rn = V ¢ ª ç¥áâ¢¥ ϕ (  §­ ç¨â, ¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥�ϕ) ¬®�­® ¢§ïâì â®�¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ íâ®¬á«ãç ¥ deg�(M) = 1, ¨ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë ¢ë¯®«­¥­ë, â ª çâ® ®­  ¤¥©-áâ¢¨â¥«ì­® ¤ ¥â â®ç­ãî ­¨�­îî ®æ¥­ªã  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® ®¡ê¥¬ ¤«ï ã­¨¢¥àá «ì­ëå ­ ªàë¢ îé¨å â®à®¢.� §6 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­ë© ¢®¯à®á ®¡  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å ¨§®-¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª¨å ª®­áâ ­â å. �«ï ¯à®áâà ­áâ¢  (M, ρ)  á¨¬¯â®â¨ç¥-áª ï ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª ï ª®­áâ ­â  σ(M, ρ) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¢¥àå­¨©¯à¥¤¥«
σ(M, ρ) = lim supVol(
)→∞

σ(M, ρ,
) ,£¤¥
σ(M, ρ,
) = Vol(
)1/nSq(∂
)1/(n−1)¤«ï ª �¤®© ®£à ­¨ç¥­­®© ®¡« áâ¨ 
 ⊂ M . �¤¥áì Vol ®¡®§­ ç ¥â n-¬¥à­ë©,   Sq | (n − 1)-¬¥à­ë© ®¡ê¥¬ ¢ (M, ρ).�ª §ë¢ ¥âáï, çâ®, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® ®¡ê¥¬ ,  á¨¬¯-â®â¨ç¥áª ï ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª ï ª®­áâ ­â  ã­¨¢¥àá «ì­®£® ­ ªàë¢ -îé¥£® n-¬¥à­®£® â®à , £¤¥ n > 3, ¬®�¥â ¡ëâì áª®«ì ã£®¤­® ¬ «®©(â¥®à¥¬  6.3). �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¢ ¤¢ã¬¥à­®¬ á«ãç ¥ ¨, ¡®«¥¥ ®¡é®, ¢ª« áá¥ ª®­ä®à¬­® ¯«®áª¨å ¬¥âà¨ª ¤«ï ã­¨¢¥àá «ì­®£® ­ ªàë¢ îé¥-£® â®à  ¨¬¥¥â ¬¥áâ®  ­ «®£ â¥®à¥¬ë 5.2: σ(M, ρ) > σ(Rn), ¯à¨ç¥¬à ¢¥­áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï â®«ìª® ¤«ï ¯«®áª¨å ¬¥âà¨ª (â¥®à¥¬  6.2).� §7 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï áå®¤¨¬®áâì ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã à¨¬ ­®-¢ëå ¬¥âà¨ª ª ä¨­á«¥à®¢®©. � ¬ �¥ ¯à¨¢®¤ïâáï ¢á¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ®¯à¥-¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡áã�¤ ¥âáï á¢ï§ì ¬¥�¤ã íâ®© áå®¤¨¬®áâìî ¨ £¥®¬¥âà¨¥©¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ­¥ ­ ª« ¤ë¢ ¥âáï ­¨ª -ª¨å ®£à ­¨ç¥­¨© £« ¤ª®áâ¨, ¢á¥ ä¨­á«¥à®¢ë ¨ à¨¬ ­®¢ë áâàãªâãàëáç¨â îâáï ¯à®áâ® ­¥¯à¥àë¢­ë¬¨.�â®¡à �¥­¨¥ (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ­¥¯à¥àë¢­®¥) f : X → Y ¬¥�¤ã ¬¥â-à¨ç¥áª¨¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ­ §ë¢ ¥âáï å ãá¤®àä®¢®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨-¥© ¯®£à¥è­®áâ¨ ε, £¤¥ ε | ¯®«®�¨â¥«ì­®¥ ç¨á«®, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï¤¢  ãá«®¢¨ï:1) f(X) ®¡à §ã¥â ε-á¥âì ¢ Y ,



10 2) |ρ(f(x1), f(x2))− ρ(x1, x2)| 6 ε ¤«ï «î¡ëå x1, x2 ∈ X ,£¤¥ ρ ®¡®§­ ç ¥â à ááâ®ï­¨¥ ª ª ¢ X , â ª ¨ ¢ Y . Ǒ®á«¥¤®¢ â¥«ì-­®áâì ¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢ Xk áå®¤¨âáï ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ª¬¥âà¨ç¥áª®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã X â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã-¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ϕk : Mk → M á¯®£à¥è­®áâï¬¨ εk → 0. �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ X ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ª®¬-¯ ªâ­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬, â®  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ϕk ¢á¥£¤  ¬®�­® áç¨â âì­¥¯à¥àë¢­ë¬¨.Ǒ®¤ ®¡ê¥¬®¬ ä¨­á«¥à®¢  ¬­®£®®¡à §¨ï ¯®­¨¬ ¥âáï ¥£® ¬¥à  � -ãá¤®àä  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à §¬¥à­®áâ¨. �  á ¬®¬ ¤¥«¥ á«¥¤ãîé ïâ¥®à¥¬  ¢¥à­  ¯à¨ «î¡®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ä¨­á«¥à®¢  ®¡ê¥¬ , «¨èì ¡ë®­ ¬®­®â®­­® § ¢¨á¥« ®â ¬¥âà¨ª¨ ¨ á®¢¯ ¤ « á à¨¬ ­®¢ë¬ ®¡ê¥¬®¬¤«ï à¨¬ ­®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨©. � ­¥© ¢á¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¯à¥¤¯®« £ îâ-áï ª®¬¯ ªâ­ë¬¨ ¨, ¢®§¬®�­®, ¨¬¥îé¨¬¨ ªà ©.�¥®à¥¬  7.2. Ǒãáâì (Mk, ρk) | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì à¨¬ ­®¢ëå¬­®£®®¡à §¨© ®¤¨­ ª®¢®© à §¬¥à­®áâ¨ n, áå®¤ïé ïáï ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ª ä¨­á«¥à®¢ã ¬­®£®®¡à §¨î (M, ρ) â®© �¥ à §¬¥à­®áâ¨,¯à¨ç¥¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ -æ¨© ϕk : Mk → M ­¥­ã«¥¢®© áâ¥¯¥­¨. �®£¤ Vol(M, ρ) 6 lim inf
k→∞

Vol(Mk, ρk) ,¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  ¬¥âà¨ª  ρ ï¢«ï¥âáï à¨¬ ­®¢®©.Ǒ®¤ áâ¥¯¥­ìî ®â®¡à �¥­¨ï ϕk §¤¥áì â®�¥ ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï £®¬®«®-£¨ç¥áª ï áâ¥¯¥­ì. �â® ¯®­ïâ¨¥ ¤«ï ¬­®£®®¡à §¨© á ªà ¥¬ ¢ª«îç ¥â ¢á¥¡ï âà¥¡®¢ ­¨¥, çâ®¡ë ªà © ¬­®£®®¡à §¨ï Mk ®â®¡à � «áï ¢ ªà © M .�¤­ ª® ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ãá«®¢¨¥ ­  áâ¥¯¥­¨ ­¥ áâ ­®¢¨âáï á«¨èª®¬�¥áâª¨¬ ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ ªà ï, â ª ª ª å ãá¤®àä®¢ë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¤®-¯ãáª îâ ¬ «ë¥ è¥¢¥«¥­¨ï.Ǒ¥à¢ãî ç áâì â¥®à¥¬ë 7.2 ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ®¡®¡é¥­¨¥¯¥à¢®© ç áâ¨ â¥®à¥¬ë 5.2, âà¥¡®¢ ­¨¥ ­¥­ã«¥¢ëå áâ¥¯¥­¥©  ¯¯à®ªá¨-¬ æ¨© á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ã ãá«®¢¨î ¨§ â¥®à¥¬ë 5.2. � ª ¨¢ â¥®à¥¬¥ 5.2, ®âª § âìáï ®â ­¥£® ­¥«ì§ï.Ǒà¨¬¥­¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 7.2 ª à ¢­®¬¥à­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥âà¨ª ¤ ¥â­¥¬¥¤«¥­­®¥�«¥¤áâ¢¨¥ 7.3. Ǒãáâì ρk | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì à¨¬ ­®¢ëå ¬¥â-à¨ª ­  ®¤­®¬ ¨ â®¬ �¥ ¬­®£®®¡à §¨¨ M , ¨ ρk à ¢­®¬¥à­® áå®¤ïâáï



11ª ä¨­á«¥à®¢®© ¬¥âà¨ª¥ ρ ª ª äã­ªæ¨¨ ­  M × M . �®£¤ Vol(M, ρ) 6 lim inf
k→∞

Vol(M, ρk) ,¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  ¬¥âà¨ª  ρ ï¢«ï¥âáï à¨¬ ­®¢®©.� §8 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢®§¬®�­®áâì § ¬¥­ë ¢ â¥®à¥¬¥ 7.2 ãá«®¢¨ï­  áâ¥¯¥­¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ¤àã£¨¬¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬¨ âà¥¡®¢ ­¨ï¬¨,  ¨¬¥­­®, ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨å â¨¯®¢ ¬­®£®®¡à §¨© Mk. �¤¢ã¬¥à­®¬ á«ãç ¥ ®â¢¥â ¯®«®�¨â¥«ì­ë©: § ª«îç¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 7.2 ¢ë-¯®«­ï¥âáï ¯à¨ áå®¤¨¬®áâ¨ ¤¢ã¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨© ¢á¥£¤ , ª®£¤  ¨åà®¤ ¨ ç¨á«® ª®¬¯®­¥­â ªà ï ®£à ­¨ç¥­ë á¢¥àåã. �â® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¡-é¥£® ®¯¨á ­¨ï ¢®§¬®�­®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® áâà®¥­¨ï å ãá¤®àä®¢ëå ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© (â¥®à¥¬  8.3) ¯à¨ áå®¤¨¬®áâ¨ ¤¢ã¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à -§¨© ®£à ­¨ç¥­­®£® à®¤ .� áâ àè¨å à §¬¥à­®áâïå, ­ ®¡®à®â, áâà®ïâáï ­¥®�¨¤ ­­ë¥ ¯à¨¬¥-àë áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã à¨¬ ­®¢ëå ¬¥âà¨ª ­  áä¥à¥ª «î¡®© ­ ¯¥à¥¤ § ¤ ­­®© à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¥ ­  áä¥à¥ ¨«¨ ­  ¤¨á-ª¥, á ®¡ê¥¬ ¬¨, áâà¥¬ïé¨¬¨áï ª ­ã«î (â¥®à¥¬  8.5). � ãá¤®àä®¢ë ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¯à¨ íâ®¬ ( ¢â®¬ â¨ç¥áª¨) ¨¬¥îâ ­ã«¥¢ë¥ áâ¥¯¥­¨ ¨,¡®«¥¥ â®£®, â®¯®«®£¨ç¥áª¨ íª¢¨¢ «¥­â­ë áâ ­¤ àâ­®¬ã ¯à®¥ªâ¨à®¢ -­¨î áä¥àë ­  ¤¨áª.�á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ­ áâ®ïé¥© à ¡®âë ¯®«ãç¥­ë á®¢¬¥áâ­® á�. �. �ãà £®. �­¨ ®¯ã¡«¨ª®¢ ­ë ¢ áâ âìïå [17℄ ¨ [18℄.
§1. �¨áâ ­æ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨Ǒãáâì (M, ρ)| ¯à®áâà ­áâ¢® á �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª®©, (M, �ρ) |ä ªâ®à¯à®áâà ­áâ¢®, π : M → M | ®â®¡à �¥­¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨. �íâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï à §«¨ç­ë¥ áâàãªâãàë, á¢ï§ ­­ë¥á (M, ρ), ¨ ¢¢®¤ïâáï á¯¥æ¨ «ì­ë¥ äã­ªæ¨¨ â¨¯  �ã§¥¬ ­ , ª®â®àë¥¡ã¤ãâ  ªâ¨¢­® ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬.�. Ǒà®áâà ­áâ¢® V ¨ ¢ë¯àï¬«ïîé¨¥ ®â®¡à �¥­¨ï.� áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V = � ⊗R. �£® à §¬¥à­®áâìà ¢­  n = rank�. �¬¥¥âáï ª ­®­¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ � → V , ¤¥©-áâ¢ãîé¥¥ ¯® ¯à ¢¨«ã k 7→ k⊗1. �­®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ï¢«ï¥âáï ¢«®-�¥­¨¥¬ (¥£® ï¤à® | íâ® ªàãç¥­¨¥ T (�)) ­® ¢ ¡®«ìè¨­áâ¢¥ á«ãç ¥¢ íâ®âä ªâ ¬®�­® ¨£­®à¨à®¢ âì ¨ à áá¬ âà¨¢ âì í«¥¬¥­âë £àã¯¯ë � ª ª



12â®çª¨ ¯à®áâà ­áâ¢  V , ®¡à §ãîé¨¥ ¢ ­¥¬ \æ¥«®ç¨á«¥­­ãî" à¥è¥â-ªã. � «¥¥ ¢áî¤ã ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï á«¥¤ãîé¥¥ á®ªà é¥­¨¥: ¤«ïí«¥¬¥­â  k ∈ � á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¢¥ªâ®à k ⊗ 1 ∈ V â®�¥ ¡ã¤¥â ®¡®§­ -ç âìáï ç¥à¥§ k. �¯à¥¤¥«¥­® ¤¥©áâ¢¨¥ � ­  V (ª®â®à®¥ à¥¤ãæ¨àã¥âáï ¤®¤¥©áâ¢¨ï �/T (�)) ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ¯¥à¥­®á ¬¨ {v 7→ v+k : k ∈ � →֒ V }.Ǒà¨ ä¨ªá¨à®¢ ­¨¨ ¨§®¬®àä¨§¬  £àã¯¯ë �/T (�) á Zn ¯à®áâà ­áâ¢® V®â®�¤¥áâ¢«ï¥âáï á Rn, ¢ ª®â®à®¬ ¢ë¤¥«¥­  áâ ­¤ àâ­ ï æ¥«®ç¨á«¥­-­ ï à¥è¥âª .� ¯à®áâà ­áâ¢¥ M ¨¬¥îâáï  ­ «®£¨ç­ë¥ à¥è¥âª¨ | ®à¡¨âë ¤¥©-áâ¢¨ï £àã¯¯ë � ¢¨¤  x0+� = {x0+k : k ∈ �}, £¤¥ x0 ∈ M . � �¤ ï â -ª ï à¥è¥âª  ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬ ¯à®®¡à §®¬ ­¥ª®â®à®© â®çª¨ ¯à®áâà ­-áâ¢  M ¨ ­ å®¤¨âáï ­  à ááâ®ï­¨¨, ­¥ ¡®«ìè¥¬ diamM , ®â «î¡®© â®ç-ª¨ ¯à®áâà ­áâ¢  M . Ǒà¨ ¨§ãç¥­¨¨  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ äã­ª-æ¨©, ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ­  M (­ ¯à¨¬¥à, äã­ªæ¨¨ à ááâ®ï­¨ï ρ), ç áâ®¬®�­® ®£à ­¨ç¨¢ âìáï §­ ç¥­¨ï¬¨ äã­ªæ¨¨ â®«ìª® ­  ®¤­®© ®à¡¨â¥¤¥©áâ¢¨ï �. �¨¯¨ç­ë¬ ¯à¨¥¬®¬ ï¢«ï¥âáï áà ¢­¥­¨¥ íâ¨å §­ ç¥­¨© á®§­ ç¥­¨ï¬¨ ª ª®©-­¨¡ã¤ì äã­ªæ¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­­®© ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ V .�«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥ ¯à¥¤«®�¥­¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç âì ã¤®¡­ë¥ ä®à-¬ã«¨à®¢ª¨ â ª®£® à®¤  ãâ¢¥à�¤¥­¨©.Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 1.1. �ãé¥áâ¢ãîâ ­¥¯à¥àë¢­ë¥ ®â®¡à �¥­¨ï ϕ : M →
V , ª®¬¬ãâ¨àãîé¨¥ á ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë, â. ¥. ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ à -¢¥­áâ¢ã

ϕ(x+ k) = ϕ(x) + k¤«ï «î¡ëå x ∈ M ¨ k ∈ �.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒ®áâà®¨¬ ­¥¯à¥àë¢­ãî äã­ªæ¨î f ­  ¬­®�¥áâ¢¥­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ç¨á¥«, ª®â®à ï ¯®«®�¨â¥«ì­  ­  ¨­â¥à¢ «¥ [0, 2 diamM)¨ à ¢­  ­ã«î ¢­¥ ¥£®, § ä¨ªá¨àã¥¬ x0 ∈ M ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¤«ï ª �¤®£®
x ∈ M â®çªã ϕ(x) ∈ V ä®à¬ã«®©

ϕ(x) = 1
∑

k∈� fk(x) ∑

k∈� fk(x) · k ,£¤¥ fk(x) = f(ρ(x, x0 + k)). �¡¥ áã¬¬ë á®¤¥à� â «¨èì ª®­¥ç­®¥ ç¨á-«® ­¥­ã«¥¢ëå á« £ ¥¬ëå,   áâ®ïé ï ¢ §­ ¬¥­ â¥«¥ ­¥ ®¡à é ¥âáï ¢­®«ì, ¯®áª®«ìªã ¢ «î¡®¬ è à¥ ¯à®áâà ­áâ¢  M à ¤¨ãá  2 diamM á®-¤¥à�¨âáï ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­  â®çª  ®à¡¨âë x0+�, ­® ­¥ ¬®�¥â ¡ëâì¡¥áª®­¥ç­®£® ¬­®�¥áâ¢  â ª¨å â®ç¥ª. Ǒ®íâ®¬ã ¯®«ãç¥­­ ï äã­ªæ¨ï
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ϕ ®¯à¥¤¥«¥­  ¨ ­¥¯à¥àë¢­ . �¢®©áâ¢® ª®¬¬ãâ¨à®¢ ­¨ï ®ç¥¢¨¤­® ¨§ä®à¬ã«ë. ��¥¯à¥àë¢­ë¥ ®â®¡à �¥­¨ï ϕ : M → V , ª®¬¬ãâ¨àãîé¨¥ á ¤¥©áâ¢¨-¥¬ £àã¯¯ë ª ª ¢ ¯à¥¤«®�¥­¨¨ 1.1, ¡ã¤ãâ ­ §ë¢ âìáï ¢ë¯àï¬«ïîé¨¬¨®â®¡à �¥­¨ï¬¨. �â¬¥â¨¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ \¢ë¯àï¬«ïîé¥£® ®â®¡-à �¥­¨ï" § ¢¨á¨â «¨èì ®â â®¯®«®£¨¨ M ¨ ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë, ­® ­¥®â ¬¥âà¨ª¨ ρ. � §­®áâì «î¡ëå ¤¢ãå â ª¨å ®â®¡à �¥­¨© ¨­¢ à¨ ­â­ ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¥©áâ¢¨ï � (�-¯¥à¨®¤¨ç­ ),   §­ ç¨â, ®£à ­¨ç¥­ . �â®¯®§¢®«ï¥â áà ¢­¨¢ âì äã­ªæ¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ­  M , á äã­ªæ¨ï¬¨­  V : äã­ªæ¨ï fM : M → R ¡«¨§ª  ª äã­ªæ¨¨ fV : V → R, ¥á«¨ fM®â«¨ç ¥âáï ®â fV ◦ ϕ ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ­  ª®­áâ ­âã ¤«ï ª ª®£®-­¨¡ã¤ì ( §­ ç¨â, ¨ ¤«ï «î¡®£®) ¢ë¯àï¬«ïîé¥£® ®â®¡à �¥­¨ï ϕ.� á¨«ã ª®¬¬ãâ¨à®¢ ­¨ï á ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë, ¢ë¯àï¬«ïîé¥¥ ®â®¡-à �¥­¨¥ ϕ : M → V ï¢«ï¥âáï ¯®¤­ïâ¨¥¬ ¢ ­ ªàë¢ îé¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢ ­¥ª®â®à®£® ®â®¡à �¥­¨ï�ϕ : M → V/� ≃ Rn/Zn .�®¬®â®¯¨ç¥áª¨© â¨¯ �ϕ ®¯à¥¤¥«¥­ ®¤­®§­ ç­®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨¤¢  ®â®¡à �¥­¨ï M → V ª®¬¬ãâ¨àãîâ á ¤¥©áâ¢¨¥¬ �, â® ¯à®¬¥-�ãâ®ç­ë¥ ®â®¡à �¥­¨ï ¯àï¬®«¨­¥©­®© £®¬®â®¯¨¨ ¬¥�¤ã ­¨¬¨ â®-�¥ ª®¬¬ãâ¨àãîâ á ¤¥©áâ¢¨¥¬ �, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, íâ  £®¬®â®¯¨ï ¯à®-¥ªâ¨àã¥âáï ¢ £®¬®â®¯¨î ¬¥�¤ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ®â®¡à �¥­¨ï¬¨
M → V/�.�¡à â­®, ¯ãáâì �ϕ0 : M → V/� á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢ë¯àï¬«ïîé¥¬ã ®â®¡-à �¥­¨î ϕ0, ¨ à áá¬®âà¨¬ ª ª®¥-­¨¡ã¤ì ®â®¡à �¥­¨¥ �ϕ1 : M → V/�,£®¬®â®¯­®¥ �ϕ0. �®¬®â®¯¨ï { �ϕt}, 0 6 t 6 1, ¬¥�¤ã �ϕ0 ¨ �ϕ1 ¬®�¥â ¡ëâì¯®¤­ïâ  ¤® £®¬®â®¯¨¨ {ϕt : M → V }. Ǒ® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¢á¥ ®â®¡-à �¥­¨ï {ϕt} ª®¬¬ãâ¨àãîâ á ¤¥©áâ¢¨¥¬ �. � ª¨¬ ®¡à §®¬, «î¡®¥®â®¡à �¥­¨¥, £®¬®â®¯­®¥ �ϕ0, ¯®¤­¨¬ ¥âáï ¤® ¢ë¯àï¬«ïîé¥£® ®â®¡-à �¥­¨ï M → V . � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ M (  §­ ç¨â, ¨ M) ï¢«ï¥âáï£« ¤ª¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬, â® áãé¥áâ¢ãîâ £« ¤ª¨¥ ¢ë¯àï¬«ïîé¨¥ ®â®¡-à �¥­¨ï M → V , â ª ª ª ¢áïª®¥ ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ M → V/�¬®�¥â ¡ëâì á£« �¥­® ­¥ª®â®à®© £®¬®â®¯¨¥©.� ¬¥ç ­¨ï. 1) �àã¯¯  �, ª®â®à ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© £àã¯¯ã  ¢â®-¬®àä¨§¬®¢ ­ ªàëâ¨ï π : M → M , ª ­®­¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä­  ä ªâ®à-£àã¯¯¥ π1(M)/π1(M), £¤¥ π1(M) ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ π1(M) £®¬®¬®àä¨§-¬®¬, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¬ ­ ªàëâ¨¥¬ π : M → M . Ǒà¨ íâ®¬ ¨§®¬®à-ä¨§¬¥ í«¥¬¥­â k ∈ � á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª« ááã ¯¥â¥«ì ¢ M , ¯®¤­ïâ¨ï



14ª®â®àëå ¢ M á®¥¤¨­ïîâ â®çªã x ∈ M á â®çª®© x + k ∈ M . � ª-â®à¨§ æ¨ï V → V/�  ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬¬¥�¤ã à¥è¥âª®© �/T (�) ¨ π1(V/�). �â®¡à �¥­¨¥ �ϕ : M → V/�, á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¢ë¯àï¬«ïîé¥¬ã ®â®¡à �¥­¨î ϕ : M → M , ¨­¤ãæ¨àã¥â®¯à¥¤¥«¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå £àã¯¯,   ¨¬¥­­®, ª®¬-¯®§¨æ¨î ¤¢ãå ®â®¡à �¥­¨© ä ªâ®à¨§ æ¨¨
π1(M)→ π1(M)/π1(M) ≃ � → �/T (�) ≃ π1(V/�) .� á¨«ã  áä¥à¨ç­®áâ¨ n-¬¥à­®£® â®à  V/�, § ¤ ­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå £àã¯¯ â®�¥ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥â £®¬®â®¯¨ç¥áª¨©â¨¯ �ϕ.2) � á«ãç ¥, ª®£¤  M | ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ n-¬¥à­®£®â®à , ¬®�­® ®â®�¤¥áâ¢¨âì ¥£® á ¥¢ª«¨¤®¢ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Rn, ­ ª®â®à®¬ áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬ ¤¥©áâ¢ã¥â £àã¯¯  Zn. Ǒ®á«¥ â ª®£®®â®�¤¥áâ¢«¥­¨ï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ϕ ¬®�­® ¢§ïâì â®�¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à �¥-­¨¥ Rn → Rn = V , çâ® §­ ç¨â¥«ì­® ã¯à®é ¥â ä®à¬ã«¨à®¢ª¨.�. Ǒà¥¤¥«ì­ ï ­®à¬  ‖·‖ ­  V .�ë¡¥à¥¬ â®çªã x0 ∈ M . �«ï ª �¤®£® k ∈ � ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢¥«¨ç¨-­ã ‖k‖ ä®à¬ã«®©

‖k‖ = lim
n→∞

ρ(x0, x0 + nk)
n(¯à¥¤¥« áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¨«ã áã¡ ¤¤¨â¨¢­®áâ¨ ρ(x0, x0 + nk) ª ª äã­ª-æ¨¨ ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  n). �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ‖k‖ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë-¡®à  x0, ¨ ‖k1‖ = ‖k2‖ ¯à¨ k1 − k2 ∈ T (�). �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì (á¬. [28℄),çâ® äã­ªæ¨ï ‖·‖ ï¢«ï¥âáï ­®à¬®© ­  £àã¯¯¥ �/T (�), ¨«¨, çâ® â® �¥á ¬®¥, áã�¥­¨¥¬ ­  �/T (�) →֒ V ­®à¬ë ‖·‖, § ¤ ­­®© ­  ¯à®áâà ­-áâ¢¥ V . �â  ­®à¬  ­  V ­ §ë¢ ¥âáï ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬®© ¤ ­­®© ¯¥-à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨,   â ª�¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®© ­®à¬®© (asymptoti
norm), ¨«¨ áâ ¡¨«ì­®© ­®à¬®© (stable norm).�¤­¨¬ ¨§ £« ¢­ëå â¥å­¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¢ ­ áâ®ïé¥©à ¡®â¥, ï¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ ï â¥®à¥¬  �. �. �ã-à £® [15℄:�¥®à¥¬  1.2. �«ï ¢áïª®£® ¢ë¯àï¬«ïîé¥£® ®â®¡à �¥­¨ï ϕ : M → Váãé¥áâ¢ã¥â ª®­áâ ­â  C, â ª ï, çâ®

∣

∣ρ(x, y)− ‖ϕ(x)− ϕ(y)‖∣∣ 6 C



15¤«ï «î¡ëå x, y ∈ M .�â  â¥®à¥¬  ä®à¬ã«¨à®¢ « áì ¢ [15℄ â®«ìª® ¤«ï M ∼= Rn, � =Zn, ­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®¤å®¤¨â ¨ ¤«ï ®¡é¥£® á«ãç ï. �«ï Zn-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª ¢ Rn, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯®á«¥¤­¨¬ § ¬¥ç ­¨-¥¬ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® à §¤¥« , ­¥à ¢¥­áâ¢® ¨§ â¥®à¥¬ë 1.2 ¬®�­® § ¯¨á âìá«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
∣

∣ρ(x, y)− ‖x − y‖
∣

∣ 6 C¤«ï «î¡ëå x, y ∈ Rn.�®­áâ ­â  C ¢ â¥®à¥¬¥ 1.2 § ¢¨á¨â ®â ¢ë¯àï¬«ïîé¥£® ®â®¡à �¥­¨ï
ϕ ¨ ¬®�¥â ®ª § âìáï áª®«ì ã£®¤­® ¡®«ìè®© ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ­¥ã¤ ç­®¬¢ë¡®à¥ ϕ. Ǒ®¤áâ ­®¢ª  y = x + k, £¤¥ k ∈ �, ¢ â¥®à¥¬ã 1.2 ¤ ¥â¨­¢ à¨ ­â­ãî ä®à¬ã«¨à®¢ªã, ª®â®à ï, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, à ¢­®á¨«ì­ ¨áå®¤­®©:�¥®à¥¬  1.2'. �ãé¥áâ¢ãîâ ª®­áâ ­â  C = C(�, M, ρ), â ª ï, çâ®

∣

∣ρ(x, x+ k)− ‖k‖
∣

∣ 6 C¤«ï «î¡ëå x ∈ M ¨ k ∈ �.�¥®à¥¬ë 1.2 ¨ 1.2' ¢¥à­ë ¤«ï £®à §¤® ¡®«¥¥ è¨à®ª®£® ª« áá  ¬¥â-à¨ª, ç¥¬ à¨¬ ­®¢ë,   ¨¬¥­­®, ¤«ï ¢á¥å ¢­ãâà¥­­¨å ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å¬¥âà¨ª. �¥â®¤, ¯à¨¬¥­¥­­ë© ¢ [15℄, ¯®§¢®«ï¥â ®æ¥­¨âì ª®­áâ ­âã
C ¨§ â¥®à¥¬ë 1.2' ç¥à¥§ ¤¨ ¬¥âà äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ®¡« áâ¨ ¤¥©áâ¢¨ï£àã¯¯ë (¨«¨ ç¥à¥§ ¤¨ ¬¥âà M) ¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ � (à ­£ ¨ ¬®é­®áâìªàãç¥­¨ï).Ǒà¥¤¥«ì­ ï ­®à¬  ï¢«ï¥âáï ¤®¢®«ì­® £àã¡ë¬ ¨­¢ à¨ ­â®¬ ¬¥âà¨-ª¨ ρ, ¯®áª®«ìªã ®¯à¥¤¥«ï¥âáï «¨èì à ááâ®ï­¨ï¬¨ ¬¥�¤ã ¤ «¥ª¨¬¨â®çª ¬¨. �­  ¬®�¥â ¨£­®à¨à®¢ âì áª®«ì ã£®¤­® ¡®«ìè¨¥ ¨§¬¥­¥-­¨ï ¬¥âà¨ª¨ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ®¡« áâïå. Ǒãáâì, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ ­¥ª®â®-à®© ­¥¡®«ìè®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ U ⊂ M ¬¥âà¨ª  â ª®¢  (áâ®«ì ¢¥«¨ª  ¯®áà ¢­¥­¨î á ®ªàã� îé¨¬¨ ®¡« áâï¬¨), çâ® ¢á¥ ªà âç ©è¨¥ á ª®­-æ ¬¨ ¢­¥ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ U ′ ⊃ U ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâ U . �®£¤ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ã¢¥«¨ç¥­¨¥ ¬¥âà¨ª¨ ¢ ¯à¥¤¥« å U (¯®¢â®àï¥¬®¥ ¢® ¢á¥å®¡« áâïå, ¯®«ãç ¥¬ëå ¨§ U ¤¥©áâ¢¨¥¬ �) ¨§¬¥­ï¥â «¨èì ª®­áâ ­âã C¢ â¥®à¥¬¥ 1.2', ­® ­¥ ­®à¬ã ‖·‖, ¯®áª®«ìªã à ááâ®ï­¨ï ¬¥�¤ã â®çª ¬¨­¥ª®â®à®© ®à¡¨âë x + �, ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¥© U ′, á®åà ­ïîâáï. �¤­ ª®,¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¢ à §¬¥à­®áâ¨ 2, ¯® ¢¨¤ã ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬ë ¬®�­®



16ãáâ ­®¢¨âì ­ «¨ç¨¥ ¯®¤®¡­ëå ®¡« áâ¥©, § ¯à¥â­ëå ¤«ï ¬¨­¨¬ «ì­ëå£¥®¤¥§¨ç¥áª¨å | á¬. [11℄.� ¬¥ç ­¨ï. Ǒà¥¤¥«ì­ ï ­®à¬  á ¬  ¯® á¥¡¥ ï¢«ï¥âáï ¨­â¥à¥á­ë¬ ®¡ê-¥ªâ®¬ ¤«ï ¨§ãç¥­¨ï. � ª, ¢¥áì¬  á®¤¥à� â¥«¥­ ¢®¯à®á ® â®¬, ª ª¨¥­®à¬ë ¬®£ãâ ï¢«ïâìáï ¯à¥¤¥«ì­ë¬¨ ­®à¬ ¬¨ Zn-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© à¨-¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¨ ¢ Rn. �§¢¥áâ­® (á¬. [16℄), çâ® â ª¨¥ ­®à¬ë ¢áî¤ã¯«®â­ë ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¢á¥å ­®à¬ ­  Rn. �«ï à §¬¥à­®áâ¨ n = 2¨§¢¥áâ­ë ®£à ­¨ç¥­¨ï ­  ¯à¥¤¥«ì­ãî ­®à¬ã, á®áâ®ïé¨¥ ¢ ¥¥ áâà®-£®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ (®âáãâáâ¢¨¨ ¯àï¬®«¨­¥©­ëå ®âà¥§ª®¢ ­  ¥¥ ¥¤¨­¨ç-­®© áä¥à¥) ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ ¢ ¨àà æ¨®­ «ì­ëå ­ ¯à ¢«¥­¨ïå(â. ¥. ¢® ¢á¥å â®çª å R2 á ¨àà æ¨®­ «ì­ë¬ ®â­®è¥­¨¥¬ ª®®à¤¨­ â),á¬. [11℄, [36℄. �à®¬¥ â®£®, �. � ­£¥àâ®¬ (V. Bangert, [11℄) ¡ë«® ¤®-ª § ­® ¤«ï ¤¢ã¬¥à­®£® á«ãç ï á«¥¤ãîé¥¥ á¨«ì­®¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥: ¥á«¨¯à¥¤¥«ì­ ï ­®à¬  ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¢áî¤ã (ªà®¬¥ ­ã«ï), â® ¨áå®¤­ ï¬¥âà¨ª  ï¢«ï¥âáï ¯«®áª®©, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¯à¥¤¥«ì­ ï ­®à¬  ï¢«ï¥âáï¥¢ª«¨¤®¢®©.� áâ àè¨å à §¬¥à­®áâïå ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ® áâà®£®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¯à¥-¤¥«ì­®© ­®à¬ë ­¥¢¥à­®, ­ ¯à¨¬¥à, áãé¥áâ¢ãîâ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¥ ¬¥âà¨-ª¨ ¢R3, ¤«ï ª®â®àëå ¥¤¨­¨ç­ë© è à ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬ë ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âá®¡®© ¬­®£®£à ­­¨ª (á¬. [31℄, [10℄). �¥¨§¢¥áâ­®, ¢®§¬®�­® «¨ ®¡®¡é¥-­¨¥ ­  áâ àè¨¥ à §¬¥à­®áâ¨ ã¯®¬ï­ãâëå à¥§ã«ìâ â®¢ ® ¤¨ää¥à¥­æ¨-àã¥¬®áâ¨. � æ¥«®¬, ¢®¯à®á ® ¢®§¬®�­®¬ áâà®¥­¨¨ ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬ë®áâ ¥âáï è¨à®ª® ®âªàëâë¬.�. �ã­ªæ¨¨ â¨¯  �ã§¥¬ ­ .� áá¬®âà¨¬ ª ª®©-­¨¡ã¤ì «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ « L : V → R á
‖L‖ = 1, £¤¥ ‖L‖ := sup{L(x) : ‖x‖ 6 1}. � ä¨ªá¨àã¥¬ â®çªã x0 ∈ M¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ­  M ç¨á«®¢ãî äã­ªæ¨î BL ä®à¬ã«®©(1-1) BL(x) = lim sup

‖k‖→∞

{L(k)− ρ(x, x0 + k) : k ∈ �}(¢ ¢ëà �¥­¨¨ L(k) í«¥¬¥­â k ∈ � ®â®�¤¥áâ¢«ï¥âáï á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¢¥ªâ®à®¬ æ¥«®ç¨á«¥­­®© à¥è¥âª¨ ¯à®áâà ­áâ¢  V , á¬. §1.�).Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 1.3. 1) �á¥ §­ ç¥­¨ï BL ª®­¥ç­ë.2) |BL(x)−BL(y)| 6 ρ(x, y) ¤«ï «î¡ëå x, y ∈ M . �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨,äã­ªæ¨ï BL : M → R «¨¯è¨æ¥¢  á ª®­áâ ­â®© �¨¯è¨æ , à ¢­®© 1.3) BL(x+ k) = BL(x) + L(k) ¤«ï «î¡ëå x ∈ M ¨ k ∈ �.



17�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1) � ®¤­®© áâ®à®­ë, ¤«ï «î¡®£® k ∈ � ¨§ ãá«®¢¨ï
‖L‖ = 1 ¨ â¥®à¥¬ë 1.2' ¨¬¥¥¬

L(k) 6 ‖k‖ 6 ρ(x0, x0 + k) + C .Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x ∈ M ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®
L(k)− ρ(x, x0 + k) 6 ρ(x, x0) + C ,§­ ç¨â,

BL(x) 6 ρ(x0, x) + C < +∞ .� ¤àã£®© áâ®à®­ë, áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  p ∈ V á L(p) = ‖p‖ = 1 ¨ ãå®¤ï-é ï ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª ki ∈ �, «¥� é ï ¢ V­  ®£à ­¨ç¥­­®¬ à ááâ®ï­¨¨ ®â «ãç  {λp : p > 0}. �«ï ç«¥­®¢ íâ®©¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¨¬¥¥¬, ®¡®§­ ç ï ç¥à¥§ 
onst «î¡ãî ª®­áâ ­âã,­¥ § ¢¨áïéãî ®â ki,
L(ki) > ‖ki‖ − 
onst > ρ(x0, x0 + ki)− 
onst(¢â®à®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¨á¯®«ì§ã¥â â¥®à¥¬ã 1.2'), ®âªã¤ 

BL(x) > lim sup(L(ki)− ρ(x, x0 + ki)) > −ρ(x, x0)− 
onst > −∞ .2) Ǒà¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ k ∈ � äã­ªæ¨ï L(k)− ρ(x, x0 + k) ï¢«ï¥âáï«¨¯è¨æ¥¢®© á ª®­áâ ­â®© 1 (¯® x). Ǒà¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª ¢¥àå­¥¬ã ¯à¥¤¥«ãíâ® á¢®©áâ¢® á®åà ­ï¥âáï.3) �¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï BL(x) ¨ «¨­¥©­®áâ¨ L:
BL(x+ k) = lim sup

‖k′‖→∞

{L(k′)− ρ(x+ k, x0 + k′)} == lim sup
‖k′‖→∞

{L(k′)− ρ(x, x0 + k′ − k)} == lim sup
‖k′‖→∞

{L(k′ − k)− ρ(x, x0 + k′ − k)}+ L(k) == BL(x) + L(k) .�® ¢á¥å ¢¥àå­¨å ¯à¥¤¥« å ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï k′ ∈ �. �â®à®¥ à ¢¥­áâ¢®á«¥¤ã¥â ¨§ ¯¥à¨®¤¨ç­®áâ¨ ¬¥âà¨ª¨ ρ. ��áïª ï äã­ªæ¨ï BL, ®¡« ¤ îé ï á¢®©áâ¢ ¬¨ 1{3 ¨§ ¯à¥¤«®�¥-­¨ï 1.3, ¡ã¤¥â ­ §ë¢ âìáï äã­ªæ¨¥© â¨¯  �ã§¥¬ ­ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©



18¤ ­­®¬ã äã­ªæ¨®­ «ã L. � §¢ ­¨¥ ®¡ãá«®¢«¥­® â¥¬, çâ®, ¯®¤®¡­® â®-¬ã, ª ª äã­ªæ¨¨ �ã§¥¬ ­  ¨§ [19℄ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ááâ®ï­¨ï¬¨ ¤® â®-ç¥ª, ãå®¤ïé¨å ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâì ¢¤®«ì £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® «ãç , äã­ªæ¨ï
BL ¢ ä®à¬ã«¥ (1-1) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ááâ®ï­¨ï¬¨ ¤® \£¨¯¥à¯«®áª®áâ¥©"¢¨¤  {x0 + k : L(k) = 
onst}. �®®¡é¥ £®¢®àï, äã­ªæ¨ï â¨¯  �ã§¥¬ ­ ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¤®«�­  § ¤ ¢ âìáï ä®à¬ã«®© (1-1), ­ ¯à¨¬¥à, ¯à¨¡ ¢-«¥­¨¥ ¯à®¨§¢®«ì­®© ª®­áâ ­âë ª äã­ªæ¨¨ â¨¯  �ã§¥¬ ­  ¤ ¥â á­®¢ äã­ªæ¨î â¨¯  �ã§¥¬ ­ . Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 1.3 ¤ «¥¥ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âì-áï ¨áª«îç¨â¥«ì­® ª ª ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ â ª¨å äã­ªæ¨©.�ã­ªæ¨¨ â¨¯  �ã§¥¬ ­  ¡«¨§ª¨ ª «¨­¥©­ë¬ äã­ªæ¨®­ « ¬ ¢ â®¬�¥ á¬ëá«¥, ¢ ª ª®¬ ¬¥âà¨ª  ρ ¡«¨§ª  ª á¢®¥© ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬¥:Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 1.4. Ǒãáâì BL | äã­ªæ¨ï â¨¯  �ã§¥¬ ­ , á®®â-¢¥âáâ¢ãîé ï «¨­¥©­®¬ã äã­ªæ¨®­ «ã L : V → R. �®£¤  ¤«ï «î¡®£®¢ë¯àï¬«ïîé¥£® ®â®¡à �¥­¨ï ϕ : M → V áãé¥áâ¢ã¥â ª®­áâ ­â  C,â ª ï, çâ®

|BL(x)− L(ϕ(x))| 6 C¤«ï «î¡ëå x, y ∈ M .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥¢ ï ç áâì ¤®ª §ë¢ ¥¬®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  ï¢«ï¥âáï¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© (¨­¢ à¨ ­â­®© ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¥©áâ¢¨ï �) äã­ªæ¨¥©â®çª¨ x. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¤«ï «î¡®£® k ∈ � ¨¬¥¥¬ BL(x + k) =
BL(x) + L(k) ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î äã­ªæ¨¨ â¨¯  �ã§¥¬ ­ , ¨

L(ϕ(x+ k)) = L(ϕ(x) + k) = L(ϕ(x)) + L(k)¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¢ë¯àï¬«ïîé¥£® ®â®¡à �¥­¨ï ¨ «¨­¥©­®áâ¨ L. � á¨«ã¯¥à¨®¤¨ç­®áâ¨ ¨ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨, äã­ªæ¨ï |BL − L ◦ ϕ| ®£à ­¨ç¥­ á¢¥àåã. ��¨¯è¨æ¥¢ë äã­ªæ¨¨ á ª®­áâ ­â®© �¨¯è¨æ , à ¢­®© 1, ¡ã¤ãâ ¤ «¥¥¤«ï ªà âª®áâ¨ ­ §ë¢ âìáï 1-«¨¯è¨æ¥¢ë¬¨. �á«¨ (M, ρ) | à¨¬ ­®¢®¬­®£®®¡à §¨¥, â® ¨§ 1-«¨¯è¨æ¥¢®áâ¨ äã­ªæ¨¨ BL á«¥¤ã¥â (á¬. [7℄), çâ®®­  ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  M , ¨ ¯à¨ íâ®¬ | gradBL| 6 1¢® ¢á¥å â®çª å ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ (§¤¥áì grad ®¡®§­ ç ¥â £à ¤¨¥­âäã­ªæ¨¨ ®â­®á¨â¥«ì­® à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¨). �à®¬¥ â®£®, ®¯à¥¤¥«¥­-­®¥ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  M ¨§¬¥à¨¬®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ gradBL ï¢«ï¥âáï�-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬, ¯®áª®«ìªã ª �¤ë© ¯ à ««¥«ì­ë© ¯¥à¥­®á ¨§¬¥­ï¥âäã­ªæ¨î BL ­  ª®­áâ ­âã (á¢®©áâ¢® 3 ¨§ ¯à¥¤«®�¥­¨ï 1.3). Ǒ®íâ®¬ã¯®«¥ gradBL ï¢«ï¥âáï ¯®¤­ïâ¨¥¬ ­¥ª®â®à®£® (®¯à¥¤¥«¥­­®£® ¯®çâ¨¢áî¤ã ¨ ¨§¬¥à¨¬®£®) ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï á M .



19� ¬¥ç ­¨ï. �®à¬ã«  (1.1) ¤«ï äã­ªæ¨© â¨¯  �ã§¥¬ ­   ­ «®£¨ç­ ¢ëà �¥­¨ï¬ ¤«ï \¡ àì¥à­ëå äã­ªæ¨©" « £à ­�¥¢®© á¨áâ¥¬ë á ¯¥-à¨®¤¨ç¥áª¨¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, ¢¢¥¤¥­­ëå ��. � §¥à®¬ (J. Mather)¢ [38℄.�¢®©áâ¢ , ¡«¨§ª¨¥ ª ¯à¥¤«®�¥­¨î 1.3(3), ¡ë«¨ ¤®ª § ­ë �. � ­£¥à-â®¬ (V. Bangert, [11℄) ¤«ï ®¡ëç­ëå äã­ªæ¨© �ã§¥¬ ­  £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å¯àï¬ëå ¢ ã­¨¢¥àá «ì­®¬ ­ ªàë¢ îé¥¬ ¤¢ã¬¥à­®£® â®à . � á®� «¥-­¨î, íâ¨ à¥§ã«ìâ âë ­¥ ¯¥à¥­®áïâáï ­  áâ àè¨¥ à §¬¥à­®áâ¨.
§2. Ǒà¥¤¥«ì­ë¥ ­ ¯à ¢«¥­¨ï £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢¢®¤ïâáï â¥å­¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢ , á¢ï§ ­­ë¥ á ¤¨-­ ¬¨ª®© £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¯®â®ª . �á¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ áç¨â îâáï ­ âã-à «ì­® ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­ë¬¨. �¥®¤¥§¨ç¥áª ï ­ §ë¢ ¥âáï ¬¨­¨¬ «ì-­®©, ¥á«¨ ¤«¨­  «î¡®£® ¥¥ ¨­â¥à¢ «  à ¢­  à ááâ®ï­¨î ¬¥�¤ã ¥£®ª®­æ ¬¨. �¥à¥§ UTM ®¡®§­ ç ¥âáï à áá«®¥­¨¥ ¥¤¨­¨ç­ëå ª á â¥«ì-­ëå ¢¥ªâ®à®¢ à¨¬ ­®¢  ¬­®£®®¡à §¨ï M , UTM = {v ∈ TM : |v| = 1}.�«®© UTM ­ ¤ â®çª®© x ∈ M ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ UTxM . �­ «®£¨ç-­ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨á¯®«ì§ãîâáï ¨ ¤«ï M .�. �¡®§­ ç¥­¨ï ¨ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï.�¥®¤¥§¨ç¥áª¨© ¯®â®ª à¨¬ ­®¢  ¬­®£®®¡à §¨ï M | íâ® á¥¬¥©áâ¢®®â®¡à �¥­¨© Expt : UTM → UTM , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ä®à¬ã«®©Expt(v) = Exp(t, v) = g′(t) ,£¤¥ γ : R → M | £¥®¤¥§¨ç¥áª ï á ­ ç «ì­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ áª®à®áâ¨

γ′(0) = v, â. ¥. γ(t) = exp(tv). �â®¡à �¥­¨¥ Exp ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬(ª« áá  Cr−1 ¤«ï à¨¬ ­®¢®© áâàãªâãàë ª« áá  Cr, çâ® ¡ë«® ®â¬¥-ç¥­® ¥é¥ � à â¥®¤®à¨ [21℄). � §¢ ­¨¥ \¯®â®ª" ®¡ãá«®¢«¥­® ¢ë¯®«-­¥­¨¥¬ â®�¤¥áâ¢  Expt+s = Expt ◦Exps ¤«ï «î¡ëå t, s ∈ R. Ǒ®¤-áâ ­®¢ª  ¢ ­¥£® s = −t ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® Expt | ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¨Exp−1t = Exp−t.� �¤ë© ¢¥ªâ®à v ∈ UTM ¯®à®�¤ ¥â âà ¥ªâ®à¨î £¥®¤¥§¨ç¥áª®£®¯®â®ª  | ªà¨¢ãî t 7→ Exp(t, v) ¢ UTM . Ǒà®¥ªæ¨ï íâ®© âà ¥ªâ®à¨¨­  M ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© £¥®¤¥§¨ç¥áªãî γ á γ′(0) = v. �á«¨ f |ç¨á«®¢ ï ¨«¨ ¢¥ªâ®à­®§­ ç­ ï äã­ªæ¨ï, â® ¥¥ áà¥¤­¥¥ §­ ç¥­¨¥ ¯®âà ¥ªâ®à¨¨ (â®ç­¥¥, ¯® ¯®«ãâà ¥ªâ®à¨¨) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®¬Ave f(v) = lim
T→∞

1
T

∫ T0 f(Exp(v, t)) dt .



20�á«¨ §­ ç¥­¨¥ Ave f(v) ®¯à¥¤¥«¥­®, â® Ave f ®¯à¥¤¥«¥­® ¨ ¯®áâ®ï­­®­  ¢á¥© âà ¥ªâ®à¨¨, ¯®à®�¤ ¥¬®© v.�¥à®ïâ­®áâ­ ï ¬¥à  µ, § ¤ ­­ ï ­  UTM , ­ §ë¢ ¥âáï ¨­¢ à¨ ­â-­®© (®â­®á¨â¥«ì­® £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¯®â®ª ), ¥á«¨ ¤«ï ª �¤®£® t ∈ R¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ Expt á®åà ­ï¥â µ, â. ¥. µ(Expt(A)) = µ(A) ¤«ï «î¡®£®¨§¬¥à¨¬®£® ¬­®�¥áâ¢  A ⊂ UTM . �«ï â ª¨å ¬¥à ¨¬¥¥â ¬¥áâ® íà£®¤¨-ç¥áª ï â¥®à¥¬  �¨àª£®ä  (á¬. [8℄): ¤«ï «î¡®© áã¬¬¨àã¥¬®© (ç¨á«®¢®©¨«¨ ¢¥ªâ®à­®§­ ç­®©) äã­ªæ¨¨ f ­  UTM ¥¥ ãáà¥¤­¥­¨¥ ¢¤®«ì âà -¥ªâ®à¨© Ave f ®¯à¥¤¥«¥­® ¯®çâ¨ ¢áî¤ã (¯® ¬¥à¥ µ) ­  UTM , ¨ ¯à¨íâ®¬
∫

UTM

Ave f dµ = ∫

UTM

f dµ .�¢¥¤¥¬ ­  M ¢¥à®ïâ­®áâ­ãî ¬¥àã vol | ­®à¬¨à®¢ ­­ë© à¨¬ ­®¢®¡ê¥¬ (â. ¥. íâ  ¬¥à  ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­  à¨¬ ­®¢ã ®¡ê¥¬ã ¨ vol(M) = 1).�«ï ª �¤®© â®çª¨ x ∈ M ¢¢¥¤¥¬ ­  ¥¤¨­¨ç­®© áä¥à¥ UTxM ¢¥à®ïâ-­®áâ­ãî ¬¥àã µx, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ­®à¬¨à®¢ ­­®¬ã ®¡ê¥¬ã ­  áâ ­-¤ àâ­®© ¥¢ª«¨¤®¢®© áä¥à¥. �¥à  �¨ã¢¨««ï µ ­  UTM ®¯à¥¤¥«ï¥âáïà ¢¥­áâ¢®¬
µ(A) = ∫

M

µx(A ∩ UTxM) d vol(x) ,£¤¥ A ⊂ UTM | «î¡®¥ ¨§¬¥à¨¬®¥ ¬­®�¥áâ¢®. �§ ä®à¬ã«ë ¤«ï µá«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®© ¨§¬¥à¨¬®© äã­ªæ¨¨ f ­  UTM
∫

UTM

f dµ = ∫

M

d vol(x) ∫
UTxM

f |UTxM dµx(¯à ¢ ï ¨ «¥¢ ï ç áâì ®¯à¥¤¥«¥­ë ¨«¨ ­¥ ®¯à¥¤¥«¥­ë ®¤­®¢à¥¬¥­­®).�®£« á­® â¥®à¥¬¥ �¨ã¢¨««ï (á¬. [1℄), ¬¥à  µ ¨­¢ à¨ ­â­  ®â­®á¨â¥«ì-­® £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¯®â®ª , ¢ ç áâ­®áâ¨, ¤®¯ãáª ¥â ¯à¨¬¥­¥­¨¥ íà£®¤¨-ç¥áª®© â¥®à¥¬ë.Ǒ®áª®«ìªã ¢ «î¡ëå «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ¬¥à  �¨ã¢¨««ï ¨¬¥¥â­¥¯à¥àë¢­ãî äã­ªæ¨î ¯«®â­®áâ¨ ¯® ¬¥à¥ �¥¡¥£ , á«®¢  \¯®çâ¨ ¢áî-¤ã" ®â­®á¨â¥«ì­® µ ¨¬¥îâ ®¡ëç­ë© á¬ëá«: á â®ç­®áâìî ¤® ¬¥àë ­®«ì¢ «î¡®© ª àâ¥.�. �ã­ªæ¨ï ¯à¥¤¥«ì­®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï R.Ǒãáâì ϕ : M → V | ¢ë¯àï¬«ïîé¥¥ ®â®¡à �¥­¨¥ (á¬. §1), γ : R →
M | £¥®¤¥§¨ç¥áª ï. �¯à¥¤¥«¨¬ ¢¥ªâ®à R(γ) ∈ V (¯à¥¤¥«ì­®¥ ­ ¯à ¢-«¥­¨¥ γ) ä®à¬ã«®©

R(γ) = lim
T→∞

ϕ(γ(T ))− ϕ(γ(0))
T

.



21�á«¨ íâ®â ¯à¥¤¥« áãé¥áâ¢ã¥â, â® ®­ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ϕ, ¯®áª®«ìªã«î¡ë¥ ¤¢  ¢ë¯àï¬«ïîé¨å ®â®¡à �¥­¨ï ®â«¨ç îâáï ­  ®£à ­¨ç¥­­ãîäã­ªæ¨î. �­ ç¥­¨¥ R(γ), ®ç¥¢¨¤­®, ­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï ¯à¨ á¤¢¨£¥ ¯ à -¬¥âà  γ ¨ ¯à¨ ¯ à ««¥«ì­ëå ¯¥à¥­®á å. �ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì R ¨ª ª äã­ªæ¨î ­  UTM (â®ç­¥¥, ­  ¯®¤¬­®�¥áâ¢¥ UTM), ¯®« £ ï ¥¥§­ ç¥­¨¥ ­  ¢¥ªâ®à¥ v ∈ UTM à ¢­ë¬ R(γ), £¤¥ γ | £¥®¤¥§¨ç¥áª ï á
γ′(0) = v.�«ï £¥®¤¥§¨ç¥áª®© �γ : R → M ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¤«ï ¢¥ªâ®à �v = �γ′(0) à áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à R(�γ) = R(�v), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© ª ª ¯à¥-¤¥«ì­®¥ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ «î¡®£® ¯®¤­ïâ¨ï �γ ¢ M (®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®àà¥ªâ­®,â ª ª ª «î¡ë¥ ¤¢  ¯®¤­ïâ¨ï á®¢¬¥é îâáï ¯ à ««¥«ì­ë¬ ¯¥à¥­®á®¬).�¥ªâ®à R(�γ) ∈ V ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à®¬ ¢à é¥­¨ï £¥®¤¥§¨ç¥áª®© �γ, áà.á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ¢ [10℄.Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 2.1. �ã­ªæ¨ï R ®¯à¥¤¥«¥­  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  UTM ,  äã­ªæ¨ï R | ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  UTM .�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì ϕ : M → V | £« ¤ª®¥ ¢ë¯àï¬«ïîé¥¥ ®â®¡-à �¥­¨¥. �â®¡à �¥­¨¥ dϕ : TM → V ï¢«ï¥âáï �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬, ¯®-íâ®¬ã ®­® ï¢«ï¥âáï ¯®¤­ïâ¨¥¬ ­¥ª®â®à®© äã­ªæ¨¨ (¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì-­®© ä®à¬ë) ω : TM → V . �á«¨ �γ | £¥®¤¥§¨ç¥áª ï ¢ M ,   γ | ¥¥¯®¤­ïâ¨¥ ¢ M , â®

ϕ(γ(T ))− ϕ(γ(0)) = ∫ T0 dϕ(γ′) = ∫ T0 ω(�γ′) .� ª¨¬ ®¡à §®¬, R(�γ) à ¢­® áà¥¤­¥¬ã §­ ç¥­¨î ω ¢¤®«ì á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¥© âà ¥ªâ®à¨¨ £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¯®â®ª , â. ¥. ¤«ï �v = �γ′(0) ¨¬¥¥¬
R(�v) = R(�γ) = Ave ω(�v). �®£« á­® íà£®¤¨ç¥áª®© â¥®à¥¬¥, ¯®á«¥¤­¥¥¢ëà �¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­® ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å �v ∈ UTM .�®®â¢¥âáâ¢¥­­®, äã­ªæ¨ï R ®¯à¥¤¥«¥­  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  UTM , â ªª ª ®­  ï¢«ï¥âáï ¯®¤­ïâ¨¥¬ R. ��«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ãâ¢¥à�¤¥­¨ï á¢ï§ë¢ îâ §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨¨ R á¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬®© ‖·‖ ¨ äã­ªæ¨ï¬¨ â¨¯  �ã§¥¬ ­ .Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 2.2. Ǒãáâì γ : R → M | £¥®¤¥§¨ç¥áª ï ¨ R(γ) ∈ V®¯à¥¤¥«¥­®. �®£¤  ‖R(γ)‖ 6 1. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ γ | ¬¨­¨¬ «ì­ ï£¥®¤¥§¨ç¥áª ï, â® ‖R(γ)‖ = 1.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒ® ®¯à¥¤¥«¥­¨î R ¨ â¥®à¥¬¥ 1.2 ¨¬¥¥¬

‖R(γ)‖ = lim∥

∥

∥

∥

ϕ((γ(T ))− ϕ(γ(0))
T

∥

∥

∥

∥

= lim ρ(γ(T ), γ(0))
T

6 1 ,



22Ǒ®á«¥¤­¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ρ(γ(T ), γ(0)) 6 T ¤«ï¢á¥å T . �á«¨ γ | ¬¨­¨¬ «ì­ ï £¥®¤¥§¨ç¥áª ï, â® ®­® ®¡à é ¥âáï¢ à ¢¥­áâ¢®, â ª ª ª ρ(γ(T ), γ(0)) = T ¤«ï ¢á¥å T . �Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 2.3. Ǒãáâì L : V → R | «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ « á
‖L‖ = 1, BL | á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥¬ã äã­ªæ¨ï â¨¯  �ã§¥¬ ­ . �®-£¤  ¤«ï «î¡®© £¥®¤¥§¨ç¥áª®© γ : R→ M ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®lim

T→∞

1
T

∫ T0 〈γ′, gradBL〉 = L(R(γ)) ,¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ®¡¥ ¥£® ç áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã «¨¯è¨æ¥¢®áâ¨ äã­ªæ¨¨ BL ◦ γ, ª ­¥© ¯à¨-¬¥­¨¬  ä®à¬ã«  �ìîâ®­ {�¥©¡­¨æ  (á¬. [7℄), ®âªã¤ 
∫ T0 〈γ′, gradBL〉 = ∫ T0 (BL ◦ γ)′ = BL(γ(T ))− BL(γ(0))¤«ï «î¡®£® T > 0. �á«¨ ϕ : M → V | ¢ë¯àï¬«ïîé¥¥ ®â®¡à �¥­¨¥,â®, á®£« á­® ¯à¥¤«®�¥­¨î 1.4, ¯à ¢ ï ç áâì ¯®«ãç¥­­®£® â®�¤¥áâ¢ ®â«¨ç ¥âáï ®â L(ϕ(γ(T )))− L(ϕ(γ(0))) ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ­  ª®­áâ ­âã, ª®-â®à ï ¨áç¥§ ¥â ¯®á«¥ ¤¥«¥­¨ï ­  T ¯à¨ T → ∞. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

L(ϕ(γ(T )))− L(ϕ(γ(0)))
T

= L

(

ϕ(γ(T ))− ϕ(γ(0))
T

)

−−−−→
T→∞

L(R(γ))¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î R(γ). �� ¬¥ç ­¨ï. Ǒà¨ à áá¬®âà¥­¨¨ ¯à¥¤¥«ì­ëå ­ ¯à ¢«¥­¨© ¬¨­¨¬ «ì-­ëå £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å íà£®¤¨ç¥áª¨¥ á®®¡à �¥­¨ï ­¥ ¢á¥£¤  å®à®è® à ¡®-â îâ, ¯®áª®«ìªã ¬­®�¥áâ¢® ¬¨­¨¬ «ì­ëå £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å ¢ ¯¥à¨®¤¨-ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¥ ¬®�¥â ®ª § âìáï ¢¥áì¬  à¥¤ª¨¬. � íâ®¬ á«ãç ¥ á«ã-ç ¥ ¬®�­®, ®âª § ¢è¨áì ®â âà¥¡®¢ ­¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¯à¥¤¥«  ¢ ¢ë-à �¥­¨¨ ¤«ï ¯à¥¤¥«ì­®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï, à áá¬®âà¥âì ¬­®�¥áâ¢® ¢á¥-¢®§¬®�­ëå ¥£® ç áâ¨ç­ëå ¯à¥¤¥«®¢. � ª¨¥ ¯à¥¤¥«ì­ë¥ ¬­®�¥áâ¢ ¯®¤à®¡­® à áá¬ âà¨¢ «¨áì �. � ­£¥àâ®¬ (V. Bangert) ¢ [10℄, £¤¥, ¢ç áâ­®áâ¨, ¤®ª § ­®, çâ® ¤«ï «î¡®© ¬¨­¨¬ «ì­®© £¥®¤¥§¨ç¥áª®© â ª®¥¬­®�¥áâ¢® á®¤¥à�¨âáï ¢ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ ¢ë¯ãª«®£® â¥«  D (¥¤¨­¨ç­®£®è à  ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬ë) á ®¤­®© ¨§ ¥£® ®¯®à­ëå £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥© (áà.á ¯à¥¤«®�¥­¨¥¬ 2.2).



23Ǒà¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¬¨­¨¬ «ì­ëå £¥®-¤¥§¨ç¥áª¨å ¤ ­­®£® ¯à¥¤¥«ì­®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï. �ãé¥áâ¢ãîâ ¯à¨¬¥-àë �¥¤«ã­¤  (G. Hedlund, [31℄) ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª, ¤«ï ª®â®àëå¢®§¬®�­ëå ­ ¯à ¢«¥­¨© ¬¨­¨¬ «ì­ëå £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å «¨èì ª®­¥ç­®¥ç¨á«®. � [10℄ ¤®ª §ë¢ ¥âáï áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¬¨­¨¬ «ì­ëå £¥®¤¥§¨ç¥-áª¨å ¤«ï «î¡®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¥£® á®¡®© íªá¯®­¨à®¢ ­-­ãî â®çªã D (â. ¥. â®çªã, ï¢«ïîéãîáï ¥¤¨­áâ¢¥­­®© â®çª®© ¯¥à¥á¥ç¥-­¨ï D á ­¥ª®â®à®© ®¯®à­®© £¨¯¥à¯«®áª®áâìî). �¥å­¨ª  ¬¨­¨¬ «ì­ëå¬¥à, ¢¢¥¤¥­­ ï ��. � §¥à®¬ (J. Mather, [37℄), ¯®§¢®«ï¥â ­¥áª®«ìª®ãá¨«¨âì íâ® ãâ¢¥à�¤¥­¨¥, § ¬¥­¨¢ ¢ ­¥¬ íªá¯®­¨à®¢ ­­ë¥ â®çª¨ ­ íªáâà¥¬ «ì­ë¥ (â. ¥. â®çª¨, ­¥ ï¢«ïîé¨¥áï ¢­ãâà¥­­¨¬¨ â®çª ¬¨ ¯àï-¬®«¨­¥©­ëå ®âà¥§ª®¢, «¥� é¨å ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ F = ∂D).
§3. Ǒà¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¢¯¨á ­­®£® í««¨¯á®¨¤ Ǒãáâì V | n-¬¥à­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® á § ¤ ­­®© ­  ­¥¬ ­®à-¬®© ‖·‖ (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬®© ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨),

D | ¥£® ¥¤¨­¨ç­ë© è à (â. ¥. D = {x ∈ V : ‖x‖ 6 1}), F = ∂D | ¥¤¨-­¨ç­ ï áä¥à . �­®�¥áâ¢® D ⊂ V ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¢ë¯ãª«®¥ â¥«®,á¨¬¬¥âà¨ç­®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ­ã«ï. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì «¨­¥©­ë© äã­ª-æ¨®­ « L : V → R ®¯®à­ë¬ ª D ¢ â®çª¥ p ∈ F , ¥á«¨ ‖L‖ := supL|D = 1¨ ¯à¨ íâ®¬ L(p) = 1 (áà. á §1.�). �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® £¨-¯¥à¯«®áª®áâì L−1(1) ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã p, ­® ­¥ § ¤¥¢ ¥â ¢­ãâà¥­-­®áâì D. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ F ∗ ¬­®�¥áâ¢® ¢á¥å äã­ªæ¨®­ «®¢, ®¯®à­ëåª D (â. ¥. ¥¤¨­¨ç­ãî áä¥àã ¤¢®©áâ¢¥­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  (V, ‖·‖)∗).�«ï ª �¤®© ¯®«®�¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­®© ä®à¬ë Q, § ¤ ­­®© ­  V ,¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ BallQ ¥¥ ¥¤¨­¨ç­ë© è à, â. ¥. í««¨¯á®¨¤ ¢¨-¤  {x : Q(x) 6 1}. �â®â í««¨¯á®¨¤ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥â ä®à¬ã Q.� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ áâà®¨âáï á¯¥æ¨ «ì­®¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¤«ï ª¢ ¤à â¨ç-­®© ä®à¬ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© í««¨¯á®¨¤ã ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ®¡ê¥¬  áà¥-¤¨ á®¤¥à� é¨åáï ¢ D. �á«®¢¨¥ BallQ ⊂ D íª¢¨¢ «¥­â­® â®¬ã, çâ®
Q(x) > ‖x‖2 ¤«ï ¢á¥å x ∈ V .�¥®à¥¬  3.1. �ãé¥áâ¢ã¥â ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  Q ­  V , ¯à¥¤áâ -¢¨¬ ï ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥ç­®© áã¬¬ë(3-1) Q = ∑

aiL
2
i , £¤¥ Li ∈ F ∗, ai > 0 ¨ ∑

ai = n ,¨ â ª ï, çâ®1) ¤«ï ¢á¥å x ∈ V ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢® Q(x) > ‖x‖2, ¢ ç áâ­®-áâ¨, Q ¯®«®�¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­ ;



24 2) ¥á«¨ Q = ∑

aiL
2
i | à §«®�¥­¨¥ ¢¨¤  (3-1), â® ¤«ï ª �¤®£®äã­ªæ¨®­ «  Li áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  pi ∈ F , â ª ï, çâ®
Li(pi) = Q(pi) = ‖pi‖ = 1 .� ¬¥ç ­¨ï. 1) �â®à®¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë ¬®�­® ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®-¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: í««¨¯á®¨¤ BallQ, ¯®¢¥àå­®áâì F ¨ £¨¯¥à-¯«®áª®áâì L−1

i (1) á®¯à¨ª á îâáï ¢ â®çª¥ pi.2) �­®�¥áâ¢® ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬ ¢¨¤  (3-1) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã ¬­®�¥áâ¢  AF := {nL2 : L ∈ F} ¢ ¯à®áâà ­-áâ¢¥ ¢á¥å ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬ ­  V . � §¬¥à­®áâì íâ®£® ¯à®áâà ­áâ¢ à ¢­  n(n + 1)/2, ¯®íâ®¬ã ¯® â¥®à¥¬¥ � à â¥®¤®à¨ ã ä®à¬ë Q ¥áâìà §«®�¥­¨¥ ¢¨¤  (3-1), ¢ ª®â®à®¬ ­¥ ¡®«¥¥ n(n+ 1)/2 + 1 á« £ ¥¬ëå.3) � ¯à¨¢®¤¨¬®¬ ­¨�¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ Q ¡¥à¥âáï ä®à¬ á ¬¨­¨¬ «ì­ë¬ ®¡ê¥¬®¬ ¥¤¨­¨ç­®£® è à  áà¥¤¨ ¢á¥å ä®à¬ ¢¨¤  (3-1).�¥å­¨ç¥áª¨ ã¤®¡­¥¥ à áá¬ âà¨¢ âì ­¥ á ¬ ®¡ê¥¬ ¥¤¨­¨ç­®£® è à ,  ¥£® ®¡à â­ë© ª¢ ¤à â, ª®â®àë© ¯à®¯®àæ¨®­ «¥­ ®¯à¥¤¥«¨â¥«î ¬ â-à¨æë ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 3.1. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ª ª®©-­¨¡ã¤ì ¡ §¨á ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¢á¥å ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬,§ ¤ ­­ëå ­  V , äã­ªæ¨®­ « H ¯® ä®à¬ã«¥ H(Q) = det[Q℄, £¤¥ [Q℄®¡®§­ ç ¥â ¬ âà¨æã ä®à¬ë Q ¢ ¢ë¡à ­­®¬ ¡ §¨á¥. � «î¡®¬ ¤àã-£®¬ ¡ §¨á¥ äã­ªæ¨®­ « H ¯à®¯®àæ¨®­ «¥­ ®¯à¥¤¥«¨â¥«î ¬ âà¨æë á­¥ª®â®àë¬ ¯®«®�¨â¥«ì­ë¬ ª®íää¨æ¨¥­â®¬ (à ¢­ë¬ ª¢ ¤à âã ®¯à¥-¤¥«¨â¥«ï ¬ âà¨æë ¯¥à¥å®¤ ).�¡®§­ ç¨¬ ¬­®�¥áâ¢® ¢á¥å ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬ ¢¨¤  (3-1) ç¥-à¥§ �AF . �­® ª®¬¯ ªâ­® ª ª ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ª®¬¯ ªâ  AF = {nL2 :
L ∈ F ∗}. Ǒ®áª®«ìªã äã­ªæ¨ï H ­¥¯à¥àë¢­ , ®­  ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã-¬  ­  �AF ¢ ­¥ª®â®à®© â®çª¥ Q. Ǒà®¢¥à¨¬, çâ® íâ  Q ¨ ¥áâì ¨áª®¬ ïª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬ . �à¥¤¨ ä®à¬ ¢¨¤  (3-1) ¨¬¥îâáï ¯®«®�¨â¥«ì-­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥,   ¤«ï ­¨å §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨®­ «  H ¯®«®�¨â¥«ì­ë.�«¥¤®¢ â¥«ì­®, H(Q) = supH( �AF ) > 0. Ǒ®íâ®¬ã ä®à¬  Q | ­¥¢ë-à®�¤¥­­ ï,   §­ ç¨â, ¯®«®�¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ ï.�«ï «¨­¥©­®£® äã­ªæ¨®­ «  L : V → R ¨ ç¨á«  ε ∈ R ®¡®§­ ç¨¬ç¥à¥§ QL

ε ª¢ ¤à â¨ç­ãî ä®à¬ã (1−ε)Q+εnL2. � ¬¥â¨¬, çâ® QL
ε ∈ �AF¯à¨ 0 < ε < 1 ¤«ï «î¡®£® äã­ªæ¨®­ «  L, ®¯®à­®£® ª D. �á«¨ L¯à¨ íâ®¬ ¢å®¤¨â ¢ ª ª®¥-­¨¡ã¤ì à §«®�¥­¨¥ ¢¨¤  (3-1) ¢ ª ç¥áâ¢¥ Li,â® QL

ε ∈ �AF ¨ ¯à¨ ®âà¨æ â¥«ì­ëå ε, ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å ¯® ¬®¤ã«îá®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ª®íää¨æ¨¥­â  ai.



25�¥¬¬ . �«ï «î¡®£® «¨­¥©­®£® äã­ªæ¨®­ «  L : V → R ¨¬¥¥â ¬¥-áâ® à ¢¥­áâ¢®
d

dε
H(QL

ε )∣∣ε=0 = nH(Q)(‖L‖2Q − 1) ,£¤¥ ‖L‖Q = sup{L(x) : Q(x) 6 1}.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®à¬  Q § ¤ ¥â ­¥ª®â®àãî ¥¢ª«¨¤®¢ã áâàãªâãàã­  V . Ǒ®áâà®¨¬ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¢ íâ®© áâàãªâãà¥ ¡ §¨á, ¢ ª®â®-à®¬ L ¯à®¯®àæ¨®­ «¥­ ¯¥à¢®© ª®®à¤¨­ â­®© äã­ªæ¨¨ (á ª®íää¨æ¨-¥­â®¬, à ¢­ë¬ ‖L‖Q). � íâ®¬ ¡ §¨á¥ ä®à¬  QL
ε ¢ëà � ¥âáï ¤¨ £®-­ «ì­®© ¬ âà¨æ¥©diag (1− ε+ εn‖L‖2Q, 1− ε, . . . , 1− ε

)

.�ã­ªæ¨®­ « H ®â«¨ç ¥âáï ®â ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ¬ âà¨æë ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥-¬®¬ ¡ §¨á¥ ã¬­®�¥­¨¥¬ ­  ª®­áâ ­âã, à ¢­ãî H(Q). � ª¨¬ ®¡à §®¬,
H(QL

ε ) = (1− ε)n−1 (1 + ε(n‖L‖2Q − 1))H(Q) .�¨ää¥à¥­æ¨àãï, ¯®«ãç ¥¬,
d

dε
H(QL

ε )∣∣ε=0 = −(n − 1)H(Q) + (n‖L‖2Q − 1)H(Q)= nH(Q)(‖L‖2Q − 1) . �Ǒ®áª®«ìªã Q | â®çª  ¬ ªá¨¬ã¬  äã­ªæ¨®­ «  H ­  �AF , ¤«ï «î¡®-£® L, ®¯®à­®£® ª D, ¢ëç¨á«¥­­ ï ¢ «¥¬¬¥ ¯à®¨§¢®¤­ ï ­¥¯®«®�¨â¥«ì-­ , ®âªã¤  ‖L‖Q 6 1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢áïª¨© «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ «,®¯®à­ë© ª D, ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¥¤¨­¨æë ­  BallQ. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®BallQ ⊂ D, ¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥, Q > ‖·‖2 ¢áî¤ã ­  V , çâ® á®áâ ¢«ï¥â¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë.�«ï L, à ¢­®£® Li ¨§ à §«®�¥­¨ï (3-1), ¯à®¨§¢®¤­ ï ¨§ «¥¬¬ë à ¢-­  ­ã«î, ®âªã¤  ‖Li‖Q = 1. �­ ç¨â, ¨¬¥¥âáï â®çª  pi ∈ V , ¤«ï ª®-â®à®© L(pi) = Q(pi) = 1. �§ ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à�¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë ¨¬¥¥¬æ¥¯®çªã ­¥à ¢¥­áâ¢ Q(pi) > ‖pi‖2 > Li(pi)2. Ǒ®áª®«ìªã ªà ©­¨¥ ç«¥-­ë æ¥¯®çª¨ à ¢­ë 1, íâ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  ®¡à é îâáï ¢ à ¢¥­áâ¢ , çâ® ¨¤®ª §ë¢ ¥â ¢â®à®¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë. �



26Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 3.2. �á«¨ ‖·‖ | ¥¢ª«¨¤®¢  ­®à¬ , â® ª¢ ¤à â¨ç­ ïä®à¬  Q ¨§ â¥®à¥¬ë 3.1 á®¢¯ ¤ ¥â á ‖·‖2.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡®§­ ç¨¬ áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«ïîé¥¥
‖·‖, ç¥à¥§ 〈 , 〉,   ¡¨«¨­¥©­ãî ä®à¬ã, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî Q, | ç¥à¥§
〈 , 〉Q. �ã­ªæ¨®­ «ë Li ¨§ â¥®à¥¬ë 3.1 ï¢«ïîâáï ®¯®à­ë¬¨ ¨ ¤«ï D,¨ ¤«ï BallQ ¢ â®çª å pi. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, Li = 〈pi, ·〉 = 〈pi, ·〉Q. �­ ç¨â,
〈pi, pj〉Q = 〈pi, pj〉 ¤«ï «î¡ëå i ¨ j. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® 〈 , 〉Q = 〈 , 〉,â ª ª ª ¨§ â®ç¥ª pi ¬®�­® ¢ë¡à âì n «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå (¨­ ç¥ä®à¬  Q ¡ë«  ¡ë ¢ëà®�¤¥­­®©). Ǒ®íâ®¬ã Q = ‖·‖2. ��«¥¤áâ¢¨¥ 3.3. Ǒãáâì ‖·‖ | ¥¢ª«¨¤®¢  ­®à¬ , Q | «î¡ ï ª¢ ¤à -â¨ç­ ï ä®à¬  ¢¨¤  ∑

aiL
2
i , £¤¥ ‖Li‖ 6 1, ai > 0, ∑

ai = n. �®£¤ Vol(BallQ) > Vol(D), ¯à¨ç¥¬ à ¢¥­áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï â®«ìª® ¢ á«ãç ¥
Q = ‖·‖2. �¤¥áì Vol ®¡®§­ ç ¥â ¬¥àã �¥¡¥£  ­  V (­®à¬¨à®¢ ­­ãî¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ®¡à §®¬).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®�­® áç¨â âì, çâ® ä®à¬  Q ¨¬¥¥â ¢¨¤ (3-1), â. ¥.çâ® ‖Li‖ = 1 ¯à¨ ¢á¥å i (¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¬®�­® ã¢¥«¨ç¨âì Q, ®â-­®à¬¨à®¢ ¢ ¢á¥ Li). �  ¬­®�¥áâ¢¥ ¯®«®�¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ª¢ ¤-à â¨ç­ëå ä®à¬ äã­ªæ¨®­ « H ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 3.1 ®¡à â­®¯à®¯®àæ¨®­ «¥­ ª¢ ¤à âã ®¡ê¥¬  ¥¤¨­¨ç­®£® è à . � ª¨¬ ®¡à §®¬,¢ íâ®¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ãáâ ­ ¢«¨¢ «®áì, çâ® ä®à¬  á ¬¨­¨¬ «ì­ë¬®¡ê¥¬®¬ ¥¤¨­¨ç­®£® è à  áà¥¤¨ ¢á¥å ä®à¬ ¢¨¤  (3-1) ã¤®¢«¥â¢®àï¥ââà¥¡®¢ ­¨ï¬ â¥®à¥¬ë 3.1. � ãç¥â®¬ ¯à¥¤«®�¥­¨ï 3.2 íâ® ®§­ ç ¥â, çâ®
‖·‖2 ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­®© ä®à¬®© ¢¨¤  (3-1), ­  ª®â®à®© ¤®áâ¨£ ¥âáï¬¨­¨¬ã¬ ®¡ê¥¬  ¥¤¨­¨ç­®£® è à , çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì. ��«¥¤áâ¢¨¥ 3.4. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ­®à¬ë ‖·‖ ä®à¬  Q ¢¨¤  (3-1),ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ­¥à ¢¥­áâ¢ã Q > ‖·‖2, ¥¤¨­áâ¢¥­­ , ¨ ¥¥ ¥¤¨­¨ç-­ë© è à á®¢¯ ¤ ¥â á ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ í««¨¯á®¨¤®¬ ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ®¡ê-¥¬  áà¥¤¨ á®¤¥à� é¨åáï ¢ D.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¤àã£ãî ª¢ ¤à â¨ç­ãî ä®à¬ã Q′, ã¤®-¢«¥â¢®àïîéãî ­¥à ¢¥­áâ¢ã Q′ > ‖·‖2 (¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥, BallQ′ ⊂
D). �«ï äã­ªæ¨®­ «®¢ Li ¨§ à §«®�¥­¨ï Q ¢¨¤  (3-1) ¨¬¥¥¬ ‖Li‖Q′ 6

‖Li‖ = 1. Ǒà¨¬¥­¨¬ á«¥¤áâ¢¨¥ 3.3, ¢§ï¢ ¢ ­¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ‖·‖ ¥¢-ª«¨¤®¢ã ­®à¬ã, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî ä®à¬®© Q′. Ǒ®«ãç ¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®Vol(BallQ) > Vol(BallQ′).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¡ê¥¬ BallQ ¡®«ìè¥ ®¡ê¥¬  «î¡®£® ¤àã£®£® í««¨¯-á®¨¤ , á®¤¥à� é¥£®áï ¢ D. �â® ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥â BallQ,   §­ -ç¨â, ¨ Q. �



27� ¤ «ì­¥©è¥¬ ä®à¬  Q ¨§ â¥®à¥¬ë 3.1 ¡ã¤¥â ã¯®¬¨­ âìáï ª ª ¢¯¨-á ­­ ï ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬ ,   ¥¥ ¥¤¨­¨ç­ë© è à BallQ | ª ª ¢¯¨á ­-­ë© í««¨¯á®¨¤ ­®à¬ë ‖·‖ ¨«¨ â¥«  D. �®âï Q ®¯à¥¤¥«¥­  ®¤­®§­ ç­®,®­  ¬®�¥â ¨¬¥âì ¬­®£® à §«¨ç­ëå ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© ¢ ¢¨¤¥ (3-1).� ¬¥ç ­¨ï. 1) �§ á«¥¤áâ¢¨ï 3.4 ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ¨­â¥à¥á­®¥ ãâ¢¥à-�¤¥­¨¥: ¢¯¨á ­­ë© í««¨¯á®¨¤ â¥«  D á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢¯¨á ­­ë¬ í«-«¨¯á®¨¤®¬ ¬­®£®£à ­­¨ª , ®£à ­¨ç¥­­®£® ®¯®à­ë¬¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâï-¬¨ L−1
i (1) ¨ L−1

i (−1). �®�­® ¤®¡¨âìáï â®£®, çâ®¡ë ç¨á«® íâ¨å £¨-¯¥à¯«®áª®áâ¥© ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨«® n(n + 1) + 2, á¬. § ¬¥ç ­¨¥ 2 ¯®á«¥ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ â¥®à¥¬ë 3.1. �â® ¯à¨¬¥à­® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â (¢ á¬ëá«¥¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨) à¥§ã«ìâ â ¬ �. ��®­  (F. John, [33℄) ® â®çª å ª á -­¨ï â¥«  á ®¯¨á ­­ë¬ í««¨¯á®¨¤®¬ ¬¨­¨¬ «ì­®£® ®¡ê¥¬ .2) �««¨¯á®¨¤, £®¬®â¥â¨ç­ë© ¢¯¨á ­­®¬ã á ª®íää¨æ¨¥­â®¬ √
n, á®-¤¥à�¨â ¨áå®¤­®¥ â¥«® D (ª®­áâ ­â  √

n | â®ç­ ï ¨ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¤«ïªã¡ ). �â® á«¥¤ã¥â, ­ ¯à¨¬¥à, ¨§ à §«®�¥­¨ï (3-1): ¯®áª®«ìªã Li 6 1¢áî¤ã ­  D ¤«ï ¢á¥å i ¨ ∑

ai = n, ¨¬¥¥¬ Q 6 n ¢áî¤ã ­  D, ®âªã¤ 
D ⊂ √

nBallQ. � ç áâ­®áâ¨, ®â­®è¥­¨¥ ®¡ê¥¬®¢ D ¨ BallQ ®£à ­¨ç¥­®á¢¥àåã ­¥ª®â®à®© ª®­áâ ­â®© C(n) 6 nn/2.
§4. �®àë ¡¥§ á®¯àï�¥­­ëå â®ç¥ª�¥«ìî íâ®£® ¯ à £à ä  ï¢«ï¥âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥-¬ë (\£¨¯®â¥§ë �®¯ä "):�¥®à¥¬  4.1. �áïª ï à¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª  ¡¥§ á®¯àï�¥­­ëå â®ç¥ª ­ 

n-¬¥à­®¬ â®à¥ ï¢«ï¥âáï ¯«®áª®©.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ M | à¨¬ ­®¢® ¬­®£®®¡à §¨¥,¤¨ää¥®¬®àä­®¥ â®àã Tn = Rn/Zn,   ¥£® ¬¥âà¨ª  �ρ ­¥ ¨¬¥¥â á®¯àï-�¥­­ëå â®ç¥ª. �£® ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ (M, ρ) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âá®¡®© ¯à®áâà ­áâ¢®, ¤¨ää¥®¬®àä­®¥ Rn, á Zn-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨-ª®©, ª®â®à ï â ª�¥ ­¥ ¨¬¥¥â á®¯àï�¥­­ëå â®ç¥ª. (�¥©áâ¢¨â¥«ì­®,¯à¨ à¨¬ ­®¢®¬ ­ ªàëâ¨¨ π : M → M £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ £¥®¤¥-§¨ç¥áª¨¥, ®âªã¤  expπ(x) = π◦expx ◦(dxϕ)−1 ¤«ï ª �¤®© â®çª¨ x ∈ M ,â ª çâ® expx ­¥¢ëà®�¤¥­­® ¢¬¥áâ¥ á expπ(x)). �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥-¬ë 4.1 á®áâ®¨â ¢ ¯®áâà®¥­¨¨ ¨§®¬¥âà¨¨ ¬¥�¤ã (M, ρ) ¨ ¥¢ª«¨¤®¢ë¬¯à®áâà ­áâ¢®¬. �â®£® ¤®áâ â®ç­®, ¯®áª®«ìªã ¬¥âà¨ª¨ ρ ¨ �ρ «®ª «ì­®¨§®¬¥âà¨ç­ë.� á¨«ã ®âáãâáâ¢¨ï á®¯àï�¥­­ëå â®ç¥ª, ¨§ â¥®à¥¬ë �®¯ä {�¨­®¢ á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ª �¤®© â®çª¨ x ∈ M íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥



28expx : TxM → M ï¢«ï¥âáï ­ ªàëâ¨¥¬. Ǒ®áª®«ìªã M ≃ Rn ®¤­®-á¢ï§­®, íâ® ­ ªàëâ¨¥ ®¤­®«¨áâ­® (¤àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, expx ¡¨¥ªâ¨¢­®).�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï «î¡®© â®çª¨ y ∈ M £¥®¤¥§¨ç¥áª ï, á®¥¤¨­ïîé ï
x ¨ y, ¥¤¨­áâ¢¥­­  ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ªà âç ©èãî ªà¨¢ãî ¬¥�¤ã
x ¨ y. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ (M, ρ) ¢áïª ï £¥®¤¥§¨ç¥áª ï ï¢-«ï¥âáï ¬¨­¨¬ «ì­®©. �¬¥áâ® ãá«®¢¨ï ®âáãâáâ¢¨ï á®¯àï�¥­­ëå â®ç¥ª¤ «¥¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï â®«ìª® íâ® ¥£® á«¥¤áâ¢¨¥.� ª ¨ à ­¥¥, ®¡®§­ ç¨¬ ¯à¥¤¥«ì­ãî ­®à¬ã ¬¥âà¨ª¨ ρ ç¥à¥§ ‖·‖ (®­ ®¯à¥¤¥«¥­  ­  V ≃ Rn), ¥¥ ¥¤¨­¨ç­ë© è à ¨ ¥¤¨­¨ç­ãî áä¥àã |ç¥à¥§ D ¨ F . Ǒ®áª®«ìªã ¢á¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ ï¢«ïîâáï ¬¨­¨¬ «ì­ë-¬¨, ¢á¥ §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨¨ ¯à¥¤¥«ì­®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï R (  §­ ç¨â, ¨äã­ªæ¨¨ R, ®¯à¥¤¥«¥­­®© ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  UTM) «¥� â ­  F (¯à¥¤-«®�¥­¨¥ 2.2). � áá¬®âà¨¬ ­  F ¢¥à®ïâ­®áâ­ãî ¬¥àã m, ï¢«ïîéãîáï
R-®¡à §®¬ ¬¥àë �¨ã¢¨««ï µ ­  UTM , â. ¥. ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî à ¢¥­áâ¢ -¬¨ m(A) = µ(R−1(A)) ¤«ï ¨§¬¥à¨¬ëå ¬­®�¥áâ¢ A ⊂ F . �«ï «î¡®©¨§¬¥à¨¬®© äã­ªæ¨¨ f : F → R ¨¬¥¥¬

∫

F

f dm = ∫

UTM

(f ◦ R) dµ ,¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤¨­ ¨§ ¨­â¥£à «®¢ ®¯à¥¤¥«¥­.Ǒãáâì L : V → R | «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ «, ®¯®à­ë© ª D (â. ¥.
‖L‖ = 1), BL | á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥¬ã äã­ªæ¨ï â¨¯  �ã§¥¬ ­ ,
vL = gradBL | ¯®«¥ ¥¥ £à ¤¨¥­â®¢, �vL | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯®«¥ ­  M(á¬. ª®­¥æ §1.�). Ǒ®«¥ �vL ¨§¬¥à¨¬®, ®­® ®¯à¥¤¥«¥­® ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â­¥à ¢¥­áâ¢ã |�vL| 6 1 ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  M . �¤¥ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨§®¬¥â-à¨ç­®áâ¨ M ¨ Rn á®áâ®¨â ¢ áà ¢­¥­¨¨ ¨­â¥£à «ì­ëå å à ªâ¥à¨áâ¨ªäã­ªæ¨© 〈�vL, ·〉2 ­  UTM ¨ L2 ­  F (¤«ï ­¥áª®«ìª¨å á¯¥æ¨ «ì­® ¢ë-¡à ­­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ L). Ǒà¨ íâ®¬ UTM á­ ¡� ¥âáï ­®à¬¨à®¢ ­-­®© ¬¥à®© �¨ã¢¨««ï µ,   F | ¥¥ R-®¡à §®¬ m.�¥¬¬  4.2. �«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®£® ¢ëè¥ ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï �vL ¨¬¥¥¬, ¢®¡®§­ ç¥­¨ïå §2.�,

∫

UTM

〈�vL, w〉2 dµ(w) = 1
n

∫

M

|�vL|2 d vol 6 1
n�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒ® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¬¥àë �¨ã¢¨««ï ¨¬¥¥¬

∫

UTM

〈�vL, w〉2 dµ(w) = ∫

M

d vol(x) ∫
UTxM

〈�vL(x), w〉2 dµx(w) ,



29£¤¥ vol | ­®à¬¨à®¢ ­­ë© à¨¬ ­®¢ ®¡ê¥¬ ­  M , µx | áâ ­¤ àâ­ ï¢¥à®ïâ­®áâ­ ï ¬¥à  ­  UTxM ≃ Sn−1. Ǒà¥®¡à §ã¥¬ ¢­ãâà¥­­¨© ¨­-â¥£à « ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨:
∫

UTxM

〈�vL(x), w〉2 dµx(w) = |�vL(x)|2 ∫

Sn−1〈v, w〉2Rn dµ0(w) ,£¤¥ v ∈ Rn | ¥¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à,   µ0 | ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï ¬¥à  �  à ­  áâ ­¤ àâ­®© áä¥à¥ Sn−1 ⊂ Rn. Ǒ®á«¥¤­¨© ¨­â¥£à « ­¥ § ¢¨á¨â®â ¢ë¡®à  v ∈ Sn−1, ¯à¨ç¥¬ à ¢¥­ 1/n. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, á«®�¨¢ nâ ª¨å ¨­â¥£à «®¢, ¢ ª®â®àëå ¢¬¥áâ® v ¯®¤áâ ¢«¥­ë ¢¥ªâ®à  e1, . . . , en¨§ áâ ­¤ àâ­®£® ¡ §¨á  Rn, ¯®«ãç¨¬
∫

Sn−1 ∑

〈ej , w〉2Rn dµ0(w) = ∫

Sn−1 1 dµ0 = 1 .Ǒ®¤áâ ¢«ïï |�vL(x)|2/n ­  ¬¥áâ® ¢­ãâà¥­­¥£® ¨­â¥£à «  ¢ ¯¥à¢®­ ç «ì-­®© ä®à¬ã«¥, ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ â®�¤¥áâ¢®. �£® ¯à ¢ ï ç áâì ­¥¯à¥¢®áå®¤¨â 1/n, â ª ª ª |�vL| 6 1. ��¥¬¬  4.3. �«ï «î¡®£® «¨­¥©­®£® äã­ªæ¨®­ «  L : V → R, ®¯®à­®£®ª D, ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®
∫

F

L2 dm 6
1
n

.�á«¨ ¢ ­¥¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï à ¢¥­áâ¢®, â® 〈vL, w〉 = L(R(w)) ¤«ï ¯®çâ¨¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ w ∈ UTM .�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ áà¥¤­¨¥ §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨¨ 〈�vL, ·〉2¢¤®«ì âà ¥ªâ®à¨© £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¯®â®ª  (íâ  äã­ªæ¨ï ¨§¬¥à¨¬  ¨­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 1, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, áã¬¬¨àã¥¬ , ¯®íâ®¬ã ¥¥ ãáà¥¤­¥­¨¥¢¤®«ì âà ¥ªâ®à¨© ®¯à¥¤¥«¥­® ¯®çâ¨ ¢áî¤ã). �§ â®�¤¥áâ¢
〈�vL, ·〉2 = (

〈�vL, ·〉 − L ◦ R
)2 + 2(L ◦ R)〈�vL, ·〉 − (L ◦ R)2¨ Ave 〈�vL, ·〉 = L◦R (¯à¥¤«®�¥­¨¥ 2.3),   â ª�¥ ¨§ ¯®áâ®ï­áâ¢  R ¢¤®«ìâà ¥ªâ®à¨© £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¯®â®ª , á«¥¤ã¥â, çâ®Ave 〈�vL, ·〉2 = (L ◦ R)2 + Ave (

〈�vL, ·〉 − L ◦ R
)2



30�­â¥£à¨àãï á ¯®¬®éìî íà£®¤¨ç¥áª®© â¥®à¥¬ë, ¯®«ãç ¥¬
∫

UTM

〈�vL, ·〉2 dµ = ∫

UTM

(L ◦ R)2 dµ+ ∫

UTM

(

〈�vL, ·〉 − L ◦ R
)2

dµ .�¥¢ ï ç áâì íâ®£® â®�¤¥áâ¢  ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 1/n ¯® «¥¬¬¥ 4.2, ¯®íâ®¬ã
∫

F

L2 dm = ∫

UTM

(L ◦ R)2 dµ 6
1
n
−

∫

UTM

(

〈�vL, ·〉 − L ◦ R
)2

dµ .�ëç¨â ¥¬ë© ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¨­â¥£à « ­¥®âà¨æ â¥«¥­ ¨ à ¢¥­ ­ã«îâ®«ìª® ¥á«¨ 〈�vL, ·〉 = L ◦R ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  UTM . Ǒ®á«¥¤­¥¥ á¢®©áâ¢®á®åà ­ï¥âáï ¨ ¯à¨ ¯®¤­ïâ¨¨ ¢ ­ ªàë¢ îé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® M (â. ¥. ¯à¨§ ¬¥­¥ �vL ­  vL ¨ R ­  R). �� ©¤¥¬ ¤«ï ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬ë ‖·‖ à §«®�¥­¨¥ ¢¯¨á ­­®© ª¢ ¤à -â¨ç­®© ä®à¬ë Q = ∑

aiL
2
i ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ 3.1 (â. ¥. ai > 0, ∑

ai = n,
‖Li‖ = 1). �¡®§­ ç¨¬ ¤«ï ªà âª®áâ¨ Bi = BLi

, vi = gradBi. Ǒà¨¬¥-­¨¢ ª äã­ªæ¨®­ « ¬ Li «¥¬¬ã 4.3, ¯®«ãç¨¬
∫

F

Q dm = ∑

ai

∫

F

L2
i dm 6

1
n

∑

ai = 1 .� ¤àã£®© áâ®à®­ë, Q > ‖·‖2, â. ¥. Q > 1 ­  F , ¯®íâ®¬ã ∫

F
Q dm > 1.�­ ç¨â, ­  á ¬®¬ ¤¥«¥ ∫

F
Q dm = 1, ¨ ¢á¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  ∫

F
L2

i dm 6 1/n®¡à é îâáï ¢ à ¢¥­áâ¢ . �§ ¢â®à®© ç áâ¨ «¥¬¬ë 4.3 ¯®«ãç ¥¬, çâ®(4-1) 〈vi, w〉 = Li(R(w))¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å w ∈ UTM .�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® (4-1) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  ¯®çâ¨ «î¡®©âà ¥ªâ®à¨¨ £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¯®â®ª  M . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, á¤¥« ¢ ¢ (4-1)§ ¬¥­ã ¯¥à¥¬¥­­ëå w 7→ Expt(w), ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®-¢ ­­®¬ t
〈vi,Expt(w)〉 = Li(R(Expt(w))) = Li(R(w))¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å w ∈ UTM (¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ Expt á®åà ­ï¥â §­ ç¥­¨ïäã­ªæ¨¨ R). Ǒ® â¥®à¥¬¥ �ã¡¨­¨ ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥ªâ®à  w ∈

UTM , ¤«ï ª®â®àëå ¯®á«¥¤­¥¥ â®�¤¥áâ¢® ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯à¨ ¯®çâ¨ ¢á¥å
t ∈ R, ®¡à §ãîâ ¢ UTM ¬­®�¥áâ¢® ¯®«­®© ¬¥àë.



31� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¯®çâ¨ ¢áïª®£® ¢¥ªâ®à  w ∈ UTM ­  ¯®à®�-¤ ¥¬®© ¨¬ £¥®¤¥§¨ç¥áª®© γ(t) = exp(tw) äã­ªæ¨ï 〈vi, γ
′〉 = (Bi ◦ γ)′¯®çâ¨ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥­  ¨ à ¢­  ª®­áâ ­â¥ Li(R(w)) = Li(R(γ)). � á¨-«ã «¨¯è¨æ¥¢®áâ¨ äã­ªæ¨¨ Bi ®âáî¤  á«¥¤ã¥â (¯® ä®à¬ã«¥ �ìîâ®­ {�¥©¡­¨æ ), çâ® äã­ªæ¨ï Bi ◦ γ «¨­¥©­  á â®ç­®áâìî ¤® ª®­áâ ­âë,¯®íâ®¬ã(4-2) (Bi ◦ γ)′ ≡ Li(R(γ))­  ¢á¥© ç¨á«®¢®© ¯àï¬®©.�à®¬¥ â®£®, ¨§ â®�¤¥áâ¢  ∫

F
Q dm = 1 á«¥¤ã¥â, çâ® ­¥à ¢¥­áâ¢®

Q > 1, ª®â®à®¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢áî¤ã ­  F , ®¡à é ¥âáï ¢ à ¢¥­áâ¢®¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¯® ¬¥à¥ m (¤àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ­®á¨â¥«ì m á®¤¥à�¨âáï ¢¬­®�¥áâ¢¥ BallQ ∩F ). Ǒ® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¬¥àë m, íâ® ®§­ ç ¥â, çâ®(4-3) Q(R(w)) = 1¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å w ∈ UTM .�§ ­¥¢ëà®�¤¥­­®áâ¨ ä®à¬ë Q = ∑

aiL
2
i á«¥¤ã¥â, çâ® ¨§ «¨­¥©­ëåäã­ªæ¨®­ «®¢ Li ¬®�­® ¢ë¡à âì n «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå. Ǒ¥à¥áâ -­®¢ª®© ¨­¤¥ªá®¢ ¤®¡ì¥¬áï â®£®, çâ®¡ë «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ¡ë«¨¯¥à¢ë¥ n ¨§ äã­ªæ¨© Li. � áá¬®âà¨¬ («¨¯è¨æ¥¢®) ®â®¡à �¥­¨¥

B = (B1, . . . , Bn) : M → Rn .�¢¥¤¥¬ ¢Rn ­®¢ãî ¥¢ª«¨¤®¢ã áâàãªâãàã, ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª¢ ¤-à â¨ç­®© ä®à¬¥ Q, § ¤ ­­®© ­  V , ¯à¨ ¨§®¬®àä¨§¬¥
I = (L1, . . . , Ln) : V → Rn .�«ï ¯®çâ¨ «î¡®© £¥®¤¥§¨ç¥áª®© γ : R → M (â. ¥. ¤«ï £¥®¤¥§¨ç¥áª®©,¯®à®�¤ ¥¬®© ¯®çâ¨ «î¡ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ w = γ′(0)) ¨§ (4-3) ¯®«ãç ¥¬,çâ® (B ◦ γ)′ = (L1(R(γ)), . . . , Ln(R(γ))) = I(R(γ))¢áî¤ã ­  R. �®£« á­® (4-3), ¤«ï ¯®çâ¨ «î¡®© γ ¢¥ªâ®à I(R(γ)) ¨¬¥-¥â ¥¤¨­¨ç­ãî ¤«¨­ã ¢ ­®¢®© ¥¢ª«¨¤®¢®© áâàãªâãà¥. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,¤«ï ¯®çâ¨ «î¡®© £¥®¤¥§¨ç¥áª®© γ : R → M ¥¥ ®¡à § B ◦ γ | ¯àï¬ ï,¯à®å®¤¨¬ ï à ¢­®¬¥à­® á ¥¤¨­¨ç­®© áª®à®áâìî ¢ ­®¢®© ¥¢ª«¨¤®¢®©áâàãªâãà¥. � á¨«ã ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ B, ¨§ ¢ë¯®«­¥­¨ï íâ®£® á¢®©áâ¢ 



32¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å á«¥¤ã¥â ¥£® ¢ë¯®«­¥­¨¥ ¤«ï ¢á¥å £¥®¤¥-§¨ç¥áª¨å. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ ®â®¡à �¥­¨¨ B ¨§ (M, ρ) ¢ Rn á ­®¢®©¥¢ª«¨¤®¢®© ¬¥âà¨ª®© ªà âç ©è¨¥ ªà¨¢ë¥ (£¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥) ¯¥à¥å®¤ïâ¢ ªà âç ©è¨¥, ¯à¨ç¥¬ ¨å ¤«¨­ë á®åà ­ïîâáï. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, íâ®®â®¡à �¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬. �ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ â ª®£® ®â®¡-à �¥­¨ï ¤®ª §ë¢ ¥â â¥®à¥¬ã 4.1.� ¬¥ç ­¨¥. � ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 4.1 âà¥¡ã¥âáï«¨èì C2-£« ¤ª®áâì à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¨ (â. ¥. ¬¨­¨¬ «ì­ ï £« ¤ª®áâì,¯à¨ ª®â®à®© ®á¬ëá«¥­­  ¥¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª ). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯à¥¤¯®-«®�¥­¨ï ® £« ¤ª®áâ¨ ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì «¨èì ¤«ï â¥®à¥¬ë �¨ã¢¨««ï ¨¤«ï â®£® ä ªâ , çâ® ¢á¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ ï¢«ïîâáï ªà âç ©è¨¬¨, ª®â®-àë© ®¯¨à ¥âáï ­  â¥®à¥¬ã �®¯ä {�¨­®¢ . � ®¡®¨å á«ãç ïå ¤®áâ â®ç-­® C1-£« ¤ª®áâ¨ £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¯®â®ª , â. ¥. C2-£« ¤ª®áâ¨ ¬¥âà¨ª¨.
§5. �á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥ ®¡ê¥¬ë� áá¬®âà¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® (M, ρ) á �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© à¨¬ ­®¢®© ¬¥â-à¨ª®©. �«ï ª �¤®© â®çª¨ x ∈ M ¨ ª �¤®£® r > 0 ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§Ballx(r) è à ¢ (M, ρ) à ¤¨ãá  r á æ¥­âà®¬ ¢ x. Ǒãáâì Vol ®¡®§­ ç ¥âà¨¬ ­®¢ ®¡ê¥¬. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯®¢¥¤¥­¨¥ ¢¥«¨ç¨­ëVol(Ballx(r)) ¯à¨ r → ∞. � ª ¨ à ­¥¥, ‖·‖ ®¡®§­ ç ¥â ¯à¥¤¥«ì­ãî ­®à-¬ã (M, ρ), § ¤ ­­ãî ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ V = � ⊗R, D | ¥¥ ¥¤¨­¨ç­ë©è à, n = rank�, (M, �ρ) | ä ªâ®à¯à®áâà ­áâ¢® (M, ρ) ¯® ¤¥©áâ¢¨î �,

π : M → M | ®â®¡à �¥­¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨. �¥à¥§ |T (�)| ®¡®§­ ç ¥â-áï ¬®é­®áâì ªàãç¥­¨ï £àã¯¯ë �. � ª®­¥æ, ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ V0 ¬¥àã�¥¡¥£  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V , ­®à¬¨à®¢ ­­ãî â ª, çâ® ®¡ê¥¬ äã­¤ ¬¥­-â «ì­®© ®¡« áâ¨ à¥è¥âª¨ �/T (�) →֒ V à ¢¥­ 1.Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 5.1. Ǒà¨ r → ∞ ¨¬¥¥â ¬¥áâ®  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ à -¢¥­áâ¢® Vol(Ballx(r)) = 
(M, ρ) · rn + O(rn−1) ,£¤¥ 
(M, ρ) = |T (�)| · V0(D) ·Vol(M, �ρ).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ª �¤®© â®çª¨ �y ∈ M , ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ N(�y, r)ª®«¨ç¥áâ¢® â®ç¥ª ¢ ¬­®�¥áâ¢¥ π−1(�y) ∩ Ballx(r). �à¥¤¨ â®ç¥ª ¯à®®¡-à §  π−1(�y) áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  y ∈ M ­  à ááâ®ï­¨¨ ­¥ ¡®«ìè¥ diamM®â x. Ǒà¨ íâ®¬ π−1(y) = y + �. �§ â¥®à¥¬ë 1.2' ¨¬¥¥¬
∣

∣ρ(x, y + k)− ‖k‖
∣

∣ 6 ρ(x, y) + ∣

∣ρ(y, y + k)− ‖k‖
∣

∣ 6 diamM + C =: C1 .



33�«¥¤®¢ â¥«ì­®, N(�y, r) ®æ¥­¨¢ ¥âáï á¢¥àåã ª®«¨ç¥áâ¢®¬ í«¥¬¥­â®¢ k ∈� á ‖k‖ 6 r+C1, ¨ á­¨§ã | ª®«¨ç¥áâ¢®¬ k ∈ � á ‖k‖ 6 r−C1. �â¨ ª®«¨-ç¥áâ¢ , à §¤¥«¥­­ë¥ ­  |T (�)|, à ¢­ë ª®«¨ç¥áâ¢ ¬ â®ç¥ª æ¥«®ç¨á«¥­-­®© à¥è¥âª¨ �/T (�) →֒ V ¢ â¥« å (r+C1)D ¨ (r−C1)D á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.�¡¥ ¯®á«¥¤­¨¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¨¬¥îâ  á¨¬¯â®â¨ªã V0(D) · rn + O(rn−1).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ «®ª «ì­®© ¨§®¬¥âà¨¨ π : Ballx(r)→ M ª �¤ ïâ®çª  �y ∈ M ­ ªàë¢ ¥âáï
N(�x, r) = |T (�)|V0(D) · rn + O(rn−1)à §, ¯à¨ç¥¬ ¯®¯à ¢ª  O(rn−1) ¢ íâ®© ä®à¬ã«¥ à ¢­®¬¥à­  ¯® �y. �«¥-¤®¢ â¥«ì­®, Vol(Ballx(r)) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã  á¨¬¯â®â¨ç¥-áª®¬ã à ¢¥­áâ¢ã. ��®­áâ ­â  
(M, ρ) ¨§ ¯à¥¤«®�¥­¨ï 5.1 ¡ã¤¥â ­ §ë¢ âìáï  á¨¬¯â®-â¨ç¥áª¨¬ ®¡ê¥¬®¬ ¯à®áâà ­áâ¢  (M, ρ), áà. [2℄, [3℄. �­  ¬®�¥â ¡ëâì§ ¯¨á ­  ¢ ¢¨¤¥ ¯à¥¤¥« 
(M, ρ) = lim

r→∞

Vol(Ballx(r))
rn

.�¥«¨ç¨­  
(M, ρ) ¬®�¥â ¡ëâì áª®«ì ã£®¤­® ¡®«ìè®© (¤«ï «î¡®£®ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï M á § ¤ ­­ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ �). �¥©áâ¢¨-â¥«ì­®, áãé¥áâ¢ã¥â ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ¬¥âà¨ª  ρ ­  M , ª®â®àãî ¬®�­®¯à®¨§¢®«ì­® ã¢¥«¨ç¨¢ âì ¢­ãâà¨ ­¥ª®â®à®© ®¡« áâ¨, ­¥ ¬¥­ïï ¯à¨íâ®¬ ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬ë (á¬. §1.�). � ª ¯®ª §ë¢ ¥â ä®à¬ã«  ¤«ï
(M, ρ) ¨§ ¯à¥¤«®�¥­¨ï 5.1,  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© ®¡ê¥¬ ¯à¨ íâ®¬ ¯à®-¯®àæ¨®­ «¥­ Vol(M, �ρ), â. ¥. ­¥®£à ­¨ç¥­­® ¢®§à áâ ¥â.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® à §¬¥à­®áâì ¬­®£®®¡à §¨ï M à ¢­  n = rank�,¨ ¯ãáâì ϕ : M → V | ¢ë¯àï¬«ïîé¥¥ ®â®¡à �¥­¨¥. �­® ï¢«ï¥â-áï ¯®¤­ïâ¨¥¬ ¢ ­ ªàë¢ îé¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ­¥ª®â®à®£® ®â®¡à �¥­¨ï�ϕ : M → V/� ≃ Tn. �®¬®â®¯¨ç¥áª¨© â¨¯ �ϕ ®¯à¥¤¥«¥­ ®¤­®§­ ç­®, ¢ç áâ­®áâ¨, ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¥­  ¥£® (£®¬®«®£¨ç¥áª ï) áâ¥¯¥­ì deg �ϕ(á¬. [6℄). �â  áâ¥¯¥­ì (æ¥«®¥ ç¨á«® ¤«ï ®à¨¥­â¨àã¥¬®£® M ¨ ¢ëç¥â ¯®¬®¤ã«î 2 ¤«ï ­¥®à¨¥­â¨àã¥¬®£®) § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ¤¥©áâ¢¨ï � ­  M¨ ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ deg�(M). � ¤ «ì­¥©è¥¬, ¯®¬¨¬® £®¬®â®-¯¨ç¥áª®© ¨­¢ à¨ ­â­®áâ¨ áâ¥¯¥­¨, ¯®âà¥¡ã¥âáï «¨èì â®, çâ® ¢áïª®¥®â®¡à �¥­¨¥ ­¥­ã«¥¢®© áâ¥¯¥­¨ áîàê¥ªâ¨¢­® (á¬. [6℄).�á­®¢­ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬ íâ®£® ¯ à £à ä  ï¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé ï â¥®-à¥¬ :



34�¥®à¥¬  5.2. Ǒãáâì dimM = rank� = n, deg�(M) 6= 0. �®£¤ ¤«ï «î¡®© �-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¨ ρ ­  M ¢ë¯®«­ï¥âáï­¥à ¢¥­áâ¢®(5-1) 
(M, ρ) > ωn ,£¤¥ ωn | ®¡ê¥¬ áâ ­¤ àâ­®£® ¥¤¨­¨ç­®£® è à  ¢ Rn.� ¢¥­áâ¢® ¢ (5.1) ¤®áâ¨£ ¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  (M, ρ)¨§®¬¥âà¨ç­® ¥¢ª«¨¤®¢ã ¯à®áâà ­áâ¢ã Rn.� ¨¡®«¥¥ ¯à¨¢«¥ª â¥«ì­® ä®à¬ã«¨à®¢ª  â¥®à¥¬ë ¢ë£«ï¤¨â ¤«ïá«ãç ï, ª®£¤  (M, ρ) | ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ n-¬¥à­®£® à¨-¬ ­®¢  â®à . � íâ®¬ á«ãç ¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï  ¢-â®¬ â¨ç¥áª¨ (deg�(M) = 1),   á ¬  â¥®à¥¬  ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ­ ª ª ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ® ¬¨­¨¬ã¬¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® ®¡ê¥¬  ª ª äã­ªæ¨¨¬¥âà¨ª¨ (¬¨­¨¬ã¬ à ¢¥­ ωn ¨ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¤«ï ¯«®áª¨å ¬¥âà¨ª).� ¬¥ç ­¨ï. �á«®¢¨¥ deg�(M) 6= 0 ¢ â¥®à¥¬¥ 5.2 áãé¥áâ¢¥­­®. �¥©-áâ¢¨â¥«ì­®, à áá¬®âà¨¬ ­  ¯«®áª®áâ¨ ε-®ªà¥áâ­®áâì á¥âª¨ ¯àï¬ëå,¯ à ««¥«ì­ëå ®áï¬ ª®®à¤¨­ â ¨ ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ â®çª¨ æ¥«®ç¨á-«¥­­®© à¥è¥âª¨, £¤¥ ε | ¤®áâ â®ç­® ¬ «¥­ìª®¥ ¯®«®�¨â¥«ì­®¥ ç¨á«®.�á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© ®¡ê¥¬ íâ®£® ¯à®áâà ­áâ¢  (á­ ¡�¥­­®£® ¢­ãâà¥­­¥©¬¥âà¨ª®©, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¨§ R2) áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î ¯à¨ ε → 0. Ǒ¥-à¥©¤ï ª ã¤¢®¥­¨î ¨ á£« ¤¨¢ ã£«ë, ¯®«ãç¨¬ Z2-¯¥à¨®¤¨ç¥áªãî à¨¬ -­®¢ã ¬¥âà¨ªã ­  ¤¢ã¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ ¡¥§ ªà ï á® áª®«ì ã£®¤­®¬ «ë¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬ ®¡ê¥¬®¬.� ªâ®à¯à®áâà ­áâ¢® M ¢ íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ £®¬¥®¬®àä­® ªà¥­¤¥«î(áä¥à¥ á ¤¢ã¬ï àãçª ¬¨), ®¤­ ª®, ¨¬¥¥âáï ¤àã£®¥ Z2-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®¥­ ªàë¢ îé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ªà¥­¤¥«ï, ¤«ï ª®â®à®£® ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë¢ë¯®«­ï¥âáï. �â® ¯à®áâà ­áâ¢® ¢ë£«ï¤¨â ª ª ¯«®áª®áâì á ¯¥à¨®¤¨ç¥-áª¨ ¯®¢â®àïîé¨¬¨áï ­¥¡®«ìè¨¬¨ àãçª ¬¨ (ª �¤ ï àãçª  ¯à¨ª«¥¥­ ¢¡«¨§¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â®çª¨ æ¥«®ç¨á«¥­­®© à¥è¥âª¨).�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 5.2 ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­  ª®¬¡¨­ æ¨¨ à¥§ã«ìâ -â®¢ §1.� ¨ §3 á £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®¬, ­ ¯®¬¨­ îé¨¬ ¨§¢¥áâ-­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® �¥§¨ª®¢¨ç  [12℄, â®ç­¥¥, á ®¡®¡é¥­¨¥¬ ¬¥â®¤  �¥à-à¨ª  (W. Derri
k, [25℄, [26℄) ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ . �¥à -¢¥­áâ¢® �¥§¨ª®¢¨ç  ®æ¥­¨¢ ¥â á­¨§ã ®¡ê¥¬ à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¨ ­  n-¬¥à­®¬ ªã¡¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ à ááâ®ï­¨© ¬¥�¤ã ¯ à ¬¨ ¯à®â¨¢®¯®«®�-­ëå £à ­¥©, ¨ ®­® ¨á¯®«ì§®¢ «®áì ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ®æ¥­®ª  á¨¬¯â®â¨ç¥-áª¨å ®¡ê¥¬®¢ ¢ [29℄ ¨ [2℄. �â«¨ç¨¥ ®¯¨áë¢ ¥¬®£® ­¨�¥ ¬¥â®¤  á®áâ®¨â



35¢ â®¬, çâ® ª®«¨ç¥áâ¢® ­ ¯à ¢«¥­¨© \£à ­¥©", à ááâ®ï­¨ï ¤® ª®â®àëå¨á¯®«ì§ãîâáï ¤«ï ®æ¥­ª¨ ®¡ê¥¬ , ¬®�¥â ¯à¥¢®áå®¤¨âì à §¬¥à­®áâì¬­®£®®¡à §¨ï (¯à®¢®¤ï ­¥ á«¨èª®¬ â®ç­ãî  ­ «®£¨î, ¬®�­® áª § âì,çâ® ¢¬¥áâ® ªã¡  à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ë¯ãª«ë© ¬­®£®£à ­­¨ª ¯à®¨§¢®«ì-­®© ä®à¬ë). �®ª §ë¢ ¥¬®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ï¢«ï¥âáï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬,¨ ¢¬¥áâ® äã­ªæ¨© à ááâ®ï­¨ï ¤® áâ®à®­ ¨á¯®«ì§ãîâáï äã­ªæ¨¨ â¨¯ �ã§¥¬ ­  (ª®â®àë¥ ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¤¨áâ ­æ¨®­­ë¥ äã­ª-æ¨¨ \¡¥áª®­¥ç­® ã¤ «¥­­ëå" £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥©).�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 5.2,   â ª�¥ ¢ §7, ¯®­ ¤®¡ïâáï ­¥ª®-â®àë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® ¯®¢¥¤¥­¨¨ ®¡ê¥¬®¢ ¯à¨ «¨¯è¨æ¥¢ëå ®â®¡à �¥­¨ïå.Ǒãáâì M1 ¨ M2 | ¤¢  à¨¬ ­®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨ï, ¯à¨ç¥¬ à §¬¥à­®áâì
M1 à ¢­  n. Ǒãáâì f : M1 → M2 | «¨¯è¨æ¥¢® ®â®¡à �¥­¨¥. �®-£¤  ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å â®ç¥ª x ∈ M1 ®¯à¥¤¥«¥­  ¥£® ¯à®¨§¢®¤­ ï dxf |«¨­¥©­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ¨§ TxM1 ¢ Tf(x)M2. �®¯ãáª ï ­¥ª®â®à®¥ ®â-ª«®­¥­¨¥ ®â áâ ­¤ àâ­®© â¥à¬¨­®«®£¨¨, ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ïª®¡¨ ­®¬
f ¢ â®çª¥ x ¨ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ Ja
 f(x) ª®íää¨æ¨¥­â à áâï�¥­¨ï n-¬¥à­®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ®¡ê¥¬  ¯à¨ ®â®¡à �¥­¨¨ dxf (¢ ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨
dxf ­¥ ¨­ê¥ªâ¨¢­®, ïª®¡¨ ­ à ¢¥­ ­ã«î). �§ ä®à¬ã«ë ª®¯«®é ¤¨(á¬. [7℄) á«¥¤ã¥â, çâ® n-¬¥à­ë© ®¡ê¥¬ ®¡à §  f(M1) ⊂ M2 (®¯à¥-¤¥«ï¥¬ë© ª ª n-¬¥à­ ï ¬¥à  � ãá¤®àä ) ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¢¥«¨ç¨­ë
∫

M1 Ja
 f(x) dVol(x). � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ Ja
 f 6 1 ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  M ,â® ®â®¡à �¥­¨¥ f ï¢«ï¥âáï ­¥ ã¢¥«¨ç¨¢ îé¨¬ n-¬¥à­ë© ®¡ê¥¬ (¤«ï
n-¬¥à­ëå à¨¬ ­®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨© n-¬¥à­ ï ¬¥à  � ãá¤®àä  á®¢¯ -¤ ¥â á ®¡ëç­ë¬ à¨¬ ­®¢ë¬ ®¡ê¥¬®¬).�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  á«ã�¨â â¥å­¨ç¥áª®© ®á­®¢®© ¤®ª § â¥«ìáâ¢ â¥®à¥¬ë 5.2 ¨ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï â ª�¥ ¢ §7.�¥¬¬  5.3. Ǒãáâì M | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ à¨¬ ­®¢® ¬­®£®®¡à §¨¥ à §-¬¥à­®áâ¨ n, fi : M → R (i = 1, . . . , N)| ­ ¡®à äã­ªæ¨©, «¨¯è¨æ¥¢ëåá ª®­áâ ­â®© 1, {ai} | ­ ¡®à ¯®«®�¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« á ∑

ai = n. �®-£¤  ¢® ¢á¥å â®çª å ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ ®â®¡à �¥­¨ï f : M → RN ,®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® ä®à¬ã«®©
f(x) = (√a1f1(x), . . . ,√aNfN (x)) ,¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® Ja
 f 6 1.�á«¨ ¤«ï â®çª¨ x ∈ M ¤®áâ¨£ ¥âáï à ¢¥­áâ¢® Ja
 f(x) = 1, â®¯à®¨§¢®¤­ ï dxf : TxM → RN ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¢«®�¥­¨-¥¬.



36�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì f ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬® ¢ â®çª¥ x ∈ M . �§ à -¢¥­áâ¢ 
dxf = (√a1dxf1, . . . ,√aNdxfN )á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®®¡à § ¥¤¨­¨ç­®£® è à  RN (  §­ ç¨â, ¨ ¥¤¨­¨ç­®-£® è à  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  dxf(TxM) ⊂ RN ) ¯à¨ ®â®¡à �¥­¨¨ dxf¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¥¤¨­¨ç­ë© è à ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë Qx =

∑

ai(dxfi)2, § ¤ ­­®© ­  TxM . Ǒà¨ íâ®¬ ‖dxfi‖ 6 1 ¢ á¨«ã 1-«¨¯è¨æ¥¢®áâ¨ fi. Ǒà¨¬¥­ïï ª ä®à¬¥ Qx á«¥¤áâ¢¨¥ 3.3, ¯®«ãç ¥¬,çâ® ¥¥ ¥¤¨­¨ç­ë© è à ¯® ®¡ê¥¬ã ­¥ ¬¥­ìè¥, ç¥¬ ¥¤¨­¨ç­ë© è à à¨-¬ ­®¢  áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢ TxM . � ª¨¬ ®¡à §®¬, «¨­¥©­®¥®â®¡à �¥­¨¥ dxf : TxM → dxf(TxM) ⊂ RN ­¥ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥â n-¬¥à­ë©®¡ê¥¬, â. ¥. Ja
 f(x) 6 1.�á«¨ Ja
 f(x) = 1, â® ¬ë ¨¬¥¥¬ á«ãç © à ¢¥­áâ¢  ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 3.3¤«ï ä®à¬ë Qx, §­ ç¨â Qx á®¢¯ ¤ ¥â á ä®à¬®© à¨¬ ­®¢  áª «ïà­®£®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® dxf | ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥-­¨¥. ��¥¯¥àì ¯ãáâì (M, ρ) | ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ¬¥âà¨ª , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ïãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 5.2. Ǒãáâì, ª ª ¨ ¢ §4, Q = ∑

aiL
2
i | à §«®�¥-­¨¥ ¢¨¤  (3-1) ¢¯¨á ­­®© ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬ë ‖·‖,

Bi | äã­ªæ¨¨ â¨¯  �ã§¥¬ ­ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ Li, i = 1, . . . , N . � á-á¬®âà¨¬ ®â®¡à �¥­¨¥ B : M → RN ,
B(x) = (√a1B1(x), . . . ,√aNBN (x))¨  ­ «®£¨ç­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ L : V → RN ,
L(x) = (√a1L1(x), . . . ,√aNLN (x)) .� ä¨ªá¨àã¥¬ ­  V ¥¢ª«¨¤®¢ã áâàãªâãàã, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî ä®à¬®© Q.�â®¡à �¥­¨¥ L ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¢«®�¥­¨¥¬ (V, Q) ¢ RN .Ǒãáâì pr | ®¯¥à â®à ®àâ®£®­ «ì­®£® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï RN ­  L(V ).� áá¬®âà¨¬ ®â®¡à �¥­¨¥

ϕ = L−1 ◦ pr ◦B , ϕ : (M, ρ)→ (V, Q) .�¬¥¥¬ Ja
ϕ 6 Ja
B 6 1 ¯®çâ¨ ¢áî¤ã, ¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢ Ja
ϕ(x) = 1 ¯à®¨§¢®¤­ ï dxϕ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥©. �¥©áâ¢¨â¥«ì-­®, ¯® «¥¬¬¥ 5.3 ¨¬¥¥¬ Ja
B(x) 6 1 á ¨§®¬¥âà¨ç­®áâìî dxB ¢ á«ã-ç ¥ à ¢¥­áâ¢ . � «¥¥, ¯à®¥ªæ¨ï pr ­¥ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥â à ááâ®ï­¨ï ¨



37
dx(pr ◦B) = pr ◦dxB, ®âªã¤  Ja
(pr ◦B)(x) 6 Ja
B(x), ¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥à ¢¥­áâ¢  áã�¥­¨¥ pr ­  dxB(TxM) ¨§®¬¥âà¨ç­®. � ª®­¥æ, ª®¬¯®§¨-æ¨ï á L−1 ­¥ ¬¥­ï¥â ïª®¡¨ ­ ¨ ¨§®¬¥âà¨ç­®áâì ¯à®¨§¢®¤­®©, ¯®áª®«ì-ªã L | ¨§®¬¥âà¨ï ¬¥�¤ã (V, Q) ¨ L(V ) ⊂ RN .�à®¬¥ â®£®, ϕ ï¢«ï¥âáï ¢ë¯àï¬«ïîé¨¬ ®â®¡à �¥­¨¥¬. �¥©áâ¢¨-â¥«ì­®, ¨§ â®�¤¥áâ¢ Bi(x + k) = Bi(x) + Li(k), £¤¥ x ∈ M , k ∈ �,¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢® B(x + k) = B(x) + L(k). �§ ­¥£® á ãç¥â®¬ â®£®, çâ®
L−1 ◦ pr ◦L | â®�¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥, ¯®«ãç ¥¬

ϕ(x+ k) = L−1(pr(B(x) + L(k))) = L−1(pr(B(x))) + k = ϕ(x) + k .�âáâã¯«¥­¨¥. �áâ â®ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­¥à ¢¥­áâ¢  (5-1) ï¢«ï¥âáïä®à¬ «¨§ æ¨¥© á«¥¤ãîé¥£® ¯à®áâ®£® à ááã�¤¥­¨ï: ¯à¨ ®â®¡à �¥-­¨¨ ϕ è à Ballx(r) ¬¥âà¨ª¨ ρ ­ ªàë¢ ¥â ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ¬­®�¥-áâ¢®, ¡«¨§ª®¥ ª è àã rD ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬ë (íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥-¬ë 1.2). Ǒà¨ íâ®¬ rD ⊃ rBallQ, â ª çâ® ¢ á¨«ã ã¬¥­ìè¥­¨ï ®¡ê¥¬ Vol(Ballx(r)) > rn Vol(BallQ, Q) á â®ç­®áâìî ¤® ­¥áãé¥áâ¢¥­­ëå ¯®-¯à ¢®ª. (�¬. â ª�¥  ­ «®£¨ç­®¥ à áá¬®âà¥­¨¥ ¢ §7.)� ä¨ªá¨àã¥¬ ­  â®à¥ V/� ¯«®áªãî à¨¬ ­®¢ã ¬¥âà¨ªã Q, á®®â-¢¥âáâ¢ãîéãî ¥¢ª«¨¤®¢®© áâàãªâãà¥ Q ­  V . � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à -�¥­¨¥ �ϕ : M → V/�, ¯®¤­ïâ¨¥¬ ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï ϕ. Ǒ® ãá«®¢¨î,deg �ϕ = deg� M 6= 0, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �ϕ áîàê¥ªâ¨¢­®. Ǒ®áª®«ìªã ϕ ¨�ϕ ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ ïª®¡¨ ­ë ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â®çª å, ïª®¡¨ ­�ϕ â®�¥ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 1, ¯®íâ®¬ã �ϕ ­¥ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥â n-¬¥à­ë© ®¡ê¥¬,¢ ç áâ­®áâ¨, Vol(M, �ρ) > Vol(V/�, Q). �§ ¯à¥¤«®�¥­¨ï 5.1 á ãç¥â®¬â®£®, çâ® ¥¤¨­¨ç­ë© è à BallQ ä®à¬ë Q á®¤¥à�¨âáï ¢ D, ¯®«ãç ¥¬
(M, ρ) = |T (�)| · V0(D) ·Vol(M, �ρ) >

> |T (�)| · V0(BallQ) ·Vol(V/�, Q) == |T (�)| ·
(V, Q) > 
(V, Q) = ωn ,(¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯®â®¬ã, çâ® (V, Q) | ¥¢ª«¨¤®¢®¯à®áâà ­áâ¢®). �¥¬ á ¬ë¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® (5-1) ¤®ª § ­®.� á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  ¨¬¥¥¬, ¢ ç áâ­®áâ¨,Vol(M, ρ) = Vol(V/�, Q) .Ǒ®áª®«ìªã ®â®¡à �¥­¨¥ �ϕ : (M, �ρ) → (V/�, Q) áîàê¥ªâ¨¢­® ¨ ­¥ ã¢¥-«¨ç¨¢ ¥â ®¡ê¥¬, ®­® ¤®«�­® á®åà ­ïâì ®¡ê¥¬ë ¢á¥å ¬­®�¥áâ¢: ¤«ï



38«î¡®£® A ⊂ M ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® Vol(A, �ρ) = Vol( �ϕ(A), Q). �¥©-áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ �ϕ ã¢¥«¨ç¨¢ «® ¡ë ®¡ê¥¬ M r A. �§á®åà ­¥­¨ï ®¡ê¥¬  á«¥¤ã¥â, çâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® Ja
 �ϕ 6 1 (  §­ ç¨â, ¨­¥à ¢¥­áâ¢® Ja
ϕ 6 1) ®¡à é ¥âáï ¢ à ¢¥­áâ¢® ¯®çâ¨ ¢áî¤ã. �«¥¤®¢ -â¥«ì­®, ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x ∈ M ¯à®¨§¢®¤­ ï dxϕ ¨§®¬¥âà¨ç­ . �­ ç¨â,¨ ¯à®¨§¢®¤­ ï ®â®¡à �¥­¨ï �ϕ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¨§®¬¥âà¨ç­ .Ǒ®áª®«ìªã (V/�, Q) | â®à á ¯«®áª®© ¬¥âà¨ª®©, ¤«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®-ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 5.2 ¤®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® �ϕ | ¨§®¬¥âà¨ï.�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì (M, �ρ) | ¯«®áª¨© â®à, ¢ ç áâ­®áâ¨, π1(M) ≃ Zn.Ǒ®áª®«ìªã £àã¯¯  � ï¢«ï¥âáï ä ªâ®à£àã¯¯®© π1(M) ¯® π1(M) ¨ ¤®«�-­  ¨¬¥âì à ­£ n, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® π1(M) = 0, â. ¥. M | ã­¨¢¥à-á «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ â®à . �¥âà¨ª  ρ ï¢«ï¥âáï ¯«®áª®© ¢¬¥áâ¥ á �ρ,¯®íâ®¬ã (M, ρ) ¨§®¬¥âà¨ç­® áâ ­¤ àâ­®¬ã ¥¢ª«¨¤®¢ã ¯à®áâà ­áâ¢ã.�§®¬¥âà¨ç­®áâì ®â®¡à �¥­¨ï �ϕ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬ë:�¥¬¬ . Ǒãáâì M ¨ M ′ | ¤¢  ª®¬¯ ªâ­ëå n-¬¥à­ëå à¨¬ ­®¢ëå¬­®£®®¡à §¨ï. Ǒãáâì f : M → M ′ | áîàê¥ªâ¨¢­®¥ «¨¯è¨æ¥¢® ®â®¡-à �¥­¨¥, á®åà ­ïîé¥¥ ®¡ê¥¬ë, ¨ ¥£® ¯à®¨§¢®¤­ ï dxf ï¢«ï¥âáï «¨-­¥©­®© ¨§®¬¥âà¨¥© ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x ∈ M . �®£¤  f | ¨§®¬¥âà¨ï.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒ®áª®«ìªã ¯à®¨§¢®¤­ ï f ¨§®¬¥âà¨ç­  ¯®çâ¨ ¢áî-¤ã, á ¬® f ï¢«ï¥âáï ­¥à áâï£¨¢ îé¨¬ ®â®¡à �¥­¨¥¬: ρ(f(x), f(y)) 6

ρ(x, y) ¤«ï «î¡ëå x, y ∈ M . �®ª �¥¬, çâ® f ¨­ê¥ªâ¨¢­® ¨ ®â®¡à �¥-­¨¥ f−1 «®ª «ì­® «¨¯è¨æ¥¢® (á ª®­áâ ­â®© �¨¯è¨æ , ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ï-é¥© 2). �ë¡¥à¥¬ áâ®«ì ¬ «®¥ r0 > 0, çâ® ®â­®è¥­¨¥ ®¡ê¥¬  «î¡®£®è à  à ¤¨ãá  r < r0 ¢ M ¨«¨ M ′ ª ®¡ê¥¬ã è à  â®£® �¥ à ¤¨ãá ¢ Rn ®â«¨ç ¥âáï ®â ¥¤¨­¨æë ¬¥­ìè¥, ç¥¬ ­  2−n−3. � áá¬®âà¨¬ à §-«¨ç­ë¥ â®çª¨ x, y ∈ M , â ª¨¥, çâ® ρ(f(x), f(y)) < r0. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬,çâ® ρ(x, y) > 2ρ(f(x), f(y)). �ë¡¥à¥¬ ¯®«®�¨â¥«ì­®¥ ç¨á«® r < r0¬¥�¤ã ρ(f(x), f(y)) ¨ ρ(x, y)/2. � áá¬®âà¨¬ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¤¢ãå (­¥¯¥-à¥á¥ª îé¨åáï) è à®¢ U = Ballx(r) ∪ Bally(r) ⊂ M . Ǒ® ¢ë¡®àã r0¨¬¥¥¬ Vol(U) > 2 · (1− 2−n−3)ωnrn ,£¤¥ ωn | ®¡ê¥¬ ¥¤¨­¨ç­®£® è à  ¢ Rn. �¡à § f(U) á®¤¥à�¨âáï ¢®¡ê¥¤¨­¥­¨¨ è à®¢ B1 = Ballf(x)(r) ¨ B2 = Ballf(y)(r). Ǒ®áª®«ìªã
ρ(f(x), f(y)) < r, ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ B1 ∩ B2 á®¤¥à�¨â è à à ¤¨ãá  r/2 áæ¥­âà®¬ ¢ á¥à¥¤¨­¥ ªà âç ©è¥©, á®¥¤¨­ïîé¥© f(x) ¨ f(y). �«¥¤®¢ -



39â¥«ì­®, Vol(f(U)) 6 Vol(B1) + Vol(B2)−Vol(B1 ∩ B2) 6

6 2 · (1 + 2−n−3)ωnrn − (1− 2−n−3)ωnrn2n
<

< 2 · (1− 2−n−3)ωnrn .� ª¨¬ ®¡à §®¬, Vol(f(U)) < Vol(U), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î á®åà -­¥­¨ï ®¡ê¥¬ . Ǒ®«ãç¥­­®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â, çâ® ρ(x, y) 62ρ(f(x), f(y)) ¯à¨ ρ(f(x), f(y)) < r0. �­ ç¨â, f ¨­ê¥ªâ¨¢­®, ¨ f−1«®ª «ì­® «¨¯è¨æ¥¢®, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® f−1 ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬® ¯®-çâ¨ ¢áî¤ã. Ǒ®áª®«ìªã d(f−1) = (df)−1, ¯à®¨§¢®¤­ ï ®â®¡à �¥­¨ï f−1¨§®¬¥âà¨ç­  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã. �­ ç¨â, ®â®¡à �¥­¨¥ f−1, â ª �¥ ª ª ¨ f ,ï¢«ï¥âáï ­¥à áâï£¨¢ îé¨¬. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, f | ¨§®¬¥âà¨ï. �� ¬¥ç ­¨¥. �¤­  ¨§ ¯à®¬¥�ãâ®ç­ëå ®æ¥­®ª ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ­¥à -¢¥­áâ¢  (5-1) á®áâ®ï«  ¢ § ¬¥­¥ ®¡ê¥¬  â¥«  D ®¡ê¥¬®¬ ¥£® ¢¯¨á ­­®-£® í««¨¯á®¨¤ . �¥§ íâ®© § ¬¥­ë ¯à ¢ ï ç áâì (5-1) ¯à¨®¡à¥â ¥â ¢¨¤®æ¥­ª¨, § ¢¨áïé¥© ®â ¯à¥¤¥«ì­®© ­®à¬ë:
V0(D)

V0(BallQ) · ωn > ωn(¯à¨ç¥¬ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ® á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  á®åà ­ï¥âáï). � ª¨¬ ®¡à -§®¬, ¥á«¨ ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë 5.2  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© ®¡ê¥¬ ¡«¨§®ª ª ωn,â® ¯à¥¤¥«ì­ ï ­®à¬  ¡«¨§ª  ª ¥¢ª«¨¤®¢®© (¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¢¯¨á ­-­ë© í««¨¯á®¨¤ å®à®è® ¯à¨¡«¨� ¥â ®¡ê¥¬ ¥¥ ¥¤¨­¨ç­®£® è à ).
§6. �á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥ ¨§®¯¥à¨¬¥âàë� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¥ ¬¥âà¨-ª¨ (M, ρ), ï¢«ïîé¨¥áï ã­¨¢¥àá «ì­ë¬¨ ­ ªàë¢ îé¨¬¨ ¬¥âà¨ª n-¬¥à­®£® â®à . � ä¨ªá¨à®¢ ¢ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¬¥�¤ã M ¨ áâ ­¤ àâ-­ë¬ â®à®¬ Tn = Rn/Zn, ¬®�­® áç¨â âì, çâ® M = V = Rn.�«ï ª �¤®£® ¯à®áâà ­áâ¢  (M, ρ) ®¯à¥¤¥«¨¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áªãî¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áªãî ª®­áâ ­âã σ(M, ρ) ª ª ¢¥àå­¨© ¯à¥¤¥«

σ(M, ρ) = lim supVol(
)→∞
σ(M, ρ,
) ,£¤¥

σ(M, ρ,
) = Vol(
)1/nSq(∂
)1/(n−1)



40¤«ï ª �¤®© ®£à ­¨ç¥­­®© ®¡« áâ¨ 
 ⊂ M . �¤¥áì Vol ®¡®§­ ç ¥â
n-¬¥à­ë©,   Sq | (n − 1)-¬¥à­ë© ®¡ê¥¬ (\¯«®é ¤ì ¯®¢¥àå­®áâ¥©")¢ (M, ρ).�á­®, çâ® σ(M, ρ) á®åà ­ï¥âáï ¯à¨ £®¬®â¥â¨ïå ¬¥âà¨ª¨ ρ ¨ ï¢«ï-¥âáï ª®­¥ç­ë¬ ¯®«®�¨â¥«ì­ë¬ ç¨á«®¬ (íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ ­ «¨ç¨ï ¨§®-¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  ¤«ï ¥¢ª«¨¤®¢®© ¬¥âà¨ª¨ ¢ Rn ¨ «¨¯-è¨æ¥¢®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¬¥âà¨ª¨ ρ ¨ ¥¢ª«¨¤®¢®© ¬¥âà¨ª¨). �¢¥«¨-ç¨¢ ï ¬¥âà¨ªã ¢ ¬ «®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®ç¥ª ­¥ª®â®à®© à¥è¥âª¨ ¢¨¤ 
x + �, £¤¥ x ∈ M , ¬®�­® á¤¥« âì  á¨¬¯â®â¨ç¥áªãî ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥-áªãî ª®­áâ ­âã áª®«ì ã£®¤­® ¡®«ìè®©. Ǒà¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á ¯®«ãç¥-­¨¥ ã­¨¢¥àá «ì­ëå ­¨�­¨å ®æ¥­®ª σ(M, ρ), ¯®¤®¡­ëå ®æ¥­ª¥  á¨¬¯-â®â¨ç¥áª¨å ®¡ê¥¬®¢ ¨§ â¥®à¥¬ë 5.2. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® â ª¨¥ ®æ¥­ª¨áãé¥áâ¢ãîâ ¢ à §¬¥à­®áâ¨ 2, ¨, ¡®«¥¥ ®¡é®, ¤«ï «î¡ëå ª®­ä®à¬­®-¯«®áª¨å ¬¥âà¨ª ρ (â¥®à¥¬  6.1). �¤­ ª®, â ª¨å ®æ¥­®ª ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â¢ áâ àè¨å à §¬¥à­®áâïå ¡¥§ ­ «®�¥­¨ï ­  ¬¥âà¨ªã ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëåãá«®¢¨© (â¥®à¥¬  6.3).�â¬¥â¨¬, çâ® ¢¥àå­¨¥ ®æ¥­ª¨ ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª¨å ª®­áâ ­â, ­¥®¡-å®¤¨¬ë¥ ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 6.3, ï¢«ïîâáï ¡®«¥¥ â®­ª¨¬¨,ç¥¬ ­¨�­¨¥ ®æ¥­ª¨ ¨§ â¥®à¥¬ë 6.1: ­¥à ¢¥­áâ¢® ¢¨¤  σ(M, ρ) < σíª¢¨¢ «¥­â­® â®¬ã, çâ® σ(M, ρ,
) < σ ¤«ï ¢á¥å ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å®¡« áâ¥© 
, â®£¤  ª ª ®æ¥­ª  ¢¨¤  σ(M, ρ) > σ á¢®¤¨âáï ª áãé¥áâ¢®-¢ ­¨î áª®«ì ã£®¤­® ¡®«ìè¨å ®¡« áâ¥© 
 á σ(M, ρ,
) > σ.�. �æ¥­ª  σ(M, ρ) ¤«ï ª®­ä®à¬­® ¯«®áª¨å ¬¥âà¨ª.� íâ®© ç áâ¨ ¯ à £à ä  ¡ã¤¥â ¯®«ãç¥­  ®æ¥­ª  á­¨§ã ¤«ï  á¨¬¯â®-â¨ç¥áª®© ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®© ª®­áâ ­âë σ(M, ρ) ¤«ï ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®©¬¥âà¨ª¨ ã­¨¢¥àá «ì­®£® ­ ªàë¢ îé¥£® n-¬¥à­®£® â®à , ¢ ¯à¥¤¯®«®-�¥­¨¨, çâ® ä ªâ®à¯à®áâà ­áâ¢® (M, �ρ) = (M, ρ)/� ª®­ä®à¬­® íª¢¨-¢ «¥­â­® ­¥ª®â®à®¬ã ¯«®áª®¬ã â®àã (ª®à®âª® £®¢®àï, ï¢«ï¥âáï ª®­-ä®à¬­® ¯«®áª¨¬).�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ σn ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áªãî ª®­áâ ­âã ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®-áâà ­áâ¢  Rn, σn = σ(Rn, ρE, Dn), £¤¥ ρE | ¥¢ª«¨¤®¢  ¬¥âà¨ª  ¢ Rn,  Dn | ¥¥ ¥¤¨­¨ç­ë© è à.�¥®à¥¬  6.1. �á«¨ (M, ρ)| ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ª®­ä®à¬­®¯«®áª®£® n-¬¥à­®£® â®à , â®

σ(M, ρ) > σn ,¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  (M, ρ) ¨§®¬¥âà¨ç­® ¥¢ª«¨¤®¢ã ¯à®áâà ­-áâ¢ã Rn.



41�®ª § â¥«ìáâ¢®. �áïª¨© ¯«®áª¨© n-¬¥à­ë© â®à ¨¬¥¥â ¢¨¤ Rn/�, £¤¥� ≃ Zn ¢«®�¥­  ¢ Rn ª ª ­¥ª®â®à ï à¥è¥âª  (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® áâ ­-¤ àâ­ ï æ¥«®ç¨á«¥­­ ï). �®�­® áç¨â âì, çâ® ρ ï¢«ï¥âáï ¯®¤­ïâ¨¥¬ áâ ª®£® â®à  T = Rn/� ¬¥âà¨ª¨ �ρ, ¬¥âà¨ç¥áª¨© â¥­§®à ª®â®à®© ®â«¨ç -¥âáï ®â ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥­§®à  ¯«®áª®© ¬¥âà¨ª¨ ã¬­®�¥­¨¥¬ ­  ¯®«®-�¨â¥«ì­ãî £« ¤ªãî äã­ªæ¨î λ2 : T → R. �®£¤  ¬¥âà¨ç¥áª¨© â¥­§®à¬¥âà¨ª¨ ρ ®â«¨ç ¥âáï ®â ¥¢ª«¨¤®¢  ã¬­®�¥­¨¥¬ ­  �-¯¥à¨®¤¨ç¥áªãîäã­ªæ¨î (λ ◦ π)2, £¤¥ π : Rn → T | ®â®¡à �¥­¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨.�ã­ªæ¨ï λ ◦ π, § ¤ ­­ ï ­  Rn, â®�¥ ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï ¡ãª¢®© λ¤«ï ã¯à®é¥­¨ï § ¯¨á¨. Ǒãáâì Vn ®¡®§­ ç ¥â «¥¡¥£®¢ ®¡ê¥¬ ¢ Rn ¨á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¬¥àã ­  T . �¡®§­ ç¥­¨¥ Vol ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáïª ª ¤«ï à¨¬ ­®¢  ®¡ê¥¬  ¬¥âà¨ª¨ ρ ¢ Rn, â ª ¨ ¤«ï à¨¬ ­®¢  ®¡ê-¥¬  ¬¥âà¨ª¨ �ρ ­  T . Ǒ®¤å®¤ïé¨¬¨ £®¬®â¥â¨ï¬¨ â®à  T ¨ ¬¥âà¨ª¨
ρ ¬®�­® ¤®¡¨âìáï â®£®, çâ® Vn(T ) = Vol(T ) = 1. Ǒ®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­-áâ¢® ®§­ ç ¥â, çâ® ∫

T
λn dVn = 1. �«ï x ∈ Rn ¨ r > 0 ®¡®§­ ç¨¬ç¥à¥§ B(x, r) ¥¢ª«¨¤®¢ è à à ¤¨ãá  r á æ¥­âà®¬ ¢ x. �¢¨¤ã à ¢¥­áâ¢ 

Vn(T ) = Vol(T ) = 1, ®¡  ®¡ê¥¬  Vn(B(x, r)) ¨ VolB(x, r)  á¨¬¯â®â¨ç¥-áª¨ à ¢­ë ª®«¨ç¥áâ¢ã äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ®¡« áâ¥© à¥è¥âª¨, á®¤¥à� -é¨åáï ¢ B(x, r) (áà. á ¯à¥¤«®�¥­¨¥¬ 5.1), §­ ç¨â,(6-1) VolB(x, r)
Vn(B(x, r)) −−−→r→∞

1à ¢­®¬¥à­® ¯® x. � ä¨ªá¨àã¥¬ r > 0 ¨ ¢¢¥¤¥¬ äã­ªæ¨î Ar ­  Rn:
Ar(x) = Sq(∂B(x, r))

Vn−1(∂B(x, r)) ,£¤¥ Vn−1 | ¥¢ª«¨¤®¢ (n− 1)-¬¥à­ë© ®¡ê¥¬ (¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ | áâ ­-¤ àâ­ë© ®¡ê¥¬ áä¥àë à ¤¨ãá  r). �¥«¨ç¨­  Ar(x) à ¢­  ¨­â¥£à «ì-­®¬ã áà¥¤­¥¬ã §­ ç¥­¨î äã­ªæ¨¨ λn−1 ­  ¥¢ª«¨¤®¢®© áä¥à¥ ∂B(x, r).�ã­ªæ¨ï Ar ¨­¢ à¨ ­â­  ®â­®á¨â¥«ì­® �, ¯®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¥¥§ ¤ ­­®© ¨ ­  T . � áá¬®âà¨¬ ¨­â¥£à «ì­®¥ áà¥¤­¥¥ α = ∫

T
Ar dVn.�­® ¯®«ãç ¥âáï ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥¬ äã­ªæ¨¨ λn−1 ¯® ¢¥à®ïâ­®áâ­®© ¬¥-à¥, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ãáà¥¤­¥­¨¥¬ ¬¥à, à ¢­®¬¥à­® à á¯à¥¤¥«¥­­ëå¯® ¯à®¥ªæ¨ï¬ ­  T ¥¢ª«¨¤®¢ëå áä¥à à ¤¨ãá  r. �â  ãáà¥¤­ïîé ï¬¥à  ­  T ®¤­®à®¤­  (¨­¢ à¨ ­â­  ®â­®á¨â¥«ì­® «î¡ëå á¤¢¨£®¢ ¯«®á-ª®£® â®à  T ¢¤®«ì á¥¡ï), ¯®íâ®¬ã ®­  á®¢¯ ¤ ¥â á ¬¥à®© �¥¡¥£  Vn.� ª¨¬ ®¡à §®¬, α = ∫

T
λn−1 dVn, ¢ ç áâ­®áâ¨, α ­¥ § ¢¨á¨â ®â r. Ǒ®-áª®«ìªã ∫

T
λn dVn = 1, ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢  �¥«ì¤¥à  á«¥¤ã¥â, çâ® α 6 1,



42̄à¨ç¥¬ à ¢¥­áâ¢® α = 1 ¤®áâ¨£ ¥âáï â®«ìª® ¯à¨ λ ≡ 1, â. ¥. ¤«ï ¯«®á-ª®© ¬¥âà¨ª¨ ρ.Ǒ®áª®«ìªã α | áà¥¤­¥¥ §­ ç¥­¨¥ Ar, ¤«ï ª �¤®£® r ­ ©¤¥âáï â®çª 
x ∈ Rn, ¤«ï ª®â®à®© Ar(x) 6 α, â. ¥. Sq ∂B(x, r) 6 αVn−1(∂B(x, r)).�¢¨¤ã (6-1), ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ r → ∞

σ(M, ρ, B(x, r)) >
Vn(B(x, r))1/n(αVn−1(∂B(x, r)))1/(n−1) + o(1) = σn

α1/(n−1) + o(1) .�«¥¤®¢ â¥«ì­®, σ(M, ρ) > σn · α−1/(n−1). Ǒ®áª®«ìªã α 6 1, ¨ α = 1â®«ìª® ¤«ï ¯«®áª®© ¬¥âà¨ª¨ ρ, â¥®à¥¬  6.1 ¤®ª § ­ . �Ǒ®áª®«ìªã ¢ ¤¢ã¬¥à­®¬ á«ãç ¥ «î¡ ï ¬¥âà¨ª  ­  â®à¥ ï¢«ï¥âáïª®­ä®à¬­® ¯«®áª®©, ¨§ â¥®à¥¬ë 6.1 ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à�¤¥-­¨¥:�«¥¤áâ¢¨¥ 6.2. �á«¨ (M, ρ) | ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ¤¢ã¬¥à-­®£® â®à , â®
σ(M, ρ) > σ2 = 12√π

,¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  (M, ρ) ¨§®¬¥âà¨ç­® R2. ��. Ǒà¨¬¥àë ¬¥âà¨ª á® áª®«ì ã£®¤­® ¬ «ë¬ σ(M, ρ).� ª ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ , ­¥à ¢¥­áâ¢® ¨§ â¥®à¥¬ë 6.1¯à¨ n > 3 ­¥¢¥à­® ¡¥§ âà¥¡®¢ ­¨ï ª®­ä®à¬­®© ¯«®áª®áâ¨ ¬¥âà¨ª¨(¨«¨ ¤àã£¨å ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ¯à¥¤¯®«®�¥­¨©), ¤ �¥ á ¤àã£®© ª®­áâ ­-â®© ­  ¬¥áâ¥ σn ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨.�¥®à¥¬  6.3. �á«¨ n > 3, â® ­  Rn áãé¥áâ¢ãîâ Zn-¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¥à¨¬ ­®¢ë ¬¥âà¨ª¨ á® áª®«ì ã£®¤­® ¬ «ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨  á¨¬¯â®â¨-ç¥áª®© ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®© ª®­áâ ­âë.�â¨ ¬¥âà¨ª¨ ¡ã¤ãâ ¯®áâà®¥­ë ¢ ï¢­®¬ ¢¨¤¥. Ǒãáâì n > 3, ¨ à á-á¬®âà¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® Rn = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ R} á® áâ ­¤ àâ-­ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë Zn ⊂ Rn æ¥«®ç¨á«¥­­ë¬¨ ¯ à ««¥«ì­ë¬¨¯¥à¥­®á ¬¨. � ª ç¥áâ¢¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ®¡« áâ¨ ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯-¯ë ¬®�­® ¢ë¡à âì ¥¤¨­¨ç­ë© ªã¡ In = [0, 1℄n. �«ï k ∈ Zn ®¡®-§­ ç¨¬ ªã¡¨ª In + k ç¥à¥§ In
k . �«ï ª �¤®£® i = 1, . . . , n ®¡®§­ ç¨¬ç¥à¥§ pri ®¯¥à â®à ®àâ®£®­ «ì­®£® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ­  i-î ª®®à¤¨­ â-­ãî £¨¯¥à¯«®áª®áâì {xi = 0}. Ǒ®áª®«ìªã n > 3, ¯ à ««¥«ì­® ª®-®à¤¨­ â­ë¬ ®áï¬ ¬®�­® ¯à®¢¥áâ¨ ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¯àï-¬ë¥ l1, . . . , ln, ¯à®âëª îé¨¥ ªã¡ In. �ªàã�¨¬ íâ¨ ¯àï¬ë¥ ­¥¯¥à¥-á¥ª îé¨¬¨áï § ¬ª­ãâë¬¨ âàã¡ç âë¬¨ ®ªà¥áâ­®áâï¬¨ ¢¨¤  pr−1i (Ui),
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i = 1, . . . , n, £¤¥ Ui ⊂ pri(Int In) | § ¬ª­ãâ ï ®ªà¥áâ­®áâì â®çª¨
li ∩ {xi = 0} ¢ i-© ª®®à¤¨­ â­®© £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨. �àã¡ç âë¥ à¥è¥âª¨
Gi := pr−1i

(
⋃

k∈Zn(Ui + k)) ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï. �¡®§­ ç¨¬
v0 = min16i6n

Vn(Gi ∩ In) = min16i6n
Vn−1(Ui) ,£¤¥ Vn ¨ Vn−1, ª ª ¨ à ­ìè¥, ®¡®§­ ç îâ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® n-¬¥à­ë© ¨(n − 1)-¬¥à­ë© ®¡ê¥¬ ¢ Rn.�ë¡¥à¥¬ ¬ «®¥ ε > 0 ¨ ¤«ï ª �¤®£® m = 1, . . . , n ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢âàã¡ç â®© à¥è¥âª¥ Gm à¨¬ ­®¢ã ¬¥âà¨ªã á ¬¥âà¨ç¥áª¨¬ â¥­§®à®¬

ds2 = ε2n−2dx2m + ∑

i6=m

dx2i
ε2 .�â  ¬¥âà¨ª  ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢­ãâà¨ Gm â ªãî �¥ ä®à¬ã ®¡ê¥¬ , ª ª ¨áâ ­¤ àâ­ ï ¥¢ª«¨¤®¢ . Ǒà®¤®«�¨¬ íâã ¬¥âà¨ªã á ⋃

Gm ­  ¢á¥ Rnâ ª, çâ®¡ë ¯®«ãç¨« áì Zn-¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï à¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª  ρ = ρε,®¯à¥¤¥«ïîé ï áâ ­¤ àâ­ãî ä®à¬ã ®¡ê¥¬ : Vol = Vn. �®ª �¥¬, çâ®
σ(Rn, ρ) → 0 ¯à¨ ε → 0. �«ï íâ®£® ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï á«¥¤ãîé¥¥­¥à ¢¥­áâ¢® �ã¬¨á {�¨â­¨ (á¬. [35℄, [5℄):�¥à ¢¥­áâ¢® �ã¬¨á {�¨â­¨. Ǒãáâì 
 | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ®¡« áâì¢ Rn. �®£¤ 

n
∏

i=1Vn−1(pri(
)) > Vn(
)n−1 .� ç áâ­®áâ¨, áãé¥áâ¢ã¥â m 6 n, ¤«ï ª®â®à®£®
Vn−1(prm(
)) > Vn(
)1−1/n .Ǒãáâì 
 | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ®£à ­¨ç¥­­ ï ®¡« áâì ¢ Rn. �ë¤¥«¨¬áà¥¤¨ ªã¡¨ª®¢ In

k â¥, ¤«ï ª®â®àëå Vn(
 ∩ In
k ) > 1 − v0/2. �¡®§­ ç¨¬¨å ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ç¥à¥§ 
′. Ǒà¨¬¥­ïï ª 
′ ­¥à ¢¥­áâ¢® �ã¬¨á {�¨â­¨,­ ©¤¥¬ m 6 n, ¤«ï ª®â®à®£®

Vn−1(prm(
′)) > Vn(
′)1−1/n = Vol(
′)1−1/n .�«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® m = 1. �«ï ª �¤®£® ªã¡¨ª 
In
k ⊂ 
′ ¨¬¥¥¬

Vn(
 ∩ In
k ∩ G1) > Vn(In

k ∩ G1)− Vn(In
k r 
) >

v02 .



44�­ ç¨â, ¢ ª �¤®¬ (n− 1)-¬¥à­®¬ ªã¡¨ª¥ ¨§ ç¨á«  á®áâ ¢«ïîé¨å ¬­®-�¥áâ¢® pr1(
′) â®çª¨, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ pr(
) ∩ G1, § ­¨¬ îâ (¥¢ª«¨¤®¢)®¡ê¥¬, ­¥ ¬¥­ìè¨©, ç¥¬ v0/2. Ǒ®áª®«ìªã pr1(
) = pr1(∂
), ®âáî¤ á«¥¤ã¥â, çâ®
Vn−1(pr1(∂
) ∩ G1) >

v02 · Vn−1(pr1(
′)) >
v02 · Vn(
′)1−1/n .�¥âà¨ª  ρ ­  G1 = R × (G1 ∩ {x1 = 0}) ¨¬¥¥â ¢¨¤ ¯àï¬®£® ¯à®¨§-¢¥¤¥­¨ï, ¨ ­  G1 ∩ {x1 = 0} à¨¬ ­®¢ (n − 1)-¬¥à­ë© ®¡ê¥¬ á¢ï§ ­ á¥¢ª«¨¤®¢ë¬ á®®â­®è¥­¨¥¬ Sq = Vn−1/εn−1. Ǒ®íâ®¬ãSq(∂
) > Sq(pr1(∂
) ∩ G1) == Vn−1(pr1(∂
) ∩ G1)

εn−1 >
v02εn−1 · Vn(
′)1−1/n .Ǒ®áª®«ìªã Vn = Vol, ¯®«ãç¥­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® íª¢¨¢ «¥­â­® á«¥¤ãî-é¥¬ã:(6-2) σ(Rn, ρ,
) 6 ε · (2/v0)1/(n−1) (

Vn(
)
Vn(
′))1/n

.�®ª § ­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ®§­ ç ¥â, çâ® ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª ï ª®­áâ ­â ¬ «  ¤«ï â¥å ®¡« áâ¥© 
, ¢ ª®â®àëå 
 ∩ 
′ § ­¨¬ ¥â §­ ç¨â¥«ì­ãî¤®«î ®¡ê¥¬ . �áâ ¥âáï ã¡¥¤¨âìáï, çâ® â®«ìª® â ª¨¥ ®¡« áâ¨ ¨ á«¥¤ã¥âà áá¬ âà¨¢ âì ¯à¨ ­ å®�¤¥­¨¨ σ(Rn, ρ).�¥¬¬ . �«ï ¤ ­­®© ¬¥âà¨ª¨ ρ áãé¥áâ¢ã¥â ª®­áâ ­â  c > 0, â -ª ï, çâ® ¤«ï «î¡®© ®¡« áâ¨ 
 ⊂ Rn ¨ «î¡®£® ªã¡¨ª  In
k , ­¥ ¢å®¤ïé¥£®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ®¡« áâì 
′, ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®Sq(∂
 ∩ Int In

k ) > c ·Vol(
 ∩ In
k ) .�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒ®áª®«ìªã ¢¥«¨ç¨­  ª®­áâ ­âë ­¥áãé¥áâ¢¥­­ , ¬®�-­® ¤®ª §ë¢ âì «¥¬¬ã ¤«ï áâ ­¤ àâ­®© ¥¢ª«¨¤®¢®© ¬¥âà¨ª¨ ¢¬¥-áâ® ρ. �«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® In

k = In ¨ ®¡®§­ ç¨¬
0 = 
 ∩ Int In. �â¢¥à�¤¥­¨¥ «¥¬¬ë á¢®¤¨âáï ª á«¥¤ãîé¥¬ã: ¥á«¨
Vn(
0) 6 1− v0/2, â®

Vn−1(∂
0 ∩ Int In) > c · Vn(
0)



45¤«ï ­¥ª®â®à®© ª®­áâ ­âë c > 0 (§ ¢¨áïé¥© â®«ìª® ®â v0).Ǒà¨¬¥­¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® �ã¬¨á {�¨â­¨ ª 
0: áãé¥áâ¢ã¥â m 6 n,¤«ï ª®â®à®£® Vn−1(prm(
0)) > V (
0)1−1/n. �«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ¡ã¤¥¬áç¨â âì, çâ® m = 1. �«ï ª �¤®© â®çª¨ x ∈ pr1(
0)rpr1(∂
0 ∩ Int In)«¥� é¨© ­ ¤ ­¥© ®âà¥§®ª pr−11 (x) ∩ Int In æ¥«¨ª®¬ á®¤¥à�¨âáï ¢ 
0.Ǒ®íâ®¬ã
Vn(
0) > Vn−1(pr1(
0)r pr1(∂
0 ∩ Int In)) >

> Vn(
0)1−1/n − Vn−1(∂
0 ∩ Int In) .� ª¨¬ ®¡à §®¬,
Vn−1(∂
0 ∩ Int In) >

(

Vn(
0)−1/n − 1) · Vn(
0) >

>
((1− v0/2)−1/n − 1) · Vn(
0) .�â® ¤®ª §ë¢ ¥â «¥¬¬ã, â ª ª ª (1− v0/2)−1/n − 1 > 0. ��§ íâ®© «¥¬¬ë ­¥¬¥¤«¥­­® á«¥¤ã¥â, çâ®Sq(∂
) > c ·Vol(
r 
′) ,¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥,(6-3) σ(Rn, ρ,
) 6 c1 ·Vol(
)−1/n(n−1) ( Vol(
)Vol(
r 
′))1/(n−1)

,£¤¥ c1 = c−1/(n−1) ­¥ § ¢¨á¨â ®â 
. � áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì®¡« áâ¥© 
i ⊂ Rn (i → ∞), à¥ «¨§ãîéãî  á¨¬¯â®â¨ç¥áªãî ¨§®¯¥à¨-¬¥âà¨ç¥áªãî ª®­áâ ­âã, â. ¥.Vol(
i)→ ∞ , σ(Rn, ρ,
i) → σ(Rn, ρ) .�§ (6-3) ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  σ(Rn, ρ) > 0 á«¥¤ã¥â, çâ®Vol(
i r
′
i)Vol(
i) → 0 ,®âªã¤ 

Vn(
i ∩
′
i)

Vn(
i) = Vol(
i ∩ 
′
i)Vol(
i) → 1 .Ǒ®¤áâ ¢«ïï íâ® ¢ (6-2) á ãç¥â®¬ â®£®, çâ® Vn(
i ∩
′

i) 6 Vn(
′
i), ¯®«ã-ç ¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®

σ(Rn, ρ) = lim σ(Rn, ρ,
i) 6 ε · (2/v0)1/(n−1) .Ǒ®áª®«ìªã v0 ­¥ § ¢¨á¨â ®â ε, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® σ(Rn, ρ) → 0 ¯à¨
ε → 0. �¥¬ á ¬ë¬ â¥®à¥¬  6.3 ¤®ª § ­ .
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§7. �¡ê¥¬ë ¯à¥¤¥«ì­ëå ä¨­á«¥à®¢ëå ¬¥âà¨ª�¥«ìî íâ®£® ¯ à ä  ï¢«ï¥âáï ¯®«ãç¥­¨¥ ®æ¥­ª¨ ®¡ê¥¬  ä¨­á«¥à®-¢  ¬­®£®®¡à §¨ï ç¥à¥§ ®¡ê¥¬ë áå®¤ïé¨åáï ª ­¥¬ã à¨¬ ­®¢ëå ¬­®£®-®¡à §¨©. �â  ®æ¥­ª  ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢ âà¥âì¥© ç áâ¨ ¯ à £à ä . Ǒ¥à-¢ë¥ ¤¢¥ ç áâ¨ á®¤¥à� â ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ¨ ®¡áã�¤¥­¨¥ á¢ï-§¨ ¯à¥¤¥«ì­ëå ä¨­á«¥à®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨© á ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥âà¨-ª ¬¨.�. �å®¤¨¬®áâì ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã.Ǒãáâì X ¨ Y | ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢ . � ááâ®ï­¨¥¬ ¯®�à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ¬¥�¤ã ­¨¬¨ ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥«¨ç¨­  dH(X, Y ) (­¥®â-à¨æ â¥«ì­®¥ ç¨á«® ¨«¨ ¡¥áª®­¥ç­®áâì), à ¢­ ï â®ç­®© ­¨�­¥© £à ­¨ç¨á¥« r > 0, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î: áãé¥áâ¢ã¥â ¬¥â-à¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Z ¨ ¥£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  X ′ ¨ Y ′, ¨§®¬¥âà¨ç-­ë¥ X ¨ Y á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, â ª¨¥, çâ® X ′ á®¤¥à�¨âáï ¢ r-®ªà¥áâ­®áâ¨

Y ′, ¨ Y ′ á®¤¥à�¨âáï ¢ r-®ªà¥áâ­®áâ¨ X ′.� ááâ®ï­¨¥ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï à ááâ®-ï­¨¥¬ (ã¤®¢«¥â¢®àï¥â  ªá¨®¬ ¬ ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ) ­  ª« á-á¥ ¢á¥å ¬¥âà¨ç¥áª¨å ª®¬¯ ªâ®¢, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®-¬¥âà¨ç­®áâ¨ (á¬. [28℄). �á«¨ ­¥ ®£à ­¨ç¨¢ âìáï ª®¬¯ ªâ­ë¬¨ X ¨ Y ,â® à ááâ®ï­¨¥ ¬®�¥â ®ª § âìáï ­ã«¥¢ë¬, ¤ �¥ ¥á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢  ­¥¨§®¬¥âà¨ç­ë (­ ¯à¨¬¥à, ¬¥�¤ã ­¥¯®«­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¨ ¥£® ¯®¯®«-­¥­¨¥¬). � ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã ­¥®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ¬®�¥â®ª § âìáï ¡¥áª®­¥ç­ë¬.Ǒ®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢ Xk áå®¤¨âáï ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ª ¬¥âà¨ç¥áª®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã X , ¥á«¨ dH(X, Xk)→ 0. �â®®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­¥ã¤®¡­® ¤«ï ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï, ¨ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¢¬¥áâ® ­¥£®¢áî¤ã ¡ã¤¥â ¯à¨¬¥­ïâìáï ®¯¨áë¢ ¥¬ ï ­¨�¥ íª¢¨¢ «¥­â­ ï ¯¥à¥ä®à-¬ã«¨à®¢ª .�â®¡à �¥­¨¥ (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ­¥¯à¥àë¢­®¥) f : X → Y ¬¥�¤ã ¬¥â-à¨ç¥áª¨¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ­ §ë¢ ¥âáï å ãá¤®àä®¢®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨-¥© ¯®£à¥è­®áâ¨ ε, ¨«¨ ε- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥©, £¤¥ ε | ¯®«®�¨â¥«ì­®¥ ç¨á-«®, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ¤¢  ãá«®¢¨ï:1) f(X) ®¡à §ã¥â ε-á¥âì ¢ Y ,2) |ρ(f(x1), f(x2)) − ρ(x1, x2)| 6 ε ¤«ï «î¡ëå x1, x2 ∈ X (§¤¥áì ρ®¡®§­ ç ¥â à ááâ®ï­¨¥ ª ª ¢ X , â ª ¨ ¢ Y ).�á«¨ dH(X, Y ) < ε, â® áãé¥áâ¢ã¥â å ãá¤®àä®¢   ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï
f : X → Y ¯®£à¥è­®áâ¨ 2ε. �«ï ¥¥ ¯®áâà®¥­¨ï ¤®áâ â®ç­® ®â®�-¤¥áâ¢¨âì X ¨ Y á ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ Z, «¥� é¨¬¨ ­  à ááâ®ï­¨¨



47¬¥­ìè¥ ε ¤àã£ ®â ¤àã£  ª ª ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ dH , ¯®á«¥ ç¥£® ¤«ï ª �¤®-£® x ∈ X ¢ë¡à âì ¢ ª ç¥áâ¢¥ f(x) «î¡ãî â®çªã y ∈ Y ­  à ááâ®ï­¨¨­¥ ¡®«ìè¥ ε. � ®¡à â­®, ¥á«¨ ¨¬¥¥âáï ε- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï f : X → Y , â®
dH(X, Y ) 6 2ε. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­® ¯®«®�¨âì ¢ ®¯à¥¤¥«¥-­¨¨ à ááâ®ï­¨ï ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã Z = X∪Y (áç¨â ï X∩Y = ∅),
X ′ = X , Y ′ = Y

ρ̈(x, y) = inf
z∈X

(ρ(x, z) + ρ(f(z), y) + ε)¤«ï x ∈ X , y ∈ Y .�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢
Xk áå®¤¨âáï ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ª ¬¥âà¨ç¥áª®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã
X â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å ã-á¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ϕk : Mk → M á ¯®£à¥è­®áâï¬¨ εk → 0.� ¤ «ì­¥©è¥¬ á«®¢  \¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ -æ¨©" ¢á¥£¤  ¡ã¤ãâ ¯®¤à §ã¬¥¢ âì, çâ® ¯®£à¥è­®áâì  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î.Ǒà¨¬¥àë. 1) Ǒãáâì {ρk} | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¬¥âà¨ª ­  ®¤­®¬ ¨â®¬ �¥ ¬­®�¥áâ¢¥ X , à ¢­®¬¥à­® áå®¤ïé ïáï ª ¬¥âà¨ª¥ ρ ­  X : ρk ⇉

ρ (¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã à ¢­®¬¥à­ ï áå®¤¨¬®áâì ¬¥âà¨ª ª ª äã­ªæ¨© ­ 
X ×X). �®£¤  (X, ρk) áå®¤¨âáï ª (X, ρ) ¨ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã, çâ®¯à®¢¥àï¥âáï ¢ë¡®à®¬ â®�¤¥áâ¢¥­­ëå ®â®¡à �¥­¨© X → X ¢ ª ç¥áâ¢¥å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©.2) Ǒãáâì ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® X ï¢«ï¥âáï ¬­®£®®¡à §¨¥¬,  ¯à®áâà ­áâ¢® X ′ ¯®«ãç¥­® ¨§ ­¥£® ¢ëà¥§ ­¨¥¬ ®¡« áâ¨ Y ⊂ X ¨ ¢ª«¥-¨¢ ­¨¥¬ ­  ¥¥ ¬¥áâ® ¬­®£®®¡à §¨ï Y ′ á ∂Y ′ = ∂Y (¯à¨ íâ®¬ ¬¥âà¨ª 
X ′ á®¢¯ ¤ ¥â á ¬¥âà¨ª®© X ­  ¨å ®¡é¥© ç áâ¨ X r Y = X ′

r Y ′).�®£¤  ¥á«¨ ¤¨ ¬¥âàë Y ¨ Y ′ ¬¥­ìè¥ ε, â® dH(X, X ′) < 2ε, ¯®áª®«ìªãà ááâ®ï­¨ï ®â X ¨ X ′ ¤® ¨å ®¡é¥© ç áâ¨ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ ε. �¬¥­ì-è ï ¤¨ ¬¥âàë ¢ëà¥§ ¥¬ëå ¨ ¢ª«¥¨¢ ¥¬ëå ¯®¤¬­®�¥áâ¢, ¬®�­® ¯®-«ãç¨âì â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¬­®£®®¡à §¨©, áå®¤ïéãîáï¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ª X , ¯à¨ç¥¬ â®¯®«®£¨ï ¯à¨ ¯à¥¤¥«ì­®¬ ¯¥à¥-å®¤¥ ¬®�¥â ¨§¬¥­ïâìáï.�¯¨á ­­ë¥ ¯à¨¬¥àë áå®¤¨¬®áâ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ãá«®¢¨ï¬, ­ ª« ¤ë¢ ¥¬ë¬ ­¨�¥ ¢ §7.�.�á«¨ â®¯®«®£¨ï ¯à¥¤¥«ì­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¤®áâ â®ç­® å®à®è ï, â®å ãá¤®àä®¢ë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¬®�­® á¤¥« âì ­¥¯à¥àë¢­ë¬¨ (¢®§¬®�-­®, ¯®£à¥è­®áâ¨ ­¥¯à¥àë¢­ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ¡ã¤ãâ áâà¥¬¨âìáï ª ­ã-«î ¬¥¤«¥­­¥¥, ç¥¬ à ááâ®ï­¨¥ ¤® ¯à¥¤¥« ):



48Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 7.1. Ǒãáâì ª®¬¯ ªâë (Mk, ρk) áå®¤ïâáï ª ª®¬¯ ªâã(M, ρ). Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® M £®¬¥®¬®àä­® ®ªà¥áâ­®áâ­®¬ã à¥âà ª-âã ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ . �®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å ãá¤®àä®-¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© Mk → M ¬®�¥â ¡ëâì à¥ «¨§®¢ ­  ­¥¯à¥àë¢­ë-¬¨ ®â®¡à �¥­¨ï¬¨.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì M £®¬¥®¬®àä­® ¢«®�¥­® ¢ RN ¨ ï¢«ï¥âáïâ ¬ à¥âà ªâ®¬ ­¥ª®â®à®© á¢®¥© ®ªà¥áâ­®áâ¨. Ǒãáâì ϕk : Mk → M |(à §àë¢­ë¥) εk- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, εk → 0. �«ï ª �¤®£® ä¨ªá¨à®¢ ­-­®£® ­®¬¥à  k ¢ë¡¥à¥¬ ¢ (Mk, ρk) ª®­¥ç­ãî εk-á¥âì {xk
i } ¨ ¯®áâà®-¨¬ ­¥¯à¥àë¢­ãî äã­ªæ¨î fk : R+ → R+, ª®â®à ï ¯®«®�¨â¥«ì­  ­ ¨­â¥à¢ «¥ [0, 2εk) ¨ à ¢­  ­ã«î ¢­¥ ¥£®. Ǒ®á«¥ íâ®£® ¤«ï ª �¤®£®

x ∈ Mk ®¯à¥¤¥«¨¬ ~ϕk(x) ∈ RN ª ª æ¥­âà ¬ áá â®ç¥ª ϕ(xk
i ) á ¢¥á -¬¨ fk(ρk(x, xk

i )). Ǒ®áâà®¥­­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ~ϕk : Mk → RN ­¥¯à¥àë¢-­®. �®çª  ~ϕk(x) «¥�¨â ¢ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ ϕ-®¡à §®¢ â¥å â®ç¥ª xk
i ,à ááâ®ï­¨¥ ®â ª®â®àëå ¤® x ¬¥­ìè¥ 2εk, ¯®íâ®¬ã ®­  ¡«¨§ª  ª ϕ(x).(� ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã ϕ(x) ¨ ~ϕ(x) ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¬ ªá¨¬ «ì­®£® à ááâ®-ï­¨ï ¬¥�¤ã ϕ(x) ¨ ϕ-®¡à § ¬¨ ãª § ­­ëå â®ç¥ª xk

i . �­® à ¢­®¬¥à­®¯® x áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î ¯à¨ εk → 0 ¢ á¨«ã à ¢­®¬¥à­®© ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨¢«®�¥­¨ï M ¢ RN .) Ǒà¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å k ¢á¥ §­ ç¥­¨ï ¯®«ã-ç¥­­ëå ®â®¡à �¥­¨© ~ϕk ®ª �ãâáï «¥� é¨¬¨ ¢ ¯à¥¤¥« å ®ªà¥áâ­®áâ¨,à¥âà £¨àã¥¬®© ­  M . �®¬¯®§¨æ¨¨ íâ¨å ~ϕk á ¨¬¥îé¥©áï à¥âà ªæ¨¥©¤ îâ ­¥¯à¥àë¢­ë¥ ®â®¡à �¥­¨ï �ϕk : Mk → M , ®â«¨ç¨ï ª®â®àëå ®â
ϕk ¯®-¯à¥�­¥¬ã áâà¥¬ïâáï ª ­ã«î. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, íâ¨ ­¥¯à¥àë¢­ë¥®â®¡à �¥­¨ï �ϕk ®¡à §ãîâ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ª-á¨¬ æ¨©. ��î¡®¥ ª®¬¯ ªâ­®¥ £« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¢«®�¥­® ¢¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¢ ¢¨¤¥ ®ªà¥áâ­®áâ­®£® à¥âà ªâ  (­ ¯à¨¬¥à,ª ª £« ¤ª®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥), ¯®íâ®¬ã ®­® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬¯à¥¤«®�¥­¨ï 7.1. � «¥¥ ¡ã¤¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï â®«ìª® áå®¤¨¬®áâì ¯®�à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ¯à®áâà ­áâ¢, ï¢«ïîé¨åáï ª®¬¯ ªâ­ë¬¨ £« ¤ª¨-¬¨ ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨ (¢®§¬®�­®, á ªà ¥¬), ¨ ¢á¥ å ãá¤®àä®¢ë  ¯¯à®ª-á¨¬ æ¨¨ ¡ã¤ãâ ¯à¥¤¯®« £ âìáï ­¥¯à¥àë¢­ë¬¨.�. Ǒà¥¤¥«ì­ë¥ ä¨­á«¥à®¢ë ¬­®£®®¡à §¨ï.�§ â¥®à¥¬ë 1.2 ® ¡«¨§®áâ¨ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨ ª ¥¥ ¯à¥¤¥«ì-­®© ­®à¬¥ á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® (M, ρ) á ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª®©­ å®¤¨âáï ­  ª®­¥ç­®¬ à ááâ®ï­¨¨ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ®â ­®à¬¨-à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  (V, ‖·‖). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â¥®à¥¬  1.2 ãâ¢¥à-



49�¤ ¥â, çâ® ¢ë¯àï¬«ïîé¥¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ϕ : (M, ρ) → (V, ‖·‖) ï¢«ï-¥âáï å ãá¤®àä®¢®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© á ª®­¥ç­®© ¯®£à¥è­®áâìî. � -«¥¥ íâ® ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ¬®�­® ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì £®¬®â¥â¨ç­ëå ¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢ (M, λρ)¯à¨ λ → 0 áå®¤¨âáï ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ª ¯à®áâà ­áâ¢ã (V, ‖·‖) (¢ª ç¥áâ¢¥ å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© §¤¥áì ¬®�­® ¢ë¡¨à âì ®â®¡-à �¥­¨ï λϕ : M → V ). � á«ãç ¥, ª®£¤  (M, ρ) | ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ -ªàë¢ îé¥¥ â®à , íâ  áå®¤¨¬®áâì á¢®¤¨âáï ª à ¢­®¬¥à­®© áå®¤¨¬®áâ¨¬¥âà¨ª.�â  áå®¤¨¬®áâì ï¢«ï¥âáï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ -â¥«ì­®áâ¨ à¨¬ ­®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨© ª ä¨­á«¥à®¢ã. �¨­á«¥à®¢  áâàãª-âãà  ­  £« ¤ª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M | íâ® á¥¬¥©áâ¢® ­®à¬ {‖·‖x} ­  á«®-ïå TxM ¥£® ª á â¥«ì­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , ®¡à §ãîé¥¥ ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨­¥¯à¥àë¢­ãî äã­ªæ¨î TM → R (­¨ª ª¨å ãá«®¢¨© â¨¯  £« ¤ª®áâ¨¨«¨ áâà®£®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ ­  ä¨­á«¥à®¢ã ¬¥âà¨ªã ­ ª« ¤ë¢ âìáï ­¥¡ã¤¥â). �­ ç¥­¨ï íâ®© äã­ªæ¨¨ ¨­â¥à¯à¥â¨àãîâáï ª ª ¤«¨­ë ª á -â¥«ì­ëå ¢¥ªâ®à®¢, ¨ íâ® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¤«¨­ë £« ¤ª¨å ªà¨¢ëå ¨ à ááâ®-ï­¨ï ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ M â ª �¥, ª ª à¨¬ ­®¢  áâàãªâãà  ®¯à¥¤¥«ï¥âà ááâ®ï­¨ï à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¨. �¨¬ ­®¢ë ¬­®£®®¡à §¨ï ï¢«ïîâáïç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ ä¨­á«¥à®¢ëå ¨ ¢ë¤¥«ïîâáï áà¥¤¨ ­¨å â¥¬, çâ® ¢á¥­®à¬ë ‖·‖x ï¢«ïîâáï ¥¢ª«¨¤®¢ë¬¨. �áïª®¥ ­®à¬¨à®¢ ­­®¥ ¯à®áâà ­-áâ¢® (V, ‖·‖) ï¢«ï¥âáï ä¨­á«¥à®¢ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬, ¢ ª®â®à®¬ ¤«ï
‖·‖x = ‖·‖ ¢á¥å x ∈ V (¯à¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ ®â®�¤¥áâ¢«¥­¨¨ TxV = V ).�î¡ãî ä¨­á«¥à®¢ã ¬¥âà¨ªã ¬®�­® ¯®«ãç¨âì ª ª ¯à¥¤¥« ¯®á«¥¤®-¢ â¥«ì­®áâ¨ à¨¬ ­®¢ëå ¬¥âà¨ª ­  â®¬ �¥ ¬­®£®®¡à §¨¨ (¢ á¬ëá«¥à ¢­®¬¥à­®© áå®¤¨¬®áâ¨ äã­ªæ¨© à ááâ®ï­¨ï). �®«¥¥ â®£®, ­¥ª®â®-à ï ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï ¯®­ïâ¨ï ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨ ¯à¨¢®¤¨â ª á¯¥-æ¨ «ì­®¬ã ª« ááã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© \ª¢ §¨¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å" à¨¬ -­®¢ëå ¬¥âà¨ª ­  £« ¤ª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨, ¤«ï ª®â®àëå ¯à¥¤¥«ì­ë¬¨¬¥âà¨ª ¬¨ ï¢«ïîâáï ¢á¥¢®§¬®�­ë¥ ä¨­á«¥à®¢ë ¬¥âà¨ª¨, ¨ â®«ìª®®­¨ (á¬. [16℄). � ¬ «®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨, £¤¥ ä¨­á«¥à®¢  ¬¥âà¨-ª  ¡«¨§ª  ª ¬¥âà¨ª¥ ­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , ®­  á®®â­®á¨âáïá ¯à¨¡«¨� îé¨¬¨ ¥¥ ª¢ §¨¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥âà¨ª ¬¨ ¯à¨¬¥à­® â ª�¥, ª ª ¯à¥¤¥«ì­ ï ­®à¬  ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª¨ ¢ Rn | á á ¬®©¬¥âà¨ª®©. � áá¬®âà¥­¨î ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬¥âà¨ª ­  ¯à®áâà ­áâ¢ å áà §«¨ç­®© â®¯®«®£¨¥© (­¥ â®«ìª® á â®¯®«®£¨¥© ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­-áâ¢ ) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã¢¬¥áâ® à ¢­®¬¥à­®© áå®¤¨¬®áâ¨ à¨¬ ­®¢ëå ¬¥âà¨ª ª ä¨­á«¥à®¢®©.�æ¥­ª   á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® ®¡ê¥¬  (5-1) ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥ä®à¬ã«¨-



50à®¢ ­  ¢ â¥à¬¨­ å â ª®© áå®¤¨¬®áâ¨. �á«¨ (M, ρ) | ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï¬¥âà¨ª , â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢ (M, λρ) áå®¤¨âáï ¯à¨
λ → 0 ª ­®à¬¨à®¢ ­­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã (V, ‖·‖). � ç áâ­®áâ¨, ¥¤¨­¨ç-­ë¥ è àë Bλ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å (M, λρ) á æ¥­âà®¬ ¢ ä¨ªá¨à®¢ ­­®©â®çª¥ x ∈ M (ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ è à ¬ à ¤¨ãá®¢ 1/λ ¢ ¨áå®¤­®¬¯à®áâà ­áâ¢¥), áå®¤ïâáï ª ¥¤¨­¨ç­®¬ã è àã D ¯à®áâà ­áâ¢  (V, ‖·‖).�¡ê¥¬ë íâ¨å è à®¢ ¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå §5 ¢ëà � îâáï ä®à¬ã«®©Vol(Bλ, λρ) = λn Vol(Ballx(1/λ), ρ) ,â ª çâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® (5-1) ¬®�­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥:limVol(Bλ, λρ) > ωn ,£¤¥ ¯à ¢ãî ç áâì ¬®�­® ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ®¡ê¥¬ ¥¤¨­¨ç­®£®è à  ¢ «î¡®¬ n-¬¥à­®¬ ­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥, â. ¥. ωn =Vol(D, ‖·‖).� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ íâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® (¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â®¯®«®-£¨ç¥áª¨å ®£à ­¨ç¥­¨ïå) ¡ã¤¥â ®¡®¡é âìáï ­  ¡®«¥¥ ®¡éãî á¨âã æ¨î,ª®£¤  ¨¬¥¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì à¨¬ ­®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨© (Mk, ρk)®¤¨­ ª®¢®© à §¬¥à­®áâ¨, áå®¤ïé ïáï ¢ ¬¥âà¨ª¥ �à®¬®¢ {� ãá¤®àä ª ­¥ª®â®à®¬ã ä¨­á«¥à®¢ã ¬­®£®®¡à §¨î (M, ρ) â®© �¥ à §¬¥à­®áâ¨.(� ª¨¬ ®¡à §®¬, (M, ρ) â¥¯¥àì ®¡®§­ ç ¥â á®¢á¥¬ ­¥ â®, çâ® à ­ìè¥.)�á¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¯à¥¤¯®« £ îâáï ª®¬¯ ªâ­ë¬¨.�¡ê¥¬ ­  n-¬¥à­®¬ ä¨­á«¥à®¢®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª
n-¬¥à­ ï ¬¥à  � ãá¤®àä , ­®à¬¨àã¥¬ ï â ª, çâ® ¤«ï à¨¬ ­®¢ëå ¬­®-£®®¡à §¨© ¯®«ãç ¥âáï áâ ­¤ àâ­ë© à¨¬ ­®¢ ®¡ê¥¬. Ǒà¨ â ª®¬ ®¯à¥-¤¥«¥­¨¨ ®¡ê¥¬ ¥¤¨­¨ç­®£® è à  ®ª §ë¢ ¥âáï ®¤¨­ ª®¢ë¬ ¤«ï ¢á¥å­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ (¨ à ¢­ë¬ ωn | ®¡ê¥¬ã ¥¤¨­¨ç­®£® è -à  ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥). �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ ­  ®¤­®¬ ¨ â®¬ �¥¬­®£®®¡à §¨¨ § ¤ ­ë ¤¢¥ ä¨­á«¥à®¢ë áâàãªâãàë {‖·‖x} ¨ {‖·‖′x}, â®¯«®â­®áâì ¬¥àë ®¡ê¥¬  ¢â®à®© ¯® ¬¥à¥ ®¡ê¥¬  ¯¥à¢®© ¢ â®çª¥ x à ¢­ ,ª ª ¨ ¢ à¨¬ ­®¢®¬ á«ãç ¥, ®â­®è¥­¨î «¥¡¥£®¢ëå ®¡ê¥¬®¢ ¥¤¨­¨ç­ëåè à®¢ ­®à¬ ‖·‖x ¨ ‖·‖′x (á¬. [20℄).�  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¢á¥ ¤ «ì­¥©è¥¥ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¡ê¥¬ ä¨­á«¥à®¢  ¬­®£®®¡à §¨ï, âà¥¡ã¥âáï «¨èì ¬®­®â®­­ ï § ¢¨á¨¬®áâì¥£® ®â ¬¥âà¨ª¨ ¨ á®¢¯ ¤¥­¨¥ á à¨¬ ­®¢ë¬ ®¡ê¥¬®¬ ¤«ï à¨¬ ­®¢ëå¬¥âà¨ª.



51�. �æ¥­ª  ®¡ê¥¬  ¯à¥¤¥«ì­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï.Ǒãáâì M ¨ M ′ | ª®¬¯ ªâ­ë¥ £« ¤ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï (¢®§¬®�-­®, á ªà ¥¬), ¨«¨ ®âªàëâë¥ ¢­ãâà¥­­¨¥ ¯®¤¬­®�¥áâ¢  â ª¨å ¬­®-£®®¡à §¨©, ¨¬¥îé¨¥ ®¤¨­ ª®¢ãî à §¬¥à­®áâì n. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì,çâ® ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ϕ : M → M ′ ¨¬¥¥â ­¥­ã«¥¢ãî áâ¥-¯¥­ì, ¥á«¨ ϕ(∂M) ⊂ ∂M ′ ¨ ¨ ϕ ¨­¤ãæ¨àã¥â ­¥­ã«¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬
ϕ∗ : Hn(M, ∂M) → Hn(M ′, ∂M ′) ¢ áâ àè¨å £®¬®«®£¨ïå ­ ¤ ª ª®©-­¨¡ã¤ì £àã¯¯®© ª®íää¨æ¨¥­â®¢ (¨¬¥¥â á¬ëá« ¡à âì £®¬®«®£¨¨ ­ ¤ Z¤«ï ®à¨¥­â¨àã¥¬ëå ¨ ­ ¤ Z2 | ¤«ï ­¥®à¨¥­â¨àã¥¬ëå ¬­®£®®¡à §¨©).�â® £®¬®«®£¨ç¥áª®¥ ãá«®¢¨¥ ¡ã¤¥â ¨£à âì §¤¥áì âã �¥ à®«ì, çâ® ¨¢ §5, £« ¢­ë¬ ®¡à §®¬, ®â â ª®£® ϕ ¯®âà¥¡ã¥âáï áîàê¥ªâ¨¢­®áâì ¢á¥å¤®áâ â®ç­® ¡«¨§ª¨å ª ­¥¬ã ®â®¡à �¥­¨©. �à®¬¥ íâ®£®, ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì-§®¢ âìáï «®ª «ì­®áâì áâ¥¯¥­¨: ¥á«¨ ϕ : M → M ′ ¨¬¥¥â ­¥­ã«¥¢ãî áâ¥-¯¥­ì ¨ U | ¢­ãâà¥­­ïï ®¡« áâì ¢ M ′, â® áã�¥­¨¥ ϕ ­  ϕ−1(U) ¨¬¥¥â­¥­ã«¥¢ãî áâ¥¯¥­ì ª ª ®â®¡à �¥­¨¥ ¢ U (á¬. [6℄).�¥®à¥¬  7.2. Ǒãáâì (Mk, ρk) | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì à¨¬ ­®¢ëå¬­®£®®¡à §¨© ®¤¨­ ª®¢®© à §¬¥à­®áâ¨ n, áå®¤ïé ïáï ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ª ä¨­á«¥à®¢ã ¬­®£®®¡à §¨î (M, ρ) â®© �¥ à §¬¥à­®áâ¨,¯à¨ç¥¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ -æ¨© ϕk : Mk → M ­¥­ã«¥¢®© áâ¥¯¥­¨. �®£¤ (7-1) Vol(M, ρ) 6 lim inf

k→∞
Vol(Mk, ρk) ,¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  ρ ï¢«ï¥âáï à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª®© ª« á-á  C0.� ¬¥ç ­¨¥. �á­®, çâ® ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç­® ¯®âà¥¡®-¢ âì, çâ®¡ë å ãá¤®àä®¢ë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ϕk ¨¬¥«¨ ­¥­ã«¥¢ë¥ áâ¥¯¥­¨«¨èì ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£® k, ¯®áª®«ìªã ¥¥ § ª«îç¥­¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ®â-¡à áë¢ âì «î¡®¥ ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ç«¥­®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 7.2. �¥®à¥¬  ¤®ª §ë¢ ¥âáï á ¯®¬®éìî â¥å�¥ ¬¥â®¤®¢, çâ® ¨ â¥®à¥¬  5.2 (íâ¨ ¬¥â®¤ë ¯à¨¬¥­ïîâáï ª ¬ «ë¬®¡« áâï¬ ¬­®£®®¡à §¨ï M , ¢ ª®â®àëå ä¨­á«¥à®¢  ¬¥âà¨ª  ¡«¨§ª  ª¬¥âà¨ª¥ ­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ). �¬¥áâ® äã­ªæ¨© â¨¯  �ã§¥-¬ ­  ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¤¨áâ ­æ¨®­­ë¥ äã­ªæ¨¨ á¯¥æ¨ «ì­® ¢ë-¡¨à ¥¬ëå â®ç¥ª.� ä¨ªá¨àã¥¬ ¬ «®¥ ε > 0 (¤ «¥¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ε < 1/4n2) ¨¢­ãâà¥­­îî â®çªã x0 ∈ M . Ǒ®áà¥¤áâ¢®¬ ­¥ª®â®à®© ª àâë ®â®�¤¥-áâ¢¨¬ ®ªà¥áâ­®áâì â®çª¨ x0 á n-¬¥à­ë¬ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ V ,



52â ª, çâ®¡ë á ¬  x0 á®®â¢¥âáâ¢®¢ «  ­ ç «ã ®âáç¥â  ¢ V . Ǒà¥¢à â¨¬ V¢ ­®à¬¨à®¢ ­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, § ä¨ªá¨à®¢ ¢ ¢ ­¥¬ ­®à¬ã ‖·‖ = ‖·‖0,£¤¥ ‖·‖0 | áã�¥­¨¥ ä¨­á«¥à®¢®© áâàãªâãàë ­  T0V ∼= V . Ǒãáâì
D | ¥¤¨­¨ç­ë© è à ­®à¬ë ‖·‖. � ©¤¥¬ à §«®�¥­¨¥ Q = ∑

aiL
2
i(i = 1, . . . , N) ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ¥£® ¢¯¨á ­­®£® í««¨¯á®¨¤  ª ª¢ â¥®à¥¬¥ 3.1. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ 〈 , 〉 ¨ | · | á®®â¢¥âáâ¢¥­­® áª «ïà-­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¨ ¥¢ª«¨¤®¢ã ­®à¬ã ­  V , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ä®à¬®© Q.� ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 5.2, ®¯à¥¤¥«¨¬ «¨­¥©­®¥ ¢«®�¥­¨¥

L : V → RN ä®à¬ã«®©
L(x) = (√a1L1(x), . . . ,√aNLN (x)) .�­® ¯¥à¥¢®¤¨â ­®à¬ã | · |, § ¤ ­­ãî ­  V , ¢ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ãî ¨§ RN¥¢ª«¨¤®¢ã ­®à¬ã ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  L(V ) ⊂ RN . � «¥¥, ¤«ï ª �¤®£®

i 6 N í««¨¯á®¨¤ BallQ, ¯®¢¥àå­®áâì F = ∂D ¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâì L−1
i (1)á®¯à¨ª á îâáï ¢ ­¥ª®â®à®© â®çª¥ pi (á¬. â¥®à¥¬ã 3.1), â ª çâ® Li =

〈pi, ·〉 ¨ Li(pi) = |pi| = ‖pi‖ = 1.�«¨� ©è¥© æ¥«ìî ï¢«ï¥âáï ¯®áâà®¥­¨¥ ¤¨áâ ­æ¨®­­ëå äã­ªæ¨©,ª®â®àë¥ ¡«¨§ª¨ ª äã­ªæ¨ï¬ Li ¢ ¬ «®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ ­ã«ï. �¬¨ ®ª -§ë¢ îâáï, ¯®á«¥ ¨§¬¥­¥­¨ï ­  ¯®¤å®¤ïéãî ª®­áâ ­âã, äã­ªæ¨¨ à á-áâ®ï­¨© ¤® â®ç¥ª, ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ëå pi. �«ï ¡«¨§ª®© ª ­ã«î â®çª¨ x¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ (V, | · |) ¨§ ä®à¬ã«ë �¥©«®à  ¤«ï äã­ªæ¨¨à ááâ®ï­¨ï ¤® pi ¨¬¥¥¬ à §«®�¥­¨¥
|pi − x| = 1− 〈pi, x〉+ o(‖x‖) = 1− Li(x) + o(‖x‖) .Ǒ®áª®«ìªã Li 6 ‖·‖ 6 | · | ¨ Li(pi − x) = 1−Li(x), ¨§ ­¥£® á«¥¤ã¥â, çâ®

‖pi − x‖ = 1− Li(x) + o(‖x‖) .�«¥¤®¢ â¥«ì­®, áãé¥áâ¢ã¥â áâ®«ì ¡®«ìè®¥ R > 1, çâ® ¯à¨ ‖x‖ 6 1/R
∣

∣1− ‖pi − x‖ − Li(x)∣∣ < ε‖x‖ 6 ε/R , i = 1, . . . , N ,¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥, ¯à¨ ‖x‖ 6 1 (â. ¥. ¤«ï ¢á¥å x ∈ D)
∣

∣R − ‖Rpi − x‖ − Li(x)∣∣ < ε , i = 1, . . . , N .� ª ª ª ä¨­á«¥à®¢  áâàãªâãà  ­¥¯à¥àë¢­ , ρ(x, y)/‖x − y‖ → 1 ¯à¨
x, y → 0 ¢ V . Ǒ®«ì§ãïáì íâ¨¬, ¢ë¡¥à¥¬ ­ áâ®«ìª® ¬ «®¥ δ > 0, çâ®

∣

∣ρ(x, y)− ‖x − y‖
∣

∣ <
ε2R · ‖x − y‖ ¯à¨ ‖x‖, ‖y‖ 6 Rδ .



53� áá¬®âà¨¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ¢ë¯ãª«ë¥ ®¡« áâ¨
U = {x : ‖x‖ < δ} ¨ U1 = {x : ‖x‖ < Rδ}(®­¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®ªà¥áâ­®áâï¬ â®çª¨ x0 ¢ ¬­®£®®¡à §¨¨ M).Ǒãáâì (M ′, ρ′) | à¨¬ ­®¢® ¬­®£®®¡à §¨¥, ϕ : M ′ → M | å ãá¤®à-ä®¢   ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï á ¯®£à¥è­®áâìî ¬¥­ìè¥ δε, ¨¬¥îé ï ­¥­ã«¥-¢ãî áâ¥¯¥­ì (¢ ç áâ­®áâ¨, ϕ áîàê¥ªâ¨¢­®). �â®¡à �¥­¨¥ ϕ, áã�¥­-­®¥ ­  ϕ−1(U1), ï¢«ï¥âáï (2δε)- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© ¯à®áâà ­áâ¢  (U1, ‖·‖)¢ á¨«ã ¡«¨§®áâ¨ ρ ¨ ‖·‖ ­  U1 (â. ¥. ¯® ¢ë¡®àã δ). �«ï ª �¤®£®

i 6 N ­ ©¤¥¬ â®çªã qi ∈ M ′, ¤«ï ª®â®à®© ϕ(qi) = Rδpi ¨ ®¯à¥¤¥-«¨¬ fi(x) = Rδ − ρ′(x, qi) ¤«ï ª �¤®£® x ∈ M ′. Ǒ® ¢ë¡®àã R, ¨¬¥¥¬®æ¥­ªã
∣

∣fi(x)− Li(ϕ(x))∣∣ 6 2δε+ ∣

∣Rδ − ‖Rδpi − ϕ(x)‖ − Li(x)∣∣ 6 3δε¤«ï ¢á¥å x ∈ ϕ−1(U). �¯à¥¤¥«¨¬ f : M ′ → L(V ) ⊂ RN ä®à¬ã«®©
f(x) = pr(√a1f1(x), . . . ,√aNfN (x)) ,£¤¥ pr | ®àâ®£®­ «ì­ ï ¯à®¥ªæ¨ï RN ­  L(V ). �§ ¯à¥¤ë¤ãé¥© ®æ¥­-ª¨ ¯®«ãç ¥¬, çâ® |f−L◦ϕ| 6 3nδε ­  ϕ−1(U). Ǒ®áª®«ìªã ¢á¥ §­ ç¥­¨ï

f «¥� â ¢ L(V ), ¨ L | ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®�¥­¨¥ (V, | · |) ¢ RN , ®âáî¤ á«¥¤ã¥â, çâ® |L−1 ◦ f −ϕ| 6 3nδε ­  ϕ−1(U). �­ ç¨â, ¯à¨ ¯àï¬®«¨­¥©-­®© £®¬®â®¯¨¨ ®â®¡à �¥­¨© L−1 ◦ f ¨ ϕ, § ¤ ­­ëå ­  ϕ−1(U1), £à ­¨-æ  ϕ−1(U) ­¥ § ¤¥¢ ¥â ¬­®�¥áâ¢  (1− 3nε)U , à ááâ®ï­¨¥ ®â ª®â®à®£®¤® ∂U ¢ (V, ‖·‖),   §­ ç¨â, ¨ ¢ (V, | · |), ­¥ ¬¥­ìè¥ 3nδε. Ǒ®áª®«ìªã
ϕ ï¢«ï¥âáï ®â®¡à �¥­¨¥¬ ­¥­ã«¥¢®© áâ¥¯¥­¨ ¨§ ϕ−1(U) ¢ U , ®âáî¤ á«¥¤ã¥â, çâ®

L−1 ◦ f(ϕ−1(U)) ⊃ (1− 3nε)U .Ǒ® «¥¬¬¥ 5.3, ®â®¡à �¥­¨¥ f ­¥ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥â ®¡ê¥¬, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,Vol(ϕ−1(U), ρ′) > Vol(f(ϕ−1(U))) == Vol(L−1 ◦ f(ϕ−1(U)), | · |) >

> (1− 3nε)n Vol(U, | · |) .Ǒ®«ì§ãïáì â¥¬, çâ® | · | > ‖·‖, ¢ë¢®¤¨¬ ®âáî¤  ®æ¥­ªã(7-2) Vol(ϕ−1(U), ρ′) > (1− 3nε)n Vol(U, ‖·‖) .



54� ¬¥â¨¬, çâ® íâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® ¬®�­® ãá¨«¨âì, ¤®¡ ¢¨¢ ¢ ¯à ¢ãî ç áâì¬­®�¨â¥«ì, à ¢­ë© ª®íää¨æ¨¥­âã ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­®áâ¨ ¬¥�¤ã ä®à-¬®© ®¡ê¥¬  ­®à¬ë | · | ¨ ä®à¬®© ®¡ê¥¬  ­®à¬ë ‖·‖. �â®â ª®íää¨æ¨¥­âà ¢¥­ ®â­®è¥­¨î ®¡ê¥¬®¢ â¥« D ¨ BallQ, â ª çâ® ®­ áâà®£® ¡®«ìè¥¥¤¨­¨æë, ¥á«¨ ­®à¬  ‖·‖ ­¥ ï¢«ï¥âáï ¥¢ª«¨¤®¢®©.Ǒ®áª®«ìªã ¢ ¯à¥¤¥« å U ®â­®è¥­¨¥ à ááâ®ï­¨© ¢ ¬¥âà¨ª¥ ρ ª à á-áâ®ï­¨ï¬ ¢ ­®à¬¥ ‖·‖ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 1 + ε, ¨¬¥¥¬Vol(U, ‖·‖) > (1 + ε)−n Vol(U, ρ) .�âáî¤  ¨ ¨§ (7-2) á«¥¤ã¥â, çâ®Vol(ϕ−1(U), ρ′) > (1− Cε)Vol(U, ρ) .£¤¥ C = 4n2. Ǒ®¤áâ ¢«ïï áî¤  ¢¬¥áâ® ϕ å ãá¤®àä®¢ë  ¯¯à®ªá¨¬ -æ¨¨ ϕk : Mk → M ¨§ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë (¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å k),¯®«ãç ¥¬, çâ®(7-3) lim inf
k→∞

Vol(ϕ−1
k (U), ρk) > (1− Cε)Vol(U, ρ) ,¤«ï ­¥ª®â®à®© (¯à®¨§¢®«ì­® ¬ «®©) ®ªà¥áâ­®áâ¨ U ¤ ­­®© â®çª¨ x0 ∈

M , ¡«¨§ª®© ª è àã ¬¥âà¨ª¨ ρ. �¨áâ¥¬®© â ª¨å ®ªà¥áâ­®áâ¥© ¬®�­®¡¥§ ¯¥à¥ªàëâ¨© § ¯®«­¨âì ¢á¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ M á â®ç­®áâìî ¤® ¬­®-�¥áâ¢  áª®«ì ã£®¤­® ¬ «®£® ®¡ê¥¬ , á«¥¤®¢ â¥«ì­®,lim inf
k→∞

Vol(Mk, ρk) > (1− Cε)Vol(M, ρ) .� á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì­®áâ¨ ε, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ­¥à ¢¥­-áâ¢® (7-1).�®ª �¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¢ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  ¢ (7-1) ¬¥âà¨ª  ρ ï¢«ï-¥âáï à¨¬ ­®¢®©. �á«¨ ®­  ­¥ ï¢«ï¥âáï à¨¬ ­®¢®©, â® ¢ ­¥ª®â®à®©®¡« áâ¨ ­®à¬ë ‖·‖x ­¥ ï¢«ïîâáï ¥¢ª«¨¤®¢ë¬¨. �ë¡¥à¥¬ ¢ íâ®© ®¡« -áâ¨ ¯®¤®¡« áâì 
 (¤®áâ â®ç­® ¢§ïâì ¢­ãâà¥­­®áâì «î¡®£® ª®¬¯ ªâ­®-£® ¯®¤¬­®�¥áâ¢ ), ¢ ª®â®à®© ®â­®è¥­¨¥ ®¡ê¥¬®¢ è à®¢ ­®à¬ ‖·‖x ¨ ¨å¢¯¨á ­­ëå í««¨¯á®¨¤®¢ ®â¤¥«¥­® ®â 1, â. ¥. ¢áî¤ã ­¥ ¬¥­ìè¥ 1+ c ¤«ï­¥ª®â®à®£® c > 0. � ¬¥ç ­¨¥ ¯®á«¥ ä®à¬ã«ë (7-2) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®­¥à ¢¥­áâ¢® (7-3) ¯à¨ U ⊂ 
 ¬®�¥â ¡ëâì ãá¨«¥­® ¬­®�¨â¥«¥¬ 1 + c(­¥ § ¢¨áïé¨¬ ®â ε) ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨. �­ ç¨â, ¢ ¨â®£®¢®¬ ­¥à ¢¥­áâ¢¥(7-1) ¬®�­® ¤®¡ ¢¨âì ¢ «¥¢ãî ç áâì ¢¥«¨ç¨­ã c ·Vol(
, ρ) > 0, â ª çâ®à ¢¥­áâ¢® ¢ ­¥¬ § ¢¥¤®¬® ­¥ ¤®áâ¨£ ¥âáï. �



55� ¢­®¬¥à­ ï áå®¤¨¬®áâì ¬¥âà¨ª ­  ®¤­®¬ ¨ â®¬ �¥ ¯à®áâà ­áâ¢¥ï¢«ï¥âáï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã, ¯à¨-ç¥¬ å ãá¤®àä®¢ë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ (â®�¤¥áâ¢¥­­ë¥ ®â®¡à �¥­¨ï)  ¢-â®¬ â¨ç¥áª¨ ¨¬¥îâ ­¥­ã«¥¢ë¥ áâ¥¯¥­¨. Ǒ®íâ®¬ã ¨§ â¥®à¥¬ë 7.2 ¢ë-â¥ª ¥â, ¢ ç áâ­®áâ¨, á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥.�«¥¤áâ¢¨¥ 7.3. Ǒãáâì ρk | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì à¨¬ ­®¢ëå ¬¥â-à¨ª ­  ®¤­®¬ ¨ â®¬ �¥ ¬­®£®®¡à §¨¨ M , ¨ ρk à ¢­®¬¥à­® áå®¤ïâáïª ä¨­á«¥à®¢®© ¬¥âà¨ª¥ ρ. �®£¤ Vol(M, ρ) 6 lim inf
k→∞

Vol(M, ρk) ,¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  ρ ï¢«ï¥âáï à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª®© ª« á-á  C0.� ¬¥ç ­¨ï. 1) � ª ¢¨¤­® ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 7.2, «¥¢ãîç áâì (7-1) ¬®�­® ã¢¥«¨ç¨âì, § ¬¥­¨¢ ¥¥ ­  ®¡ê¥¬ M ®â­®á¨â¥«ì­®à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¨, ®¡à §®¢ ­­®© ¢¯¨á ­­ë¬¨ ª¢ ¤à â¨ç­ë¬¨ ä®à-¬ ¬¨ Qx ­®à¬ ‖·‖x ­  TxM (áà. á § ¬¥ç ­¨¥¬ ¢ ª®­æ¥ §5). �ë«® ¡ë¨­â¥à¥á­® ¢ëïá­¨âì, ª ª®¢® ­ ¨¡®«ìè¥¥ ¢®§¬®�­®¥ §­ ç¥­¨¥ «¥¢®©ç áâ¨ (7-1) (¨«¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 7.3) ¤«ï ¤ ­­®£® ä¨­á«¥à®-¢  ¬­®£®®¡à §¨ï (M, ρ).2) Ǒà¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢®§¬®�­ë¬, çâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® (7-1) ¢ë¯®«­ï¥âáï¨ ¢ á«ãç ¥ áå®¤¨¬®áâ¨ ä¨­á«¥à®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨© (Mk, ρk). �¯¨á ­-­ë© ¬¥â®¤ ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ¤«ï ä¨­á«¥à®¢ëå (Mk, ρk) «¨èì  ­ -«®£¨ç­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® á ­¥ª®â®àë¬ ¬­®�¨â¥«¥¬, § ¢¨áïé¨¬ ®â à §-¬¥à­®áâ¨ (á¬. ¯®á«¥¤­¥¥ § ¬¥ç ­¨¥ ¢ ª®­æ¥ §3).3) �á«®¢¨¥ ­  áâ¥¯¥­¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ¢ â¥®à¥¬¥ 7.2 ï¢«ï¥âáï «¥£-ª® ¯à®¢¥àï¥¬ë¬ ¤«ï ª®­ªà¥â­ëå ¯à¨¬¥à®¢, ­® ¤«ï ®¡é¨å ä®à¬ã«¨-à®¢®ª ¢ë£«ï¤¨â ­¥áª®«ìª® ®¡à¥¬¥­¨â¥«ì­ë¬. Ǒà¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á¢®§¬®�­®áâì § ¬¥­ë ¥£® ¤àã£¨¬¨ âà¥¡®¢ ­¨ï¬¨, ª®â®àë¥ ®â­®á¨«¨áì¡ë ª á ¬¨¬ áå®¤ïé¨¬áï ¬­®£®®¡à §¨ï¬,   ­¥ ª \¯à®æ¥ááã áå®¤¨¬®-áâ¨". �¬¥¥âáï á«¥¤ãîé¨© ¬¥âà¨ç¥áª¨© ªà¨â¥à¨©, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨©£®¬®â®¯¨ç¥áªãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì áå®¤ïé¨åáï ¬­®£®®¡à §¨© ¨ ¨å ¯à¥-¤¥« : ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ε > 0 áãé¥áâ¢ã¥â δ > 0, â ª®¥, çâ® «î¡®© è àà ¤¨ãá  δ ¢ «î¡®¬ ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢ (Mk, ρk) áâï£¨¢ ¥¬ ¢ è à¥ à ¤¨ã-á  ε, â®, ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£® k, ¢á¥ ¯à®áâà ­áâ¢  Mk £®¬®â®¯¨ç¥áª¨íª¢¨¢ «¥­â­ë M , ¯à¨ç¥¬ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ à¥ «¨§ã-îâáï å ãá¤®àä®¢ë¬¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï¬¨ (á¬. [30℄, [39℄). �«ï ¬­®£®®¡-à §¨© ¡¥§ ªà ï ¢áïª ï £®¬®â®¯¨ç¥áª ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ¨¬¥¥â ­¥­ã-



56«¥¢ãî áâ¥¯¥­ì (¯®áª®«ìªã ¨­¤ãæ¨àã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¢á¥å £àã¯¯ £®¬®-«®£¨©), ¯®íâ®¬ã ¤«ï ­¨å áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®¥ ¢ëè¥ âà¥¡®¢ ­¨¥ à ¢­®-¬¥à­®© «®ª «ì­®© áâï£¨¢ ¥¬®áâ¨ ¬®�¥â § ¬¥­ïâì ãá«®¢¨¥ ­  áâ¥¯¥­¨¢ â¥®à¥¬¥ 7.2. � ª®¥ âà¥¡®¢ ­¨¥, ®¤­ ª®, ï¢«ï¥âáï á«¨èª®¬ á¨«ì­ë¬,­ ¯à¨¬¥à, ¥¬ã ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¬­®£®®¡à §¨ï ¨§ ¢â®à®£® ¯à¨¬¥à ¢ §7.�.� á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥ ¡ã¤ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ãá«®¢¨ï, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨¥ ­¥­ã«¥¢ë¥ áâ¥¯¥­¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©.
§8. �®¯®«®£¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¨áá«¥¤ãîâáï £®¬®â®¯¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  å ãá¤®à-ä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ¯à¨ áå®¤¨¬®áâ¨ ¢­ãâà¥­­¨å ¬¥âà¨ª ­  ª®¬-¯ ªâ­ëå ¬­®£®®¡à §¨ïå. �­ãâà¥­­ïï ¬¥âà¨ª  | íâ® ¬¥âà¨ª , ¢ ª®-â®à®© à ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï â®çª ¬¨ ¥áâì â®ç­ ï ­¨�­ïï£à ­ì ¤«¨­ á®¥¤¨­ïîé¨å ¨å ªà¨¢ëå. � ª®¬¯ ªâ­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ íâ ­¨�­ïï £à ­ì ¢á¥£¤  ¤®áâ¨£ ¥âáï, â. ¥. «î¡ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ á®¥¤¨­¨¬ëªà âç ©è¥© (á¬. [28℄). �á¥ à¨¬ ­®¢ë ¨ ä¨­á«¥à®¢ë ¬¥âà¨ª¨ ï¢«ïîâ-áï ¢­ãâà¥­­¨¬¨.�« ¢­®© æ¥«ìî ¯ à £à ä  ï¢«ï¥âáï ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¢®§¬®�­®áâ¨ § -¬¥­ë ¢ â¥®à¥¬¥ 7.2 âà¥¡®¢ ­¨ï ­¥­ã«¥¢®© áâ¥¯¥­¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨ ­  â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ â¨¯ë á ¬¨å áå®¤ïé¨åáï ¬­®£®®¡-à §¨© Mk. �â® ã¤ ¥âáï á¤¥« âì «¨èì ¢ à §¬¥à­®áâ¨ 2 (â¥®à¥¬  8.3),  ¢ áâ àè¨å à §¬¥à­®áâïå, ­ ¯à®â¨¢, ¨¬¥îâáï ­¥®�¨¤ ­­ë¥ ¯à¨¬¥àë(â¥®à¥¬  8.6) áå®¤¨¬®áâ¨ ¯à®áâà ­áâ¢ á â®¯®«®£¨¥© áä¥àë, ¤«ï ª®â®-àëå ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï § ª«îç¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 7.2.�. Ǒ®¤ê¥¬ ªà¨¢ëå á ¯à¥¤¥«ì­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .� íâ®© ç áâ¨ ¯ à £à ä  ®¯¨áë¢ îâáï ­¥ª®â®àë¥ ª®­áâàãªæ¨¨, ¨á-¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¤ «¥¥ ¢ §7.�.Ǒãáâì (Mk, ρk) | ª®¬¯ ªâë á ¢­ãâà¥­­¨¬¨ ¬¥âà¨ª ¬¨, áå®¤ïé¨¥áïª ª®¬¯ ªâã (M, ρ) (¯à¨ íâ®¬ ¬¥âà¨ª  ρ á ­¥®¡å®¤¨¬®áâìî ®ª §ë¢ ¥âáïâ®�¥ ¢­ãâà¥­­¥©, á¬. [28℄). Ǒãáâì § ä¨ªá¨à®¢ ­ë ­¥¯à¥àë¢­ë¥ å ã-á¤®àä®¢ë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ϕk : Mk → M á ¯®£à¥è­®áâï¬¨ εk → 0.�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® â®çª  �x ∈ Mk ï¢«ï¥âáï ε-¯®¤­ïâ¨¥¬ â®çª¨

x ∈ M , £¤¥ ε > 0, ¥á«¨ ρ(ϕk(�x), x) < ε. Ǒ®áª®«ìªã ϕk ï¢«ï¥âáï εk- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥©, «î¡ ï â®çª  x ∈ M ¨¬¥¥â εk-¯®¤­ïâ¨¥ ¢ Mk. �à¨-¢ãî �γ : [a, b℄→ Mk ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ε-¯®¤­ïâ¨¥¬ ªà¨¢®© γ : [a, b℄→ M ,¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® t ∈ [a, b℄ â®çª  �γ(t) ï¢«ï¥âáï ε-¯®¤­ïâ¨¥¬ â®çª¨ γ(t).



57Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 8.1. Ǒãáâì γ : [a, b℄ → M | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ªà¨¢ ï,â®çª¨ p ¨ q ¢ Mk ï¢«ïîâáï εk-¯®¤­ïâ¨ï¬¨ ¥¥ ª®­æ®¢ γ(a) ¨ γ(b).�®£¤  ¢ Mk áãé¥áâ¢ã¥â ªà¨¢ ï, á®¥¤¨­ïîé ï p ¨ q ¨ ï¢«ïîé ïáï(6εk)-¯®¤­ïâ¨¥¬ γ.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ªà¨¢ãî γ : [a, b℄→ M . � §®¡ì¥¬ ¨­â¥à-¢ « [a, b℄ â®çª ¬¨ a = t0 < t1 < · · · < tn = b â ª, çâ®¡ë ¤¨ ¬¥âàë ¢á¥åãç áâª®¢ γ([ti, ti+1℄) ¡ë«¨ ¬¥­ìè¥ εk. �«ï ª �¤®£® i = 0, . . . , n ¢ë-¡¥à¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ �γ(ti) ª ª®¥-­¨¡ã¤ì εk-¯®¤­ïâ¨¥ â®çª¨ γ(ti), ¯à¨ç¥¬¤«ï i = 0 ¨ i = n ¢®§ì¬¥¬ â®çª¨ p ¨ q. �  ª �¤®¬ ¨­â¥à¢ «¥ [ti, ti+1℄®¯à¥¤¥«¨¬ �γ ª ª ªà âç ©èãî ¬¥�¤ã �γ(ti) ¨ �γ(ti+1). Ǒ®áª®«ìªã ¬¥â-à¨ª  ­  Mk | ¢­ãâà¥­­ïï, ¤«¨­  ª �¤®£® ãç áâª  �γ([ti, ti+1℄) à ¢­ 
ρk(�γ(ti), �γ(ti+1)) < 3εk. �­ ç¨â, ¤«ï «î¡®£® t ∈ [ti, ti+1℄ ¨¬¥¥¬ ®æ¥­ªã
ρk(�γ(t), �γ(ti)) 6 3ε, ®âªã¤ 

ρ(ϕk(�γ(t)), γ(t)) 6 ρk(�γ(t), �γ(ti)) + 2εk + ρ(γ(ti), γ(t)) < 6εk ,çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì. ��ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¯®¤­ïâ¨© ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥ á«¥¤áâ¢¨¥: ¥á«¨
M «®ª «ì­® ®¤­®á¢ï§­®, â®, ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£® ­®¬¥à  k, å ãá¤®à-ä®¢ë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ϕk ¨­¤ãæ¨àãîâ áîàê¥ªâ¨¢­ë¥ £®¬®¬®àä¨§¬ëäã­¤ ¬¥­â «ì­ëå £àã¯¯. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ á¨«ã «®ª «ì­®© ®¤­®á¢ï§-­®áâ¨ ¨ ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ M , áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ε > 0, çâ® «î¡ë¥ ¤¢¥ ¯¥â«¨¢ M , «¥� é¨¥ ­  à ááâ®ï­¨¨ ¬¥­ìè¥ ε, £®¬®â®¯­ë. �«ï ¤®áâ â®ç­®¡®«ìè¨å k ¨¬¥¥¬ εk < ε/6. �®£« á­® ¯à¥¤«®�¥­¨î 8.1, ¤«ï â ª¨å k«î¡ ï ¯¥â«ï ¢ M ¡«¨§ª  á â®ç­®áâìî ¤® ε (¨ á«¥¤®¢ â¥«ì­®, £®¬®â®¯-­ ) ϕk-®¡à §ã ­¥ª®â®à®© ¯¥â«¨ ¨§ Mk. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, «î¡®© ª« áá£®¬®â®¯­ëå ¯¥â¥«ì á®¤¥à�¨â ϕk-®¡à § ¯¥â«¨ ¨§ Mk.�â® á«¥¤áâ¢¨¥ ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ¢®§¬®�­ë¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ â¨¯ë ¯à®-áâà ­áâ¢  M ¯à¨ ¨§¢¥áâ­®© â®¯®«®£¨¨ ¢á¥å Mk: ¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¡®«ì-è¨å k äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ £àã¯¯ë π1(Mk) ¤®«�­ë ¤®¯ãáª âì áîàê¥ª-â¨¢­ë¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë ­  π1(M). � ç áâ­®áâ¨, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì®¤­®á¢ï§­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ á ¢­ãâà¥­­¥© ¬¥âà¨ª®© ­¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì ¯à¥-¤¥«®¬ ­¥®¤­®á¢ï§­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �§ ¤ «ì­¥©è¨å à áá¬®âà¥­¨© ¡ã-¤ãâ ¯®«ãç âìáï ¡®«¥¥ â®­ª¨¥ § ¯à¥âë ¯®¤®¡­®£® à®¤ .�¥¬¬  8.2. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¢á¥ Mk ï¢«ïîâáï ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨à §¬¥à­®áâ¨ ­¥ ¬¥­ìè¥ 2. Ǒãáâì � | £à ä, ¢«®�¥­­ë© ¢ M . �®-£¤  ¤«ï «î¡®£® ε > 0 ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®¬ k ¬®�­® ¯®áâà®¨âì¢«®�¥­¨¥ � ¢ Mk, â ª®¥, çâ® ®¡à § ª �¤®£® à¥¡à  � ¢ Mk ï¢«ï¥âáï
ε-¯®¤­ïâ¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® à¥¡à  � ¢ M .



58 Ǒà¨ íâ®¬ ¥á«¨ ε ¤®áâ â®ç­® ¬ «®, â® â ª®¥ ¢«®�¥­¨¥ ¬®�¥â¡ëâì ¯à®¤®«�¥­® á ¯à®¨§¢®«ì­®£® (ε/5)-¯®¤­ïâ¨ï ¢á¥å ¢¥àè¨­ �.�â  «¥¬¬  ãá¨«¨¢ ¥â ¯à¥¤«®�¥­¨¥ 8.1 ¤®¡ ¢«¥­¨¥¬ âà¥¡®¢ ­¨ï ®¢«®�¥­¨¨, â. ¥. ® â®¬, çâ® ¯®¤­ïâ¨ï ªà¨¢ëå, ®¡à §ãîé¨å � ⊂ M ,¤®«�­ë ¡ëâì ­¥á ¬®¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áï ¨ ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨ ¤àã£ ¤àã-£ . (�®­¥ç­®, â ª®¥ ãá¨«¥­¨¥ ¨á¯®«ì§ã¥â ¨¬¥îé¥¥áï ¯à¥¤¯®«®�¥­¨¥® Mk.) �®¬¥à k, ­ ç¨­ ï á ª®â®à®£® ®áãé¥áâ¢¨¬® â ª®¥ ¯®¤­ïâ¨¥,¬®�¥â § ¢¨á¥âì ®â �.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ­ ç «  ¯®áâà®¨¬ ­¥á ¬®¯¥à¥á¥ª îé¥¥áï ¯®¤-­ïâ¨¥ ®â¤¥«ì­®© (­¥§ ¬ª­ãâ®© ¨ ­¥á ¬®¯¥à¥á¥ª îé¥©áï) ªà¨¢®© γ ¯à¨§ ¤ ­­®¬ ¯®¤­ïâ¨¨ ¥¥ ª®­æ®¢. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ (6εk)-¯®¤­ïâ¨¥�γ ¨§ ¯à¥¤«®�¥­¨ï 8.1. � áá¬®âà¨¬ ¢á¥¢®§¬®�­ë¥ § ¬ª­ãâë¥ ãç áâ-ª¨ �γ (â. ¥. ¨­â¥à¢ «ë ®¡« áâ¨ ¯ à ¬¥âà®¢, ­  ª®â®àëå áã�¥­¨¥ �γ ï¢«ï-¥âáï § ¬ª­ãâ®© ªà¨¢®©). �¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢«®�¥­­ëå § ¬ª­ãâëå ãç áâ-ª®¢ (á ¤®¡ ¢«¥­­ë¬¨ ª®­æ ¬¨) â®�¥ ï¢«ï¥âáï § ¬ª­ãâë¬ ãç áâª®¬.Ǒ®íâ®¬ã ª �¤ë© â ª®© ãç áâ®ª á®¤¥à�¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¬ ªá¨¬ «ì-­®¬. � ¬¥­¨¬ ¯à®å®�¤¥­¨¥ ª �¤®£® ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ãç áâª  ªà¨¢®© �γáâ®ï­¨¥¬ ¢ ®¤­®© â®çª¥. Ǒ®«ãç¥­­ ï ­¥á ¬®¯¥à¥á¥ª îé ïáï ªà¨¢ ïï¢«ï¥âáï δk-¯®¤­ïâ¨¥¬ γ, £¤¥ δk | íâ® áã¬¬  ¢¥«¨ç¨­ë 6εk ¨ ¬ ªá¨-¬ «ì­® ¢®§¬®�­®£® ¤¨ ¬¥âà  ¨­â¥à¢ «  ªà¨¢®© γ, à ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ãª®­æ ¬¨ ª®â®à®£® ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 12εk. Ǒ®áª®«ìªã γ | ­¥á ¬®¯¥à¥-á¥ª îé ïáï ªà¨¢ ï ¨ εk → 0, ¨¬¥¥¬ δk → 0. � «¨ç¨¥ ¯®áâ®ï­­ëåãç áâª®¢ ã ¯®áâà®¥­­®£® ¯®¤­ïâ¨ï ¬®�­® ãáâà ­¨âì áª®«ì ã£®¤­® ¬ -«ë¬ ¨§¬¥­¥­¨¥¬ ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨.�ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ε ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¢ âà¨ à §  ¬¥­ìè¥ ¢á¥å à á-áâ®ï­¨© ¬¥�¤ã ¢¥àè¨­ ¬¨ £à ä  �. �«ï ª �¤®© ¢¥àè¨­ë � ¢ë¡¥-à¥¬ ª ª®¥-­¨¡ã¤ì (ε/5)-¯®¤­ïâ¨¥. �§ ª �¤®£® à¥¡à  � ¢à¥¬¥­­® ã¤ -«¨¬ ­ ç «ì­ë© ¨ ª®­¥ç­ë© ¨­â¥à¢ «, ¨¬¥îé¨¥ ¤¨ ¬¥âàë ¬¥­ìè¥ ε/5.�áâ ¢è¨¥áï ç áâ¨ à¥¡¥à ®â¤¥«¥­ë ¤àã£ ®â ¤àã£  ­¥ª®â®àë¬ à ááâ®ï-­¨¥¬ δ > 0. Ǒà¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®¬ k ¤«ï ­¨å ¬®�­® ¯®áâà®¨âì ­¥á -¬®¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï (δ/3)-¯®¤­ïâ¨ï, ª ª ®¯¨á ­® ¢ëè¥. �â¨ ¯®¤­ïâ¨ï­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¤àã£ á ¤àã£®¬ (â ª ª ª ¨å ®¡à §ë ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï).� §®¢¥¬ ª®­æë ¯®¤­ïâ¨© ®â¬¥ç¥­­ë¬¨ â®çª ¬¨. �®�­® áç¨â âì, çâ®
δ < ε/5, â®£¤  ª �¤ ï ®â¬¥ç¥­­ ï â®çª  «¥�¨â ¢ (ε/2)-®ªà¥áâ­®áâ¨¯®¤­ïâ¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢¥àè¨­ë �. Ǒ®áª®«ìªã ª �¤ ï ¨§ íâ¨å(ε/2)-®ªà¥áâ­®áâ¥© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© á¢ï§­®¥ (­¥ª®¬¯ ªâ­®¥) ¬­®£®-®¡à §¨¥ à §¬¥à­®áâ¨ ­¥ ¬¥­ìè¥ 2, «¥� é¨¥ ¢ ­¥© ®â¬¥ç¥­­ë¥ â®çª¨¬®�­® á®¥¤¨­¨âì á ¥¥ æ¥­âà®¬ ­ ¡®à®¬ ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ªà¨¢ëå.



59�â¨ ªà¨¢ë¥ á«ã� â ¯®¤­ïâ¨ï¬¨ ­ ç «ì­ëå ¨­â¥à¢ «®¢ à¥¡¥à £à ä ,  ¢áï ª®­áâàãªæ¨ï ®¡à §ã¥â ¢«®�¥­¨¥ � ¢ Mk. ��. �å®¤¨¬®áâì ¤¢ã¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨©.Ǒãáâì, ¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå ¯à¥¤ë¤ãé¥£® à §¤¥« , (Mk, ρk) ï¢«ïîâáï¤¢ã¬¥à­ë¬¨ ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨ (¢®§¬®�­®, á ªà ¥¬). �®¯®«®£¨ç¥áª¨©â¨¯ â ª®£® Mk ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥£® ®à¨¥­â¨àã¥¬®áâìî, à®¤®¬ ¨ ç¨á«®¬ª®¬¯®­¥­â ªà ï. �®¤ ¬­®£®®¡à §¨ï Mk (ç¨á«® àãç¥ª ¤«ï áä¥àë áàãçª ¬¨ ¨«¨ ç¨á«® ¯«¥­®ª ¤«ï áä¥àë á ¯«¥­ª ¬¨) ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âì-áï ç¥à¥§ g(Mk). �¡é ï ¯®áâ ­®¢ª  à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® §¤¥áì ¢®¯à®á â ª®¢ : ¥á«¨ ¨§¢¥áâ­ë â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ â¨¯ë ¢á¥å Mk, ®¯à¥¤¥«¨âì, ª -ª¨¬ ¬®�¥â ¡ëâì â®¯®«®£¨ç¥áª¨© â¨¯ ¯à¥¤¥«ì­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  M , ¨ª ª ¯à¨ íâ®¬ ãáâà®¥­ë å ãá¤®àä®¢ë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �  íâ®â ¢®¯à®áã¤ ¥âáï ¯®«­®áâìî ®â¢¥â¨âì ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  M | â®�¥ ¤¢ã¬¥à­®¥¬­®£®®¡à §¨ï.�¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® «î¡®© ª®¬¯ ªâ á ¢­ãâà¥­­¥© ¬¥âà¨ª®©¬®�­® ¯à¨¡«¨§¨âì ¤¢ã¬¥à­ë¬¨ ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨ | ­ ¯à¨¬¥à, á«¥-¤ãîé¨¬ á¯®á®¡®¬. �­ ç «  ¯à¨¡«¨§¨¬ ¤ ­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® M ®¤­®-¬¥à­ë¬ ª«¥â®ç­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ (£à ä®¬); ¢ ª ç¥áâ¢¥ â ª®£® £à ä ¬®�­® ¢§ïâì ¯®¤å®¤ïéãî á¥âªã ¨§ ªà âç ©è¨å. (�ë¡¥à¥¬ ª®­¥ç­ãî
ε-á¥âì ¢ M , á®¥¤¨­¨¬ ¥¥ â®çª¨ ¯®¯ à­® ªà âç ©è¨¬¨, ª �¤ãî ªà â-ç ©èãî à §®¡ì¥¬ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ â®çª ¬¨ ­  ¨­â¥à¢ «ë ¤«¨­ë¬¥­ìè¥ ε, ¨ ª �¤ãî ¤®¯®«­¨â¥«ì­ãî â®çªã á®¥¤¨­¨¬ ªà âç ©è¥© á¡«¨� ©è¥© ª ­¥© â®çª®© ¨áå®¤­®© ε-á¥â¨. �«®�¥­¨¥ ¢ M ¯®«ãç¥­­®£®£à ä , á­ ¡�¥­­®£® ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¢­ãâà¥­­¥© ¬¥âà¨ª®©, ï¢«ï¥âáï(4ε)- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥©.) �â®â £à ä, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¬®�­® ¯à¨¡«¨§¨âì¤¢ã¬¥à­®© ¯®¢¥àå­®áâìî (®à¨¥­â¨àã¥¬®© ¨ ¡¥§ ªà ï), ¢«®�¨¢ ¥£® ¢R3¨ ¢§ï¢ â ¬ á£« �¥­­ãî £à ­¨æã ¥£® âàã¡ç â®© ®ªà¥áâ­®áâ¨. (�áâ â¨,¯à¨ íâ®¬ ¬¥âà¨ª  ®ª §ë¢ ¥âáï à¨¬ ­®¢®©,   ¥¥ ®¡ê¥¬ | áª®«ì ã£®¤­®¬ «ë¬.) �¤­ ª®, áãé¥áâ¢¥­­®© ®á®¡¥­­®áâìî â ª®£® á¯®á®¡  ï¢«ï¥â-áï ­¥®£à ­¨ç¥­­®¥ ¢®§à áâ ­¨¥ à®¤  ¬­®£®®¡à §¨ï ¯à¨ ¯à¨¡«¨�¥­¨¨ª ¯à¥¤¥«ì­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã.�®¤ ¨ ç¨á«® ª®¬¯®­¥­â ªà ï áå®¤ïé¨åáï ¤¢ã¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨©¬®�­® ¯à®¨§¢®«ì­® ã¢¥«¨ç¨¢ âì, ¯à¨ª«¥¨¢ ï ®ç¥­ì ¬ «¥­ìª¨¥ àãçª¨¨«¨ ¯«¥­ª¨ ¨ ¯à®¤¥«ë¢ ï ®ç¥­ì ¬ «¥­ìª¨¥ ¤ëàë (á¬. §7.�). � ª¨¬®¡à §®¬, ­  «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¤¢ã¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨© Mká g(Mk) → ∞ ¬®�­® § ¤ âì à¨¬ ­®¢ë ¬¥âà¨ª¨ ρk â ª, çâ®¡ë ¯®«ã-ç¨âì ¢ ¯à¥¤¥«¥ «î¡®© ­ ¯¥à¥¤ § ¤ ­­ë© ª®¬¯ ªâ á ¢­ãâà¥­­¥© ¬¥â-à¨ª®©. �â® ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë© ¢ëè¥ ¢®¯à®á ® â®¯®-



60«®£¨¨ ¯à¥¤¥«ì­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ï¢«ï¥âáï á®¤¥à� â¥«ì­ë¬ «¨èì ¯à¨ãá«®¢¨¨, çâ® ç¨á«  g(Mk) ®£à ­¨ç¥­ë á¢¥àåã.Ǒà¨ â ª¨å ®£à ­¨ç¥­¨ïå ­  ¯à¥¤¥«ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ã�¥ ¨¬¥îâáï­¥ª®â®àë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï. � ¯à¨¬¥à, ¨§ «¥¬¬ë 8.2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¥¤¥«¤¢ã¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨© á ®£à ­¨ç¥­­ë¬ à®¤®¬ ­¥ ¬®�¥â á®¤¥à� âì¯®¤¬­®�¥áâ¢, £®¬¥®¬®àä­ëå R3. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ â ª®¥ ¯®¤¬­®�¥-áâ¢® ¬®�­® ¢«®�¨âì ¯®«­ë© £à ä á® áª®«ì ã£®¤­® ¡®«ìè¨¬ ç¨á«®¬¢¥àè¨­,   ¤«ï ¤¢ã¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨© ®£à ­¨ç¥­­®£® à®¤  íâ® ­¥¢®§-¬®�­®.� «ì­¥©è¥¥ ¯®á¢ïé¥­® á«ãç î, ª®£¤  M â®�¥ ï¢«ï¥âáï ¤¢ã¬¥à­ë¬¬­®£®®¡à §¨¥¬ (¢®§¬®�­®, á ªà ¥¬). �«¨§ª¨¥ ª ¤ ­­®¬ã M ¬­®£®®¡-à §¨ï ¬®�­® ¯®«ãç âì ­¥¡®«ìè¨¬¨ ¨§¬¥­¥­¨ï¬¨ ¬¥âà¨ª¨, ¯à¨ª«¥-¨¢ ­¨¥¬ ¬ «¥­ìª¨å àãç¥ª ¨«¨ ¯«¥­®ª ¨ ¢ëà¥§ ­¨¥¬ ¬ «¥­ìª¨å ¤ëà.�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯à¨ ®£à ­¨ç¥­¨¨ á¢¥àåã ­  g(Mk)íâ®â á¯®á®¡ ï¢«ï¥âáï, ¯® áãé¥áâ¢ã, ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬.�¥®à¥¬  8.3. Ǒãáâì ¤¢ã¬¥à­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï (Mk, ρk) áå®¤ïâáï ª¤¢ã¬¥à­®¬ã ¬­®£®®¡à §¨î (M, ρ), ¨ g := sup g(Mk) < ∞. �®£¤  áãé¥-áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© Mk → M ,ª®â®àë¥, ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£® k, ãáâà®¥­ë á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:1) �¬¥¥âáï ­¥áª®«ìª®, ­® ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ g, ®¡« áâ¥© ¢ Mk ­¥­ã«¥¢®£®à®¤ , ª �¤ ï ¨§ ª®â®àëå ®£à ­¨ç¥­  § ¬ª­ãâ®© ªà¨¢®© ¨ ®â®¡à � -¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© ¢ ®¤­ã â®çªã.2) �¬¥¥âáï ­¥áª®«ìª® ª®¬¯®­¥­â ªà ï Mk, ®â®¡à � îé¨åáï ¢â®çª¨.3) �  ®áâ «ì­®© ç áâ¨ Mk  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§-¬®¬ ­  ¤®¯®«­¥­¨¥ ã¯®¬ï­ãâëå â®ç¥ª ¢ M .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ε >0 ¤«ï ¢á¥å ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å k áãé¥áâ¢ãîâ ε- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ á ãª -§ ­­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. �áª®¬ë¥ ε- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¡ã¤ãâ ¯®«ãç¥­ë ¢ -àì¨à®¢ ­¨¥¬ ¨¬¥îé¨åáï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ϕk : Mk → M .Ǒà¨ § ¤ ­­®© âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ M ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¤¨áª®¬ «î¡®¥ ¯®¤-¬­®�¥áâ¢® M , £®¬¥®¬®àä­®¥ ªàã£ã, á®áâ ¢«¥­­®¥ ¨§ æ¥«ëå âà¥ã£®«ì-­¨ª®¢ ¨ «¨¡® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¥¥ ∂M , «¨¡® ¯¥à¥á¥ª îé¥¥ ¯® á¢ï§­®¬ã¨­â¥à¢ «ã. (Ǒ®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ £ à ­â¨àã¥â, çâ® ¤®¯®«­¥­¨¥ ¤¨áª á¢ï§­®.) Ǒ®áâà®¨¬ ­ áâ®«ìª® ¬¥«ªãî âà¨ ­£ã«ïæ¨î, çâ® «î¡ë¥ g ¥¥âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ ¬®�­® ¢«®�¨âì ¢¬¥áâ¥ á ®ªà¥áâ­®áâï¬¨ ¢ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥­¥áª®«ìª¨å ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¤¨áª®¢, ¤¨ ¬¥âàë ª®â®àëå ­¥ ¯à¥¢®á-å®¤ïâ ε/5. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¬­®£®ã£®«ì­¨ª®¬ «î¡®¥ ¯®¤¬­®�¥áâ¢® M ,



61¯®«ãç ¥¬®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ­¥áª®«ìª¨å âà¥ã£®«ì­¨ª®¢, à¥¡¥à ¨ ¢¥àè¨­âà¨ ­£ã«ïæ¨¨. Ǒãáâì δ0 | ¬¨­¨¬ «ì­® ¢®§¬®�­®¥ à ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã¤¢ã¬ï ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áï ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¬¨. �«ï ª �¤®£® ¬­®£®-ã£®«ì­¨ª  X ⊂ M ¯®áâà®¨¬ ®ªà¥áâ­®áâì V (X) á® á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©-áâ¢ ¬¨:1) V (X) á®¤¥à�¨âáï ¢ (δ0/3)-®ªà¥áâ­®áâ¨ X .2) �á«¨ M r X á¢ï§­®, â® ¨ M r V (X) á¢ï§­®.�ªà¥áâ­®áâì V (X) ¬®�­® ¯®«ãç¨âì, ®âáâã¯¨¢ ®â X ­  ¤®áâ â®ç­® ¬ -«®¥ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¥ à ááâ®ï­¨¥ ¢ ¯®«¨í¤à «ì­®© ¬¥âà¨ª¥, ¢ ª®â®à®©ª �¤ë© âà¥ã£®«ì­¨ª âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ ¨§®¬¥âà¨ç¥­ ¯à ¢¨«ì­®¬ã âà¥-ã£®«ì­¨ªã ­  ¯«®áª®áâ¨. �§ ¯¥à¢®£® ãá«®¢¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ®ªà¥áâ­®áâ¨­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¬­®£®ã£®«ì­¨ª®¢ ®â¤¥«¥­ë ¤àã£ ®â ¤àã£ .�ë¡¥à¥¬ â ª®¥ δ > 0, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  X ⊂ Mà ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã X ¨ M r V (X) ¡®«ìè¥ 100δ. �«ï ¤®áâ â®ç­® ¡®«ì-è®£® k á ¯®¬®éìî «¥¬¬ë 8.2 ¯®áâà®¨¬ £®¬¥®¬®àä­®¥ δ-¯®¤­ïâ¨¥ ®¤-­®¬¥à­®£® ®áâ®¢  âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ ¢ Mk. Ǒà¨ íâ®¬ ¯®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë¯®¤­ïâ¨ï ¢­ãâà¥­­¨å â®ç¥ª M ¡ë«¨ ¢­ãâà¥­­¨¬¨ â®çª ¬¨ Mk,   ¯®¤-­ïâ¨¥ ª �¤®© ª®¬¯®­¥­âë ∂M æ¥«¨ª®¬ «¥� «® «¨¡® ¢ ∂Mk, «¨¡® ¢
Mk r∂Mk (íâ®£® ¢á¥£¤  ¬®�­® ¤®áâ¨çì ¬ «ë¬ è¥¢¥«¥­¨¥¬ ¯®¤­ïâ¨ï).�®¬¯®­¥­âë ∂M , ¯®¤­ïâ¨¥ ª®â®àëå «¥�¨â ¢ ∂Mk, ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì å®-à®è® ¯®¤­ïâë¬¨,   ®áâ «ì­ë¥ | ¯«®å® ¯®¤­ïâë¬¨. �®�­® áç¨â âì,çâ® ¯®£à¥è­®áâì  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ϕ = ϕk ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â δ/10.�ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì âà¥ã£®«ì­¨ª T ¨§ á®áâ ¢  âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ à¥£ã«ïà-­ë¬, ¥á«¨ ¯®¤­ïâ¨¥ ¥£® £à ­¨æë ¢ Mk ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ®¡« áâì ~T à®¤ ­®«ì (â. ¥. £®¬¥®¬®àä­ãî ªàã£ã, ¢®§¬®�­®, á ¤ëà ¬¨), ¨ ¯à¨ íâ®¬
ϕ( ~T ) ⊂ V (T ). � ªãî ®¡« áâì ~T ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯®¤­ïâ¨¥¬ à¥£ã-«ïà­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  T . �®ª �¥¬, çâ® áà¥¤¨ «î¡ëå g + 1 ¯®¯ à­®­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ ¨¬¥¥âáï å®âï ¡ë ®¤¨­ à¥£ã«ïà­ë©.�«ï ­ ç «  ®â¬¥â¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®¡é¥¥ á®®¡à �¥­¨¥. Ǒãáâì δ > 0,
ϕ : Mk → M | (δ/10)- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï, U ⊂ M | á¢ï§­ ï ®¡« áâì ¨§ ¤ ­ ­ ¡®à ªà¨¢ëå {�γi} ¢ Mk, ϕ-®¡à §ë ª®â®àëå «¥� â ­  à ááâ®ï­¨¨¡®«ìè¥ δ ®â U . �®£¤  ¢á¥, ªà®¬¥ á ¬®¥ ¡®«ìè¥¥ ®¤­®©, ª®¬¯®­¥­âëá¢ï§­®áâ¨ ¤®¯®«­¥­¨ï íâ¨å ªà¨¢ëå ®â®¡à � îâáï ¢ M r U . �¥©áâ¢¨-â¥«ì­®, ¯ãáâì x, y ∈ Mk â ª®¢ë, çâ® ϕ(x) ∈ U ¨ ϕ(y) ∈ U . �®¥¤¨­¨¬
x ¨ y δ-¯®¤­ïâ¨¥¬ ªà¨¢®©, á®¥¤¨­ïîé¥© ϕ(x) á ϕ(y) ¢ U . �â® ¯®¤­ï-â¨¥ ­¥ ¬®�¥â ¯¥à¥á¥ª âì ªà¨¢ëå {�γi}, ¯®íâ®¬ã x ¨ y «¥� â ¢ ®¤­®©ª®¬¯®­¥­â¥.Ǒãáâì T1, . . . , Tg+1 | ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï âà¥ã£®«ì­¨ª¨ âà¨- ­£ã«ïæ¨¨. Ǒ® ¢ë¡®àã ®ªà¥áâ­®áâ¥© V (Ti), ¨å ¤®¯®«­¥­¨¥ U =
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V (Ti) á¢ï§­®. � áá¬®âà¨¬ ¯¥â«¨ �γi ¢ Mk, ®¡à §®¢ ­­ë¥ ¯®¤­ï-â¨ï¬¨ £à ­¨æ âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ Ti. Ǒ®áª®«ìªã ¨å ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à¥¢®áå®-¤¨â g(Mk), ®­¨ ¤®«�­ë à §¡¨¢ âì Mk ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ­  ¤¢¥ ®¡« áâ¨.�ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¬ «ë¬¨ â¥ ®¡« áâ¨, ®¡à §ë ª®â®àëå «¥� â ¢ M r U(â ª®¢ë ¢á¥ ®¡« áâ¨, ªà®¬¥ ®¤­®©). � á¨«ã á¢ï§­®áâ¨, ª �¤ ï ¬ -« ï ®¡« áâì æ¥«¨ª®¬ ®â®¡à � ¥âáï ¢ ®¤­ã ¨§ ®ªà¥áâ­®áâ¥© V (Ti), ¢ç áâ­®áâ¨, ®­  ®£à ­¨ç¥­  ®¤­®© ªà¨¢®© �γi. Ǒãáâì ¢á¥£® ¨¬¥¥âáï r¬ «ëå ®¡« áâ¥©. �å ¤®¯®«­¥­¨¥ ¢ Mk ­¥ à §¡¨¢ ¥âáï g + 1− r ¯¥â«ï-¬¨, ¯®íâ®¬ã ¥£® à®¤ ­¥ ¬¥­ìè¥ g + 1− r. �­ ç¨â, áã¬¬  à®¤®¢ ¬ «ëå®¡« áâ¥© ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â r − 1, â ª çâ® à®¤ ®¤­®© ¨§ ­¨å à ¢¥­ ­ã«î.�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¥© âà¥ã£®«ì­¨ª à¥£ã«ïà¥­.� áá¬®âà¨¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ë© ­ ¡®à ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ­¥à¥-£ã«ïà­ëå âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ ¨ ¯®¬¥áâ¨¬ ¨å ¢¬¥áâ¥ á ®ªà¥áâ­®áâï¬¨ ¢ ­ -¡®à ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¤¨áª®¢ á ¤¨ ¬¥âà ¬¨ ­¥ ¡®«ìè¥ ε/5 (ç¨á«® ¤¨á-ª®¢ â®�¥ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â g). �â¨ ¤¨áª¨ á®¤¥à� â ¢á¥ âà¥ã£®«ì­¨ª¨,¯à¨¬ëª îé¨¥ ª âà¥ã£®«ì­¨ª ¬ ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ­ ¡®à ,   §­ ç¨â, ¢®-®¡é¥ ¢á¥ ­¥à¥£ã«ïà­ë¥ âà¥ã£®«ì­¨ª¨. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ P1, . . . , Pmâ¥ ¨§ ¯®áâà®¥­­ëå ¤¨áª®¢, ª®â®àë¥ ­¥ ¯à¨¬ëª îâ ª ¯«®å® ¯®¤­ïâë¬ª®¬¯®­¥­â ¬ ∂M . � �¤ãî ¯«®å® ¯®¤­ïâãî ª®¬¯®­¥­âã ∂M ®¡ê¥¤¨-­¨¬ á ¯à¨«¥£ îé¨¬¨ ª ­¥© ¤¨áª ¬¨ (¨§ ç¨á«  ¯®áâà®¥­­ëå), ¨ ¯®«ã-ç¥­­ë¥ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Pm+1, . . . , Pn. �«ï ª �¤®£®
i 6 n ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ γi £à ­¨æã Pi ¢ M . �â  £à ­¨æ  ¯à¥¤áâ ¢«ï-¥â á®¡®© ªà¨¢ãî (§ ¬ª­ãâãî ¨«¨ á®¥¤¨­ïîéãî ¤¢¥ â®çª¨ ∂M), ¨ ¢á«ãç ¥ i > m ®­  ®¡å®¤¨â á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ª®¬¯®­¥­âã ªà ï, ¨­®£¤ ã¤ «ïïáì ®â ­¥¥ (çâ®¡ë ®å¢ â¨âì ¯à¨¬ëª îé¨© ¤¨áª), ­® ­¥ ¤ «ìè¥ç¥¬ ­  ε/2.�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ P ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢á¥å âà¥ã£®«ì­¨ª®¢, ­¥ ¢å®¤ïé¨å¢ ¯®áâà®¥­­ë¥ Pi, ¨ ¯ãáâì ~P = ⋃{ ~T : T ⊂ P}, £¤¥ ~T , ª ª ¨ à -­¥¥, ®¡®§­ ç ¥â ¯®¤­ïâ¨¥ à¥£ã«ïà­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  T ¢ Mk. �¡« áâì~P ⊂ Mk á¢ï§­  (ª ª ¨ P ) ¨ ®£à ­¨ç¥­  ªà¨¢ë¬¨ �γi | ¯®¤­ïâ¨ï¬¨ªà¨¢ëå γi. � ááã�¤¥­¨¥,  ­ «®£¨ç­®¥ ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ã ¢ëè¥, ¯®ª §ë-¢ ¥â, çâ® ϕ(Mk r ~P ) ⊂ ⋃

V (Pi), â ª çâ® «î¡ ï ª®¬¯®­¥­â  á¢ï§­®áâ¨
Mk r ~P ®â®¡à � ¥âáï ¯à¨ ϕ ¢ ®¤­ã ¨§ ®ªà¥áâ­®áâ¥© V (Pi). �«¥¤®¢ -â¥«ì­®, ª �¤ ï ªà¨¢ ï γi ®â¤¥«ï¥â ®â ~P ­¥ª®â®àãî ®¡« áâì ~Pi, ¨ ¯à¨íâ®¬ ϕ( ~Pi) ⊂ V (Pi).Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¢á¥ ª®¬¯®­¥­âë ∂M å®à®è® ¯®¤­ïâë (â. ¥.
m = n). Ǒ®áâà®¨¬ ­®¢ãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ϕ′ : Mk → M á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬. � ª �¤®© ®¡« áâ¨ ~T ⊂ ~P áâï­¥¬ ª �¤ãî ª®¬¯®­¥­âã ∂Mk¢ â®çªã ¨ ¯®«ãç¥­­®¥ ä ªâ®à¯à®áâà ­áâ¢® £®¬¥®¬®àä­® ®â®¡à §¨¬



63­  T (íâ® ¢®§¬®�­®, â ª ª ª ~T £®¬¥®¬®àä­  ªàã£ã á ¤ëà ¬¨). Ǒà¨íâ®¬ ­  £à ­¨æ¥ ~T ®â®¡à �¥­¨¥ ¤®«�­® ¡ëâì ®¡à â­ë¬ ª ¯à ¢¨«ã¯®¤­ïâ¨ï ®áâ®¢  âà¨ ­£ã«ïæ¨¨. �® �¥ á ¬®¥ ¯à®¤¥« ¥¬ ¤«ï ª �¤®©®¡« áâ¨ ~Pi, ¨¬¥îé¥© ­ã«¥¢®© à®¤. � �¤ãî ¨§ ®áâ ¢è¨åáï ®¡« áâ¥©~Pi ®â®¡à §¨¬ ­  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¤¨áª Pi, áâï­ã¢ ¢ ®¤­ã â®çªã ¢á¥,ªà®¬¥ ã§ª®© ¯®«®áë ¢¤®«ì �γi. Ǒ®«ãç¥­­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ã¤®¢«¥â¢®-àï¥â âà¥¡®¢ ­¨ï¬ â¥®à¥¬ë ¯® ¯®áâà®¥­¨î, ¨ ¯à¨ íâ®¬ ï¢«ï¥âáï ε- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥©, ¯®áª®«ìªã ¥£® ®â«¨ç¨¥ ®â ϕ ®æ¥­¨¢ ¥âáï ¤¨ ¬¥âà ¬¨®ªà¥áâ­®áâ¥© V (Pi), â. ¥. ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ε/2.�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢á¥ ª®¬-¯®­¥­âë ªà ï ¬®£ãâ ¡ëâì å®à®è® ¯®¤­ïâë. �â® ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï á«¥-¤ãîé¥© «¥¬¬®©.�¥¬¬ . Ǒãáâì, ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë, § ¬ª­ãâ ï ªà¨¢ ï γ ¯ à ¬¥â-à¨§ã¥â ª®¬¯®­¥­âã ∂M . �®£¤  ¤«ï «î¡®£® δ > 0 ¯à¨ ¤®áâ â®ç­®¡®«ìè®¬ k ¬®�­® ¯®áâà®¨âì ¥¥ δ-¯®¤­ïâ¨¥, ¯ à ¬¥âà¨§ãîé¥¥ ª®¬-¯®­¥­âã ∂Mk.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ γ ª ª ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨î, â ª¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ª®¬¯®­¥­âã ∂M . Ǒà¥¤ë¤ãé¨¥ à ááã�¤¥­¨ï ¯®-ª §ë¢ îâ, çâ® ¤«ï «î¡®£® ε ¯à¨ ¡®«ìè¨å k ¢ Mk áãé¥áâ¢ã¥â § -¬ª­ãâ ï ªà¨¢ ï �γ, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ε-¯®¤­ïâ¨¥¬ γ ¨ ®£à ­¨ç¨¢ -¥â ®¡« áâì U ⊂ Mk, ¯à¨ç¥¬ ϕk(U) á®¤¥à�¨âáï ¢ ε-®ªà¥áâ­®áâ¨ γ(¢ áâ àëå ®¡®§­ ç¥­¨ïå, íâ® ªà¨¢ ï �γi ¨ ®¡« áâì ~Pi ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥-£® i > m). � «ë¬ è¥¢¥«¥­¨¥¬  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ϕk ¬®�­® ¤®¡¨âìáïâ®£®, çâ® ϕk(U) ⊂ γ, ¯à¨ç¥¬ �γ ®â®¡à � ¥âáï ­  γ £®¬¥®¬®àä­®. �ã-¤¥¬ áç¨â âì, çâ® íâ® è¥¢¥«¥­¨¥ ã�¥ ¯à®¤¥« ­® ¤«ï ¢á¥å ¡®«ìè¨å k,¯à¨ç¥¬ ε → 0 ¯à¨ k → ∞, â ª çâ® ­®¢ë¥ ®â®¡à �¥­¨ï ϕk â®�¥ ®¡à -§ãîâ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©.� §®¡ì¥¬ γ ­  ¨­â¥à¢ «ë ¤¨ ¬¥âà  ¬¥­ìè¥ δ/2, ¯®á«¥ ç¥£® ª �-¤ë© ¨­â¥à¢ « à §®¡ì¥¬ ¥é¥ ­  10g ç áâ¥© (áç¨â ï g > 1). Ǒãáâì
x1, . . . , xn | ãç áâ¢ãîé¨¥ ¢ ¯®«ãç¥­­®¬ à §¡¨¥­¨¨ â®çª¨ (æ¨ª«¨ç¥-áª¨ ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ ¯® ­ ¯à ¢«¥­¨î ®¡å®¤  γ). �á«¨ k ¤®áâ â®ç­®¢¥«¨ª®, â® ¯®£à¥è­®áâì  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ϕ = ϕk ¬ «  ¯® áà ¢­¥­¨î áà ááâ®ï­¨ï¬¨ ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ {xi}. � ©¤¥¬ ¢ Mk ªà¨¢ãî �γ, ®£à ­¨ç¨-¢ îéãî ®¡« áâì U ⊂ Mk ª ª ãª § ­® ¢ëè¥, â. ¥. ϕ(U) ⊂ γ ¨ ϕ◦ �γ = γ.Ǒãáâì {�xi} | ¯à®®¡à §ë â®ç¥ª {xi} ­  �γ ⊂ Mk. � ®¡« áâ¨ U ⊂ Mk¤®«�­  ¯à¨áãâáâ¢®¢ âì å®âï ¡ë ®¤­  ª®¬¯®­¥­â  ∂Mk, ®â®¡à �¥­¨¥ª®â®à®© ¢ γ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨ ­¥âà¨¢¨ «ì­®, ¨­ ç¥ ϕ(∂U) | ­¥âà¨¢¨- «ì­ë© æ¨ª« ¢ H1(γ) ∼= H1(S1). Ǒãáâì ~γ | â ª ï ª®¬¯®­¥­â  ∂Mk.



64� ä¨ªá¨àã¥¬ ­  ­¥© ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ®¡å®¤  â ª, çâ®¡ë ªà¨¢ ï ϕ ◦ ~γ ®¡-å®¤¨«  æ¨ª« γ á ¯®«®�¨â¥«ì­®© ªà â­®áâìî. �â® ¯®§¢®«ï¥â ¢ë¡à âì­  ~γ æ¨ª«¨ç¥áª¨ ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ â®çª¨ {yi}, ï¢«ïîé¨¥áï ¯à®®¡à § ¬¨â®ç¥ª {xi} ¨ â ª¨¥, çâ®¡ë ϕ-®¡à § ª �¤®£® ¨§ ¨­â¥à¢ «®¢ y1y2, y2y3,
. . . , yny1 ªà¨¢®© ~γ ¡ë« £®¬®â®¯¥­ ¯ãâ¨, ¯à®å®¤¨¬®¬ã ¯® γ á ¯®«®-�¨â¥«ì­ë¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ ®¡å®¤ . �ã¤¥¬ áç¨â âì ¯®¤­ïâ¨¥¬ ãç áâª 
γ ¬¥�¤ã xi ¨ xi+1 ãç áâ®ª ~γ ¬¥�¤ã yi ¨ yi+1 (¯à¨ i = n áç¨â ¥¬
i + 1 = 1). �â®¡ë ®æ¥­¨âì â®ç­®áâì â ª®£® ¯®¤­ïâ¨ï, ¯à®¢¥à¨¬, çâ®
ϕ-®¡à § ª �¤®£® â ª®£® ãç áâª  ~γ ­ ªàë¢ ¥â ­¥ ¡®«ìè¥ 4g â®ç¥ª {xj}á ª �¤®© áâ®à®­ë ®â xi.Ǒãáâì, ­ ¯à¨¬¥à, ϕ-®¡à § ãç áâª  ~γ ¬¥�¤ã yn ¨ y1 á®¤¥à�¨â â®çª¨
x1, . . . , xm (¬®�­® áç¨â âì, çâ® m < n/2). � ©¤¥¬ â®çª¨ y′1, . . . , y′

m á
ϕ(y′

i) = xi, à á¯®«®�¥­­ë¥ ­  ~γ ¬¥�¤ã yn ¨ y1 ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯®àï¤ª¥:
yn ≺ y′1 ≺ · · · ≺ y′

m ≺ y1 (¥á«¨ íâ® ­¥¢®§¬®�­®, â® ϕ ◦ ~γ ¯®¯ ¤ ¥â ¢
xm, ®¡å®¤ï γ \¢ ®¡à â­ãî áâ®à®­ã",   â®£¤   ­ «®£¨ç­ë© ­ ¡®à â®-ç¥ª ¬®�­® ­ ©â¨ ­ ¤ xn−m+1, . . . , xn ¢¬¥áâ® x1, . . . , xm). �«ï ª �¤®£®
i = 1, . . . , m ¯®áâà®¨¬ ¢ U ⊂ Mk âà¥ã£®«ì­¨ª á ¢¥àè¨­ ¬¨ �xi, yi ¨ y′

i,áâ®à®­ë ª®â®à®£® ¡«¨§ª¨ ª ªà âç ©è¨¬ ¨ ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâ ¤àã£ ¤àã£ ¨ ªà¨¢ëå �γ ¨ ~γ. �¡à § ª �¤®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  æ¥«¨ª®¬ «¥�¨â ¢¡«¨§¨á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â®çª¨ xi, ¯®íâ®¬ã à §«¨ç­ë¥ âà¥ã£®«ì­¨ª¨ ­¥ ¯¥à¥-á¥ª îâ ¤àã£ ¤àã£ . Ǒãáâì � | £à ä (¢«®�¥­­ë© ¢ U) á ¢¥àè¨­ ¬¨¢ â®çª å �xi, yi, y′
i (i = 1, . . . , m), á®áâ ¢«¥­­ë© ¨§ ¯¥â¥«ì �γ ¨ ~γ ¨ ¢á¥å¯®áâà®¥­­ëå âà¥ã£®«ì­¨ª®¢.� ª«¥¨¬ ¢á¥ ª®¬¯®­¥­âë ∂U , ªà®¬¥ �γ ¨ ~γ. Ǒ®á«¥ íâ®£® £à ä �«¥�¨â ­  ­¥ª®â®à®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ U ′ à®¤  ­¥ ¢ëè¥ g á ¤¢ã¬ï ª®¬¯®-­¥­â ¬¨ ªà ï, ¢å®¤ïé¨¬¨ ¢ � ª ª æ¨ª«ë �x1 . . . �xn ¨ y1 . . . yny′1 . . . y′

n.�à ä � ¨¬¥¥â 3m ¢¥àè¨­ ¨ 6m à¥¡¥à (¨§ ª®â®àëå 3m «¥� â ­ ªà î ¯®¢¥àå­®áâ¨), á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®­ ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥
χ(U ′) + 3m > 3m − 2g ®¡« áâ¥© ¢ U ′ (§¤¥áì χ | í©«¥à®¢  å à ªâ¥-à¨áâ¨ª ). �à¥¤¨ ­¨å ­¥ ¡®«ìè¥ m âà¥ã£®«ì­ëå (¯®áª®«ìªã ¢á¥£® ¢ �à®¢­® m âà¥å§¢¥­­ëå æ¨ª«®¢), §­ ç¨â, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï ®æ¥­ª ç¨á«  à¥¡¥à �: 2 · 6m − 3m > 3m+ 4 · (2m − 2g)(¢ «¥¢®© ç áâ¨ 6m | ®¡é¥¥ ç¨á«® à¥¡¥à,   3m | ª®«¨ç¥áâ¢® à¥¡¥à, ªª®â®àë¬ ¯à¨¬ëª ¥â â®«ìª® ®¤­  ®¡« áâì). Ǒà¥®¡à §ãï íâ® ­¥à ¢¥­-áâ¢®, ¯®«ãç ¥¬, çâ® m 6 4g, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì.Ǒ® ¢ë¡®àã à §¡¨¥­¨ï {xi} ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡à § ª �¤®£® ¨­-â¥à¢ «  ªà¨¢®© ~γ «¥�¨â ­  à ááâ®ï­¨¨ ­¥ ¡®«ìè¥ δ/2 ®â á®®â¢¥âáâ¢ã-



65îé¥£® ¨­â¥à¢ «  γ. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯à¨ ãª § ­­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ ¯ -à ¬¥âà¨§ æ¨© ~γ ï¢«ï¥âáï δ-¯®¤­ïâ¨¥¬ γ. �â® ¤®ª §ë¢ ¥â «¥¬¬ã,  â¥¬ á ¬ë¬ ¨ â¥®à¥¬ã 8.3. �� �¤ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï Mk → M , ®¯¨á ­­ ï ¢ ãá«®¢¨¨ â¥®à¥-¬ë 8.3, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®â®¡à �¥­¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨, ã­¨çâ®� -îé¥¥ ­¥áª®«ìª® àãç¥ª, ¯«¥­®ª ¨ ¤ëà ¢ Mk. �§ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï â ª¨å®â®¡à �¥­¨© ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ®£à ­¨ç¥­¨¥ ­  â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ â¨-¯ë ¯à®áâà ­áâ¢ M ¨ Mk: ¯à¨ ¡®«ìè¨å k ¤®«�­® ¢ë¯®«­ïâìáï ­¥à -¢¥­áâ¢® g(Mk) > g(M) (¯à¨ç¥¬ ¥á«¨ M ®à¨¥­â¨àã¥¬®,   Mk ­¥®à¨-¥­â¨àã¥¬®, â® ®­® ¤®«�­® ¡ëâì áâà®£¨¬), ¨ ç¨á«® ª®¬¯®­¥­â ∂Mk¤®«�­® ¡ëâì ­¥ ¬¥­ìè¥ ç¨á«  ª®¬¯®­¥­â ∂M . �à®¬¥ â®£®, ®à¨¥­â¨-àã¥¬ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ­¥ ¬®£ãâ áå®¤¨âìáï ª ­¥®à¨¥­â¨àã¥¬®¬ã.� á«ãç ¥, ª®£¤  ¢á¥ Mk £®¬¥®¬®àä­ë M ,  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¨§ â¥®à¥-¬ë 8.3 ï¢«ïîâáï £®¬¥®¬®àä¨§¬ ¬¨, â. ¥. § ¤ îâ â ª®¥ ®â®�¤¥áâ¢«¥­¨¥
Mk á M , ¯à¨ ª®â®à®¬ áå®¤¨¬®áâì ¬¥âà¨ª ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ à ¢­®¬¥à-­ãî.�§ â¥®à¥¬ë 8.3 á«¥¤ã¥â ¢®§¬®�­®áâì § ¬¥­ë ãá«®¢¨ï ­  áâ¥¯¥­¨ ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ¢ â¥®à¥¬¥ 7.2 ®£à ­¨ç¥­¨¥¬ ­  â®¯®«®£¨î á ¬¨å áå®-¤ïé¨åáï ¯à®áâà ­áâ¢:�«¥¤áâ¢¨¥ 8.4. Ǒãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì à¨¬ ­®¢ëå ¤¢ã¬¥à­ëå¬­®£®®¡à §¨© (Mk, ρk) áå®¤¨âáï ª ä¨­á«¥à®¢ã ¤¢ã¬¥à­®¬ã ¬­®£®®¡à -§¨î (M, ρ) ¨ ¯à¨ íâ®¬ à®¤ ¨ ç¨á«® ª®¬¯®­¥­â ªà ï ¬­®£®®¡à §¨© Mk®£à ­¨ç¥­ë á¢¥àåã. �®£¤  ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® (7-1):Vol(M, ρ) 6 lim inf

k→∞
Vol(Mk, ρk) ,¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  ρ ï¢«ï¥âáï à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª®© ª« áá 

C0.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ­¥¢¥à-­®. Ǒ¥à¥å®¤ï ª ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, ¬®�­® áç¨â âì, çâ® áãé¥-áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥« v := limVol(Mk, ρk) ¨ ¯à¨ íâ®¬ v < Vol(M, ρ), ¨«¨
v = Vol(M, ρ), ­® ¬¥âà¨ª  ρ ­¥ ï¢«ï¥âáï à¨¬ ­®¢®©. Ǒ®áâà®¨¬ ¯®-á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ϕk : Mk → M ª ª ¢â¥®à¥¬¥ 8.3. Ǒ¥à¥å®¤ï ¥é¥ à § ª ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, ¬®�­® á¤¥-« âì â ª, çâ® â®çª¨ M , ¢ ª®â®àë¥ ®â®¡à � îâáï ª®¬¯®­¥­âë ∂Mk,®¡à §ãîâ ª®­¥ç­ë© ­ ¡®à áå®¤ïé¨åáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©. �¤ «¨¢¨§ M ®ªà¥áâ­®áâì íâ¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©, ¬®�­® ¯®«ãç¨âì ¬­®£®-®¡à §¨¥ M ′ ⊂ M á ®¡ê¥¬®¬, áª®«ì ã£®¤­® ¡«¨§ª¨¬ ª Vol(M, ρ). � ã-á¤®àä®¢ë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ϕk § ¤ îâ £®¬¥®¬®àä¨§¬ë ¬¥�¤ã ϕ−1

k (M ′)
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M ′. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯® â¥®à¥¬¥ 7.2,(8-1) Vol(M ′, ρ) 6 lim inf Vol(ϕ−1

k (M ′), ρk)¤«ï «î¡®£® â ª®£® M ′. Ǒà ¢ ï ç áâì íâ®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â
v, ¯®íâ®¬ã v > Vol(M, ρ).�á«¨ ¬¥âà¨ª  ρ ­¥ ï¢«ï¥âáï à¨¬ ­®¢®©, â® ¬®�­® ¢ë¤¥«¨âì ®¡-« áâì U ⊂ M á ­¥à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª®©, ®â¤¥«¥­­ãî ®â ¢á¥å ϕk(∂Mk).�«ï íâ®© ®¡« áâ¨ ¯® â¥®à¥¬¥ 7.2 ¨¬¥¥¬Vol(U, ρ) 6 lim inf Vol(ϕ−1

k (U), ρk)− ε¤«ï ­¥ª®â®à®£® ε > 0. �ë¡¥à¥¬ M ′ ⊃ U , ¯à¨¬¥­¨¬ â¥®à¥¬ã 7.2 ª
M ′

r U ¨ á«®�¨¬ à¥§ã«ìâ â á ¯®á«¥¤­¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®¬. Ǒ®«ãç¨¬­¥à ¢¥­áâ¢® (8-1) á ¯à ¢®© ç áâìî, ã¬¥­ìè¥­­®© ­  ε. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
v > Vol(M, ρ) + ε. ��. �®­âà¯à¨¬¥àë.� ®â«¨ç¨¥ ®â ¤¢ã¬¥à­®£® á«ãç ï, ¢ áâ àè¨å à §¬¥à­®áâïå áâà®¥­¨¥å ãá¤®àä®¢ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ­¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ â¨¯®¬áå®¤ïé¨åáï ¯à®áâà ­áâ¢, ¤ �¥ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¢á¥ ®­¨ £®¬¥®¬®àä­ëáä¥à¥. � ¨¬¥­­®, ã¤ ¥âáï ¯®áâà®¨âì ¯à¨¬¥àë à¨¬ ­®¢ëå ¬¥âà¨ª ­ áä¥à¥, ª®â®àë¥ áå®¤ïâáï ª áä¥à¥ (¨«¨ ¤ �¥ ª ¤¨áªã) â ª, çâ® å ãá¤®à-ä®¢ë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨ íª¢¨¢ «¥­â­ë ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨îáä¥àë ­  £¨¯¥à¯«®áª®áâì (¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨¬¥îâ ­ã«¥¢ãî £®¬®«®-£¨ç¥áªãî áâ¥¯¥­ì). �®«¥¥ â®£®, ®¡ê¥¬ë íâ¨å ¬¥âà¨ª ¬®�­® á¤¥« âìáâà¥¬ïé¨¬¨áï ª ­ã«î (â¥®à¥¬  8.6). �®¯®áâ ¢«¥­¨¥ íâ®£® à¥§ã«ìâ â á® á«¥¤áâ¢¨¥¬ 7.3 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® áå®¤¨¬®áâì ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã¬¥âà¨ª ­  ®¤­®¬ ¨ â®¬ �¥ ¬­®£®®¡à §¨¨ (¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥, ­  âà¥å-¬¥à­®© áä¥à¥) ¬®�¥â ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­® ®â«¨ç âìáï ®â à ¢­®¬¥à­®© áå®-¤¨¬®áâ¨.�â¨ ¯à¨¬¥àë ¡ã¤ãâ ¯®áâà®¥­ë ¢ à §¬¥à­®áâ¨ 3. �§ïâ¨¥¬ áä¥à¨ç¥-áª®© ­ ¤áâà®©ª¨ ¨§ ­¨å ¬®�­® ¯®«ãç¨âì ¯à¨¬¥àë ¤«ï ¢á¥å áâ àè¨åà §¬¥à­®áâ¥©. �«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®�¥­¨¥ á®¤¥à�¨â ®á­®¢­ãî ¨¤¥îª®­áâàãªæ¨¨.Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 8.5. Ǒãáâì D | âà¥å¬¥à­ë© è à á ¤ëà ¬¨ (ª �¤ ï¤ëà  ¤¨ää¥®¬®àä­  ¤¨áªã). �®£¤  «î¡ãî à¨¬ ­®¢ã ¬¥âà¨ªã ρ ­  D¬®�­® áª®«ì ã£®¤­® å®à®è® ¯à¨¡«¨§¨âì ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã à¨-¬ ­®¢ë¬¨ ¬¥âà¨ª ¬¨ ­  áä¥à¥ S3, ®¡ê¥¬ë ª®â®àëå ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ2Vol(D, ρ).



67�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ε > 0. Ǒ®áâà®¨¬ ¢ D £« ¤-ªãî ­¥á ¬®¯¥à¥á¥ª îéãîáï ªà¨¢ãî á ­ ç «®¬ ­  ªà î D ¨ ª®­æ®¬¢® ¢­ãâà¥­­¥© â®çª¥ D â ª, çâ®¡ë ®­  ®¡à §®¢ë¢ «  ε-á¥âì ¢ (D, ρ).�®¯®«­¨â¥«ì­® ª íâ®¬ã á®¥¤¨­¨¬ ªà © ª �¤®© ¤ëàë á \¢­¥è­¨¬"ªà ¥¬ D £« ¤ª®© ­¥á ¬®¯¥à¥á¥ª îé¥©áï ªà¨¢®©. Ǒà®¢¥¤¥­­ë¥ ªà¨-¢ë¥ â ª�¥ ­¥ ¤®«�­ë ¯¥à¥á¥ª âìáï ¤àã£ á ¤àã£®¬. �¡®§­ ç¨¬ ®¡à -§®¢ ­­ë© ¨¬¨ £à ä ç¥à¥§ �. Ǒãáâì U | âàã¡ç â ï ®ªà¥áâ­®áâì �à ¤¨ãá  δ, ρδ | ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ ï ¨§ (D, ρ) ¢­ãâà¥­­ïï ¬¥âà¨ª  ®¡« -áâ¨ D′ = DrU . �«ï «î¡ëå â®ç¥ª x, y ∈ Dr� ¨¬¥¥¬ ρδ(x, y)→ ρ(x, y)¯à¨ δ → 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, x ¬®�­® á®¥¤¨­¨âì á y ¯®çâ¨ ªà âç ©è¥©(¢ ¬¥âà¨ª¥ ρ), ª®â®à ï ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â �, ¯à¨ ¬ «ëå δ íâ  ¯®çâ¨ ªà â-ç ©è ï ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â U , §­ ç¨â, ρδ(x, y) ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¥¥ ¤«¨­ë. Ǒ®-áª®«ìªã ρδ ã¬¥­ìè ¥âáï ¯à¨ ã¬¥­ìè¥­¨¨ δ, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨¤®áâ â®ç­® ¬ «®¬ δ ¢áî¤ã ­  D′ ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® |ρδ−ρ| 6 ε,â. ¥. ¢«®�¥­¨¥ (D′, ρδ)→ (D, ρ) ï¢«ï¥âáï ε- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥©.Ǒà®áâà ­áâ¢® D′ £®¬¥®¬®àä­® âà¥å¬¥à­®¬ã ¤¨áªã D3. �£« ¤¨¬¥£® ªà © (¢¡«¨§¨ ¢¥àè¨­ �), çâ®¡ë ®­® áâ «® ¤¨ää¥®¬®àä­® D3.� áá¬®âà¨¬ ã¤¢®¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  (D′, ρδ), â. ¥. ¯à®áâà ­áâ¢® M =
D′ ∪D′′, £¤¥ D′′ | ¨§®¬¥âà¨ç­ ï ª®¯¨ï D′ á â¥¬ �¥ ªà ¥¬. �­® ¯à¥¤-áâ ¢«ï¥â á®¡®© âà¥å¬¥à­ãî áä¥àã á ­¥¯à¥àë¢­®© à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª®©(ª®â®àãî ¯®â®¬ ¬®�­® á£« ¤¨âì). � ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã â®çª®© x′ ∈ D′ ¨á¨¬¬¥âà¨ç­®© ¥© â®çª®© x′′ ∈ D′′ à ¢­® ã¤¢®¥­­®¬ã à ááâ®ï­¨î ®â x′¤® ªà ï D′ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2ε. Ǒ®íâ®¬ã ®â®¡à �¥­¨¥
M → D, áª«¥¨¢ îé¥¥ á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ â®çª¨ ¨ áâ ­¤ àâ­® ¢ª« ¤ë¢ -îé¥¥ D′ ¢ D, ï¢«ï¥âáï (3ε)- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥©. ��¥®à¥¬  8.6. �«ï «î¡®£® à¨¬ ­®¢  ¬­®£®®¡à §¨ï (M, ρ), ¤¨ää¥®-¬®àä­®£® âà¥å¬¥à­®© áä¥à¥ ¨«¨ âà¥å¬¥à­®¬ã ¤¨áªã, áãé¥áâ¢ã¥â¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì à¨¬ ­®¢ëå ¬¥âà¨ª ρk ­  S3, â ª ï, çâ® (S3, ρk)áå®¤ïâáï ¯® �à®¬®¢ã{� ãá¤®àäã ª (M, ρ), ¨ ¯à¨ íâ®¬ Vol(S3, ρk)→ 0.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¯®áâà®¥­¨ï âà¥¡ã¥¬®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¤®-áâ â®ç­® ­ ©â¨ áª®«ì ã£®¤­® ¡«¨§ª¨¥ ª (M, ρ) ¤¨ää¥®¬®àä­ë¥ áä¥à¥à¨¬ ­®¢ë ¬­®£®®¡à §¨ï ¯à®¨§¢®«ì­® ¬ «®£® ®¡ê¥¬ . �«ãç ©, ª®£¤ 
M | áä¥à , á¢®¤¨âáï ª á«ãç î ¤¨áª , ¯®áª®«ìªã áä¥àã ¬®�­® ¯à¨-¡«¨§¨âì ¤¨áª ¬¨, ¢ëà¥§ ï ¨§ ­¥¥ ¬ «ë¥ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨. � ¤¨áª¥,¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, á®¤¥à� âáï áª®«ì ã£®¤­® å®à®è® ¯à¨¡«¨� îé¨¥ ¥£®¤¨ää¥®¬®àä­ë¥ ®¡à §ë ªã¡ . Ǒ®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç­® ¯à¨¡«¨§¨âì à¨¬ -­®¢ë¬¨ áä¥à ¬¨ ¯à®¨§¢®«ì­® ¬ «®£® ®¡ê¥¬  «î¡ãî à¨¬ ­®¢ã ¬¥âà¨-ªã ρ ­  áâ ­¤ àâ­®¬ ªã¡¥ I3 ⊂ R3. �§ ¯à¥¤«®�¥­¨ï 8.5 á«¥¤ã¥â, çâ®



68̄à¨¡«¨� îé¨¥ ¬¥âà¨ª¨ ¬ «®£® ®¡ê¥¬  ¬®�­® áâà®¨âì ­¥ ­  áä¥à å,  ­  è à å á ¤ëà ¬¨.Ǒãáâì ε |¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¯®«®�¨â¥«ì­®¥ ç¨á«®. � §®¡ì¥¬ I3 ­  ¬¥«-ª¨¥ ïç¥©ª¨ âà¥¬ï á¥¬¥©áâ¢ ¬¨ ¯«®áª®áâ¥©, ¯ à ««¥«ì­ëå £à ­ï¬, ¨®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ X ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ I3 á ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ íâ¨å ¯«®áª®áâ¥©.� §¡¨¥­¨¥ ¤®«�­® ¡ëâì ­ áâ®«ìª® ¬¥«ª¨¬, çâ®¡ë ¤«¨­  (¢ ¬¥âà¨ª¥ ρ)«î¡®£® ¯àï¬®«¨­¥©­®£® ®âà¥§ª , «¥� é¥£® ¢ ®¤­®© ïç¥©ª¥, ­¥ ¯à¥¢®á-å®¤¨«  ε. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ã§«ë à¥è¥âª¨ ®¡à §ãîâ ε-á¥âì ª ª ¢ (I3, ρ),â ª ¨ ¢® ¢­ãâà¥­­¥© ¬¥âà¨ª¥ X . �«ï ª �¤ëå ¤¢ãå ã§«®¢ à¥è¥âª¨¯à®¢¥¤¥¬ á®¥¤¨­ïîéãî ¨å ¢­ãâà¨ ªã¡  «®¬ ­ãî, ¤«¨­  ª®â®à®© (¢¬¥âà¨ª¥ ρ) ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ­  ε-¯à¥¢®áå®¤¨â à ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã ª®­æ -¬¨. �¥à¥§ ª �¤®¥ §¢¥­® ª �¤®© ¨§ íâ¨å «®¬ ­ëå ¯à®¢¥¤¥¬ ¯«®áª®¥á¥ç¥­¨¥ I3 ¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Y ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ X ¨ ¢á¥å á¥ç¥­¨©. �§«ë¨áå®¤­®© à¥è¥âª¨ ®¡à §ãîâ (2ε)-á¥âì ¢ (Y, ρY ), £¤¥ ρY | ¢­ãâà¥­­ïï¬¥âà¨ª  Y . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢«®�¥­¨¥ (Y, ρY ) → (I3, ρ) ï¢«ï¥âáï(5ε)- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥©. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, «î¡ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ x, y ∈ Y ¬®�-­® á®¥¤¨­¨âì ªà¨¢®© ¢ Y ¤«¨­ë ­¥ ¡®«¥¥ ρ(x, y)+5ε, á­ ç «  á®¥¤¨­¨¢¨å á ¡«¨§ª¨¬¨ ã§« ¬¨ à¥è¥âª¨,   ¯®â®¬ á®¥¤¨­¨¢ íâ¨ ã§«ë ¨¬¥îé¥©áï«®¬ ­®©, ¯à¨¡«¨� îé¥© à ááâ®ï­¨¥ á â®ç­®áâìî ¤® ε.Ǒ®áâà®¥­­®¥ ¬­®�¥áâ¢® Y ⊂ I3 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¯«®áª¨å ¬­®£®ã£®«ì­¨ª®¢, à §¡¨¢ îé¥¥ I3 ­  ¢ë¯ãª«ë¥ ¬­®£®£à ­-­¨ª¨. �®áâ â®ç­® ¬ « ï ®ªà¥áâ­®áâì Y ¤ ¥â ¨áª®¬ë© ¯à¨¬¥à è à  á¤ëà ¬¨, ¯à¨¡«¨� îé¥£® ¯à®áâà ­áâ¢® (I3, ρ) á â®ç­®áâìî ¤® (¯à®¨§-¢®«ì­® ¬ «®©) ¢¥«¨ç¨­ë 10ε. �Referen
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