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Полиэдральные множества

Определение
Выпуклое полиэдральное множество в Rn — пересечение
конечного набора замкнутых полупространств.

Далее слово «выпуклое» будем пропускать и писать
просто «полиэдральное множество».

Замечание
Пересечение замкнутых полупространств — то же самое,
что решение системы линейных неравенств

L1(x) ≥ c1

. . .

Lm(x) ≥ cm

где Li : Rn → R — линейные функции, ci ∈ R.
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Теорема Вейля-Минковского

Теорема
Пусть M ⊂ Rn, n ≥ 1. Тогда два условия эквивалентны

1 M — ограниченное полиэдральное множество.
2 M — выпуклая оболочка конечного множества

точек.

Доказательство будет не сразу.
Сначала будет доказана импликация 1 =⇒ 2 (с
помощью экстремальных точек).
Потом импликация 2 =⇒ 1 (с помощью поляры).
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Определение экстремальной точки

Определение
Пусть A — замкнутое выпуклое множество, p ∈ A.
p — экстремальная точка A, если A \ {p} — выпуклое
множество.
Для полиэдральных множеств экстремальные точки
называются вершинами.

Переформулировка
p — не экстремальная ⇐⇒ ∃x , y ∈ A \ {p}: p ∈ [xy ]
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Формулировка

Обозначение
ex(A) — множество всех экстремальных точек
множества A.

Теорема
Для любого выпуклого компакта A ⊂ Rn

A = conv(ex(A)).

Другими словами, любой выпуклый компакт —
выпуклая оболочка своих экстремальных точек.
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Доказательство — 1: экстремальные точки в
опорных гиперплоскостях

Лемма
Пусть A — замкнутое выпуклое, H — опорная
гиперплоскость для A. Тогда ex(A ∩ H) ⊂ ex(A).

Доказательство.
От противного, пусть p ∈ ex(A ∩ H), но p /∈ ex(A).
p /∈ ex(A) =⇒ ∃x , y ∈ A \ {p} : p ∈ [xy ].

Если x , y ∈ H, то x , y ∈ (A ∩ H) \ {p} =⇒
p /∈ ex(A ∩ H), противоречие.

Иначе x и y лежат по разные стороны от H =⇒ одна
из них не принадлежит A =⇒ противоречие.

Упражнение
ex(A ∩ H) = ex(A) ∩ H.
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Доказательство — 2: граница множества

Доказываем теорему индукцией по n.
База n = 0 тривиальна.

Переход n − 1→ n.
Пусть A ⊂ Rn — выпуклый компакт.
Пользуясь индукционным предположением, докажем,
что Fr(A) ⊂ conv(ex(A)).

. Пусть p ∈ Fr(A) =⇒ существует опорная
гиперплоскость H, содержащая p.

По индукционному предположению и лемме,
p ∈ A ∩ H = conv(ex(A ∩ H)) ⊂ conv(ex(A))
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Доказательство — 3: финал

Осталось доказать, что Int(A) ⊂ conv(ex(A)).

Пусть x ∈ Int(A). Проведём любую прямую ` 3 p.
A — выпуклый компакт =⇒ A ∩ ` = [xy ], где x , y ∈ A.

Мы знаем, что x , y ∈ Fr(A)
=⇒ из предыдущего x , y ∈ conv(ex(A))
=⇒ [xy ] ⊂ conv(ex(A))
=⇒ p ∈ conv(ex(A))

Теорема доказана
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Комментарии

Замечание
Для компактного выпуклого A, ex(A) — наименьшее
множество, выпуклая оболочка которого равна A.

Лекция 18 9 апреля 2020 г. 11 / 37



Содержание

1 Выпуклые многогранники — анонс
Определения и формулировки

2 Экстремальные точки
Определение
Конечномерная теорема Крейна-Мильмана
Экспонированные точки (информация)
Первая половина теоремы Вейля-Минковского

3 Поляра
Определение, примеры, свойства
Теорема о биполяре

Лекция 18 9 апреля 2020 г. 12 / 37



Определение

Определение
Пусть A — замкнутое выпуклое множество.
Точка p ∈ A — экспонированная для A, если существует
опорная гиперплоскость H такая, что A ∩ H = {p}.
Обозначение: xp(A) — множество экспонированных
точек A.

Замечание
Любая экспонированная точка является экстремальной.
Обратное неверно.
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Задачи

Задача
Если A — полиэдральное множество, то xp(A) = ex(A).

Задача
Если A — конус, то xp(A) = ex(A).

Задача
Теорема Страшевича: Если A — выпуклый компакт, то
A = Cl(conv(xp(A)).

Задача
Для любого выпуклого замкнутого A, ex(A) ⊂ Cl(xp(A)).
(Т.е. в любой окрестности экстремальной точки есть
экспонированные точки.)
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Формулировка

Теорема
Если A — ограниченное полиэдральное множество
(пересечение конечного набора замкнутых
полупространств),
то A — выпуклая оболочка конечного множества точек.
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Доказательство — 1

По теореме Крейна-Мильмана, A = conv(ex(A)) =⇒

Достаточно доказать, что | ex(A)| <∞

Пусть A = H
+
1 ∩ . . .H

+
m, где H

+
i — замкнутые

полупространства, ограниченные гиперплоскостями Hi .

Лемма
Пусть p ∈ ex(A). Тогда существует подмножество
J = {i1, . . . , is} ⊂ {1, . . . ,m} такое, что

Hi1 ∩ . . . ∩ His = {p}.
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Доказательство леммы

Пусть J = {j : p ∈ Hj}. Докажем, что это множество
подходит.

Рассмотрим Y :=
⋃

j∈J Hj = Hi1 ∩ . . . ∩ His .
Это аффинное подпространство, содержащее p.

Предположим, что Y 6= {p}, тогда k := dimY ≥ 1.

Пусть ε = min{d(p,Hi ) : i /∈ J}.
Тогда D := Y ∩ Bε(p) ⊂ A.

D — k-мерный шар с центром p, k ≥ 1.
В нем найдутся x , y 6= p такие, что p ∈ [xy ].
=⇒ p /∈ ex(A). Противоречие.
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Доказательство теоремы — финал

По лемме, каждой точке p сопоставлено множество
J ∈ {1, . . . ,m} такое, что {p} =

⋃
j∈J Hj .

Получаем отображение из ex(A) в 2{1,...,m}.

Оно инъективно =⇒ | ex(A)| ≤ 2m <∞.

Теорема доказана

Упражнение
Докажите, что у полиэдрального множества в Rn,
заданного системой m линейных неравенств, число
вершин не больше

(m
n

)
.
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Определение и примеры

Определение
Поляра множества A ⊂ Rn — это

A◦ = {x ∈ Rn : ∀a ∈ A 〈x , a〉 ≤ 1}

Переформулировка: A◦ = {x ∈ Rn : hA(x) ≤ 1},
где hA — опорная функция.
Примеры

(B r (0))
◦ = B1/r (0).

{0}◦ = Rn

Для p 6= 0, {p}◦ — замкнутое полупространство

{p}◦ = {x ∈ Rn : 〈x , p〉 ≤ 1}

Если A — линейное подпространство, то A◦ = A⊥.
(Упражнение) Если A — конус, то

A◦ = {x ∈ Rn : ∀a ∈ A 〈x , a〉 ≤ 0}
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