
Определение: геодезическая полнота.
Определение: метрическая полнота.

Оно метрически полно1.
Оно геодезически полно2.
Существует точка p, для которой expp определена всюду на TpM3.

Теорема Хопфа-Ринова: Для связного риманова многообразия три свойства равносильны:

Из этих условий следует:
   4. Для любых двух точек существует отрезок между ними.
   5. Метрические шары в M - образы соответствующих шаров при экспоненте.

Начало доказательства: 1=>2=>3

Основная лемма: Предположим, что expp определена в замкнутом шаре радиуса R с центром в 
нуле, и точка q такова, что d(p,q) ≤R. Тогда существует отрезок между p и q (длины d(p,q)). 

Следствие из леммы: Если expp определена в замкнутом шаре радиуса R с центром в 0, то его 
образ - метрический шар того же радиуса в M с центром в p.

Завершение доказательства теоремы Хопфа-Ринова.
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Определения
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Формулировка и начало доказательства
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Основная лемма
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Следствие из леммы
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Окончание доказательства
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Тензор кривизны

Определение: преобразование кривизны, тензор кривизны

Теорема: это действительно тензор.

Теорема: R кососимметричен и по первой, и по второй паре аргументов.

Задача: тождество Якоби, симметричность относительно перестановки первой и второй пары 
аргументов.

Тензор кривизны в размерности 2

Теорема: В размерности 2 тензор кривизны описывается одним числом K=K(p), а именно, 
<R(X,Y)Z,T> = -K(X^Y)(Z^T), где ^ - "внешнее произведение" относительно произвольного выбора 
ориентации.

Определение: число K(p) - внутренняя кривизна M в точке p.

Упражнение: R(X,Y)Z - поворот Z на прямой угол в направлении от X к Y с умножением на -K[X,Y]

Теорема Гаусса (напоминание): для поверхности в R3 число K(p) совпадает с гауссовой кривизной.

Тензор кривизны - план
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Определение тензора кривизны
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Симметрии тензора кривизны
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