
Определение. Степень и степень mod 2 гладкого отображения над точкой deg (f;q).

Теорема. Пусть M компактно, N связно, размерности равны, выбраны ориентации, f:M->N гладкое. 
Тогда

deg(f;q) не зависит от выбора точки регулярного значения q из N. Как следствие, определена 
степень отображения deg f.

1.

Если отображения гладко гомотопны, то их степени равны.2.
То же верно для степени mod 2 в неориентированном случае.

1 шаг доказательства:
Лемма: Существует окрестность точки q, в которой все точки - регулярные значения, и степени над 
которыми равны степени над q. То же верно для степени mod 2.

2 шаг доказательства:

Теорема: Пусть M - край некоторого компактного ориентированного X, причем ориентация M 
совпадает с канонической ориентацией края X. Предположим, что f продолжается до гладкого F 
их X в M. Тогда степень f над любой регулярной точкой равна 0.
То же верно для степени mod 2 без ориентаций.

3 шаг доказательства:

Следствие: Если два отображения гладко гомотопны, то их степени над любым общим 
регулярным значением равны.

4 шаг доказательства:

Лемма: Для любых двух точек из N существует диффеоморфизм, переводящий одну в другую, 
гладко гомотопный id, и (если N ориентируемо) сохраняющий ориентацию.

Отсюда следует теорема.

Одномерный случай

Теорема. Пусть M и N - окружность. Тогда степень f равна элементу фундаментальной группы, 
представляемому этим отображением (т.е. индексу соответствующего обхода окружности).

Свойства степени

Если степень не ноль, то отображение сюръективно.1.
В частности, если N  не компактно, то степень любого f равна 0.2.
Степень композиции - произведение степеней.3.

Информация

Степень в непрерывной категории

Степень для многообразий с краем.
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