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� 1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}∞n=1, çàäàííûõ íà

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ), ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â R1. Îáîçíà-

÷èì Sn =
∑n

k=1Xk, n > 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}∞n=1

óäîâëåòâîðÿåò óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, åñëè ñóùåñòâóþò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {dn}∞n=1 è íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {an}∞n=1 òàêèå, ÷òî

Sn − dn
an

→ 0 ï.í.

Ïåðâûå òåîðåìû îá óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áûëè ïîëó÷åíû ïðè óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè ñ êëàññè÷å-

ñêîé íîðìèðîâêîé (an = n, n > 1). Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áûëè ñâÿçàíû ñ

ïîèñêîì íîâûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ

÷èñåë ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à òàêæå îáîá-

ùåíèåì êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îäíèì èç òàêèõ

íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò ïðåäïîëîæåíèÿ î íåçàâèñèìîñòè è ïîëó÷åíèå ðå-

çóëüòàòîâ î ïðèìåíèìîñòè óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ê ðàçëè÷íûì êëàñ-

ñàì çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ìàðòèíãàëîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ óñëîâèÿìè ïåðåìåøèâàíèÿ

è ò.ä.). Äðóãèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ îá

óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ,

ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â Rd, à òàêæå â áîëåå îáùèõ èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òðåòüèì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ îá óñèëåííîì çàêîíå

áîëüøèõ ÷èñåë ñ çàìåíîé êëàññè÷åñêîé íîðìèðîâêè íà ïðîèçâîëüíóþ íîðìèðó-

þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Öåëü íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè � ïîëó÷åíèå íîâûõ ðåçóëüòàòîâ îá óñèëåí-

íîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí.
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Îãðàíè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â R1, ìû ïðèâîäèì ðÿä ðåçóëüòàòîâ, îáîáùàþùèõ èç-

âåñòíûå òåîðåìû îá óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë íà áîëåå îáùèå êëàññû

çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à òàêæå ðåçóëüòàòû, îáîáùàþùèå èçâåñòíûå

òåîðåìû ñ êëàññè÷åñêîé íîðìèðîâêîé íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé íîðìèðóþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðîìå òîãî, ìû ïðèâîäèì íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ïðèìåíèìîñòè óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì çà-

âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íîâûå ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå

ðÿäîâ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à òàêæå èññëåäóåì ñâÿçü ìåæäó íåêî-

òîðûìè êëàññè÷åñêèìè óñëîâèÿìè â òåîðåìàõ îá óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ

÷èñåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êàê íåçàâèñèìûõ, òàê è çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðèìåíèìû ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì

íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Èçâåñòíî ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ óñèëåííûì çàêîíîì áîëüøèõ

÷èñåë êàê äëÿ íåçàâèñèìûõ, òàê è äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü òàêèõ ðåçóëüòàòîâ âêëþ÷åíà â ìîíîãðàôèè, ïî-

ñâÿùåííûå ïðåäåëüíûì òåîðåìàì äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â êíèãàõ Ïåòðîâà [12], [16], [46] ñîäåðæèòñÿ îáøèðíûé ìàòåðèàë îá óñèëåííîì

çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí, â êíèãå Õîëëà è Õåéäå [33] � äëÿ ìàðòèíãàëîâ, â ìîíîãðàôèÿõ Áóëèíñêîãî

è Øàøêèíà [1] è Îëèâåéðû [45] � äëÿ àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, â

ìîíîãðàôèè Ëèíà è Ëó [37] � äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ óñëîâèÿìè ïåðåìåøèâà-

íèÿ. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ îá óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ

íåçàâèñèìûõ, à òàêæå ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè-

âåäåíî â ìîíîãðàôèÿõ Ñòàóòà [51], Äýâèäñîíà [28], ×àíäðû [24], à òàêæå â ñòàòüå

Ôàçåêàøà è Êëåñîâà [32]. Ðåçóëüòàòû îá óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ

ñòàöèîíàðíûõ, êâàçèñòàöèîíàðíûõ, à òàêæå ðîäñòâåííûõ èì êëàññîâ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ Ãàïîøêèíà [2]�[4], Ëèîíñà [38], Ìîðèöà [43], [44],

Ïåòðîâà [13], Ñåðôëèíãà [50], Ñóíãà [53], Õó, Ðîçàëüñêîãî è Âîëîäèíà [34], Õó è

Âåáåðà [35], Ëåâåíòàëÿ, Ñàëåõè è ×îáàíÿíà [7], [26], ßñüêîâà [22]. Ðåçóëüòàòû îá
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óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î êàêîì ëèáî òèïå çàâèñèìîñòè (â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì

èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èõ

ñóìì) ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ Ïåòðîâà [17]�[21].

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîäõîäîâ ê óñòàíîâëåíèþ óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ

÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-

þùåì: íà ïåðâîì øàãå òðåáóåìûé ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íà âòî-

ðîì (çàêëþ÷èòåëüíîì) øàãå ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, îáîáùàåòñÿ íà âñþ èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îáû÷íî íà âòîðîì øàãå

îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîìó óäîâëå-

òâîðÿþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îòìåòèì òàêæå ýôôåêòèâíûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà óñèëåííîãî çàêîíà áîëü-

øèõ ÷èñåë äëÿ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàçðàáîòàííûé Ýòåìàäè [29]�[31].

Ïîäõîä Ýòåìàäè îñíîâàí íà ìåòîäå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îäíàêî ïîçâîëÿåò

îáîéòèñü áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ íåðàâåíñòâ.

Ìåòîä Ýòåìàäè, à òàêæå êëàññè÷åñêèé ìåòîä ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(ïðåäïîëàãàþùèé èñïîëüçîâàíèå ìàêñèìàëüíûõ íåðàâåíñòâ) ÿâëÿþòñÿ îñíîâ-

íûìè èíñòðóìåíòàìè, èñïîëüçóåìûìè â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.

Êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè îá óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ

ñëåäóþùèå òåîðåìû Êîëìîãîðîâà [6]:

Òåîðåìà A. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè DXn, n > 1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

∞∑
n=1

DXn

n2
<∞, (1.1)

òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Sn − ESn
n

→ 0 ï.í. (1.2)

Òåîðåìà B. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêàÿ, ÷òî E|X1| <∞. Òîãäà
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Sn
n
→ EX1 ï.í. (1.3)

Èçâåñòíî [6], ÷òî óñëîâèå (1.1) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè

{σ2n}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî
∑∞

n=1 σ
2
n/n

2 =

∞, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}∞n=1

òàêàÿ, ÷òî DXn = σ2n, n > 1, íî ñîîòíîøåíèå (1.2) âûïîëíåíî íå áóäåò. Òåì

íå ìåíåå, òåîðåìà A ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà íåêîòîðûå êëàññû çàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Â ðàáîòå Ôàçåêàøà è Êëåñîâà [32] äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ëåììà 1.1. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, {an}∞n=1

� íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë,

{bn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî n > 1 è íåêîòîðîãî r > 0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ

E

(
max
16j6n

|Sj|
)r

6
n∑
k=1

bk

è

∞∑
n=1

bn
arn

<∞.

Òîãäà

Sn
an
→ 0 ï.í. (1.4)

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî åñëè {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè DXn, n > 1, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâó

E

(
max
16j6n

|Sj − ESj|
)2

6 C
n∑
k=1

DXk äëÿ âñåõ n > 1, (1.5)
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ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî óñëîâèå (1.1) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî

÷òîáû âûïîëíÿëîñü (1.2). Òàêèì îáðàçîì, îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê óñòà-

íîâëåíèþ ïðèìåíèìîñòè óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ê ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñ êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè), ñâÿçàííûõ îïðåäåëåííûì

òèïîì çàâèñèìîñòè � ýòî äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (1.5) äëÿ äàííîãî êëàññà

çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî íåðàâåíñòâà (1.5) èìååò ìåñòî äëÿ íåêî-

òîðûõ êëàññîâ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàðòèíãàëîâ

(ñì. [5]), à òàêæå, êàê óñòàíîâëåíî Ìàòóëîé [40], äëÿ îòðèöàòåëüíî àññîöèèðî-

âàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàêñèìàëüíûå

íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç îáøèðíûõ è èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ îáëà-

ñòåé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Â ðàáîòå ×åðãå, Òàíäîðè è Òîòèêà [27] ïîêàçàíî, ÷òî â òåîðåìå A íåëüçÿ

çàìåíèòü óñëîâèå âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óñëîâèåì èõ ïî-

ïàðíîé íåçàâèñèìîñòè áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðå-

çóëüòàòîâ îá óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàâèñè-

ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ êëàññ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì íà-

ñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî Ñåðôëèí-

ãà [49]:

Ëåììà 1.2. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êî-

íå÷íûìè ìîìåíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fa,n ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (Xa+1, . . . , Xa+n), a > 0, n > 1. Ïóñòü g(Fa,n) �

íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë íà {Fa,n : a > 0, n > 1} òàêîé, ÷òî

g(Fa,k) + g(Fa+k,m) 6 g(Fa,k+m) äëÿ âñåõ a > 0, 1 6 k < k +m. (1.6)

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
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E(
a+n∑
i=a+1

Xi)
2 6 g(Fa,n) äëÿ âñåõ a > 0, n > 1, (1.7)

òî

E

(
max
16j6n

∣∣∣∣ a+j∑
i=a+1

Xi

∣∣∣∣
)2

6

(
log(2n)

log 2

)2

g(Fa,n) äëÿ âñåõ a > 0, n > 1.

Ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Ìåíüøîâà-

Ðàäåìàõåðà (ñì., íàïðèìåð, [5]). Ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Ñåðôëèíãà ïîçâîëÿåò

ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû îá óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ äîñòàòî÷íî øè-

ðîêîãî êëàññà çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê îïèñàíèþ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû, ââåäåì íåîáõîäè-

ìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ñëåäóÿ [12], áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Ψc äëÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé

ψ(x) òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ ψ(x) ïîëîæèòåëüíà è íå óáûâàåò â îáëàñòè x > x0

ïðè íåêîòîðîì x0 è ðÿä
∑

1
nψ(n) ñõîäèòñÿ. Çíà÷åíèå x0 íå ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíèì

è òåì æå äëÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ψ. Åñëè â ýòîì îïðåäåëåíèè çàìåíèì ñëîâî

�ñõîäèòñÿ� ñëîâîì �ðàñõîäèòñÿ�, òî ìû ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå êëàññà ôóíêöèé Ψd.

Ïðèìåðàìè ôóíêöèé êëàññà Ψc ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè xδ è (log x)1+δ ïðè ëþáîì

δ > 0. Ôóíêöèè log x è log log x ïðèíàäëåæàò êëàññó Ψd.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò, ïîìèìî Ââåäåíèÿ, èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ è ñïèñêà

ëèòåðàòóðû.

Â ïàðàãðàôå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà òåîðåìà Ìåíüøîâà-Ðàäåìàõåðà (ñì., íàïðèìåð, [5])

óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí è
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∞∑
n=1

EX2
n log2 n <∞,

òî

ðÿä
∞∑
n=1

Xn ñõîäèòñÿ ï.í.;

åñëè {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

{an}∞n=1 � íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë è

∞∑
n=1

EX2
n

a2n
log2 n <∞,

òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (1.4).

Â ïàðàãðàôå 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèâåäåíî îáîáùåíèå òåîðåìû Ìåíüøîâà-

Ðàäåìàõåðà íà øèðîêèé êëàññ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âêëþ÷àþùèé â

ñåáÿ êëàññ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ EXiXj 6 0 äëÿ âñåõ

i 6= j.

Â.Â.Ïåòðîâûì â ðàáîòå [15] íàéäåíû äðóãèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåíè-

ìîñòè óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì îðòîãîíàëüíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà C (Ïåòðîâ). Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñëè

ES2
n = O

(
n2

ψ(n) log2 n

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψc, (1.8)

òî

Sn
n
→ 0 ï.í.

Ìû îáîáùàåì òåîðåìó C íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé íîðìèðóþùåé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè, à òàêæå íà øèðîêèé êëàññ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âêëþ÷à-
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þùèé â ñåáÿ êëàññ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ EXiXj > 0

äëÿ âñåõ i, j. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíà îïòèìàëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà.

Ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Ïåòðîâûì [11] (ñì. òàêæå [12]).

Òåîðåìà D (Ïåòðîâ). Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

DSn = O

(
n2

ψ(n)

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψc. (1.9)

Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (1.2).

Óñëîâèå (1.9) íåëüçÿ îñëàáèòü, ïîòðåáîâàâ âìåñòî íåãî âûïîëíåíèå, ñîäåðæà-

ùåãîñÿ â (1.9) ðàâåíñòâà äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψd. Êàê ïîêàçàíî â [12],

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψd òàêîé, ÷òî n/ψ(n) íå óáûâàåò â îáëàñòè n > n0 ïðè

íåêîòîðîì n0, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{Xn}∞n=1 ñ êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè, äëÿ êîòîðîé DSn = O(n2/ψ(n)) âûïîëíå-

íî, íî ñîîòíîøåíèå (1.2) íå èìååò ìåñòà. Â [17] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ

äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óñëîâèå (1.9) äîñòàòî÷íî äëÿ ïðèìåíèìîñòè

óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

áåç êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î íåçàâèñèìîñòè.

Â ïàðàãðàôå 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèâåäåíî îáîáùåíèå òåîðåìû D íà ñëó-

÷àé ïðîèçâîëüíîé íîðìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêæå óñòàíîâëåíà ñâÿçü

ìåæäó óñëîâèÿìè (1.9) è (1.1) â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Êðîìå òîãî, â ïàðàãðàôå 2 ïðèâåäåíû òåîðåìû îá óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ

÷èñåë, à òàêæå î ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îáîáùàþùèå

íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû Ýòåìàäè [30], [31]. Òàêæå ïðèâåäåí íîâûé ðåçóëüòàò, ñî-

äåðæàùèé äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷è-

ñåë ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â ïàðàãðàôå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè ïîðÿäêà p, ãäå 1 < p < 2.

Êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ìàðöèíêåâè÷à-Çèã-

ìóíäà (ñì., íàïðèìåð, [8]):
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Òåîðåìà E. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E|X1|p <∞ ïðè íåêî-

òîðîì ïîëîæèòåëüíîì p < 2. Òîãäà

Sn − nb
n1/p

→ 0 ï.í.,

ãäå b = 0 â ñëó÷àå 0 < p < 1 è b = EX1 â ñëó÷àå 1 6 p < 2. Ýòà òåîðåìà

îáîáùàåò òåîðåìó Êîëìîãîðîâà (òåîðåìà B), ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëó÷àþ p = 1.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû E êàê íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

çàâèñèìûõ, òàê è íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí. Òàê, Ñîéåðîì [48] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå 0 < p < 1 óñëîâèå

íåçàâèñèìîñòè â òåîðåìå E ìîæíî îïóñòèòü. Ýòåìàäè [29] ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå

p = 1 óñëîâèå âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè â òåîðåìå E ìîæíî îñëàáèòü äî óñëîâèÿ

ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, ìîæíî ëè â òåîðåìå

Ìàðöèíêåâè÷à-Çèãìóíäà (òåîðåìà E) óñëîâèå âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí îñëàáèòü äî óñëîâèÿ ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè â ñëó÷àå 1 < p < 2.

Òåì íå ìåíåå, â ýòîì ñëó÷àå, ïðè ââåäåíèè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé,

ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, ïðèìåíèìûå ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ïîïàðíî íåçà-

âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðåçóëüòàòû òàêîãî òèïà, à òàêæå íåêîòîðûå ñìåæ-

íûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ Ìàðòèêàéíåíà [9], [39], Ñóíãà [52], Âó [55].

Çàìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ, ñîäåðæàùèõ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ

òåîðåìû Ìàðöèíêåâè÷à-Çèãìóíäà (òåîðåìà E) ïðèìåíèìû òîëüêî ê ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòÿì îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â ïàðàãðàôå 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåíè-

ìîñòè óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå

Sn
n1/p log n

→ 0 ï.í.

ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè ïîðÿäêà p, ãäå 1 < p < 2.
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Â ïàðàãðàôå 3 òàêæå ñîäåðæèòñÿ ðåçóëüòàò, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì êëàñ-

ñè÷åñêîé òåîðåìû Ìàðöèíêåâè÷à-Çèãìóíäà äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí íà ñëó÷àé íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì èñïîëüçîâàíû ìåòîäû, ðàçâèòûå â ðàáîòàõ ×àíä-

ðû è äð. [23], [25], [24].

Â ïàðàãðàôå 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ýòåìàäè [29] ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Êîëìîãî-

ðîâà îá óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (òåîðåìà B) íà ñëó÷àé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà F. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêàÿ, ÷òî E|X1| <∞. Òîãäà èìå-

åò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (1.3).

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû Êîëìîãîðîâà-Ýòåìàäè (òåîðå-

ìà F) êàê íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ áîëåå îáùèì òèïîì çà-

âèñèìîñòè, ÷åì ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü, òàê è íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òàê, Ìàòóëà [41] îáîáùèë òåîðåìó

Êîëìîãîðîâà-Ýòåìàäè íà øèðîêèé êëàññ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âêëþ-

÷àþùèé â ñåáÿ êëàññ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Áîçå è ×àíäðà [23] (ñì. òàêæå [24]) îáîáùèëè òåîðåìó Êîëìîãîðîâà-Ýòåìàäè

íà ñëó÷àé íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èìè áûë ïîëó÷åí

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà G (Áîçå, ×àíäðà). Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì∫ ∞
0

G(x) dx <∞, ãäå G(x) = sup
n>1

∑n
i=1 P (|Xi| > x)

n

è
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∞∑
n=1

P (|Xn| > n) <∞.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (1.2).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà 4 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû G íà ñëó-

÷àé ïðîèçâîëüíîé íîðìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åí ðå-

çóëüòàò, ñîäåðæàùèé äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñóìì çà-

âèñèìûõ íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìîìåí-

òàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Â ïàðàãðàôå 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ìîìåíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îñíîâíûì ðå-

çóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, ñîäåðæàùàÿ äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ ïðèìåíèìîñòè óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå (1.4) ê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè

ìîìåíòàìè ïîðÿäêà p, ãäå 0 < p < 1. Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðå-

ìû Ìàðöèíêåâè÷à-Çèãìóíäà (òåîðåìà E) äëÿ ñëó÷àÿ 0 < p < 1. Äðóãèå óñëî-

âèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ (1.4), ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ Ïåòðîâà [47], Ìàðòèêàéíåíà

è Ïåòðîâà [10], Êðóãëîâà [36]. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà 5 íå ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ óêàçàííûõ ðàáîò (ìû ïðåäïîëàãàåì ñóùåñòâîâàíèå ìî-

ìåíòîâ ïîðÿäêà p äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî p < 1 ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � òðåáîâàíèå, îòñóòñòâóþùåå â [47], [10]

è [36]). Òåì íå ìåíåå, â îòëè÷èå îò òåîðåì, ñîäåðæàùèõñÿ â óêàçàííûõ ðàáîòàõ,

íàø ðåçóëüòàò ïðèìåíèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà Øåñòíàäöàòîé Âñåðîñ-

ñèéñêîé øêîëå-êîëëîêâèóìå ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 19�

24 ìàÿ 2009 ã.), íà Øåñòîì ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó

ìîäåëèðîâàíèþ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 28 èþíÿ � 4 èþëÿ 2009 ã.), íà Òðåòüåì Ñåâåð-

íîì òðåõñòîðîííåì (ôèíñêî-øâåäñêî-ðîññèéñêîì) ñåìèíàðå (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

11�13 àïðåëÿ 2011 ã.), íà Äâàäöàòîé Âñåðîññèéñêîé øêîëå-êîëëîêâèóìå ïî ñòîõà-
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ñòè÷åñêèì ìåòîäàì (Éîøêàð-Îëà, 12�18 ìàÿ 2013 ã.) è íà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì

ãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ïîä

ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ È.À.Èáðàãèìîâà (â îêòÿáðå 2013 ã.) Îíè îïóáëè-

êîâàíû â øåñòè ðàáîòàõ [56]�[61].

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 70 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò

61 íàèìåíîâàíèå.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðî-

ôåññîðó Âàëåíòèíó Âëàäèìèðîâè÷ó Ïåòðîâó çà ïîñòàíîâêó èíòåðåñíûõ çàäà÷,

çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîääåðæêó. Òàêæå àâòîð áëàãîäàðåí âñåìó êîëëåê-

òèâó Ïåòåðáóðãñêîé âåðîÿòíîñòíîé øêîëû çà ñîçäàíèå áëàãîïðèÿòíîé íàó÷íîé

àòìîñôåðû.

13



Îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïîëîæèì Sa,n =
a+n∑
i=a+1

Xi, a > 0, n > 1, Sn = S0,n =
n∑
i=1

Xi, n > 1,

Ma,n = max
16k6n

∣∣∣∣ a+k∑
i=a+1

Xi

∣∣∣∣, a > 0, n > 1.

Åñëè X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî X+ = max{0, X}, X− = max{0,−X}.

DX = E(X − EX)2 � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

log x = log2 x, x > 0.

Äëÿ ôóíêöèé f(n) è g(n), n > 1 çàïèñü f � g (n→∞) îçíà÷àåò, ÷òî

0 < lim inf
n→∞

f(n)

g(n)
6 lim sup

n→∞

f(n)

g(n)
<∞.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû C,C0, C1, C2, . . . � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.

Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, êî-

òîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 1.3 (Ìîðèö [42]). Ïóñòü {Xn}∞n=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí òàêàÿ, ÷òî

ES2
a,n 6 C0

(
a+n∑
i=a+1

EX2
i

)α

äëÿ âñåõ a > 0, n > 1

è íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé α > 1. Òîãäà

EM2
a,n 6 C1

(
a+n∑
i=a+1

EX2
i

)α

äëÿ âñåõ a > 0, n > 1.
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Ëåììà 1.4 (ñì., íàïðèìåð, [24]). Åñëè Z � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà è a > 0, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

E(ZI{Z6a}) 6
∫ a

0

P (Z > x) dx.

Ëåììà 1.5 (ñì., íàïðèìåð, [24]). Åñëè Z � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà è a > 0, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(ZI{Z>a}) = aP (Z > a) +

∫ ∞
a

P (Z > x) dx.

Ëåììà 1.6 (ñì. [17]). Åñëè ψ(x) ∈ Ψc, òî ðÿä
∑

1/ψ(bn) ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî

b > 1.

(Îïðåäåëåíèå êëàññà Ψc ñì. íà ñòð. 7).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îäíîãî ðåçóëüòàòà ×àíäðû è Ãîñâà-

ìè [25] (ñì. òàêæå [24]).

Ëåììà 1.7. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, {an}∞n=1 � íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-

ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

DSn 6 C

n∑
k=1

DXk äëÿ âñåõ n > 1, (1.10)

∞∑
n=1

DXn

a2n
<∞, (1.11)

ESn 6 C · an äëÿ âñåõ n > 1. (1.12)

Òîãäà

Sn − ESn
an

→ 0 ï.í.

Ëåììà 1.8 (ëåììà Êðîíåêåðà). Åñëè an ↑ ∞ è ðÿä
∑∞

n=1 xn ñõîäèòñÿ, òî

1
an

n∑
k=1

akxk → 0.
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Ëåììà 1.9 (ñì., íàïðèìåð, [28]). Åñëè X � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà è EXp <∞, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

EXp = p

∫ ∞
0

xp−1P (X > x) dx.

Ëåììà 1.10 (íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà). Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ε > 0

P ( max
16k6n

|Sk| > ε) 6

∑n
k=1DXk

ε2
.
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� 2. Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè

ìîìåíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí {Xn}∞n=1 ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

ES2
a,n 6 C

a+n∑
i=a+1

EX2
i äëÿ n > 1 è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ a (2.1)

è ∞∑
n=1

EX2
n log2 n <∞. (2.2)

Òîãäà

ðÿä
∞∑
n=1

Xn ñõîäèòñÿ ï.í. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå (2.1)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ a > 0. Èç óñëîâèé (2.1) è (2.2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ m > n

E(Sm − Sn)2 = ES2
n,m−n 6 C

m∑
i=n+1

EX2
i → 0 (n→∞).

Òàêèì îáðàçîì, Sn ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â L2. Â ñèëó ïîëíî-

òû L2, ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà S, îïðåäåëåííàÿ íà òîì æå âåðîÿòíîñò-

íîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî è èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàêàÿ, ÷òî ES2 <∞ è

E(Sn − S)2 → 0 (n→∞). Èìååì
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E(S − S2n)
2 = lim

m→∞
E(Sm − S2n)

2 6 lim
m→∞

C
m∑

i=2n+1

EX2
i = C

∞∑
i=2n+1

EX2
i .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (2.2), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

∞∑
n=1

P (|S − S2n| > ε) 6
∞∑
n=1

E(S − S2n)
2

ε2
6
C

ε2

∞∑
n=1

∞∑
i=2n+1

EX2
i =

=
C

ε2

∞∑
n=1

∞∑
i=2n+1

EX2
i log2 i

1

log2 i
6
C

ε2

∞∑
n=1

∞∑
i=2n+1

EX2
i log2 i

1

log2(2n)
6

6
C

ε2

∞∑
n=1

1

log2(2n)

∞∑
i=2n+1

EX2
i log2 i 6

C

ε2

∞∑
n=1

1

log2(2n)
6
C

ε2

∞∑
n=1

1

n2
<∞. (2.4)

Èç (2.4) è ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè ñëåäóåò, ÷òî

S2n → S ï.í.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

max
2n<k62n+1

|Sk − S2n| = 0 ï.í. (2.5)

Ïîëîæèì

g(Fa,n) = C
a+n∑
i=a+1

EX2
i , a > 0, n > 1,

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ (2.1). Òîãäà âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.6) è (1.7)

è â ñèëó ëåììû 1.2 äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååì

∞∑
n=1

P ( max
2n<k62n+1

|Sk − S2n| > ε) 6
1

ε2

∞∑
n=1

E( max
2n<k62n+1

|Sk − S2n|)2 =

=
1

ε2

∞∑
n=1

E( max
16k62n

|
2n+k∑
i=2n+1

Xi|)2 6
C

ε2

∞∑
n=1

log2(2 · 2n)
2n+1∑

i=2n+1

EX2
i 6

6
C

ε2

∞∑
n=1

2n+1∑
i=2n+1

EX2
i log2 i 6

C

ε2

∞∑
i=1

EX2
i log2 i <∞.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè (2.5) âûïîëíåíî. Òåîðåìà äî-

êàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.2. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

EXiXj 6 0 äëÿ âñåõ i 6= j, (2.6)

òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.1).

Ó÷èòûâàÿ ýòî çàìå÷àíèå, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2.1 ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (2.6) è (2.2), òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.3).

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü {an}∞n=1 � íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

1 < q 6
a2n
an

6 Q äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, (2.7)

ãäå q è Q � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1) è

∞∑
n=1

EX2
n

a2n
log2 n <∞, (2.8)

òî

Sn
an
→ 0 ï.í. (2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå (2.1)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ a > 0, à óñëîâèå (2.7) � äëÿ âñåõ n > 1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà

×åáûøåâà äëÿ ëþáîãî ε > 0, ó÷èòûâàÿ (2.7) è (2.8) èìååì
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∞∑
n=1

P

(∣∣∣∣S2n

a2n

∣∣∣∣ > ε

)
6

1

ε2

∞∑
n=1

ES2
2n

a22n
6
C

ε2

∞∑
n=1

∑2n

i=1EX
2
i

a22n
6

6
C

ε2

∞∑
i=1

EX2
i

∞∑
n=[log i]+1

1

a22n
6
C

ε2

∞∑
i=1

EX2
i

1

a2i
<∞.

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

S2n

a2n
→ 0 ï.í.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

max
2n<k62n+1

∣∣∣∣Skak
∣∣∣∣ = 0 ï.í.

Èìååì

max
2n<k62n+1

∣∣∣∣Skak
∣∣∣∣ = max

2n<k62n+1

∣∣∣∣Sk − S2n + S2n

ak

∣∣∣∣ =

= max
2n<k62n+1

∣∣∣∣S2n

a2n

a2n

ak
+
S2n,k−2n

a2n+1

a2n+1

ak

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣S2n

a2n

∣∣∣∣+ max
16k62n

∣∣∣∣S2n,k

a2n+1

∣∣∣∣ a2n+1

a2n
(2.10)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.10) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ï.í. è, ó÷èòûâàÿ (2.7),

íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

max
16k62n

∣∣∣∣S2n,k

a2n+1

∣∣∣∣ = 0 ï.í. (2.11)

Ïîëîæèì

g(Fa,n) = C
a+n∑
i=a+1

EX2
i , a > 0, n > 1,

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ (2.1). Òîãäà âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.6) è (1.7),

òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû 1.2 è óñëîâèÿ (2.8) äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååì
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∞∑
n=1

P

(
max

16k62n

∣∣∣∣S2n,k

a2n+1

∣∣∣∣ > ε

)
6

1

ε2

∞∑
n=1

E( max
16k62n

|S2n,k|)2

a22n+1

6

6
C

ε2

∞∑
n=1

log2(2 · 2n)
∑2n+1

i=2n+1EX
2
i

a22n+1

6
C

ε2

∞∑
n=1

∑2n+1

i=2n+1EX
2
i log2 i

a22n+1

6

6
C

ε2

∞∑
i=3

EX2
i log2 i

1

a2i
<∞. (2.12)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.12) è ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè ñëåäóåò (2.11). Òåîðåìà äîêà-

çàíà.

Ïðèâåäåì åùå îäíî ñëåäñòâèå òåîðåìû 2.1.

Ñëåäñòâèå 2.5. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.6), {an}∞n=1 � íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Åñëè âûïîëíåíî (2.8), òî èìååò ìå-

ñòî ñîîòíîøåíèå (2.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}∞n=1 óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.6), òî ýòîìó æå óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn/an}∞n=1. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî óñëîâèå (2.8), ðÿä∑∞
n=1Xn/an ñõîäèòñÿ ï.í. â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.3. Ïðèìåíåíèå ëåììû Êðîíåêåðà

(ëåììà 1.8) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ (2.9).

Çàìå÷àíèå 2.6. Ñëåäñòâèå 2.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè â òåîðåìå 2.4 óñëî-

âèå (2.1) çàìåíèòü áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûì óñëîâèåì (2.6), òî óñëîâèå (2.7)

ìîæåò áûòü îïóùåíî.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü {an}∞n=1 � íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

a2n
an

6 Q äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, (2.13)
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ãäå Q � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ES2
a,k + ES2

a+k,m 6 ES2
a,k+m

äëÿ 1 6 k < k +m è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ a (2.14)

è

ES2
n = O

(
a2n

ψ(n) log2 n

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψc (2.15)

(îïðåäåëåíèå êëàññà Ψc ñì. íà ñòð. 7), òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå (2.14)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ a > 0. Â ñèëó óñëîâèÿ (2.15) è íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà äëÿ

ëþáîãî ε > 0 èìååì
∞∑
n=1

P

(∣∣∣∣S2n

a2n

∣∣∣∣ > ε

)
6

1

ε2

∞∑
n=1

ES2
2n

a22n
6
C

ε2

∞∑
n=1

a22n

a22nψ(2n) log2(2n)
<∞,

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

S2n

a2n
→ 0 ï.í.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

max
2n<k62n+1

∣∣∣∣Skak
∣∣∣∣ = 0 ï.í.

Èìååì

max
2n<k62n+1

∣∣∣∣Skak
∣∣∣∣ = max

2n<k62n+1

∣∣∣∣Sk − S2n + S2n

ak

∣∣∣∣ =

= max
2n<k62n+1

∣∣∣∣S2n

a2n

a2n

ak
+
S2n,k−2n

a2n+1

a2n+1

ak

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣S2n

a2n

∣∣∣∣+ max
16k62n

∣∣∣∣S2n,k

a2n+1

∣∣∣∣ a2n+1

a2n
(2.16)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.16) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ï.í. è, ó÷èòûâàÿ (2.13),

íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå
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lim
n→∞

max
16k62n

∣∣∣∣S2n,k

a2n+1

∣∣∣∣ = 0 ï.í. (2.17)

Ïîëîæèì

g(Fa,n) = ES2
a,n, a > 0, n > 1.

Òîãäà âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.6) è (1.7), òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû 1.2 è

óñëîâèÿ (2.14) äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååì

∞∑
n=1

P

(
max

16k62n

∣∣∣∣S2n,k

a2n+1

∣∣∣∣ > ε

)
6

1

ε2

∞∑
n=1

E( max
16k62n

|S2n,k|)2

a22n+1

6

6
C

ε2

∞∑
n=1

log2(2 · 2n)ES2
2n,2n

a22n+1

6
C

ε2

∞∑
n=1

log2(2n+1)(ES2
2n + ES2

2n,2n)

a22n+1

6

6
C

ε2

∞∑
n=1

log2(2n+1)ES2
2n+1

a22n+1

6
C

ε2

∞∑
n=2

log2(2n)a22n

a22nψ(2n) log2(2n)
=
C

ε2

∞∑
n=2

1

ψ(2n)
<∞.

(2.18)

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (2.18) ñõîäèòñÿ â ñèëó ëåììû 1.6. Òàêèì îáðàçîì, (2.17)

âûïîëíåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.8. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

EXiXj > 0 äëÿ âñåõ i, j, (2.19)

òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.14).

Ñëåäñòâèå 2.9. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.19), {an}∞n=1 � íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.13).

Åñëè âûïîëíåíî (2.15), òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.9).

Ñëåäñòâèå 2.10. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí, {an}∞n=1 � íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.13). Åñëè âûïîë-

íåíî (2.15), òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.9).
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Êàê áûëî óêàçàíî âî Ââåäåíèè, åñëè {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-

ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî êàæäîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

∞∑
n=1

DXn

n2
<∞ (2.20)

è
n∑
k=1

DXk = O

(
n2

ψ(n)

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψc (2.21)

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ

Sn − ESn
n

→ 0 ï.í. (2.22)

Äàëåå, åñëè {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí, òî êàæäîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

∞∑
n=1

EX2
n

n2
log2 n <∞ (2.23)

è

n∑
k=1

EX2
k = O

(
n2

ψ(n) log2 n

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψc (2.24)

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ

Sn
n
→ 0 ï.í. (2.25)

Íèæå ìû óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó óñëîâèÿìè (2.20) è (2.21), à òàêæå ìåæäó

óñëîâèÿìè (2.23) è (2.24).

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äîêàæåì äâå ëåì-

ìû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [59].

Ëåììà 2.11 ([59]). Ïóñòü b1, b2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë. Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

∞∑
n=1

bn
n2

<∞, (2.26)
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

f(n), n = 0, 1, 2, . . ., òàêàÿ, ÷òî

f(n)→∞ (n→∞), (2.27)

∞∑
n=1

1

nf(n)
<∞, (2.28)

n∑
k=1

bk =
n2

f(n)
äëÿ ëþáîãî n > 1. (2.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîëî-

æèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(n), n = 0, 1, 2, . . ., òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøå-

íèÿ (2.27), (2.28) è (2.29). Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.29) ñëåäóåò, ÷òî

bn =
n2

f(n)
− (n− 1)2

f(n− 1)
.

Èìååì

∞∑
n=1

bn
n2

=
∞∑
n=1

n2

f(n) −
(n−1)2
f(n−1)

n2
=

=
∞∑
n=1

(
1

f(n)
− 1

f(n− 1)
+

2

nf(n− 1)
− 1

n2f(n− 1)
) = T1 + T2 − T3, (2.30)

ãäå

T1 =
∞∑
n=1

(
1

f(n)
− 1

f(n− 1)
),

T2 =
∞∑
n=1

2

nf(n− 1)
,

T3 =
∞∑
n=1

1

n2f(n− 1)
.
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Èç (2.27) è (2.28) ñëåäóåò, ÷òî âñå òðè ðÿäà T1, T2 è T3 ñõîäÿòñÿ, ïîýòîìó

èìååò ìåñòî (2.26).

Òåïåðü äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (2.26). Îïðåäåëèì

ôóíêöèþ f(n) ðàâåíñòâàìè

f(n) =
n2∑n
k=1 bk

(n > 1), f(0) = 1. (2.31)

Òàêèì îáðàçîì, f(n) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî (2.29). Èç (2.26) è ëåììû Êðîíåêåðà (ëåììà 1.8) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (2.27).

Ó÷èòûâàÿ (2.26), (2.27), (2.29) è (2.30), ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ î ñõîäèìîñòè

ðÿäîâ T1, T3 è T2. Îòñþäà ñëåäóåò (2.28). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.12 ([59]). Ïóñòü b1, b2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

n∑
k=1

bk = O

(
n2

ψ(n)

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψc. (2.32)

Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.26).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(n) ðàâåíñòâàìè (2.31). Ýòà ïîëîæè-

òåëüíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (2.29). Èç (2.32) è (2.29) ñëåäóåò, ÷òî

n2

f(n)
= O

(
n2

ψ(n)

)
,

ψ(n)

f(n)
= O(1) (n→∞).

Îòñþäà ñëåäóþò (2.27) è (2.28). Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû 2.11, ñîîòíîøå-

íèå (2.26) âûïîëíåíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü b1, b2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

n∑
k=1

bk = O

(
n2

ψ(n)g(n)

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψc, (2.33)

ãäå g(n) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
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g(n) ïîëîæèòåëüíà è íå óáûâàåò â îáëàñòè n > N (2.34)

äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N. Òîãäà

∞∑
n=1

bn
n2
g(n) <∞. (2.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ (2.34) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì

n∑
k=1

bkg(k) 6 C
n∑
k=1

bkg(n).

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (2.33), ïîëó÷àåì

n∑
k=1

bkg(k) = O

(
n2

ψ(n)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, (2.35) âûïîëíåíî â ñèëó ëåììû 2.12. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.14. Ïóñòü b1, b2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.35) ñ ôóíêöèåé g(n), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

g(n)

n
ïîëîæèòåëüíà è íå âîçðàñòàåò â îáëàñòè n > N (2.36)

äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N. Åñëè ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ψ0(x) òàêàÿ,

÷òî

ψ0(n) � n2

(
∑n

k=1 bk)g(n)
(n→∞), (2.37)

òî ψ0(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ψc è

n∑
k=1

bk = O

(
n2

ψ0(n)g(n)

)
. (2.38)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ψ0(x), óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ óñëîâèþ (2.37), òî (2.38) î÷åâèäíî âûïîëíåíî, è íàì íóæíî òîëüêî ïîêà-

çàòü, ÷òî

ψ0 ∈ Ψc. (2.39)

Ïóñòü óñëîâèå (2.36) âûïîëíåíî ïðè âñåõ n > N0 äëÿ íåêîòîðîãî N0 ∈ N. Ââåäåì
â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

f(n) =
n2

(
∑n

k=1 bk)g(n)
, n > N0. (2.40)

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü (2.39), ó÷èòûâàÿ (2.37) è (2.40), íàì äîñòàòî÷íî ïîêà-

çàòü, ÷òî

f(n)→∞ (n→∞) (2.41)

è

∞∑
n=N0

1

nf(n)
<∞. (2.42)

Ñîîòíîøåíèå (2.41) ñëåäóåò èç (2.35), (2.40) è ëåììû Êðîíåêåðà, è íàì îñòàåòñÿ

òîëüêî äîêàçàòü (2.42). Â ñèëó (2.36) è (2.35) èìååì

∞∑
n=N0

1

nf(n)
=

∞∑
n=N0

n∑
k=1

bkg(n)

n3
6 C1 + C

∞∑
k=N0

bk

∞∑
n=k

g(n)

n3
6

6 C1 + C
∞∑

k=N0

bk
g(k)

k

∞∑
n=k

1

n2
6 C1 + C

∞∑
k=N0

bk
g(k)

k
· 1

k
<∞.

Òàêèì îáðàçîì, (2.42) âûïîëíåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.15. Ôóíêöèè g(n) ≡ 1 è g(n) = log2 n äëÿ âñåõ n > 1 óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì (2.34) è (2.36).
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Çàìå÷àíèå 2.16. Òåîðåìû 2.13 è 2.14 ñ ôóíêöèåé g(n) ≡ 1 óñòàíàâëèâàþò

ñâÿçü ìåæäó óñëîâèÿìè (2.20) è (2.21).

Çàìå÷àíèå 2.17. Òåîðåìû 2.13 è 2.14 ñ ôóíêöèåé g(n) = log2 n äëÿ âñåõ n > 1

óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó óñëîâèÿìè (2.23) è (2.24).

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 2.14 äîêàæåì îïòèìàëüíîñòü òåîðåìû C

(ñì. Ââåäåíèå). Ïîêàæåì, ÷òî â òåîðåìå C íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèå (1.8) áîëåå

ñëàáûì óñëîâèåì

n∑
k=1

EX2
k = O

(
n2

ψ(n) log2 n

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψd (2.43)

(îïðåäåëåíèå êëàññà Ψd ñì. íà ñòð. 7).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

h(x) =
x2

ψ(x) log2 x
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψd. (2.44)

Òåîðåìà 2.18. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψd òàêîé, ÷òî

h(n) ñòðîãî âîçðàñòàåò â îáëàñòè n > N (2.45)

è

h2(n) > h(n− 1)h(n+ 1) äëÿ âñåõ n > N (2.46)

ïðè íåêîòîðîì N ∈ N (çäåñü h(x)� ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíè-

åì (2.44)) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.43), äëÿ êîòîðîé

lim sup
|Sn|
n

=∞ ï.í. (2.47)
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Çàìå÷àíèå 2.19. Óñëîâèå (2.46) ìîæåò áûòü çàìåíåíî óñëîâèåì

log h(x) âûïóêëà ââåðõ â îáëàñòè x > x0 (2.48)

äëÿ íåêîòîðîãî x0 > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî (2.46) ñëåäóåò èç (2.48) (äîñòàòî÷íî

ïðîëîãàðèôìèðîâàòü íåðàâåíñòâî (2.46)).

Çàìå÷àíèå 2.20. Ïðèìåðàìè ôóíêöèé èç êëàññà Ψd, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèÿì (2.45) è (2.48), ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè log x è log x log log x.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.18. Ïóñòü ψ(x) � ôóíêöèÿ èç êëàññà Ψd, óäîâ-

ëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (2.45) è (2.46) ïðè âñåõ n > N0 äëÿ íåêîòîðîãî N0 ∈ N.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}∞n=1, çàäàííóþ ðàâåí-

ñòâàìè

b1 = b2 = . . . = bN0
=

N0

ψ(N0) log2N0

,

bn =
n2

ψ(n) log2 n
− (n− 1)2

ψ(n− 1) log2(n− 1)
äëÿ n > N0 + 1.

Èìååì

n∑
k=1

bk =
n2

ψ(n) log2 n
äëÿ âñåõ n > N0. (2.49)

Ïîêàæåì, ÷òî

∞∑
n=N0

bn
n2

log2 n =∞. (2.50)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ðÿä èç (2.50) ñõîäèòñÿ. Ó÷èòûâàÿ (2.49) è

ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.14 ñ ψ0(x) ≡ ψ(x) è ñ ôóíêöèåé g(n) = log2 n äëÿ âñåõ

n > 1, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ψ ∈ Ψc. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçû-

âàåò (2.50).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {h(n)/n2} íå âîçðàñòàåò, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà
N0, ïîýòîìó
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h(n+ 1)

h(n)
6

(n+ 1)2

n2
äëÿ âñåõ n > N0. (2.51)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn/n2} íå âîçðàñòàåò, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà N0+

1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü íàéäåòñÿ íîìåð N > N0 + 1 òàêîé, ÷òî

bN+1/(N + 1)2 > bN/N
2. Íî òîãäà

1 <
bN+1/(N + 1)2

bN/N2
=

(h(N + 1)− h(N))/(N + 1)2

(h(N)− h(N − 1))/N2
=

=
h(N + 1)− h(N)

h(N)− h(N − 1)
· N 2

(N + 1)2
=

=
h(N + 1)(1− h(N)

h(N+1))

h(N)(1− h(N−1)
h(N) )

· N 2

(N + 1)2
6

1− h(N)
h(N+1)

1− h(N−1)
h(N)

. (2.52)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (2.52) âûïîëíåíî â ñèëó (2.51). Èç (2.52) ñëåäóåò, ÷òî

h2(N) < h(N − 1)h(N + 1).

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2.46). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {bn/n2} íå âîçðàñòàåò, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà N0 + 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåî-

ðåìå 2 ðàáîòû [14] (ñì. òàêæå [54]) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëü-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}∞n=1 òàêàÿ, ÷òî EX
2
n = bn è âûïîëíåíî ñîîòíîøå-

íèå (2.47). Èç (2.49) ñëåäóåò, ÷òî (2.43) òàêæå âûïîëíåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.21. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí {Xn}∞n=1 òàêàÿ, ÷òî

n∑
k=1

EX2
k = O

(
n2

(log n)3 log log n

)
, (2.53)

è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (2.47).

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ñëåäñòâèå 2.21 ñî ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì, ÿâëÿþùèìñÿ

ñëåäñòâèåì òåîðåìû C (ñì. Ââåäåíèå).
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Ëåììà 2.22. Åñëè {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

n∑
k=1

EX2
k = O

(
n2

(log n)3+δ

)
äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0,

òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.25).

Èç òåîðåìû 2.18 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî â òåîðåìå 2.7 óñëîâèå (2.15) íå ìîæåò

áûòü çàìåíåíî íè óñëîâèåì

ES2
n = O

(
a2n

ψ(n) log2−δ n

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψc,

íè äàæå óñëîâèåì

ES2
n = O

(
a2n

ψ(n)(log n)2(log log n)−δ

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψc

(2.54)

è íåêîòîðîãî δ > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.21 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòî-

ãîíàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.53), äëÿ

êîòîðîé âûïîëíåíî (2.47). Íî òîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}∞n=1 óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ (2.14) (â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè) è óñëîâèþ (2.54) ñ an = n äëÿ

âñåõ n è ôóíêöèåé ψ(x) = log x(log log x)1+δ ïðèíàäëåæàùåé êëàññó Ψc.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû D (ñì. Ââåäåíèå) íà ñëó-

÷àé ïðîèçâîëüíîé íîðìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 2.23. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, {an}∞n=1 � íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-

ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.13). Åñëè âûïîëíåíî ñîîò-

íîøåíèå

DSn = O

(
a2n
ψ(n)

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψc, (2.55)
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òî
Sn − ESn

an
→ 0 ï.í. (2.56)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî EXn = 0 äëÿ

âñåõ n > 1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååì

∞∑
n=1

P

(∣∣∣∣S2n

a2n

∣∣∣∣ > ε

)
6

1

ε2

∞∑
n=1

ES2
2n

a22n
=

=
1

ε2

∞∑
n=1

∑2n

k=1EX
2
k

a22n
6
C

ε2

∞∑
n=1

a22n

a22nψ(2n)
<∞. (2.57)

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (2.57) ñõîäèòñÿ â ñèëó ëåììû 1.6. Ïðèìåíåíèå ëåììû Áîðåëÿ-

Êàíòåëëè ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

S2n

a2n
→ 0 ï.í.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

max
2n<k62n+1

∣∣∣∣Skak
∣∣∣∣ = 0 ï.í.

Èìååì

max
2n<k62n+1

∣∣∣∣Skak
∣∣∣∣ = max

2n<k62n+1

∣∣∣∣Sk − S2n + S2n

ak

∣∣∣∣ =

= max
2n<k62n+1

∣∣∣∣S2n

a2n

a2n

ak
+
S2n,k−2n

a2n+1

a2n+1

ak

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣S2n

a2n

∣∣∣∣+ max
16k62n

∣∣∣∣S2n,k

a2n+1

∣∣∣∣ a2n+1

a2n
(2.58)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.58) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ï.í. è, ó÷èòûâàÿ (2.13),

íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

max
16k62n

∣∣∣∣S2n,k

a2n+1

∣∣∣∣ = 0 ï.í. (2.59)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà (ëåììà 1.10) äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååì
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∞∑
n=1

P

(
max

16k62n

∣∣∣∣S2n,k

a2n+1

∣∣∣∣ > ε

)
6
C

ε2

∞∑
n=1

∑2n+1

k=2n+1EX
2
k

a22n+1

6
C

ε2

∞∑
n=1

∑2n+1

k=1 EX
2
k

a22n+1

6

6
C

ε2

∞∑
n=2

a22n

a22nψ(2n)
=
C

ε2

∞∑
n=2

1

ψ(2n)
<∞. (2.60)

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (2.60) ñõîäèòñÿ â ñèëó ëåììû 1.6. Òàêèì îáðàçîì, (2.59)

âûïîëíåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â òåîðåìå 2.23 íåëüçÿ îïóñòèòü óñëî-

âèå (2.13).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {an}∞n=1 òàêóþ, ÷òî

an = 2n/2, n > 1. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí {Xn}∞n=1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ n = 1 èëè 2 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Xn

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 è −1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè, ðàâíûìè 1/2. Äëÿ n > 3

Xn = 2n/2, ñ âåðîÿòíîñòüþ
n− 2

4n(n− 1)
,

Xn = −2n/2, ñ âåðîÿòíîñòüþ
n− 2

4n(n− 1)
,

Xn = 0, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− n− 2

2n(n− 1)
.

Òîãäà EXn = 0 äëÿ âñåõ n > 1, DX1 = DX2 = 1.

DXn = 2 · 2n n− 2

4n(n− 1)
=

2n−1(n− 2)

n(n− 1)
=

2n

n
− 2n−1

n− 1
äëÿ n > 3.

Èìååì

n∑
k=1

DXk =
2n

n
äëÿ n > 3.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}∞n=1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.55) ñ an = 2n/2, n > 1 è ôóíêöèåé ψ(x) = x, x > 0

(ïðèíàäëåæàùåé êëàññó Ψc). Äàëåå,

∞∑
n=1

P (|Xn| = an) =
∞∑
n=1

n− 2

2n(n− 1)
=∞.

Îòñþäà â ñèëó ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè ñëåäóåò, ÷òî

P (|Xn| = an á.÷.) = 1. (2.61)

Çàìåòèì, ÷òî

Xn

an
=
Sn
an
− an−1

an

Sn−1
an−1

. (2.62)

Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âûïîëíåíî (2.56), òî â ñèëó (2.62) äîëæíî âû-

ïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

Xn

an
→ 0 ï.í.,

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò (2.61). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (2.56) íå èìååò ìåñòà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 2.12.

Òåîðåìà 2.24. Ïóñòü {an}∞n=1 è {bn}∞n=1 � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}∞n=1 íå óáûâàåò. Ïóñòü âû-

ïîëíåíî óñëîâèå

n∑
k=1

bk = O

(
a2n
ψ(n)

)
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ψ ∈ Ψc. (2.63)

Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

∞∑
n=1

bn
a2n

<∞, (2.64)

äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2.13).
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Çàìå÷àíèå 2.25. Ëåììà 2.12 ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.24 ïðè an = n äëÿ âñåõ

n > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.24. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-

ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {an}∞n=1 è {bn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.24, íî

ðÿä èç ñîîòíîøåíèÿ (2.64) ðàñõîäèòñÿ. Èç óñëîâèÿ (2.63) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {an}∞n=1 íåîãðàíè÷åíà. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-

ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}∞n=1 òàêàÿ, ÷òî EXn = 0, DXn = bn äëÿ âñåõ

n > 1, ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (2.56) íå èìååò ìåñòà (ñì., íàïðèìåð, [12]). Íî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.23, ïîýòîìó (2.56)

äîëæíî áûòü âûïîëíåíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàìå÷àíèå 2.26. Â òåîðåìå 2.24 íåëüçÿ îïóñòèòü óñëîâèå (2.13).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü b1 = b2 = 1, bn = 2n/n− 2n−1/(n− 1) äëÿ n > 3. Òîãäà

n∑
k=1

bk =
2n

n
äëÿ n > 3.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.63) ñ

an = 2n/2, n > 1 è ôóíêöèåé ψ(x) = x, x > 0 (ïðèíàäëåæàùåé êëàññó Ψc).

Íî ñîîòíîøåíèå (2.64) íå èìååò ìåñòà, ïîñêîëüêó

∞∑
n=3

bn
a2n

=
∞∑
n=3

2n/n− 2n−1/(n− 1)

2n
=

∞∑
n=3

(
1

n
− 1

2(n− 1)

)
=

∞∑
n=3

n− 2

2n(n− 1)
=∞.

Òåîðåìà 2.27. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí, {wn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïî-

ëîæèì Wn =
∑n

k=1wk, Tn =
∑n

k=1wkXk. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

Wn →∞ (n→∞),

DTn 6 C
n∑
k=1

w2
kDXk äëÿ âñåõ n > 1,
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∞∑
n=1

w2
nDXn

W 2
n

<∞

è

ETn 6 C ·Wn äëÿ âñåõ n > 1.

Òîãäà

Tn − ETn
Wn

→ 0 ï.í. (2.65)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.27 äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü an = Wn, n > 1,

Yk = wkXk, k > 1 è ïðèìåíèòü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Yk}∞n=1 ëåììó 1.7.

Çàìå÷àíèå 2.28. Òåîðåìà 2.27 îáîáùàåò òåîðåìó 5 èç ðàáîòû [58]. (Â ðàáî-

òå [58] ýòà òåîðåìà äîêàçàíà â äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè wn/Wn → 0

(n→∞)).

Òåîðåìà 2.29. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

ESn →∞ (n→∞),

DSn 6 C
n∑
k=1

DXk äëÿ âñåõ n > 1,

∞∑
n=1

DXn

(ESn)2
<∞.

Òîãäà

Sn
ESn

→ 1 ï.í. (2.66)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.29 äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü an = ESn, n > 1 è

ïðèìåíèòü ëåììó 1.7.
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Ñëåäñòâèå 2.30. Ñîîòíîøåíèå (2.66) âûïîëíåíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåîòðèöàòåëüíûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . .,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì EX1 > 0 è DSn 6 Cn äëÿ âñåõ n > 1.

Çàìå÷àíèå 2.31. Òåîðåìà 2.29 îáîáùàåò òåîðåìó 6 èç ðàáîòû [58].

(Â ðàáîòå [58] ýòà òåîðåìà äîêàçàíà â äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè

EXn/ESn → 0 (n→∞)).

Çàìå÷àíèå 2.32. Èíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñîîòíîøåíèé (2.65) è (2.66)

ïîëó÷åíû Ýòåìàäè [31].

Òåîðåìà 2.33. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

n∑
i,j=1
i6=j

Cov(Xi, Xj) 6 C

n∑
i,j=1

|EXi − EXj|, (2.67)

∞∑
j=1

∑j
i=1 |EXi − EXj|

j2
<∞, (2.68)

n∑
k=m+1

EXk 6 C(n−m) äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n−m, (2.69)

è (2.20). Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.22).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b > 1, kn = [bn]. Â ñèëó óñëîâèé (2.67), (2.68), (2.20) è

íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 èìååì
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∞∑
n=1

P

(∣∣∣∣Skn − ESknkn

∣∣∣∣ > ε

)
6

1

ε2

∞∑
n=1

DSkn
k2n

=

=
1

ε2

∞∑
n=1

kn∑
i=1

DXi +
kn∑

i,j=1
i6=j

Cov(Xi, Xj)

k2n
6

6
C

ε2

∞∑
n=1

∑kn
i=1DXi +

∑kn
j=1

∑j
i=1 |EXi − EXj|

k2n
6

6
C1

ε2

∞∑
i=1

DXi

i2
+
C2

ε2

∞∑
j=1

∑j
i=1 |EXi − EXj|

j2
<∞.

Ïðèìåíåíèå ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

Skn − ESkn
kn

→ 0 ï.í. (2.70)

Åñëè kn 6 k < kn+1 òî, ñ ó÷åòîì íåîòðèöàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç

èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àåì

Sk − ESk
k

6
|Skn+1

− ESkn+1
|

kn+1
· kn+1

kn
+
ESkn+1

− ESkn
kn

, (2.71)

Sk − ESk
k

>
|Skn − ESkn|

kn
· kn
kn+1

−
ESkn+1

− ESkn
kn+1

. (2.72)

Âñëåäñòâèå (2.70) ïåðâûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (2.71) è (2.72) ñõîäÿòñÿ ê

íóëþ ïî÷òè íàâåðíîå. Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.71) ïðè âñåõ äîñòàòî÷-

íî áîëüøèõ n íå ïðåâîñõîäèò C(kn+1 − kn)/kn â ñèëó óñëîâèÿ (2.69). Òàêàÿ æå

îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ äðîáè âî âòîðîì ñëàãàåìîì (2.72), òàê êàê kn 6 kn+1.

Ïîýòîìó

lim sup
k→∞

|Sk − ESk|
k

6 C(b− 1) ï.í.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìà-

ëîé çà ñ÷åò âûáîðà ÷èñëà b äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê 1. Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøå-

íèå (2.22). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 2.33 îáîáùàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ýòåìàäè [30]:

Ëåììà 2.34. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.68), (2.20),

sup
n>1

EXn <∞ (2.73)

è

EXiXj 6 EXiEXj−i äëÿ âñåõ j > i > 1. (2.74)

Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.22).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí X1, X2, . . . óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.73) è (2.74), òî îíà òàêæå óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèÿì (2.67) è (2.69).

Òåîðåìà 2.35. Ïóñòü {Xn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
∞∑
n=1

DXn

np(2−ε)
<∞ (2.75)

äëÿ íåêîòîðûõ 0 < ε < 2 è p > 0,

DSa,n 6 C

(
a+n∑
i=a+1

DXi

)γ

äëÿ n > 1 è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ a (2.76)

è íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé γ òàêîé, ÷òî 1 < γ < 2p+1
2p+1−pε. Òîãäà

Sn − ESn
np

→ 0 ï.í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå (2.76)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ a > 0. Êðîìå òîãî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî EXn = 0 äëÿ âñåõ n > 1.
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Âûáåðåì (ôèêñèðîâàííîå) δ òàêîå, ÷òî δ > p/(2p+ 1− γ(2p+ 1− pε)) è δ/p
� öåëîå ÷èñëî. Ïîëîæèì kn = nδ/p. Â ñèëó (2.76) è íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà äëÿ

ëþáîãî λ > 0 èìååì

∞∑
n=1

P

(∣∣∣∣Sknkpn
∣∣∣∣ > λ

)
6

1

λ2

∞∑
n=1

ES2
kn

k2pn
6
C

λ2

∞∑
n=1

(∑kn
i=1EX

2
i

)γ
k2pn

6

6
C

λ2

∞∑
n=1

kγ−1n

∑kn
i=1

(
EX2

i

)γ
k2pn

=
C

λ2

∞∑
n=1

∑kn
i=1

(
EX2

i

)γ
k2p+1−γ
n

6

6
C

λ2

∞∑
i=1

(
EX2

i

)γ ∑
n:kn>i

1

k2p+1−γ
n

=
C

λ2

∞∑
i=1

(
EX2

i

)γ ∑
n:nδ/p>i

1

nδ/p(2p+1−γ) 6

6
C

λ2

∞∑
i=1

(
EX2

i

)γ 1

i(p/δ)(δ/p(2p+1−γ)−1) =
C

λ2

∞∑
i=1

(
EX2

i

)γ 1

i2p+1−γ−p/δ 6

6
C

λ2

∞∑
i=1

(
EX2

i

)γ
i2p+1−γ−(2p+1−γ(2p+1−pε)) 6

C

λ2

∞∑
i=1

(
EX2

i

)γ
iγ(2p−pε)

<∞. (2.77)

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè (2.77) ñëåäóåò èç (2.75) è òîãî, ÷òî

γ > 1. Èç (2.77) è ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè ñëåäóåò, ÷òî

Skn
kpn
→ 0 ï.í. (2.78)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

max
kn<k6kn+1

∣∣∣∣Skkp
∣∣∣∣ = 0 ï.í.

Èìååì

max
kn<k6kn+1

∣∣∣∣Skkp
∣∣∣∣ = max

kn<k6kn+1

∣∣∣∣Sk − Skn + Skn
kp

∣∣∣∣ =

= max
kn<k6kn+1

∣∣∣∣Sknkpn
(
kn
k

)p
+
Skn,k−kn
kpn+1

(
kn+1

k

)p∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣Sknkpn
∣∣∣∣+ max

kn<k6kn+1

∣∣∣∣Skn,k−knkpn+1

∣∣∣∣ (kn+1

kn

)p
(2.79)
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Â ñèëó (2.78) ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.79) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ï.í., è íàì

îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

max
kn<k6kn+1

∣∣∣∣Skn,k−knkpn+1

∣∣∣∣ = 0 ï.í. (2.80)

Èç ëåììû 1.3 è íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > 0

∞∑
n=1

P

(
max

kn<k6kn+1

∣∣∣∣Skn,k−knkpn+1

∣∣∣∣ > λ

)
6
C

λ2

∞∑
n=1

EM2
kn,kn+1−kn

k2pn+1

6

6
C

λ2

∞∑
n=1

(∑kn+1

i=kn+1EX
2
i

)γ
k2pn+1

6
C

λ2

∞∑
n=1

(∑kn+1

i=1 EX
2
i

)γ
k2pn+1

<∞. (2.81)

Ñõîäèìîñòü ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè (2.81) ñëåäóåò èç (2.77). Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó

ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè, (2.80) âûïîëíåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè â òåîðåìå 2.35 ïîëîæèòü p = 1, òî ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ñëåäñòâèå 2.36. Ïóñòü {Xn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
∞∑
n=1

DXn

n2−ε
<∞

äëÿ íåêîòîðîãî 0 < ε < 2,

DSa,n 6 C

(
a+n∑
i=a+1

DXi

)γ

äëÿ n > 1 è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ a

è íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé γ òàêîé, ÷òî 1 < γ < 3
3−ε. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîò-

íîøåíèå (2.22).
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� 3. Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè

ìîìåíòàìè ïîðÿäêà p, ãäå 1 < p < 2

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè÷åì E|Xn|p < ∞ äëÿ âñåõ n > 1 ïðè íåêîòîðîì

1 < p < 2 è EXn = 0 äëÿ âñåõ n > 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ∫ ∞
0

xp−1G(x) dx <∞, ãäå G(x) = sup
n>1

∑n
i=1 P (|Xi| > x)

n
(3.1)

è

∞∑
n=1

P (|Xn| > n1/p) <∞. (3.2)

Òîãäà

Sn
n1/p log n

→ 0 ï.í. (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

X
(n)
i = XiI{|Xi|6n1/p}, i > 1, n > 1, (3.4)

S
(n)
j =

j∑
i=1

X
(n)
i j > 1, n > 1. (3.5)

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü (3.3), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Sn − S(n)
n

n1/p
→ 0 ï.í., (3.6)

S
(n)
n − ES(n)

n

n1/p log n
→ 0 ï.í. (3.7)
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è

ES
(n)
n

n1/p
→ 0 (n→∞). (3.8)

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü (3.6), ïîëîæèì Un = |Xn|pI{|Xn|>n1/p}, n > 1. Â ñè-

ëó (3.2) èìååì

∞∑
n=1

P (Un 6= 0) =
∞∑
n=1

P (|Xn| > n1/p) <∞.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå Áîðåëÿ-Êàíòåëëè

Un → 0 ï.í. (3.9)

Èìååì

|Sn − S(n)
n |

n1/p
=
|
∑n

i=1XiI{|Xi|>n1/p}|
n1/p

6

6

∑n
i=1 |Xi|I{|Xi|>n1/p}

n1/p
=

∑n
i=1 n

p−1
p |Xi|I{|Xi|>n1/p}

n
6

6

∑n
i=1 |Xi|pI{|Xi|>n1/p}

n
6

∑n
i=1 |Xi|pI{|Xi|>i1/p}

n
. (3.10)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (3.10) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ï.í. â ñèëó (3.9). Òàêèì îáðàçîì, (3.6)

äîêàçàíî.

Äîêàæåì (3.8). Â ñèëó ëåììû 1.5
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|ES(n)
n |

n1/p
=
|
∑n

i=1EX
(n)
i |

n1/p
6

∑n
i=1 |EX

(n)
i |

n1/p
=

=

∑n
i=1 |E(Xi −X(n)

i )|
n1/p

6

∑n
i=1E(|Xi|I{|Xi|>n1/p})

n1/p
6

6

∑n
i=1

(
n1/pP (|Xi| > n1/p) +

∫∞
n1/p P (|Xi| > x) dx

)
n1/p

=

=
n∑
i=1

P (|Xi| > n1/p) +
1

n1/p

n∑
i=1

∫ ∞
n1/p

P (|Xi| > x) dx 6

6 nG(n1/p) +
1

n1/p

n∑
i=1

∫ ∞
n1/p

P (|Xi| > x) dx = I1n + I2n.

Èìååì

∞ >

∫ ∞
0

xp−1G(x) dx =
1

p

∫ ∞
0

G(y1/p) dy.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∞∑
n=1

G(n1/p) <∞. (3.11)

Òàêèì îáðàçîì,

I1n = nG(n1/p)→ 0 (n→∞). (3.12)

I2n =
1

n1/p

n∑
i=1

∫ ∞
n1/p

P (|Xi| > x) dx 6

6 n
p−1
p

∫ ∞
n1/p

G(x) dx 6
∫ ∞
n1/p

xp−1G(x) dx→ 0 (n→∞). (3.13)

Èç (3.12) è (3.13) ñëåäóåò (3.8).

Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî

S
(2n)
2n − ES

(2n)
2n

2
n
p

→ 0 ï.í. (3.14)
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Â ñèëó ëåììû 1.4 è íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 èìååì

∞∑
n=1

P

(∣∣∣∣∣S(2n)
2n − ES

(2n)
2n

2
n
p

∣∣∣∣∣ > ε

)
6

1

ε2

∞∑
n=1

DS
(2n)
2n

2
2n
p

6
1

ε2

∞∑
n=1

∑2n

k=1DX
(2n)
k

2
2n
p

6

6
C

ε2

∞∑
n=1

∑2n

k=1E(X
(2n)
k )2

2
2n
p

=
C

ε2

∞∑
n=1

1

2
2n
p

2n∑
k=1

E(|Xk|2I{|Xk|62
n
p }) 6

6
C

ε2

∞∑
n=1

1

2
2n
p

2n∑
k=1

∫ 2
2n
p

0

P (|Xk| > x1/2) dx 6

6
C

ε2

∞∑
n=1

1

2
2n
p

2n∑
k=1

∫ 2
n
p

0

yP (|Xk| > y) dy 6

6
C

ε2

∞∑
n=1

2
n(p−2)

p

∫ 2
n
p

0

yG(y) dy 6 C1 +
C

ε2

∞∑
n=1

2
n(p−2)

p

n∑
i=1

∫ 2
i
p

2
i−1
p

yG(y) dy 6

6 C1 +
C

ε2

∞∑
i=1

∫ 2
i
p

2
i−1
p

yG(y) dy
∞∑
n=i

2
n(p−2)

p 6

6 C1 +
C

ε2

∞∑
i=1

2
i(2−p)
p

∫ 2
i
p

2
i−1
p

yp−1G(y) dy · 2
i(p−2)
p 6

6 C1 +
C

ε2

∞∑
i=1

∫ 2
i
p

2
i−1
p

yp−1G(y) dy 6 C1 +
C

ε2

∫ ∞
0

yp−1G(y) dy <∞. (3.15)

Òàêèì îáðàçîì, (3.14) âûïîëíåíî â ñèëó ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.

Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî

max2n<k62n+1 |ES(2n)
k |

2
n+1
p

→ 0 (n→∞). (3.16)

Ñ ó÷åòîì ëåììû 1.5 èìååì
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max2n<k62n+1 |ES(2n)
k |

2
n+1
p

6

∑2n+1

i=1 |EX
(2n)
i |

2
n+1
p

=

∑2n+1

i=1 |E(Xi −X(2n)
i )|

2
n+1
p

6

6

∑2n+1

i=1 E(|Xi|I{|Xi|>2
n
p })

2
n+1
p

6
1

2
n+1
p

2n+1∑
i=1

(
2
n
pP (|Xi| > 2

n
p ) +

∫ ∞
2
n
p

P (|Xi| > x) dx

)
6

6 2n+1G(2
n
p ) +

2n+1

2
n+1
p

∫ ∞
2
n
p

G(x) dx 6 2 · 2nG(2
n
p ) + 2

p−1
p · 2

n(p−1)
p

∫ ∞
2
n
p

G(x) dx.

(3.17)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.17) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞ â ñè-

ëó (3.12). Èç (3.13) ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.17) òàêæå

ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.

Èç (3.16) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå

max
2n<k62n+1

|ES(2n)
k | <

ε

2
· 2

n+1
p <

ε

2
· 2

n+1
p log(2n+1). (3.18)

Ïîêàæåì, ÷òî

lim
n→∞

max
2n<k62n+1

|S(k)
k |

2
n+1
p log(2n+1)

= 0 ï.í. (3.19)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Z1, Z2, . . . , Zn, n > 1 è ëþáûõ

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a è b èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P (|
n∑
i=1

Zi| > a) 6 P (|
n∑
i=1

ZiI{|Zi|6b}| > a) +
n∑
i=1

P (|Zi| > b). (3.20)

Èç (3.18) è (3.20) ñëåäóåò, ÷òî
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P

(
max

2n<k62n+1
|S(k)
k | > ε · 2

n+1
p log(2n+1)

)
6

6 P

(
max

2n<k62n+1
|S(2n)
k | > ε · 2

n+1
p log(2n+1)

)
+

2n+1∑
i=1

P (|Xi| > 2
n
p ) =

= P

(
max

2n<k62n+1
|S(2n)
k − ES(2n)

k + ES
(2n)
k | > ε · 2

n+1
p log(2n+1)

)
+

+
2n+1∑
i=1

P (|Xi| > 2
n
p ) 6 P

(
max

2n<k62n+1
|S(2n)
k − ES(2n)

k | >
ε

2
· 2

n+1
p log(2n+1)

)
+

+
2n+1∑
i=1

P (|Xi| > 2
n
p ) = J1n + J2n. (3.21)

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî k ∈ N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {X(k)
n }∞n=1 ÿâëÿåòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî äëÿ ïðèâîäèìîé

íèæå îöåíêè ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Ñåðôëèíãà (ëåììà 1.2).

Èìååì

∞∑
n=1

J1n =
∞∑
n=1

P

(
max

2n<k62n+1
|S(2n)
k − ES(2n)

k | >
ε

2
· 2

n+1
p log(2n+1)

)
6

6
∞∑
n=1

P

(
max

16k62n+1
|S(2n)
k − ES(2n)

k | >
ε

2
· 2

n+1
p log(2n+1)

)
6

6 C
∞∑
n=1

E
(

max16k62n+1 |S(2n)
k − ES(2n)

k |
)2

2
2(n+1)

p log2(2n+1)
6 C

∞∑
n=1

log2(2n+1)
∑2n+1

i=1 DX
(2n)
i

2
2(n+1)

p log2(2n+1)
6

6 C
∞∑
n=1

∑2n+1

i=1 E
(
X

(2n)
i

)2
2

2(n+1)
p

= C
∞∑
n=1

1

2
2(n+1)

p

2n+1∑
i=1

E(|Xi|2I{|Xi|62
n
p }) 6

6 C

∞∑
n=1

1

2
2(n+1)

p

2n+1∑
i=1

∫ 2
n
p

0

xP (|Xi| > x) dx 6

6 C

∞∑
n=1

2 · 2
n(p−2)

p

∫ 2
n
p

0

xG(x) dx <∞. (3.22)
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Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (3.22) ñõîäèòñÿ â ñèëó (3.15).

∞∑
n=1

J2n =
∞∑
n=1

2n+1∑
i=1

P (|Xi| > 2
n
p ) 6

∞∑
n=1

2n+1G(2
n
p ) = 2

∞∑
n=1

2nG(2
n
p ) <∞. (3.23)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì (3.11), à òàêæå ñëåäóþùèì èçâåñòíûì

ôàêòîì (Î.Êîøè): Åñëè a1 > a2 > . . . > 0, òî ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

k=0 2ka2k .

Èç (3.21), (3.22) è (3.23) ñëåäóåò (3.19). Èç (3.19), (3.8) è (3.14) ñëåäóåò (3.7).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè â òåîðåìå 3.1 äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . áûëè íåçàâèñèìû, òî ìíîæèòåëü log n â çíàìå-

íàòåëå â ëåâîé ÷àñòè (3.3) ìîæíî îïóñòèòü.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, ïðè÷åì E|Xn|p < ∞ äëÿ âñåõ n > 1 ïðè íåêîòîðîì 1 < p < 2 è

EXn = 0 äëÿ âñåõ n > 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.1) è (3.2). Òîãäà èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Sn
n1/p

→ 0 ï.í. (3.24)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2 ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 3.1 çà èñêëþ÷åíèåì òîãî ìåñòà, ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðà-

âåíñòâîì Ñåðôëèíãà. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . íåçàâèñèìû,

ìû ìîæåì ïðèìåíèòü âìåñòî íåðàâåíñòâà Ñåðôëèíãà íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà

(ëåììà 1.10).

Áîëåå ïîäðîáíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.24) íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Sn − S(n)
n

n1/p
→ 0 ï.í., (3.25)

S
(n)
n − ES(n)

n

n1/p
→ 0 ï.í. (3.26)
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è

ES
(n)
n

n1/p
→ 0 (n→∞). (3.27)

(Ìû âîñïîëüçîâàëèñü îáîçíà÷åíèÿìè (3.4) è (3.5)). Ñîîòíîøåíèÿ (3.25) è (3.27)

äîêàçûâàþòñÿ â òî÷íîñòè êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1.

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ òåõ æå ðàññóæäåíèé, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

S
(2n)
2n − ES

(2n)
2n

2
n
p

→ 0 ï.í. (3.28)

è

P

(
max

2n<k62n+1
|S(k)
k | > ε · 2

n+1
p )

)
6 P

(
max

2n<k62n+1
|S(2n)
k − ES(2n)

k | >
ε

2
· 2

n+1
p )

)
+

+
2n+1∑
i=1

P (|Xi| > 2
n
p ) = J1n + J2n. (3.29)

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà (ëåììà 1.10) ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

∞∑
n=1

J1n =
∞∑
n=1

P

(
max

2n<k62n+1
|S(2n)
k − ES(2n)

k | >
ε

2
· 2

n+1
p )

)
<∞. (3.30)

Ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

J2n =
∞∑
n=1

2n+1∑
i=1

P (|Xi| > 2
n
p ) (3.31)

äîêàçûâàåòñÿ â òî÷íîñòè êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1. Èç (3.29), (3.30)

è (3.31) ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

max
2n<k62n+1

|S(k)
k |

2
n+1
p

= 0 ï.í. (3.32)

Ñîîòíîøåíèå (3.24) ñëåäóåò èç (3.32), (3.27) è (3.28).
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Çàìå÷àíèå 3.3. Òåîðåìà 3.2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé òåîðåìû

Ìàðöèíêåâè÷à-Çèãìóíäà íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû

è E|X1|p <∞, 1 < p < 2, òî

∞∑
n=1

P (|Xn| > n1/p) =
∞∑
n=1

P (|X1| > n1/p) 6 E|X1|p <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (3.2) âûïîëíåíî.

Äàëåå, G(x) = supn>1

∑n
i=1 P (|Xi|>x)

n = P (|X1| > x) äëÿ ëþáîãî x > 0, ïîýòîìó â

ñèëó ëåììû 1.9∫ ∞
0

xp−1G(x) dx =

∫ ∞
0

xp−1P (|X1| > x) dx =
1

p
E|X|p <∞.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (3.1) òàêæå âûïîëíåíî.
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� 4. Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè

ìîìåíòàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí {Xn}∞n=1 ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

{an}∞n=1 � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ,

÷òî

an > C · n äëÿ âñåõ n > 1. (4.1)

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ∫ ∞
0

G(x) dx <∞, ãäå G(x) = sup
n>1

∑n
i=1 P (|Xi| > x)

an
, (4.2)

∞∑
n=1

P (|Xn| > an) <∞, (4.3)

D

(
n∑
i=1

XiI{06Xi6ai}

)
6 C1

n∑
i=1

D
(
XiI{06Xi6ai}

)
äëÿ âñåõ n > 1, (4.4)

D

(
n∑
i=1

XiI{−ai6Xi60}

)
6 C2

n∑
i=1

D
(
XiI{−ai6Xi60}

)
äëÿ âñåõ n > 1. (4.5)

Òîãäà
Sn − ESn

an
→ 0 ï.í. (4.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Yn = XnI{|Xn|6an}, n > 1. Îáîçíà÷èì S∗n =
∑n

i=1X
+
i , S∗∗n =

∑n
i=1X

−
i ,

T ∗n =
∑n

i=1 Y
+
i .

Ïîêàæåì, ÷òî

S∗n − ES∗n
an

→ 0 ï.í. (4.7)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

S∗n − T ∗n
an

→ 0 ï.í., (4.8)

T ∗n − ET ∗n
an

→ 0 ï.í., (4.9)

ET ∗n − ES∗n
an

→ 0 (n→∞). (4.10)

Èìååì

∞∑
n=1

P (X+
n 6= Y +

n ) 6
∞∑
n=1

P (|Xn| > an) <∞.

Îòñþäà, â ñèëó (4.1), ñëåäóåò (4.8). Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü (4.9) ïîêàæåì, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Y +
n }∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1.7.

Èç óñëîâèÿ (4.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Y +
n }∞n=1 âûïîëíåíî

óñëîâèå (1.10).

Èç (4.2) è ëåììû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî
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∞∑
n=1

DY +
n

a2n
6

∞∑
n=1

E
(
X2
nI{|Xn|6an}

)
a2n

6
∞∑
n=1

1

a2n

∫ a2n

0

P (|Xn| > x1/2) dx 6

6 2
∞∑
n=1

1

a2n

∫ an

0

yP (|Xn| > y) dy 6 2
∞∑
n=1

1

[an]2

∫ [an]+1

0

yP (|Xn| > y) dy 6

6 C
∞∑
n=1

∞∑
j=[an]

1

j3

[an]+1∑
k=1

∫ k

k−1
yP (|Xn| > y) dy 6

6 C1 + C
∞∑
n=1

∞∑
j=[an]+1

1

j3

[an]+1∑
k=1

∫ k

k−1
yP (|Xn| > y) dy 6

6 C1 + C

∞∑
n=1

∞∑
j=[an]+1

1

j3

j∑
k=1

∫ k

k−1
yP (|Xn| > y) dy 6

6 C1 + C

∞∑
j=1

∑
n:an6j

1

j3

j∑
k=1

∫ k

k−1
yP (|Xn| > y) dy 6

6 C1 + C

∞∑
j=1

j∑
k=1

1

j2

∫ k

k−1
y

∑
n:an6j

P (|Xn| > y)

j
dy 6

6 C1 + C

∞∑
j=1

j∑
k=1

1

j2

∫ k

k−1
yG(y) dy 6 C1 + C

∞∑
k=1

∞∑
j=k

1

j2

∫ k

k−1
yG(y) dy 6

6 C1 + C
∞∑
k=1

k

∫ k

k−1
G(y) dy

∞∑
j=k

1

j2
6 C1 + C

∞∑
k=1

∫ k

k−1
G(y) dy 6

6 C1 + C

∫ ∞
0

G(y) dy <∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Y +
n }∞n=1 âûïîëíåíî óñëîâèå (1.11).

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (1.12) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Y +
n }∞n=1 òàêæå âûïîë-

íåíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîñòîÿííàÿ A òàêàÿ, ÷òî
∫∞
0 G(x) dx 6 A. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî n > 1 èìååì
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∑n
k=1EY

+
k

an
6

∑n
k=1E|Xk|
an

=

∑n
k=1

∫∞
0 P (|Xk| > x) dx

an
=

=

∫ ∞
0

∑n
k=1 P (|Xk| > x)

an
dx 6

∫ ∞
0

G(x) dx 6 A.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Y +
n }∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåì-

ìû 1.7 è, ñëåäîâàòåëüíî, (4.9) âûïîëíåíî.

Îñòàëîñü äîêàçàòü (4.10).

Â ñèëó ëåììû 1.5

ES∗n − ET ∗n
an

6

∑n
k=1E(|Xk|I{|Xk|>ak})

an
=

=

∑n
k=1 akP (|Xk| > ak) +

∑n
k=1

∫∞
ak
P (|Xk| > x) dx

an
=
I1n + I2n
an

.

Èç óñëîâèÿ (4.3) è ëåììû Êðîíåêåðà (ëåììà 1.8) ñëåäóåò, ÷òî

I1n
an

=

∑n
k=1 akP (|Xk| > ak)

an
→ 0 (n→∞).

Çàôèêñèðóåì N > 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n > N

I2n =
N∑
k=1

∫ ∞
ak

P (|Xk| > x) dx+
n∑

k=N+1

∫ ∞
ak

P (|Xk| > x) dx 6

6
N∑
k=1

∫ ∞
0

P (|Xk| > x) dx+
n∑
k=1

∫ ∞
aN

P (|Xk| > x) dx.

∑N
k=1

∫∞
0 P (|Xk| > x) dx

an
6
aN
∫∞
0 G(x) dx

an
→ 0 (n→∞).

∑n
k=1

∫∞
aN
P (|Xk| > x) dx

an
6
∫ ∞
aN

G(x) dx.

Ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé çà

ñ÷åò âûáîðà N . Òàêèì îáðàçîì, (4.10) âûïîëíåíî. Èç (4.8), (4.9) è (4.10) ñëåäóåò

(4.7). Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
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S∗∗n − ES∗∗n
an

→ 0 ï.í. (4.11)

Èç (4.7) è (4.11) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷èì ðåçóëüòàò î ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñóìì ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

ESn > C · n äëÿ âñåõ n > 1, (4.12)

∫ ∞
0

G2(x) dx <∞, ãäå G2(x) = sup
n>1

∑n
i=1 P (Xi > x)

ESn
, (4.13)

∞∑
n=1

P (Xn > ESn) <∞, (4.14)

D

(
n∑
i=1

XiI{Xi6ESi}

)
6 C1

n∑
i=1

D
(
XiI{Xi6ESi}

)
äëÿ âñåõ n > 1. (4.15)

Òîãäà

Sn
ESn

→ 1 ï.í. (4.16)

Òåîðåìà 4.2 ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1 ñ an = ESn.

Ñëåäñòâèå 4.3. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëü-

íûõ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-

ÿì (4.12), (4.13) è (4.14). Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (4.16).

Çàìå÷àíèå 4.4. Åñëè íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî óñëîâèÿ (4.12), (4.13) è (4.14) áóäóò âûïîëíåíû.
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Ïðèâåäåì åùå îäíî ñëåäñòâèå òåîðåìû 4.1.

Ñëåäñòâèå 4.5. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåçàâèñè-

ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, {an}∞n=1 � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (4.1). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ (4.2) è (4.3). Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (4.6).

Ñëåäñòâèå 4.5 îáîáùàåò òåîðåìó G (ñì. Ââåäåíèå), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò

ñëó÷àþ an = n äëÿ âñåõ n > 1.
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� 5. Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áåç

ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ìîìåíòîâ ïåðâîãî

ïîðÿäêà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ìî-

ìåíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êî-

íå÷íûìè ìîìåíòàìè ïîðÿäêà p ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì p < 1, {an}∞n=1

� íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî

an > C · n äëÿ âñåõ n > 1. (5.1)

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ∫ ∞
0

xp−1G(x) dx <∞, ãäå G(x) = sup
n>1

∑n
k=1 P (|Xk| > x)

apn
, (5.2)

∞∑
n=1

P (|Xn| > an) <∞, (5.3)

D

(
n∑
k=1

XkI{06Xk6ak}

)
6 C1

n∑
k=1

D
(
XkI{06Xk6ak}

)
äëÿ âñåõ n > 1, (5.4)

D

(
n∑
k=1

XkI{−ak6Xk60}

)
6 C2

n∑
k=1

D
(
XkI{−ak6Xk60}

)
äëÿ âñåõ n > 1. (5.5)

Òîãäà
Tn
an
→ 0 ï.í., (5.6)
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ãäå Tn =
∑n

k=1 |Xk|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Yn = XnI{|Xn|6an}, n > 1. Îáîçíà÷èì S∗n =
∑n

k=1X
+
k , S∗∗n =

∑n
k=1X

−
k ,

U ∗n =
∑n

k=1 Y
+
k .

Ïîêàæåì, ÷òî

S∗n
an
→ 0 ï.í. (5.7)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

S∗n − U ∗n
an

→ 0 ï.í., (5.8)

U ∗n − EU∗n
an

→ 0 ï.í., (5.9)

EU∗n
an
→ 0 (n→∞). (5.10)

Èìååì

∞∑
n=1

P (X+
n 6= Y +

n ) 6
∞∑
n=1

P (|Xn| > an) <∞.

Îòñþäà è èç (5.1) ñëåäóåò (5.8).

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî

|EU∗n|
an

=
|
∑n

k=1EY
+
k |

an
6

1

an

n∑
k=1

E(|Xk|I{|Xk|6ak}). (5.11)

Èç (5.2) è ëåììû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî
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∞∑
n=1

1

an
E(|Xn|I{|Xn|6an}) 6

∞∑
n=1

1

an

∫ an

0

P (|Xn| > x) dx 6

6
∞∑
n=1

1

an

∫ [an]+1

0

P (|Xn| > x) dx 6 C1 + C
∞∑
n=1

1

[an] + 1

∫ [an]+1

0

P (|Xn| > x) dx 6

6 C1 + C
∞∑
n=1

∞∑
j=[an]+1

1

j2

[an]+1∑
k=1

∫ k

k−1
P (|Xn| > x) dx 6

6 C1 + C
∞∑
n=1

∞∑
j=[an]+1

1

j2

j∑
k=1

∫ k

k−1
P (|Xn| > x) dx 6

6 C1 + C

∞∑
j=1

∑
n:an6j

1

j2

j∑
k=1

∫ k

k−1
P (|Xn| > x) dx 6

6 C1 + C

∞∑
j=1

j∑
k=1

1

j2−p

∫ k

k−1

∑
n:an6j

P (|Xn| > x)

jp
dx 6

6 C1 + C

∞∑
j=1

j∑
k=1

1

j2−p

∫ k

k−1
G(x) dx 6

6 C1 + C

∞∑
k=1

∞∑
j=k

1

j2−p
k1−p

∫ k

k−1
xp−1G(x) dx 6

6 C1 + C

∞∑
k=1

k1−p
∫ k

k−1
xp−1G(x) dx

∞∑
j=k

1

j2−p
6

6 C1 + C
∞∑
k=1

∫ k

k−1
xp−1G(x) dx = C1 + C

∫ ∞
0

xp−1G(x) dx <∞. (5.12)

Èç (5.11), (5.12) è ëåììû Êðîíåêåðà (ëåììà 1.8) ñëåäóåò (5.10).

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü (5.9), ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Y +
n }∞n=1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1.7.

Èç óñëîâèÿ (5.4) è ñîîòíîøåíèÿ (5.10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{Y +
n }∞n=1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.10) è (1.12) ñîîòâåòñòâåííî.

Èç (5.2) è ëåììû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî
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∞∑
n=1

DY +
n

a2n
6

∞∑
n=1

E
(
X2
nI{|Xn|6an}

)
a2n

6
∞∑
n=1

1

a2n

∫ a2n

0

P (|Xn| > x1/2) dx =

= 2
∞∑
n=1

1

a2n

∫ an

0

yP (|Xn| > y) dy 6 2
∞∑
n=1

1

a2n

∫ [an]+1

0

yP (|Xn| > y) dy 6

6 C1 + C
∞∑
n=1

∞∑
j=[an]+1

1

j3

[an]+1∑
k=1

∫ k

k−1
yP (|Xn| > y) dy 6

6 C1 + C
∞∑
n=1

∞∑
j=[an]+1

1

j3

j∑
k=1

∫ k

k−1
yP (|Xn| > y) dy 6

6 C1 + C

∞∑
j=1

∑
n:an6j

1

j3

j∑
k=1

∫ k

k−1
yP (|Xn| > y) dy 6

6 C1 + C

∞∑
j=1

j∑
k=1

1

j3−p

∫ k

k−1
y

∑
n:an6j

P (|Xn| > y)

jp
dy 6

6 C1 + C

∞∑
j=1

j∑
k=1

1

j3−p

∫ k

k−1
yG(y) dy 6 C1 + C

∞∑
k=1

∞∑
j=k

1

j3−p

∫ k

k−1
yG(y) dy 6

6 C1 + C

∞∑
k=1

k2−p
∫ k

k−1
yp−1G(y) dy

∞∑
j=k

1

j3−p
6 C1 + C

∞∑
k=1

∫ k

k−1
yp−1G(y) dy =

= C1 + C

∫ ∞
0

yp−1G(y) dy <∞.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Y +
n }∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåì-

ìû 1.7 è, ñëåäîâàòåëüíî, (5.9) âûïîëíåíî. Èç (5.8), (5.9) è (5.10) ñëåäóåò (5.7).

Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

S∗∗n
an
→ 0 ï.í. (5.13)

Èç (5.7) è (5.13) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè ïîðÿäêà p ïðè íåêîòîðîì ïîëî-
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æèòåëüíîì p < 1, {an}∞n=1 � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (5.1). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.2)

è (5.3). Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (5.6).

Åñëè â ñëåäñòâèè 5.2 ïîëîæèòü an = n1/p äëÿ âñåõ n > 1 è íåêîòîðîãî

ïîëîæèòåëüíîãî p < 1, òî ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü {Xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè ïîðÿäêà p ïðè íåêîòîðîì ïîëî-

æèòåëüíîì p < 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∫ ∞
0

xp−1G(x) dx <∞, ãäå G(x) = sup
n>1

∑n
k=1 P (|Xk| > x)

n
(5.14)

è

∞∑
n=1

P (|Xn| > n1/p) <∞. (5.15)

Òîãäà

Tn
n1/p

→ 0 ï.í.,

ãäå Tn =
∑n

k=1 |Xk|.

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû è E|X1|p <∞, 0 < p < 1, óñëîâèÿ (5.14) è (5.15) âûïîëíåíû.

Äåéñòâèòåëüíî,

∞∑
n=1

P (|Xn| > n1/p) =
∞∑
n=1

P (|X1| > n1/p) 6 E|X1|p <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (5.15) âûïîëíåíî.

Äàëåå, G(x) = supn>1

∑n
i=1 P (|Xi|>x)

n = P (|X1| > x) äëÿ ëþáîãî x > 0, ïîýòîìó â

ñèëó ëåììû 1.9
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∫ ∞
0

xp−1G(x) dx =

∫ ∞
0

xp−1P (|X1| > x) dx =
1

p
E|X|p <∞.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (5.14) òàêæå âûïîëíåíî.
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