
Отзыв на диссертационную работу П.В.Губкина
“К спектральной теории операторов Дирака

с квадратично суммируемыми потенциалами”,
представленную на соискание ученой степени

Кандидата физико-математических наук по специальности 1.1.1. –
Вещественный, комплексный и функциональный анализ.

Спектральная теория обыкновенных дифференциальных уравнений и си-
стем второго порядка была в центре внимания многих известных математи-
ков еще в 19 веке. Критическая масса знаний, накопленных этой отраслью
науки, включающей и теорию рассеяния, среди прочего привела к быстрому
успеху в теории солитонов, одного из самых значительных открытий физики
и математики 20 века.

В диссертации П.В. Губкина рассматриваются вопросы характеризации
спектральных данных, относящиеся к системам ОДУ 2-го порядка на полу-
оси: Дирака и Крейна (эквивалентным друг другу), а также несколько более
общим т.н. гамильтоновым каноническим системам (их точный смысл другой,
чем в классической механике). Немного отдельно от основной части диссер-
тации стоит последняя глава 6, в которой исследуется устойчивость алгорит-
ма Шура решения дискретизированного нелинейного уравнения Шредингера
(НУШ), т.н. цепочки Абловица-Ладика (АЛ). При этом рассматривается в
завуалированной форме еще одна знаменитая система, Захарова-Шабата.

Перейдем к краткому изложению и обсуждению содержания и основных
результатов работы.

В первой главе фиксированы обозначения, связанные с системами Дирака
и Крейна и дан обзор методов исследования и результатов о спектральных ха-
рактеристиках этих уравнений, полученных ранее М.Крейном, Б.Левитаном,
Л.Сахновичем, Б.Саймоном, М.Крайстом, А.Киселевым, С.Денисовым, Р.Бес-
соновым и другими авторами. Также излагаются классические результаты
о функциях Кристоффеля и ортогональных многочленах, определяемых по
мере на едининой окружности. Подробно разбирается статья М.Крейна 1955
года о параллелях между решениями систем Крейна и ортогональными мно-
гочленами на единичной окружности. Далее излагаются работы Р.Бессонова
и С.Денисова 2020-2021 гг. об энтропии гамильтоновых канонических систем.

Во второй главе автор диссертации доказывает Теорему 2.1, являющуюся



вспомогательным результатом для исследования систем Дирака с быстроос-
циллирующими потенциалами в Главах 4 и 5. Она позволяет оценить сложно
определяемую энтропийную функцию, связанную с уравнением Дирака, в
терминах его более простой характеристики – первообразной потенциала.

В третьей главе автор доказывает одну из гипотез А.Тепляева, обнаружив-
шего ошибку в основополагающей работе М.Крейна 1955 г. Речь идет о схо-
димости компоненты P∗(t, λ) решения системы Крейна при большом времени
t к обратной функции Сеге Π(λ), определяемой спектральной мерой этой си-
стемы. Характер этой сходимости не столь прямолинейный, как предполагал
М.Крейн. В частности, автор доказывает (Теорема 3.1), что в частном слу-
чае системы с вещественным коэфициентом a(t) есть сходимость в среднем
по большому интервалу времени T → ∞:

1

T

∫ T

0

P∗(t, λ)dt → Π(λ)

Здесь спектральный параметр λ лежит в верхней полупоскости. На границе
же имеется предельное соотношение (Теорема 3.2)

1

T

∫ T

0

|P∗(t, x)|2dt → |Π(x)|2, x ∈ R.

при комплексном локально интегрируемом коэффициенте a(t). Эти два утвер-
ждения на взгляд оппонента и являются основным результатом диссертации.

В главе 4 рассматриваются операторы Дирака с быстро осциллирующими
коэффициентами. Основное утверждение этого раздела – Теорема 4.1: экспо-
ненциальное убывание функции энтропии системы Дирака влечет голоморф-
ное продолжение обратной функции Сеге Π(λ) из верхней полуплоскости в
полосу нижней полуплоскости и одновременно мероморфное продолжение
функции Вейля m(λ) в эту же полосу. Ширина полосы не менее четверти
показателя экспоненты, описывающей затухание. Оценки энтропийной функ-
ции, полученные в главе 2, показывают, что ее затухание может быть вызвано
не только затуханием потенциала на бесконечности, но и его быстрыми ос-
цилляциями. В известном смысле Теорему 4.1 можно обратить: максималь-
ная ширина полосы аналитического продолжнеия обратной функции Сеге
связана двусторонними оценками с максимальным показателем экспоненци-
ального убывания функции энтропии (Теорема 4.2). Данные результаты яв-
ляются непрерывными аналогами известных утверждений об ортогональных



многочленах на окружности: теоремы Бакстера об убывании коэфициентов
Верблунского, теоремы Невая-Тотика и др.

Глава 5. Сверхэкспоненциальное убывание энтропии дает существование
мероморфного продолжения функции Вейля системы Дирака в нижнюю по-
луплоскость. Это позволяет корректно определить резонансы оператора не
только в случае финитных или быстроубывающих потенциалов, но и в слу-
чае быстро осциллирующих. Основная теорема 5.1 этого раздела позволяет
восстановить оператор Дирака по его резонансам при сверхлинейном убыва-
нии логарифма от функции энтропии.

В последней 6 главе рассматривается цепочка Абловица-Ладика – интегри-
руемая дискретизация дефокусирующего нелинейного уравнения Шрединге-
ра с керровской нелинейностью. Для приведения к используемому в работе
виду дополнительно сделано калибровочное преобразование. Автор предла-
гает новый вычислительный алгоритм приближенного решения задачи дина-
мики для цепочки АЛ, отличный от стандартного метода обратной задачи
рассеяния, хотя и идейно близкий. Прямым вычислением с использованием
дискретного аналога системы Захарова-Шабата (модифицированного с уче-
том калибровки) строится функция класса Шура, коэффициенты рекурсии
которой и являются начальными данным цепочки, на которые предполагают-
ся выполнеными ряд ограничений. Эта функция домножается на зависящий
от времени полиномиальный пропагатор простого вида и далее вычисляются
коэффициенты рекурсии алгоритма Шура, которые перерабатываются в при-
ближенное решение динамической задачи для цепочки АЛ. Несмотря на име-
ющиеся вопросы (см. ниже), в целом это интересный вычислительный под-
ход, основанный на использовании функциональных свойств интегрируемой
системы. К тому же этот метод избегает решения обратной задачи рассеяния
с использованием не очень устойчивых процедур типа решения уравнений
ГЛМ.

К работе имеется ряд замечаний, в основном редакционного характера и
не влияющих на общую положительную оценку работы.

1. Нет четкого соответствия между положениями, выносимыми на защиту
и утверждениями (теоремами), установленными в диссертации.

2. Автор неоднократно делает утверждения относительно некоторых по-
нятий, определяемых существенно позднее, что затрудняет чтение работы.
См. например §1.2 на стр. 18: “P∗ сходится к Π” , причем само Π определено
только в §1.4. Или пространство X используется на стр. 115, а определяется




