
отзь1в оФициАльного оппонЕнтА
на диссертацию НИКОЛАЕВА АРТЕМА КОНСТАНТИНОВИЧА «Обобщённые
процессы  Леви  и  связанные  с  ними  операторы»   на  соискание  ученой  степе-
ни  кандидата  физико-математических  наук  по  специальности   1,1,4  -  теория
вероятностей и математическая статистика,

В диссертации Артёма Николаева рассматриваются процессы Леви, понимаемые
в обобщенном смысле,  что означает, что,  во-первых, одномерные распределения
этих процессов не являются вероятностными мерами,  а, во-вторых, обобщенные
процессы на пространстве своих траекторий порождают меру только на алгебре
цилиндрических множеств и не могут быть продолжены на сигма-алгебру, порож-
денную цилиндрическими множествами, Такие обобщенные процессы порождают
полугруппы операторов, но генераторы этих полугрупп не удовлетворяют прин-
ципу максимума

Впервые такие  конечно-аддитивные  меры  на пространстве траекторий  изуча-
лись в работах Ю,Л.далецкого, С.Маццукки, А.Лашаля, Э.Орсингера и др.  Раз-
витая  этими  авторами  теория  получила  название  теории  псевдо-процессов.  Эта
теория напоминает теорию обычных стохастических процессов, но у нее есть су-
щественное отличие - в этой теории полностью отсутствует понятие вероятности.

диссертантом используется другой подход, развитый в работах Н.В. Смороди-
ной, М.М.Фаддеева, М.В.Платоновой и П.Н,Иевлева, основанный на использова-
нии теории обобщенных функций, и позволяющий свести вычисление по конечно-
адцитивной невероятностной мере к вычислению обычных математических ожи-
даний функционалов от некоторых процессов. Основная идея состоит в том, что
распределение случайной величины € понимается не как образ вероятностной ме-
ры  Р,  а как  образ  обобщенной  функции.  Именно,  распределение случайной  ве-
личины € определяется как на линейный функционал  €Р действующий на проб-
ную функцию  ф  по  правилу  (€Р,qo)  =  Е(Ву7)(€),  где  В  -некоторый линейный
оператор.  Если  В  -  тождественный  оператор,  то  €Р  есть  обычное  распределе-
ние случайной величины €. Если же В отличен от тождественного оператора, то
€Р, вообще говоря, уже не является вероятностной мерой.  Определённый таким
образом объект  €Р - распределение случайной  величины  в смь1сле обобщённых
функций определяется не только случайной величиной  € и вероятностной мерой
Р, но также и оператором В.

В диссертации Артема Николаева рассматриваются два класса обобщенных про-
цессов Леви. Первый класс процессов это обобщенные процессы Коши. Одномер-
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где О - положительная константа, а m - натуральное число. Эта функция явля-'
ется ха,рактеристической функцией распределения Кошй  при  m  = 0,  а при всех
положительных m ей соответствует знакопеременная плотность.
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Способ сведения вь1числения интеграла по знакопеременной мере к вычислению
математического ожидания зависит от четности числа m.

При чётных m (m = 2k)  в качестве оператора В берется специальным образом
подобранный оператор свертки с быстро осциллирующей функцией h:(z). Именно,
при всех € > О на функциях класса L2(R) определяется операторная полугруппа

[р€с р,(z,  -Е[(р * h:)(а, + `€(с))],

где функция h:(g) -семейство быстро осциллирующих функций, явно заданное
своим преобразованием Фурье а €Е(t) -сложный пуассоновский процесс, заданный

!

в виде стохастического  интеграла  €е(±)  =  /   /   аw(ds,dэ)  по пуассоновской слу-
0   'зI>е

чайной мере у(ds, dz) с интенсивностью ЕZ(ds, dz) = #8g При m = О функция
h:(3;) есть просто дельта-функция дирака„ а

[р`ф] (я,) -!i+ц;[р€'ф] (z) -Е[ф(z + `o(t))]

совпадает с полугруппой, порожденной процессом Коши,
При нечетных  m полугруппа Ре! определяется более сложнь1м образом с  при-

влечением комплексной переменной и проекторов Рисса.
Такой подход дал возможность построить вероятностную аппроксимацию реше-

ния эволюционного уравнения, содержащего в правой части оператор свертки с
обобщенной функцией  |#|-2m-2 в виде предела математических ожиданий функ-
ционалов  от  сложного  пуассоновского  процесса  и  оценить  скорость  сходимости
допредельного выражения к предельному в метрике пространств Соболева.

При ± = 1 получа,ется объект, который является естественным обобщением рас-
пределения Коши, ему соответствует индекс устойчивости  2m + 1,

В диссертации доказаны также предельные теоремы о сходимости нормирован-
нь1х сумм независимых одинаково распределенных случайных величин со степен-
ной асимптотикой хвостового распределения к обобщенному распределению Ко-
ши.

Во второй главе диссертации рассматривается другой обобщенный процесс Ле-
ви, - стандартный винеровский процесс, умноженный на комплексную константу
сг,  удовлетворяющую  условию  о  <  агg(сг)  <  7т/4.  Здесь  распределение  сгш(t)  по-
нимается как обобщенная функция,  которая на основную функцию  q9 из класса
Пэли-Винера  действует  как  Еq9(сгш(t)).  Заметим,  что  сгtu(t)  подставляется  не  в
саму функцию у7, а в ее аналитическое продолжение, т.е. в данном случае опера-
тор  В есть  просто аналитическое  продолжение.  В  качестве  распределения здесь
возникает  комплекснозначная  мера  на  вещественной  прямой,  соответствующая
аналитическому продоля€ению плотности нормального закона по дисперсии. При
сг = еС7Г/4 получается фундаментальное решение нестационарного уравнения Шрё-
дингера  (без потенциала). для такого процесса строится аналог локального вре-
мени. Построение этого аналога достаточно сложно, оно связано с нахождением
подходящей  регуляризации  расходящегося  интеграла  /o± еtОР"'(7-) d7-,  который  при
вещественных сг является сходящимся и совпадает с преобразованием Фурье бро-
уновского локального времени,
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Построенный таким образом аналог броуновского локального времени  m(t, я;)
наследует ряд свойств броуновского локального времени. Например, как и в веще-
ственном случае, функция t4(t, я;) = Е/ * m(t, z) является единственным решением
уравнения Эш -gЭ3зu = /(а;),  t4(0, z) = 0.

В третьей главе диссертации решается задача построения семейства случайных
интегральных операторов в пространстве  L2(R2), которые давали бы вероятност-
ное представление резольвенты двумерного оператора Шрёдингера  7t  =  -±д +
V(я;), в предположении, что функция V неотрицательна, непрерывна, и огра,ниче-
на„  Кроме того,  предполагается,  что  V(z) = О(||я;||-"),  cr > 2 при  ||z||  i схэ,

В размерности 1 соответствующие ре3ультаты получены в работах  И.А.  Ибра-
гимова, Н.В.Смородиной и М.М.Фаддеева. В упомянутых работах использовалась
формула Фейнмана-Каца, йз которой следует, что резольвента оператора 7J допус-
кает представление в виде потраекторного усреднения случайного оператора

Ал .. f г-
сх)

/о елт  f (щ(т)) е-f оТ  V(wт(s)) ds dт,

где через ttз(7-) -винеровский процесс, удовлетворяющий условию wg(0) = я;. да-
лее показывалось, что с вероятностью единица оператор  Лл является интеграль-
нь1м оператором и изучались свойства его ядра.

Такой подход невозможно реализовать в размерности два так как траектория
двумерного винеровского процесса заметает на плоскости множество нулевой ле-
беговой меры, соответственно, оператор Лл не может быть продолжен до непре-
рывного оператора в L2(R2).

В диссертации Артема Николаева построено другое семейство случайных опе-
раторов 7Зi, усреднение которого также дает вероятностное представление резоль-
венты оператора 7+, но, в отличие от вышеупомянутого представления, операторы
этого семейства с вероятностью единица допускают продолжение до ограниченных
интегральных операторов в  L2(R2).

Отдельно рассмотрен случай V = 0. В этом случае соответствующий случайный
оператор был построен как оператор типа свертки  и было найдено явное выра-
жение для  преобразования  Фурье ядра.  В  случае  когда функция  V отлична от
тождественного нуля, для построения ядра использовались обобщенные собствен-
ные функции непрерывного спектра оператора  7{ и отвечающее им обобщенное
преобразование Фурье.

В  диссертации  получены  новые  интересные  результаты  в  теории  случайных
процессов. Работа хорошо структурирована, все используемые в основном тексте
утверждения,  не  относящиеся  к  теории  вероятностей,  вынесены  в  приложение.
Следует отдельно отметить широкий математический кругозор автора диссерта-
ции.  Артем Николаев активно владеет не только вероятностными методами,  но
также показывает хорошее знакомство с теорией операторов и и математической
теорией рассеяния.

Автореферат правильно отражает содержание диссертаiіии.
В диссертации был обнаружен ряд несущественных опечаток, которые не стоят

упоминания.  Отметим  только,  что  следовало бы  указать,  что для  того,  чтобы
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функция "(€, 2;) = Е/ * m(t, с) являлась бы решением уравнения (2.25)  (стр.73) не
нужно требовать выполнения условий  1-6 теоремы  2.5.  Эти условия появляются
только в случае t = оо.

Подчеркну, что указанное замечание являются техническими и не умаляют 3на-
чимости диссертационного исследования.

Считаю,  что диссертационная  работа А.К.Николаева  «Обобщённые  процессы
Леви и связанные с ними операторы» удовлетворяет требованиям, предъявляемым
к диссертациям на соискание ученой степени кандидата физико-математических
наук  по  специальности  1.1.4  -  «Теория  вероятностей  и  математическая  стати-
стика»„ а ее автор, НИКОЛАЕВ АРТЕМ КОНСТАНТИНОВИЧ, несомненно за-
служивает присуждения ему ученой степени кандидата физико,математических
наук.
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