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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðàçâèòèå òåîðèè ôóíêöèé ïîáóäèëî ââåñòè è èçó-

÷èòü âàæíûå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû íåñâåðòî÷íîãî òèïà. Ïåð-

âûé ïðèìåð ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ðàññìîòðåë Êàëüäåðîí. Â ðàáîòå [2] äî-

êàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà Lp(R) â

ïðîñòðàíñòâî Lp(R). Ñëó÷àé ïðÿìîé îöåíêè â íîðìå Lp(R) ðàññìàòðèâàëñÿ

òàêæå â ðàáîòå [1]. Çàòåì Êîéôìàí è Ìåéåð â [3], à òàêæå Êîéôìàí, Ìàêèí-

òîø è Ìåéåð â [4] îáîáùèëè îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Êàëüäåðîíà.

Âàæíîñòü èçó÷åíèÿ ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ñâÿçàíà â ñëó÷àå ïðÿìîé è ñ

îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê îöåíêå èíòåãðàëà òèïà Êîøè

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ

äëÿ êðèâûõ Γ, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôèêàìè ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

Ëèïøèöà, õîòÿ âïåðâûå òàêàÿ îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà Êàëüäåðîíîì [5] áåç

ïðèìåíåíèÿ êîììóòàòîðîâ.

Àíàëîãè êîììóòàòîðîâ Êàëüäåðîíà äëÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè áûëè

îïðåäåëåíû â ðàáîòå [6], â íåé æå áûëà äîêàçàíà îãðàíè÷åííîñòü ýòèõ îïåðà-

òîðîâ â íîðìå Lp(C), 1 < p < ∞. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå îïåðàòîðû îãðà-

íè÷åíû è âî âñåõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp(ω) ñ âåñîì ω, óäîâëåòâîðÿþùèì

íà ïëîñêîñòè óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà Ap. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ îöåíêè íåêîòîðûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñïåöèàëüíîãî

âèäà.

Öåëü ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âîïðîñà îãðàíè-

÷åííîñòè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, àíàëîãè÷íûõ êîììóòàòî-

ðàì Êàëüäåðîíà, íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp(ω)

ñ âåñîì ω, óäîâëåòâîðÿþùèì íà ïëîñêîñòè óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ñèëüíûå ðåçóëüòàòû

ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà � îöåíêè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ âåñàìè, óäîâëå-

3



òâîðÿþùèìè óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà, à òàêæå ïðèåìû àíàëèçà ðàçðàáîòàííûå

àâòîðîì, ïîçâîëÿþùèå âîñïîëüçîâàòüñÿ èìåþùåéñÿ òåîðèåé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ïîëó÷åíû âåñîâûå îöåíêè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè äëÿ âåñîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà. Ïðè

ýòîì ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû îêàçûâàþòñÿ íåñâåðòî÷íîãî òè-

ïà, ÷òî èñêëþ÷àåò ïîëó÷åíèå äëÿ íèõ îöåíêè â L2 ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íî-

âûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Åå ìåòîäû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äðóãèõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ

ñ îöåíêîé ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, àíàëîãè÷íûõ êîììóòàòî-

ðàì Êàëüäåðîíà, íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå ïî

òåîðèè îïåðàòîðîâ è êîìïëåêñíîìó àíàëèçó â ÏÎÌÈ ÐÀÍ â 2013 ãîäó.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû 3 ðàáîòû â æóðíàëå

èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è

÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 11 ïàðàãðàôîâ, èçëîæåíà íà 57 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê

ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 9 íàçâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîììóòàòîðîâ Êàëüäåðîíà íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Lp(ω). Ãëàâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [6] íà ñëó÷àé âåñà, óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü V (z) � êîì-

ïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëå-
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òâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

|V (z)− V (ζ)| ≤ w|z − ζ|, ãäå z, ζ ∈ C. (∗)

Âåñ ω ≥ 0, îïðåäåëåííûé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, íàçûâàþò óäîâëåòâî-

ðÿþùèì óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà Ap, 1 < p < ∞, åñëè äëÿ ëþáîãî êðóãà B

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

 1

|B|

∫
B

ωdσ

 1

|B|

∫
B

ω− 1
p−1dσ

p−1

≤ c0,

ãäå σ � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà, |B| � ïëîùàäü B, c0 = c0(ω).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

T ∗
nf(z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f(ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå σ(ζ) � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà â C, f ∈ Lp(ω).

Ôèêñèðóåì δ > 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç ε(z) èçìåðèìóþ ôóíêöèþ íà C, äëÿ

êîòîðîé ε(z) ≥ δ. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû:

Tn,ε(·),δf(z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f(ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ),

Lλ,ε(·),δf(z) =
∞∑
n=0

(n+ 1)λnTn,ε(·),δf(z),

ãäå λ � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, |λ| < 1
w
, w âçÿòî èç óñëîâèÿ (∗).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ îöåíêà

∫
C

∣∣Lλ,ε(·),δf(z)
∣∣p ω(z)dσ(z) ≤ b(p, c0, |λ|)

(1− |λ|w)2p

∫
C

|f(z)|pω(z)dσ(z).
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Âòîðîé ïàðàãðàô ñîäåðæèò ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 1 è åå äîêàçàòåëüñòâî,

îñíîâàííîå íà ñâÿçè ìåæäó îïåðàòîðàìè Tn,ε(·),δ è Lλ,ε(·),δ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò

îöåíèòü ñíà÷àëà Tn,ε(·),δ, à ïîòîì è T ∗
n ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫
C

(T ∗
nf)

pωdσ

 1
p

≤ b(p, n)wn

∫
C

|f |pωdσ

 1
p

.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê îöåíêå îïå-

ðàòîðîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ïóñòü ω � âåñ íà ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà,

V (z) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ (∗), f ∈ Lp(ω). Äëÿ öåëîé ôóíêöèè

F (z) = a0 +
∞∑
n=1

anz
n ðàññìîòðèì îïåðàòîð

P ∗
Ff(z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

F

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)
f(ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣
è åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé

P ∗f(z) = sup
ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

ec
V (ζ)−V (z)

ζ−z
f(ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ .

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥P ∗
Ff∥p,ω ≤ 2M(2w)C1A∥f∥p,ω,

ãäå M(2w) = max
|z|=2w

|F (z)|.
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Ñëåäñòâèå. Äëÿ îïåðàòîðà P ∗ âåðíî

∥P ∗f∥p,ω ≤ 2C2A∥f∥p,ω.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ Pε è

PF,ε, îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

PF,εf(z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

F

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)
f(ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ),

Pεf(z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

ec
V (ζ)−V (z)

ζ−z
f(ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ).

Òðåòèé ïàðàãðàô çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåí-

êè äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ:

∥PF,εf∥p,ω ≤ M(2w)C1A∥f∥p,ω,

∥Pεf∥p,ω ≤ C2A∥f∥p,ω.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðîèñõîäèò îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ êîììóòàòîðà Êàëüäåðîíà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé äâóõ ôóíêöèé V1(z) è V2(z),

òàêèõ, ÷òî V2 = V 1. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ íîâîãî îïåðàòîðà

S∗
nf(z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

|V (ζ)− V (z)|2n

(ζ − z)2n
f(ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
äëÿ êîòîðîãî ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà 3 ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêîé

∥S∗
nf∥p,ω ≤ b1n

3
2∥f∥p,ω.
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Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû

Sn,εf(z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

|V (ζ)− V (z)|2n

(ζ − z)2n
f(ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ),

Mf,ε(λ, µ)(z) =

=

∫
|ζ−z|>ε(z)

f(ζ)dσ(ζ)(
(ζ + λV (ζ) + µV (ζ))− (z + λV (z) + µV (z))

)2 ,
à òàêæå äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà

∫
C

|Mf,ε(λ, µ)(z)|p ω(z)dσ(z) ≤

≤ b(p, c0, |λ|)n2p4p
∫
C

|f(z)|pω(z)dσ(z).

Òðåòèé ïàðàãðàô ñîäåðæèò çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 îñíî-

âàííîå íà ñâÿçè ìåæäó îïåðàòîðàìè Sn,ε è Mf,ε(λ, µ), êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîëó÷åíèÿ îöåíîê äëÿ Sn,ε è S∗
n.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïîëó÷àåò äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåÿ îáîáùåíèÿ êîììó-

òàòîðîâ Êàëüäåðîíà íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ôóíêöèé Vj(z).

Ïåðâûé ïàðàãðàô îïèñûâàåò ñèòóàöèþ ñ ÷åòûðüìÿ ôóíêöèÿìè, óäîâëå-

òâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèþ

|Vj(z)− Vj(ζ)| ≤ |z − ζ|, 1 ≤ j ≤ 4.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð áóäåò èìåòü âèä

U ∗
nf(z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
V1(ζ)− V1(z)

ζ − z

)n(
V2(ζ)− V2(z)

ζ − z

)n

×
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×
(
V3(ζ)− V3(z)

ζ − z

)n(
V4(ζ)− V4(z)

ζ − z

)n
f(ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣.
Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ íîðìû U ∗

n ñ ïîìîùüþ ðàñ-

ñìîòðåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4) è Un,ε ñâÿçàííûõ

ñ U ∗
n. Åñëè îöåíêà äëÿ Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4) ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç òðåòüåé

ãëàâû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ Un,ε ñôîðìóëèðîâàíû â êà÷åñòâå

ëåììû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé âûíåñåíî â îòäåëüíûé ïàðàãðàô. Äàëåå ôîð-

ìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 4 äëÿ îïåðàòîðà U ∗
n ñ îöåíêîé

∥U ∗
nf∥p,ω ≤ b1(p, c0)n

5
2 log(n+ 1)∥f∥p,ω.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ëåììû äëÿ Un,ε.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò èìååò âèä

∥Un,εf∥p,ω ≤ b1
2
n

5
2 log(n+ 1)∥f∥p,ω

è ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ñâÿçè ìåæäó îïåðàòîðàìè Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4) è

Un,ε.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå îïèñûâàþòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè äëÿ ðàíåå èçó÷åííûõ

îïåðàòîðîâ. Ïîñëå íåñêîëüêèõ òðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ áî-

ëåå ñëîæíûå ñèòóàöèè äëÿ ôóíêöèé V (z) = ei|z| èW (z) = ei|V (z)|, íî íàèáîëåå

èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëó÷àé Vj(z) = r1+i
Ej

(z), ãäå Vj îïðåäåëåíû íà çà-

ìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ Ej ìåðû íîëü (E2 = E1, E4 = E3), rE(z) = dist(z;E).

Òîãäà ïðè óñëîâèè

V1(z) = r1+i
E1

(z), V2(z) = V 1(z), V3(z) = r1+i
E3

(z), V4(z) = V 3(z)

îöåíêè äëÿ îïåðàòîðîâ U ∗
n è S∗

n âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥U ∗
nf∥p,ω ≤ b1(p, c0)3

2nn
5
2 log(n+ 1)∥f∥p,ω,
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∥S∗
nf∥p,ω ≤ b2(p, c0)3

nn
3
2 log(n+ 1)∥f∥p,ω.

Çàâåðøàåò ðàáîòó ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ

V (z) = r(z)1+iφ(r(z)),

ãäå r(z) = dist(z;E), E � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ìåðû íîëü, φ(a) âåùåñòâåí-

íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

|φ(a)| ≤ C1, a|φ′(a) log a| ≤ C2, a > 0.

Â ýòîé ñèòóàöèè îöåíêà äëÿ S∗
n ïðèìåò âèä

∥S∗
nf∥p,ω ≤ b3(p, c0)C

2n
3 n

3
2 log(n+ 1)∥f∥p,ω,

ãäå C3 =
√
1 + (C1 + C2)2.
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