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Введение

Актуальность темы. Обозначим через Ω пространство Скорохода непре­
рывных справа и имеющих пределы слева функций из [0,∞) в R, а через ℱ
– его борелевскую 𝜎-алгебру. Процессом Леви называется случайный процесс
(𝜉(𝑡), 𝑡 ⩾ 0), заданный на вероятностном пространстве (Ω,ℱ ,P) и удовлетво­
ряющий следующим свойствам:

1. P{𝜉(0) = 0} = 1.
2. Для любой пары 𝑠, 𝑡 ∈ [0,∞), 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡, случайные величины 𝜉(𝑡)−𝜉(𝑠),
𝜉(𝑡− 𝑠) одинаково распределены.

3. Для любого набора 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ [0,∞), 0 ⩽ 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑛−1 < 𝑡𝑛,
случайные величины 𝜉(𝑡𝑛)−𝜉(𝑡𝑛−1), . . . , 𝜉(𝑡2)−𝜉(𝑡1), 𝜉(𝑡1) независимы.

Процесс (𝜉(𝑡)) естественным образом порождает семейство случайных
неотрицательных мер {𝜇𝑡}𝑡⩾0, называемых мерами пребывания.

Пусть 𝑡 ⩾ 0. Следующие два свойства эквивалентны друг другу и явля­
ются характеристическими для меры 𝜇𝑡.

– Для любой ограниченной, измеримой по Борелю функции 𝑓

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 =

∫︁
R

𝑓(𝑦)𝜇𝑡(𝑑𝑦). (1)

– Для любого борелевского множества Γ ⊂ R

𝜇𝑡(Γ) = 𝜆1
(︀
{𝜏 ∈ [0, 𝑡] | 𝜉(𝜏) ∈ Γ}

)︀
,

где 𝜆1 – мера Лебега на R.
Локальным временем до момента времени 𝑡 процесса (𝜉(𝜏)) называется

производная Радона–Никодима меры 𝜇𝑡 относительно меры Лебега 𝜆1, если
только 𝜇𝑡 абсолютно непрерывна относительно 𝜆1. Значение в точке 𝑥 локаль­
ного времени до момента 𝑡 обозначается через 𝐿(𝑡, 𝑥).

Настоящая работа посвящена исследованию предельных свойств функ­
ционалов от локальных времён процессов Леви. В ней рассматривается од­
ноточечное штрафование процесса Леви с положительным коэффициентом,
обобщённое локальное время процесса Леви и аппроксимация резольвенты ге­
нератора процесса Леви. Опишем каждую из задач.
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Задача штрафования. Рассмотрим случайный процесс (𝑋(𝑡), 𝑡 ⩾ 0),
заданный на вероятностном пространстве (Ω𝑋 ,ℱ𝑋 ,P𝑋) с канонической филь­
трацией {ℱ𝑋

𝑡 }𝑡⩾0. Также рассмотрим ℱ𝑋
𝑡 -адаптированный неотрицательный

случайный процесс (𝐺(𝑡), 𝑡 ⩾ 0), такой, что 0 < E𝐺(𝑡) <∞ при любом 𝑡 ⩾ 0.
Задача штрафования заключается в исследовании предельных свойств се­

мейства мер {Q𝑋
𝑡 }𝑡⩾0, задаваемого формулой

Q𝑋
𝑡 (Γ𝑡) =

E1Γ𝑡
𝐺(𝑡)

E𝐺(𝑡)
, Γ𝑡 ∈ ℱ𝑋

𝑡 .

Процесс (𝐺(𝑡)) часто задаётся как функционал от траекторий случайного
процесса (𝑋(𝜏), 0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡) и имеет смысл штрафа, вводимого на простран­
стве траекторий процесса (𝑋(𝑡)). Неформально говоря, чем меньше значение
функционала на данной траектории – тем менее «вероятной» она является.

Задача штрафования была впервые сформулирована и рассмотрена для
винеровского процесса (𝑤(𝑡), 𝑡 ⩾ 0) в цикле работ Б. Руанетта, П. Валуа и
М. Йора (см. [1], [2], [3]). В частности, ими было рассмотрено семейство штра­
фующих мер {Q𝑡}𝑡⩾0, задаваемое формулой

Q𝑡(𝑑𝜔) =
𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)

E𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)
P𝑡(𝑑𝜔), (2)

где P𝑡 – распределение процесса (𝑤(𝜏), 0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡), 𝜇 < 0, 𝑎 ∈ R.
Значение локального времени 𝐿(𝑡, 𝑥 − 𝑎) определяется тем, как часто

траектория (𝑤(𝜏), 0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡) оказывается в окрестности точки 𝑎. Поэтому
штрафование вида (2) поощряет уклонение траектории от 𝑎. Мы назовём такую
постановку задачи одноточечным штрафованием с отрицательным коэффици­
ентом.

В работе [4] С. Такеда и К. Яно изучили штрафование семейством (2)
процессов Леви, обладающих локальным временем. В работе [5] К. Иба и К. Яно
изучили штрафование вида

Q𝑡(𝑑𝜔) =
𝑒𝜇1𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)+𝜇2𝐿(𝑡,𝑥−𝑏)

E𝑒𝜇1𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)+𝜇2𝐿(𝑡,𝑥−𝑏)
P𝑡(𝑑𝜔),

где 𝜇1, 𝜇2 < 0, 𝑎, 𝑏 ∈ R, для тех же процессов.
Такое штрафование “отталкивает” траектории уже от двух точек 𝑎 и 𝑏.

Впоследствии в работе [6] К. Иба рассмотрел отталкивание траекторий от произ­
вольного конечного набора точек пространства. Мы назовём такую постановку
задачи многоточечным штрафованием с отрицательными коэффициентами.
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Одноточечное штрафование (2) с положительным коэффициентом, то
есть при 𝜇 > 0, имеет смысл притяжения к заданной точке пространства. В
настоящей работе мы изучаем именно такое штрафование.

Ключевым шагом в решении задачи является построение оператора, име­
ющего смысл возмущения генератора процесса (𝜉(𝑡)) (см. определение на с. 6)
дельта-потенциалом. Ранее оператор такого вида был построен в [7] для устой­
чивых процессов.

Обобщённое локальное время. Известно (см. [8, гл. V, теор. 1]), что ло­
кальное время процесса Леви существует тогда и только тогда, когда∫︁

R

R
(︁ 1

1 + Ψ(𝑝)

)︁
𝑑𝑝 <∞, (3)

где функция Ψ – показатель Леви процесса (𝜉(𝑡)), определяемый соотношением

E𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) = 𝑒−𝑡Ψ(𝑝), 𝑡 ⩾ 0, 𝑝 ∈ R.

Если у процесса (𝜉(𝑡)) существует локальное время 𝐿(𝑡, 𝑥), равенство (1)
равносильно

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 =

∫︁
R

𝑓(𝑦)𝐿(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑦. (4)

Кроме того, последовательность функций
{︀
E
(︀
𝐿(𝑡, ·) * 𝑓

)︀}︀
𝑡⩾0

при 𝑡 → ∞ схо­
дится поточечно и в 𝐿2(R) к решению задачи

𝒜𝑢 = 𝑓 , 𝑢 ∈ 𝒟(𝒜), 𝑓 ∈ {𝑔 ∈ 𝐿2(R) | ̂︀𝑔/Ψ ∈ 𝐿2(R)}, (5)

где 𝒜 – генератор процесса (𝜉(𝑡)), 𝒟(𝐴) – его область определения.
Если же у процесса Леви не существует локального времени, то в качестве

его замены можно рассмотреть функционал вида

𝐾(𝑡, 𝑥) =

𝑡∫︁
0

𝑘(𝑥− 𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 , (6)

где 𝑘 ∈ 𝐿1(R) удовлетворяет условию, аналогичному (3). Например,∫︁
R

R
(︁ |̂︀𝑘(𝑝)|2
1 + Ψ(𝑝)

)︁
𝑑𝑝 <∞.
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В этом случае (4) приобретает вид

𝑡∫︁
0

(𝑘 * 𝑓)(𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 =

∫︁
R

𝑓(𝑦)𝐾(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑦.

для подходящей функции 𝑓 .
В настоящей работе мы рассматриваем случай, когда 𝑘 – обобщённая

функция умеренного роста. Мы вводим понятие мажорируемости одного про­
цесса Леви другим и определяем функционал (6) для мажорируемого процесса
таким образом, что последовательность функций

{︀
E
(︀
𝐿(𝑡, ·)*𝑓

)︀}︀
𝑡⩾0

при 𝑡→ ∞
сходится поточечно и в 𝐿2(R) к решению задачи (5) для генератора мажори­
рующего процесса.

Ранее в работе [9] И. А. Ибрагимов, Н. В. Смородина и М. М. Фаддеев
рассмотрели класс процессов, в некотором смысле близких к винеровскому, и
построили для них функционал вида (6), который также наследовал предель­
ные свойства локального времени винеровского процесса.

А в работах теми же авторами [10], [11] были построены и изучены близкие
по смыслу к локальному времени функционалы вида

𝑡∫︁
0

𝑞(𝑥− 𝑤(𝜏)) 𝑑𝜏 ,

где 𝑤 – стандартный винеровский процесс, а 𝑞 – удовлетворяющая некоторому
условию обобщённая функция.

Аппроксимация резольвенты генератора. Генератором процесса Леви
(𝜉(𝑡)) мы будем называть оператор 𝒜 : 𝑉 1

2 (R) → 𝐿2(R), где

𝑉 1
2 (R) = {𝑓 ∈ 𝐿2(R) |Ψ ̂︀𝑓 ∈ 𝐿2(R)},

действующий по формуле

(𝒜𝑓)(𝑥) = − 1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥Ψ(𝑝) ̂︀𝑓(𝑝) 𝑑𝑝, 𝑓 ∈ 𝑉 1
2 (R).

Своим названием оператор 𝒜 обязан тому факту, что он является гене­
ратором сильно непрерывной в 𝐿2(R) полугруппы {𝑈𝑡}𝑡⩾0, действующей по
формуле

(𝑈𝑡𝑓)(𝑥) = E𝑓(𝑥− 𝜉(𝑡)), 𝑓 ∈ 𝐿2(R).



7

В настоящей работе мы строим семейство случайных операторов, аппрок­
симирующее резольвенту генератора 𝒜.

Ранее в работе [12] И. А. Ибрагимов, Н. В. Смородина и М. М. Фадде­
ев построили семейство случайных процессов, названных резольвентными, на
основе которых предложили аппроксимацию резольвенты генератора винеров­
ского процесса.

Цели и задачи работы. Целью данной работы является исследование
предельных свойств функционалов от локальных времён процессов Леви. Клю­
чевыми задачами работы являются:

1. Исследование одноточечного штрафования процесса Леви с положи­
тельным коэффициентом.

2. Построение обобщённых локальных времён процессов Леви.
3. Построение аппроксимации резольвенты генератора процесса Леви.
Научная новизна. Все основные результаты работы являются ориги­

нальными и получены автором лично.
Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретиче­

ский характер. Результаты работы, а также методы и понятия, предложенные
в ней, могут быть использованы для дальнейшего исследования предельных
свойств функционалов от процессов Леви. Предельные теоремы, приведённые
в работе, могут быть использованы для приближённого моделирования соот­
ветствующих вероятностных объектов.

Методы исследования. Помимо стандартных вероятностных и аналити­
ческих методов, в работе существенно используются методы теории потенциала
для процессов Леви, теории самосопряженных операторов и полуторалинейных
форм в гильбертовом пространстве, теории сильно непрерывных операторных
полугрупп и спектральной теории.

Основные положения, выносимые на защиту.
1. Для симметричного процесса Леви, обладающего локальным временем,

построено семейство штрафующих мер, соответствующих одноточечно­
му штрафованию данного процесса с положительным коэффициентом.
Описан предельный для данного семейства мер процесс и распределе­
ние конечной точки оштрафованной траектории процесса.

2. Для процесса Леви, не обладающего локальным временем, но допус­
кающего мажорирование процессом Леви, обладающим локальным
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временем, построено обобщённое локальное время, наследующее пре­
дельные свойства локального времени мажорирующего процесса.

3. Для резольвенты генератора процесса Леви построено аппроксимиру­
ющее его семейство случайных операторов.

Апробация работы. Результаты, полученные в работе, были представ­
лены на следующих научных конференциях:

1. VI Конференция математических центров России, 17–21 августа 2026 г.
2. Российско-китайская конференция по теории вероятностей, 8–12 июня

2026 г.
3. 9-ая Санкт-Петербургская зимняя молодежная конференция по теории

вероятностей и математической физике, 17–20 ноября 2025 г.
4. V Конференция математических центров России, 11–16 августа 2025 г.
5. XXXIV Летняя конференция по математическому анализу, 30 июня –

5 июля 2025 г.
6. 6-ая Санкт-Петербургская зимняя молодежная конференция по теории

вероятностей и математической физике, 20–22 декабря 2022 г.
Также по результатам работы были сделаны доклады на следующих се­

минарах:
1. Семинар лаборатории №4 «Добрушинской математической лаборато­

рии» ИППИ РАН, Москва, 15 апреля 2026 г.
2. Городской семинар по теории вероятностей и математической статисти­

ке, Санкт-Петербург, 3 апреля 2026 г.
3. Санкт-Петербургский семинар по теории операторов и теории функ­

ций, Санкт-Петербург, 18 ноября 2024 г.
4. Городской семинар по теории вероятностей и математической статисти­

ке, Санкт-Петербург, 25 октября 2024 г.
5. Большой семинар кафедры теории вероятностей МГУ, Москва, 23 ок­

тября 2024 г.
Публикации. Основные результаты диссертационной работы изложены
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Глава 1. Вспомогательные сведения и результаты

1.1 Процессы Леви

Определение и свойства. Пусть множество 𝐸 ⊂ R таково, что либо
𝐸 = [0,∞), либо 𝐸 = [0, 𝑇 ] для некоторого 𝑇 > 0. Рассмотрим множество
отображений

D(𝐸) = {𝜔 : 𝐸 → R | (∀𝑡 > 0 ∃ lim
𝑠→𝑡−

𝜔(𝑠)) ∧ (∀𝑡 ⩾ 0 lim
𝑠→𝑡+

𝜔(𝑠) = 𝜔(𝑡))},

то есть множество непрерывных справа и имеющих пределы слева функций
из 𝐸 в R.

Как показано, например, в [17, гл. VI], множество D(𝐸), снабжённое топо­
логией Скорохода, является польским пространством — сепарабельным полным
метризуемым пространством. Это пространство называется пространством Ско­
рохода. Следующая теорема показывает, что конечномерные распределения
процесса, заданного на пространстве Скорохода, однозначно определяют меру,
порождённую данным случайным процессом в пространстве Скорохода.

Теорема 1.1.1 ([17, гл. VI, 3.19]). Пусть (𝑋1(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐸), (𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐸) – слу­
чайные процессы, заданные на вероятностных пространствах (D(𝐸), ℰ ,P1),
(D(𝐸), ℰ ,P2) соответственно, где ℰ – борелевская 𝜎-алгебра D(𝐸). Если ко­
нечномерные распределения (𝑋1(𝑡)), (𝑋2(𝑡)) совпадают, то P1 = P2.

Обозначим пространство D([0,∞)) через Ω, а его борелевскую 𝜎-алгебру
через ℱ .

Определение 1.1.1. Процессом Леви называется случайный процесс (𝜉(𝑡), 𝑡 ⩾
0), заданный на вероятностном пространстве (Ω,ℱ ,P), такой, что

1. P{𝜉(0) = 0} = 1.
2. Для любой пары 𝑠, 𝑡 ∈ [0,∞), 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡, случайные величины 𝜉(𝑡)−𝜉(𝑠),

𝜉(𝑡− 𝑠) одинаково распределены.
3. Для любого набора 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ [0,∞), 0 ⩽ 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑛−1 < 𝑡𝑛,

случайные величины 𝜉(𝑡𝑛)− 𝜉(𝑡𝑛−1), . . . , 𝜉(𝑡2)− 𝜉(𝑡1), 𝜉(𝑡1) независимы.
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Обозначим пространство D([0, 𝑇 ]) через Ω𝑇 , а его борелевскую 𝜎-алгебру
через ℱ𝑇 . Заметим, что {ℱ𝑇}𝑇⩾0 является естественной фильтрацией для про­
цесса 𝜉(𝑡).

Определение 1.1.2. Ограничение процесса Леви на интервал [0, 𝑇 ], 𝑇 > 0,
есть процесс, заданный на вероятностном пространстве (Ω𝑇 ,ℱ𝑇 ,P𝑇 ), где
P𝑇 = P

⃒⃒
ℱ𝑇

.

Нетрудно показать, что этот процесс удовлетворяет условиям определения
1.1.1, сформулированным относительно пространства (Ω𝑇 ,ℱ𝑇 ,P𝑇 ).

Представление Леви-Хинчина и показатель Леви. Пусть 𝑡 ⩾ 0.
Известно (см. [18, гл. 2, 2.4]), что для характеристической функции случайной
величины 𝜉(𝑡) справедливо представление Леви-Хинчина, имеющее вид

E𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) = 𝑒−𝑡Ψ(𝑝),

Ψ(𝑝) = −𝑖𝑝𝑎+ 𝜎2𝑝2

2
−
∫︁

R∖{0}

(︀
𝑒𝑖𝑝𝑦 − 1− 𝑖𝑝𝑦1[−1,1](𝑦)

)︀
Π(𝑑𝑦), (1.1)

где 𝑎 ∈ R, 𝜎2 ⩾ 0, а Π – мера Леви, то есть 𝜎-конечная мера, удовлетворя­
ющая условию ∫︁

|𝑦|>0

min(1, 𝑦2)Π(𝑑𝑦) <∞.

Функция Ψ называется показателем Леви, или просто показателем, про­
цесса (𝜉(𝑡)). Утверждение о представлении Леви-Хинчина можно обратить в
том смысле, что любая тройка (𝑎, 𝜎2,Π), где 𝑎 ∈ R, 𝜎2 ⩾ 0, а Π – мера Ле­
ви, однозначно задаёт некоторую функцию Ψ по формуле (1.1). Последней, в
свою очередь, соответствует единственная вероятностная мера P на измеримом
пространстве (Ω,ℱ), задающая процесс Леви с показателем Ψ (см. [8, гл. I,
теор. 1]). Таким образом, корректно описание процесса Леви через описание
его показателя.

Марковское свойство. Пусть 𝑠 > 0. Рассмотрим случайный процесс
(𝜂(𝑡), 𝑡 ⩾ 0), где 𝜂(𝑡) = 𝜉(𝑠 + 𝑡) − 𝜉(𝑠). Очевидно, траектории (𝜂(𝑡)) лежат
в пространстве Ω, и нетрудно показать, что данный случайный процесс удо­
влетворяет определению 1.1.1. Таким образом, (𝜂(𝑡)) снова является процессом
Леви. Данное свойство отражает марковость процессов Леви.

Нам понадобится следующее утверждение.
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Теорема 1.1.2 ([8, §2, гл. I], сильное марковское свойство). Пусть 𝜏 – почти
наверное конечный ℱ𝑡-измеримый момент остановки. Для любых 𝑡 ⩾ 0, 𝑓 ∈
𝐶𝑏(R)

E
(︀
1{𝜏 <∞}𝑓(𝜉(𝜏 + 𝑡)) | ℱ𝜏

)︀
= E

(︀
1{𝜏 <∞}𝑓(𝜉(𝜏 + 𝑡)) | 𝜉(𝜏)

)︀
,

где
ℱ𝜏 = {𝐴 ∈ ℱ | ∀𝑠 > 0 {𝜏 ⩽ 𝑠} ∩ 𝐴 ∈ ℱ𝑠}.

Следствие 1.1.1 (слабое марковское свойство). Пусть 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡, 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R).
Тогда

E
(︀
𝑓(𝜉(𝑡)) | ℱ𝑠

)︀
= E

(︀
𝑓(𝜉(𝑡)) | 𝜉(𝑠)

)︀
.

Сформулируем и докажем лемму, которая является простым следствием
марковости (𝜉(𝑡)).

Лемма 1.1.1. Пусть 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡, 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R). Тогда

E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝑔(𝜉(𝑠)) = E
(︀
E𝑓(𝜉𝑥(𝑠)− 𝑦)𝑔(𝜉(𝑠))

)︀⃒⃒
𝑦=𝜉(𝑡−𝑠)

.

Доказательство. Пользуясь следствием 1.1.2, получаем

E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝑔(𝜉(𝑠)) = E𝑓(𝜉𝑥(𝑠)− (𝜉(𝑡)− 𝜉(𝑠)))𝑔(𝜉(𝑠))

= E
(︀
E
(︀
𝑓(𝜉𝑥(𝑠)− (𝜉(𝑡)− 𝜉(𝑠)))𝑔(𝜉(𝑠)) | ℱ𝑠

)︀)︀
= E

(︀
E
(︀
𝑓(𝜉𝑥(𝑠)− (𝜉(𝑡)− 𝜉(𝑠)))𝑔(𝜉(𝑠)) | 𝜉𝑠

)︀)︀
.

Ввиду независимости и стационарности приращений, последнее выраже­
ние равно

E
(︀
E𝑓(𝜉𝑥(𝑠)− 𝑦)𝑔(𝜉(𝑠))

)︀⃒⃒
𝑦=𝜉(𝑡)−𝜉(𝑠)

= E
(︀
E𝑓(𝜉𝑥(𝑠)− 𝑦)𝑔(𝜉(𝑠))

)︀⃒⃒
𝑦=𝜉(𝑡−𝑠)

.

Положим 𝜉𝑥(𝑡) = 𝑥 − 𝜉(𝑡) и рассмотрим семейство случайных процессов
(𝜉𝑥(𝑡), 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R). При фиксированном 𝑥 ∈ R процесс (𝜉𝑥(𝑡), 𝑡 ⩾ 0) удовлетво­
ряет всем свойствам определения 1.1.1 с той лишь разницей, что (𝜉𝑥(𝑡)) почти
наверное стартует в точке 𝑥.

Пусть 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R. Определим вероятностное распределение 𝑃 (𝑡, 𝑥, ·) на
борелевской 𝜎-алгебре R по формуле

𝑃 (𝑡, 𝑥,Γ) = P{𝜉𝑥(𝑡) ∈ Γ}, Γ ∈ ℬ(R). (1.2)
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Это распределение задаёт вероятность того, что процесс Леви, стартующий в
точке 𝑥, через время 𝑡 окажется в заданном множестве.

Следующая теорема показывает, что семейство (𝜉𝑥(𝑡)) является марков­
ским.

Теорема 1.1.3 (уравнение Колмогорова-Чепмена, [19, гл. 2, 2.4.2]). Пусть 𝑡 ⩾
0, 𝑥 ∈ R, 𝑠 ∈ [0, 𝑡]. Тогда

𝑃 (𝑡, 𝑥, ·) =
∫︁
R

𝑃 (𝑡− 𝑠, 𝑦, ·)𝑃 (𝑠, 𝑥, 𝑑𝑦).

Таким образом, (𝑃 (𝑡, 𝑥, ·), 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R) является семейством переходных
вероятностей для (𝜉𝑥(𝑡)).

Мера пребывания и локальное время. Процесс (𝜉(𝑡)) естественным
образом порождает семейство случайных неотрицательных мер {𝜇𝑡}𝑡⩾0, назы­
ваемых мерами пребывания.

Пусть 𝑡 ⩾ 0. Следующие два свойства эквивалентны друг другу и явля­
ются характеристическими для меры 𝜇𝑡.

– Для любой измеримой по Борелю неотрицательной функции 𝑓

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 =

∫︁
R

𝑓(𝑦)𝜇𝑡(𝑑𝑦). (1.3)

– Для любого борелевского множества Γ ⊂ R

𝜇𝑡(Γ) = 𝜆1
(︀
{𝜏 ∈ [0, 𝑡] | 𝜉(𝜏) ∈ Γ}

)︀
,

где 𝜆1 – мера Лебега на R.

Определение 1.1.3. Локальным временем до момента времени 𝑡 процесса
𝜉(𝜏) называется производная Радона–Никодима меры 𝜇𝑡 относительно меры
Лебега 𝜆1, если только 𝜇𝑡 абсолютно непрерывна относительно 𝜆1. Иначе го­
воря, локальное время есть 𝑑𝜇𝑡

𝑑𝜆1
(𝑥).

Заметим, что в силу определения при фиксированном 𝑡 > 0 локальное
время – это не функция, а класс функций, отличающихся друг от друга своими
значениями на множестве лебеговой меры ноль.

Как показывает следующая теорема, существование локального времени
у процесса Леви характеризуется его показателем.
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Теорема 1.1.4 ([8, гл. V, теор. 1]). Следующие утверждения эквивалентны.
– Для любого 𝑡 ⩾ 0 мера 𝜇𝑡 почти наверное абсолютно непрерывна

относительно меры 𝜆1. Более того, соответствующая производная
Радона–Никодима принадлежит пространству 𝐿2(𝑑𝑥⊗ 𝑑P).

– ∫︁
R

ℜ
(︂

1

1 + Ψ(𝑝)

)︂
𝑑𝑝 <∞. (1.4)

Если условие (1.4) не выполнено, то для любого 𝑡 > 0 мера 𝜇𝑡 почти
наверное сингулярна.

Таким образом, для существования у процесса Леви локального времени
необходимо и достаточно выполнение условия (1.4). При этом для симметрич­
ных процессов Леви∫︁

R

ℜ
(︂

1

1 + Ψ(𝑝)

)︂
𝑑𝑝 <∞ ⇔

∫︁
R

1

1 + Ψ(𝑝)
𝑑𝑝 <∞.

До конца данного пункта мы будем предполагать, что рассматриваемый
процесс Леви обладает локальным временем. Полагая в равенстве (1.3) 𝑓 =

1𝐵𝜀(𝑥)/(2𝜀), 𝜀 > 0, имеем

𝜇𝑡(𝐵𝜀(𝑥))

𝜆1(𝐵𝜀(𝑥))
=

1

2𝜀

𝑡∫︁
0

1𝐵𝜀(𝑥)(𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 ,

откуда, пользуясь теоремой Лебега о дифференцировании мер (см. [Rudin]),
получаем, что почти для любого 𝑥 ∈ R

𝑑𝜇𝑡
𝑑𝜆1

(𝑥) = lim sup
𝜀→0+

1

2𝜀

𝑡∫︁
0

1𝐵𝜀(𝑥)(𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 .

Обозначим последний предел через 𝐿(𝑡, 𝑥). Заметим, что (𝐿(𝑡, 𝑥), 𝑡 ⩾ 0)

при фиксированном 𝑥 ∈ R является ℱ𝑡-адаптированным случайным процессом.
Из теоремы 1.1.4 следует, что при фиксированном 𝑡 ⩾ 0 локальное время

почти наверное принадлежит 𝐿2(R). Оказывается, версия локального времени
(𝐿(𝑡, 𝑥), 𝑡 ⩾ 0) при фиксированном 𝑥 ∈ R почти наверное обладает непрерыв­
ными траекториями.
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Теорема 1.1.5 ([8, гл. V, утв. 2]). Для любых 𝑥 ∈ R, 𝑇 > 0 последователь­
ность {𝐿𝜀(𝑡,𝑥)}𝜀>0, где

𝐿𝜀(𝑡, 𝑥) =
1

2𝜀

𝑡∫︁
0

1𝐵𝜀(0)(𝜉𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏 , (1.5)

сходится в 𝐿2(𝑑P) к 𝐿(𝑡, 𝑥) равномерно по 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Следствие 1.1.2. Для любого 𝑥 ∈ R функция 𝐿(·, 𝑥) почти наверное непре­
рывна. Кроме того,

𝐿(𝑡, 𝑥) =
1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥
(︁ 𝑡∫︁

0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏
)︁
𝑑𝑝. (1.6)

Тождество (1.6) мы формально можем переписать в виде

𝐿(𝑡, 𝑥) =

𝑡∫︁
0

𝛿(𝜉𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏 ,

где 𝛿(𝑥) – дельта-функция Дирака.
Всюду далее под локальным временем процесса 𝜉(𝑡) мы будем подразуме­

вать именно его почти наверное непрерывную по времени версию 𝐿(𝑡, 𝑥).
Заметим, что при фиксированном 𝑥 ∈ R ввиду ℱ𝑡-адаптированности и

почти наверное непрерывности траекторий процесс (𝐿(𝑡, 𝑥), 𝑡 ⩾ 0) является
прогрессивно измеримым.

В общем случае локальное время процесса Леви может не являться непре­
рывным по (𝑡, 𝑥). Критерий совместной непрерывности локального времени
был найден в работе [20] и формулируется в терминах значения некоторого
функционала от показателя Леви Ψ. Позднее в работе [21] для симметричных
процессов Леви критерий был переформулирован в терминах непрерывности
траекторий гауссовского процесса, естественным образом индуцированного по­
казателем Ψ. В частности, локальное время непрерывно по обеим переменным
для устойчивых процессов с показателем устойчивости больше 1 (см. [22, гл.
I, §4, теорема 4.1]).

Как показывает следующая лемма, в симметричном случае из суще­
ствования у (𝜉(𝑡)) локального времени следует существование плотностей у
переходных вероятностей семейства (𝜉𝑥(𝑡)).
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Лемма 1.1.2. Пусть процесс (𝜉(𝑡)) симметричный. Тогда при любых 𝑡 ⩾ 0,
𝑥 ∈ R распределение 𝑃 (𝑡, 𝑥, ·) (см. (1.2)) абсолютно непрерывно относительно
меры Лебега 𝜆1 и обладает плотностью p(𝑡, 𝑥, 𝑦), где

p(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦)𝑒−𝑡Ψ(𝑝) 𝑑𝑝. (1.7)

Доказательство. Пусть 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R. Из (1.1) следует, что

E𝑒𝑖𝑝𝜉𝑥(𝑡) = 𝑒𝑖𝑝𝑥E𝑒−𝑖𝑝𝜉(𝑡) = 𝑒𝑖𝑝𝑥𝑒−𝑡Ψ(−𝑝).

Из (1.4) следует, что функция 𝑒𝑖(·)𝑥𝑒−𝑡Ψ(− ·) суммируема, так как

|𝑒𝑖𝑝𝑥𝑒−𝑡Ψ(−𝑝)| ⩽
⃒⃒⃒ 1

1 + 𝑡Ψ(−𝑝)

⃒⃒⃒
=

1

1 + 𝑡Ψ(𝑝)
, 𝑝 ∈ R,

поэтому распределение случайной величины 𝜉𝑥(𝑡), задаваемое законом 𝑃 (𝑡, 𝑥, ·),
имеет плотность, равную

1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑦𝑒𝑖𝑝𝑥𝑒−𝑡Ψ(−𝑝) 𝑑𝑝 =
1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦)𝑒−𝑡Ψ(𝑝) 𝑑𝑝.

Следствие 1.1.3. Для любого ℎ ∈ R p(𝑡, 𝑥, 𝑦) = p(𝑡, 𝑥+ℎ, 𝑦+ℎ). Кроме того,
p(𝑡, 𝑥, 𝑦) = p(𝑡, 𝑦, 𝑥).

Сформулируем и докажем лемму о свойствах p.

Лемма 1.1.3. а) Для любых 𝑡 ⩾ 0, 𝑥, 𝑦 ∈ R функция p(·, 𝑥, 𝑦) не убывает
и принадлежит 𝐿1(R).

б) Для любых 𝑡 ⩾ 0, 𝑦 ∈ R функция p(𝑡, ·, 𝑦) равномерно непрерывна, огра­
ничена, стремится к нулю на бесконечности и принадлежит 𝐿1(R).

в) Для любых 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R функция p(𝑡, 𝑥, ·) равномерно непрерывна, огра­
ничена, стремится к нулю на бесконечности и принадлежит 𝐿1(R).

Доказательство. Докажем первую часть утверждения.
Неубывание p(·, 𝑥, 𝑦) очевидно. Далее, пусть 𝑡 > 0 и 𝑥, 𝑦 ∈ R. Имеем

𝑡∫︁
0

p(𝜏, 𝑥, 𝑦) 𝑑𝜏 =
1

2𝜋

𝑡∫︁
0

(︁∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦)𝑒−𝜏Ψ(𝑝)
)︁
𝑑𝜏 =

1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦)1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)
𝑑𝑝,
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откуда в силу (1.4)

‖p(·, 𝑥, 𝑦)‖𝐿1([0,𝑡]) ⩽
1

𝜋

∫︁
R

1

𝑡−1 +Ψ(𝑝)
𝑑𝑝 <∞.

Ввиду симметричности p по пространственным переменным вторая и тре­
тья части утверждения равносильны. Докажем вторую часть.

Равномерная непрерывность, ограниченность и стремление к нулю на бес­
конечности следуют из свойств прямого и обратного преобразований Фурье
функций из 𝐿1(R) [23, гл. X, §5] и леммы Римана-Лебега. Далее, пусть 𝑡 > 0 и
𝑦 ∈ R. В силу (1.4)

‖p(𝑡, ·, 𝑦)‖1 ⩽
1

2𝜋

∫︁
R

|𝑒−𝑡Ψ(𝑝)| 𝑑𝑝 ⩽ 1

2𝜋

∫︁
R

1

𝑡−1 +Ψ(𝑝)
𝑑𝑝 <∞.

Сформулируем и докажем леммы о соотношениях для локального времени
процесса Леви, которые нам понадобятся позднее.

Лемма 1.1.4. Для любых 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R

E𝐿(𝑡, 𝑥) =
1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥 1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)
𝑑𝑝. (1.8)

Доказательство. Пусть 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R. Из теоремы 1.1.5 следует, что последова­
тельность {𝐿𝜀(𝑡, 𝑥)} (см. (1.5)) сходится к 𝐿(𝑡, 𝑥) при 𝑡→ ∞ в среднем.

Имеем

E𝐿𝜀(𝑡, 𝑥) =
1

2𝜀

𝑡∫︁
0

E1𝐵𝜀(0)(𝜉𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏 =
1

2𝜀

𝑡∫︁
0

𝑃 (𝜏, 𝑥, 𝐵𝜀(0)) 𝑑𝜏

=

𝑡∫︁
0

(︁ 1

2𝜀

𝜀∫︁
−𝜀

𝑝(𝜏, 𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦
)︁
𝑑𝜏 . (1.9)

Ввиду ограниченности подынтегрального выражения в (1.9) и непрерыв­
ности p(𝜏, 𝑥, ·) (см. лемму 1.1.3) последний интеграл при 𝜀→ 0 сходится к

𝑡∫︁
0

𝑝(𝜏, 𝑥, 0) 𝑑𝜏 =
1

2𝜋

𝑡∫︁
0

(︁∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥𝑒−𝜏Ψ(𝑝) 𝑑𝑝
)︁
𝑑𝜏 =

1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥 1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)
𝑑𝑝.
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Лемма 1.1.5. Пусть 𝑘 ∈ N. Тогда для любых 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R

E
(︀
𝐿(𝑡, 𝑥)

)︀𝑘
⩽

𝑘!

(2𝜋)𝑘

(︁∫︁
R

1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)
𝑑𝑝
)︁𝑘

.

Доказательство. Пусть 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R. Положим Δ𝑘 = {(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ [0, 𝑡]𝑘 | 𝑡1 <
. . . < 𝑡𝑘}, 𝑘 ∈ N. Имеем

E
(︀
𝐿(𝑡, 𝑥)

)︀𝑘
=

∫︁
[0,𝑡]𝑘

𝐿(𝑑𝑡1, 𝑥) . . . 𝐿(𝑑𝑡𝑘, 𝑥) = 𝑘!

∫︁
Δ𝑘

𝐿(𝑑𝑡1, 𝑥) . . . 𝐿(𝑑𝑡𝑘, 𝑥). (1.10)

Положим
𝐼𝑘(𝑡, 𝑥) =

∫︁
Δ𝑘

𝐿(𝑑𝑡1, 𝑥) . . . 𝐿(𝑑𝑡𝑘, 𝑥)

и докажем, что

𝐼𝑘(𝑡, 𝑥) ⩽
(︁ 𝑡∫︁

0

p(𝜏, 0, 0) 𝑑𝜏
)︁𝑘

. (1.11)

Пусть сначала 𝑘 = 1. Обозначим через 𝜏𝑥 время первого достижения про­
цессом (𝜉(𝑡)) точки 𝑥, то есть

𝜏𝑥 = inf{𝑡 > 0 | 𝜉(𝑡) = 𝑥}.

Величина 𝜏𝑥 является почти наверное конечным ℱ𝑡-измеримым моментом
остановки. Из определения локального времени следует, что

E𝐼1(𝑡, 𝑥) = E𝐿(𝑡, 𝑥) = E1{𝜏𝑥 ⩽ 𝑡}𝐿(𝑡, 𝑥).

Далее, пользуясь марковостью (𝜉(𝑡)) и леммой 1.1.3, получаем

E1{𝜏𝑥 ⩽ 𝑡}𝐿(𝑡, 𝑥) = E
(︀
E
(︀
1{𝜏𝑥 ⩽ 𝑡}𝐿(𝑡, 𝑥) | ℱ𝜏𝑥

)︀)︀
= E

(︀
1{𝜏𝑥 ⩽ 𝑡}E

(︀
𝐿(𝑡, 𝑥) | ℱ𝜏𝑥

)︀)︀
= E

(︀
1{𝜏𝑥 ⩽ 𝑡}E𝐿(𝑡− 𝜏𝑥, 0)

)︀
= E

(︁
1{𝜏𝑥 ⩽ 𝑡}

𝑡−𝜏𝑥∫︁
0

p(𝜏, 0, 0) 𝑑𝜏
)︁
⩽ E1{𝜏𝑥 ⩽ 𝑡}

𝑡−𝜏𝑥∫︁
0

p(𝜏, 0, 0) 𝑑𝜏

⩽ P{𝜏𝑥 ⩽ 𝑡}
𝑡∫︁

0

𝑝(𝜏, 0, 0) 𝑑𝜏 ⩽

𝑡∫︁
0

p(𝜏, 0, 0) 𝑑𝜏 .
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Предположим теперь, что неравенство верно для 𝑘− 1 и докажем его для
𝑘. Имеем

𝐼𝑘(𝑡, 𝑥) =

𝑡∫︁
0

(︁∫︁
Δ𝑘

𝐿(𝑑𝑡2, 𝑥) . . . 𝐿(𝑑𝑡𝑘, 𝑥)
)︁
𝐿(𝑑𝑡1, 𝑥),

откуда
E𝐼𝑘(𝑡, 𝑥) = E

(︀
E
(︀
𝐼𝑘(𝑡, 𝑥) | ℱ𝑡1

)︀)︀
= E

𝑡∫︁
0

E
(︁∫︁
Δ𝑘

𝐿(𝑑𝑡2, 𝑥) . . . 𝐿(𝑑𝑡𝑘, 𝑥) | ℱ𝑡1

)︁
𝐿(𝑑𝑡1, 𝑥). (1.12)

Из определения локального времени следует, что 𝐿(·, 𝑥) растёт в момент
𝜏 , лишь если 𝜉(𝜏) = 𝑥. Поэтому мы можем вычислять внутренний интеграл в
(1.12), предполагая, что 𝜉(𝑡1) = 𝑥. Пользуясь этим предположением и марково­
стью (𝜉(𝑡)), получаем, что (1.12) равно

E

𝑡∫︁
0

E𝐼𝑘−1(𝑡− 𝑡1, 0)𝐿(𝑑𝑡1, 𝑥) ⩽ E

𝑡∫︁
0

E𝐼𝑘−1(𝑡, 0)𝐿(𝑑𝑡1, 𝑥)

⩽
(︁ 𝑡∫︁

0

p(𝜏, 0, 0) 𝑑𝜏
)︁𝑘−1

E

𝑡∫︁
0

𝐿(𝑑𝑡1, 𝑥) =
(︁ 𝑡∫︁

0

p(𝜏, 0, 0) 𝑑𝜏
)︁𝑘−1

E𝐼1(𝑡, 𝑥)

⩽
(︁ 𝑡∫︁

0

p(𝜏, 0, 0) 𝑑𝜏
)︁𝑘

.

Справедливость (1.11) доказана. Подставляя полученную оценку в (1.10),
окончательно получаем

E
(︀
𝐿(𝑡, 𝑥)

)︀𝑘
⩽ 𝑘!

(︁ 𝑡∫︁
0

p(𝜏, 0, 0) 𝑑𝜏
)︁𝑘

=
𝑘!

(2𝜋)𝑘

(︁ 𝑡∫︁
0

(︁∫︁
R

𝑒−𝜏Ψ(𝑝) 𝑑𝑝
)︁
𝑑𝜏
)︁𝑘

=
𝑘!

(2𝜋)𝑘

(︁∫︁
R

1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)
𝑑𝑝
)︁𝑘

.

Лемма 1.1.6. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R), 𝑎 ∈ R. Тогда для любых 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R

E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝐿(𝑡, 𝑥− 𝑎) =
1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞
E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑎)
(︁ 𝑡∫︁

0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏
)︁
𝑑𝑝.
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Доказательство. При 𝑡 = 0 равенство очевидно. Пусть 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R. Положим

𝐼𝑀(𝑡, 𝑥) =
1

2𝜋

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥
(︁ 𝑡∫︁

0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏
)︁
𝑑𝑝, 𝑀 > 0.

и докажем, что E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝐼𝑀(𝑡, 𝑥−𝑎) сходится к E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝐿(𝑡, 𝑥−𝑎) при 𝑀 → ∞
в 𝐿2(R).

Используя неравенство Коши–Буняковского–Шварца и равенство Парсе­
валя, получаем∫︁

R

⃒⃒
E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝐿(𝑡, 𝑥− 𝑎)− E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝐼𝑀(𝑡, 𝑥− 𝑎)

⃒⃒2
𝑑𝑥

=

∫︁
R

⃒⃒
E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))(𝐿(𝑡, 𝑥− 𝑎)− 𝐼𝑀(𝑡, 𝑥− 𝑎))

⃒⃒2
𝑑𝑥

⩽
∫︁
R

E|𝑓(𝜉𝑥(𝑡))|2E|𝐿(𝑡, 𝑥− 𝑎)− 𝐼𝑀(𝑡, 𝑥− 𝑎)|2 𝑑𝑥

⩽ ‖𝑓‖2∞E

∫︁
R

|𝐿(𝑡, 𝑥− 𝑎)− 𝐼𝑀(𝑡, 𝑥− 𝑎)|2 𝑑𝑥

=
1

2𝜋
‖𝑓‖2∞E

∫︁
R

|̂︀𝐿(𝑡, 𝑝)− ̂︀𝐼𝑀(𝑡, 𝑝)|2 𝑑𝑝. (1.13)

Далее, пользуясь тем, что для любой 𝑔 ∈ 𝐿2(R)∫︁
R

𝑒𝑖𝑝𝑥
(︁ 1

2𝜋

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑞𝑥 ̂︀𝑔(𝑞) 𝑑𝑞)︁ 𝑑𝑥 = ̂︀𝑔(𝑝)1[−𝑀,𝑀 ](𝑝)

в 𝐿2(R), получаем, что выражение (1.13) есть

1

2𝜋
‖𝑓‖2∞E

∫︁
R

⃒⃒̂︀𝐿(𝑡, 𝑝)− ̂︀𝐿(𝑡, 𝑝)1[−𝑀,𝑀 ](𝑝)
⃒⃒2
𝑑𝑝

=
1

2𝜋
‖𝑓‖2∞E

∫︁
|𝑝|>𝑀

|̂︀𝐿(𝑡, 𝑝)|2 𝑑𝑝 = 1

2𝜋
‖𝑓‖2∞

∫︁
|𝑝|>𝑀

E
⃒⃒⃒ 𝑡∫︁
0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒2
𝑑𝑝

=
1

𝜋
‖𝑓‖2∞

∫︁
|𝑝|>𝑀

E

(︂
Re

∫︁
0<𝑠<𝜏<𝑡

𝑒𝑖𝑝(𝜉(𝜏)−𝜉(𝑠)) 𝑑𝜏

)︂
𝑑𝑝
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=
1

𝜋
‖𝑓‖2∞

∫︁
|𝑝|>𝑀

(︂
Re

∫︁
0<𝑠<𝜏<𝑡

𝑒−(𝜏−𝑠)Ψ(𝑝) 𝑑𝜏

)︂
𝑑𝑝

=
1

𝜋
‖𝑓‖2∞

∫︁
|𝑝|>𝑀

Re
(︂
𝑒−𝑡Ψ(𝑝) − 1 + 𝑡Ψ(𝑝)

Ψ2(𝑝)

)︂
𝑑𝑝

⩽
1

𝜋
𝑡2 ‖𝑓‖2∞

∫︁
|𝑝|>𝑀

Re
(︂

1

1 + 𝑡Ψ(𝑝)

)︂
𝑑𝑝,

где интеграл в последнем выражении стремится к нулю при 𝑀 → ∞ в силу
справедливости (1.4).

Лемма 1.1.7. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R), 𝑎 ∈ R. Тогда для любого 𝑡 ⩾ 0

E𝑓(· − 𝜉(𝑡))𝐿(𝑡, · − 𝑎)
𝐿2(R)
=

1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(·−𝑎)
(︁ 𝑡∫︁

0

𝑒−𝜏Ψ(𝑝)E𝑓(𝑎− 𝜉(𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏
)︁
𝑑𝑝.

Доказательство. Последовательно используя утверждения леммы 1.1.6 и лем­
мы 1.1.1, получаем

E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝐿(𝑡, 𝑥− 𝑎) =
1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞
E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑎)
(︁ 𝑡∫︁

0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏
)︁
𝑑𝑝

= 𝐿2 - lim
𝑀→∞

1

2𝜋
E

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑎)
(︁
E

𝑡∫︁
0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑓(𝜉𝑥(𝜏)− 𝑦) 𝑑𝜏
)︁⃒⃒⃒

𝑦=𝜉(𝑡−𝜏)
𝑑𝑝,

где выражение под знаком предела равно

1

2𝜋
E
(︁
E

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑎)

𝑡∫︁
0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑓(𝜉𝑥(𝜏)− 𝑦) 𝑑𝜏 𝑑𝑝
)︁⃒⃒⃒

𝑦=𝜉(𝑡−𝜏)

=
1

2𝜋
E
(︁
E

𝑡∫︁
0

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑎)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑓(𝜉𝑥(𝜏)− 𝑦) 𝑑𝑝 𝑑𝜏
)︁⃒⃒⃒

𝑦=𝜉(𝑡−𝜏)

=
1

𝜋
E
(︁
E

𝑡∫︁
0

sin(𝑀(𝜉𝑥(𝜏)− 𝑎))

𝑀(𝜉𝑥(𝜏)− 𝑎)
𝑓(𝜉𝑥(𝜏)− 𝑦) 𝑑𝜏

)︁⃒⃒⃒
𝑦=𝜉(𝑡−𝜏)

=
1

2𝜋
E
(︁∫︁

R

𝑡∫︁
0

sin(𝑀(𝑧 − 𝑎))

𝜋𝑀(𝑧 − 𝑎)
𝑓(𝑧 − 𝜉(𝑡− 𝜏))

(︁∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑧)𝑒−𝜏Ψ(𝑝) 𝑑𝑝
)︁
𝑑𝜏 𝑑𝑧

)︁
.
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Переходя в последнем выражении к пределу в 𝐿2(R) при 𝑀 → ∞, окон­
чательно получаем

1

2𝜋
E
(︁ 𝑡∫︁

0

𝑓(𝑎− 𝜉(𝑡− 𝜏))
(︁∫︁

R

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑎)𝑒−𝜏Ψ(𝑝) 𝑑𝑝
)︁
𝑑𝜏
)︁

=
1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑎)
(︁ 𝑡∫︁

0

𝑒−𝜏Ψ(𝑝)E𝑓(𝑎− 𝜉(𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏
)︁
𝑑𝑝.
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1.2 Линейные операторы

Операторы в банаховом пространстве. Пусть 𝑋 – банахово простран­
ство с нормой ‖ · ‖𝑋 .

Определение 1.2.1. Линейный оператор (далее – просто оператор) 𝐴 : 𝐸 →
𝑋, где 𝐸 – подпространство 𝑋, называется ограниченным, если существует
такая константа 𝐶 > 0, что для любого 𝑥 ∈ 𝐸 ‖𝐴𝑥‖𝑋 ⩽ 𝐶‖𝑥‖𝑋 .

Всюду далее пространство, на котором определён оператор, мы будем счи­
тать подпространством объемлющего пространства и обозначать через 𝒟(·).

Напомним, что в банаховых пространствах ограниченность оператора эк­
вивалентна его непрерывности (см. [24, гл. VI, 4]). То есть ограниченность
оператора 𝐴 равносильна тому, что для любой сходящейся к нулю последо­
вательности {𝑥𝑛}𝑛∈N, 𝑥𝑛 ∈ 𝒟(𝐴), последовательность {𝐴𝑥𝑛}𝑛∈N также сходится
к нулю.

Другим важным свойством операторов является свойство замкнутости.

Определение 1.2.2. Оператор 𝐴 : 𝒟(𝐴) → 𝑋 называется замкнутым, если
для любой последовательности {𝑥𝑛}𝑛∈N, 𝑥𝑛 ∈ 𝒟(𝐴), имеющей предел 𝑥 ∈ 𝑋

и такой, что последовательность {𝐴𝑥𝑛}𝑛∈N сходится к некоторому 𝑦 ∈ 𝑋,
верно, что 𝑥 ∈ 𝒟(𝐴) и 𝐴𝑥 = 𝑦.

Нетрудно вывести следующий критерий замкнутости.

Теорема 1.2.1. Оператор 𝐴 : 𝒟(𝐴) → 𝑋 является замкнутым тогда и толь­
ко тогда, когда пространство 𝒟(𝐴) полно по норме ‖ · ‖𝐴, где

‖𝑥‖𝐴 = ‖𝑥‖𝑋 + ‖𝐴𝑥‖𝑋 .

.

Теорема о замкнутом графике (см. [25, гл. 2, 2.14, 2.15]) утверждает, что
непрерывность оператора эквивалентна тому, что он замкнут и определён на
всём пространстве 𝑋.

Если оператор является неограниченным, свойство непрерывности теря­
ется. Удобной заменой последнего является свойство замкнутости. Однако в
силу теоремы о замкнутом графике, замкнутый неограниченный оператор не
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может быть определён на всём пространстве 𝑋. Таким образом, содержатель­
ным является рассмотрение тех неограниченных операторов, что заданы на
нетривиальных подпространствах 𝑋.

Сформулируем определения, которые понадобятся нам далее.

Определение 1.2.3. Оператор 𝐴 : 𝒟(𝐴) → 𝑋 называется плотно опреде­
лённым в 𝑋, если замыкание 𝒟(𝐴) в топологии, индуцированной ‖ · ‖𝑋 , есть
𝑋.

Определение 1.2.4. Пусть 𝜆 ∈ C и оператор 𝐴 − 𝜆 обладает ограничен­
ным обратным оператором, заданным на 𝑋. Тогда 𝜆 называется регулярной
точкой, множество всех регулярных точек – резольвентным множеством,
оператор (𝐴−𝜆)−1 – резольвентой 𝐴 в точке 𝜆, а дополнение резольвентного
множества – спектром 𝐴.

Операторы в гильбертовом пространстве. Пусть ℋ – гильбертово
пространство со скалярным произведением (·, ·)ℋ.

Определение 1.2.5. Плотно определённый оператор 𝐴 : 𝒟(𝐴) → ℋ называ­
ется симметричным, если для любых 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒟(𝐴) (𝐴𝑢, 𝑣)ℋ = (𝑢,𝐴𝑣)ℋ.

Основной задачей данного пункта является определение и описание
свойств самосопряжённых операторов в гильбертовом пространстве. Сначала
нам необходимо определить сопряжённый оператор.

Теорема 1.2.2 (см. [26, гл. 3, §3.3]). Пусть 𝐴 : 𝒟(𝐴) → ℋ – плотно опре­
делённый оператор. Тогда существует плотно определённый оператор 𝐴* :

𝒟(𝐴*) → ℋ, такой, что для любых 𝑢 ∈ 𝒟(𝐴), 𝑣 ∈ 𝒟(𝐴*) (𝐴𝑢, 𝑣)ℋ = (𝑢,𝐴*𝑣)ℋ.

Определение 1.2.6. Пусть 𝐴 : 𝒟(𝐴) → ℋ – плотно определённый опера­
тор. Оператор 𝐴* : 𝒟(𝐴*) → ℋ из утверждения Теоремы 1.2.2 называется
сопряжённым к 𝐴.

Заметим, что плотная определённость оператора критична в определении
сопряжённого к нему оператора, так как без неё не была бы гарантирована
единственность сопряжённого оператора. По той же причине плотной опреде­
лённости требует и определение симметричности.

Заметим также, что из самосопряжённости оператора следует его сим­
метричность. Обратно, если оператор замкнутый и симмметричный, известен
критерий его самосопряжённости.
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Теорема 1.2.3 ([26, гл. 4, §4.1]). Пусть 𝐴 : 𝒟(𝐴) → ℋ – замкнутый симмет­
ричный оператор. Оператор 𝐴 является самосопряжённым тогда и только
тогда, когда Ker(𝐴* ± 𝑖) = {0}.

Приведём классический результат, касающийся спектра самосопряжён­
ных операторов.

Теорема 1.2.4 (следствие к [26, гл. 4, §4.5, теор. 3]). Спектр самосопряжённого
оператора является вещественным.

Преобразование Фурье и его свойства. Преобразованием Фурье ℱ
функции 𝑔 ∈ 𝐿1(R) будем называть функцию ̂︀𝑔 ∈ 𝐿1(R), определяемую фор­
мулой ̂︀𝑔(𝑝) = ∫︁

R

𝑒𝑖𝑝𝑥𝑔(𝑥) 𝑑𝑥. (1.14)

Тогда обратное преобразование Фурье ℱ−1 функции ̂︀𝑔 ∈ 𝐿1(R) определяется
как

1

2𝜋
lim

𝑀→∞

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑔(𝑝) 𝑑𝑝. (1.15)

Преобразованием Фурье ℱ функции 𝑔 ∈ 𝐿2(R) будем называть функцию̂︀𝑔 ∈ 𝐿2(R), определяемую формулой

̂︀𝑔(𝑝) = 𝐿2 - lim
𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒𝑖𝑝𝑥𝑔(𝑥) 𝑑𝑥. (1.16)

Тогда обратное преобразование Фурье ℱ−1 функции ̂︀𝑔 ∈ 𝐿2(R) определяется
как

1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑔(𝑝) 𝑑𝑝. (1.17)

Напомним, что, строго говоря, прямое и обратное преобразование Фурье
функций из 𝐿2(R) , согласно теореме Карлесона [27], пределы в (1.16) и (1.17)
можно заменить на поточечные почти для всех 𝑝 ∈ R и 𝑥 ∈ R соответственно.
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1.3 Эрмитовы полуторалинейные формы

Пусть ℋ – гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·)ℋ
и индуцированной им нормой ‖ · ‖ℋ.

Определение 1.3.1. Пусть 𝐸 – линейное подпространство 𝐻. Отображение
a : 𝐸×𝐸 → C называется эрмитовой полуторалинейной формой, или просто
эрмитовой формой, если оно удовлетворяет следующим условиям:

1. Для любых 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐸 a[𝑢+ 𝑣, 𝑤] = a[𝑢,𝑤] + a[𝑣, 𝑤].
2. Для любых 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸 и 𝜆 ∈ C a[𝜆𝑢, 𝑣] = 𝜆a[𝑢, 𝑣].
3. Для любых 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸 a[𝑢, 𝑣] = a[𝑣, 𝑢].

Подпространство 𝐸 в определении эрмитовой формы мы будем называть
областью определения формы и обозначать через 𝒟[a].

Тривиальный пример эрмитовой формы в ℋ – само скалярное произве­
дение (·, ·)ℋ. Более содержательным примером являются эрмитовы формы,
порождённые симметричными операторами.

Теорема 1.3.1. Пусть 𝐴 – симметричный оператор в 𝐻. Отображение a :

𝒟(𝐴)×𝒟(𝐴) → C, задаваемое формулой

a[𝑢, 𝑣] = (𝐴𝑢, 𝑣)ℋ, (1.18)

является эрмитовой формой.

Оказывается, что при выполнении определённых условий верно и об­
ратное – существует единственный самосопряжённый оператор, который со­
ответствует данной эрмитовой форме в смысле тождества (1.18). Данное
соответствие зачастую полезно при изучении неограниченных операторов, ко­
гда описать форму, соответствующую оператору, проще, чем сам оператор.

Определение 1.3.2. Эрмитова форма a называется плотно определённой в
ℋ, есть замыкание 𝒟[a] в топологии, индуцированной ‖ · ‖ℋ, есть ℋ.

Определение 1.3.3. Плотно определённая эрмитова форма a называется
полуограниченной снизу, если существует 𝑚a ∈ R, такая, что для любой
𝑢 ∈ 𝒟[𝑎]

a[𝑢, 𝑢] ⩾ 𝑚a‖𝑢‖2ℋ.
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Определение 1.3.4. Самосопряжённый оператор 𝐴 называется ограничен­
ным снизу, если полуограничена снизу порождаемая им форма, то есть
существует 𝑚𝐴 ∈ R, такая, что для любой 𝑢 ∈ 𝒟(𝐴)

(𝐴𝑢, 𝑢)ℋ ⩾ 𝑚𝐴‖𝑢‖2ℋ.

Следующее утверждение показывает, что каждая полуограниченная снизу
эрмитова форма индуцирует собственную норму на 𝒟[a].

Теорема 1.3.2 (. BirSol] Пусть a – полуограниченная снизу эрмитова форма
в 𝐻. Функционал ‖ · ‖a : 𝒟[a] → R, задаваемый формулой

‖𝑢‖a =
√︁

a[𝑢, 𝑢] + (|𝑚a|+ 1)‖𝑢‖2ℋ, (1.19)

удовлетворяет свойствам нормы, и относительно данной нормы 𝒟[a] явля­
ется предгильбертовым пространством.

Определение 1.3.5. Полуограниченная снизу эрмитова форма a называется
замнутой, если 𝒟[a] полно относительно нормы ‖ · ‖a, то есть является
гильбертовым пространством.

Опишем теперь естественное взаимно-однозначное соответствие между
эрмитовыми формами и самосопряжёнными операторами, которое позволяет
работать с оператором не напрямую, а через его форму.

Определение 1.3.6. Будем говорить, что самосопряжённый оператор 𝐴 и
эрмитова форма a отвечают друг другу, если

1. 𝒟(𝐴) ⊂ 𝒟[a] .
2. Для любых 𝑢 ∈ 𝒟(𝐴), 𝑣 ∈ 𝒟[a] (𝐴𝑢, 𝑣)ℋ = a[𝑢,𝑣].

Теорема 1.3.3 (. BirSol] В гильбертовом пространстве ℋ справедливы следу­
ющие утверждения:

а) Каждому ограниченному снизу самосопряжённому оператору отве­
чает единственная замкнутая полуограниченная снизу эрмитова
форма.

б) Каждой замкнутой полуограниченной снизу эрмитовой форме отве­
чает единственный ограниченный снизу самосопряжённый оператор.



28

1.4 Гильбертово пространство 𝑉 𝛽
2 (R)

Пусть (𝜉(𝑡), 𝑡 ⩾ 0) – симметричный процесс Леви с показателем Леви Ψ.
Напомним, что ввиду симметричности процесса Ψ является вещественнознач­
ной функцией.

Пусть 𝛽 > 0. Обозначим через 𝑉 𝛽
2 (R,Ψ) подпространство 𝐿2(R), состо­

ящее из функций, на которых конечен функционал | · |𝛽, определяемый по
формуле

|𝑓 |2𝛽 =

∫︁
R

(︀
1 + Ψ2𝛽(𝑝)

)︀
| ̂︀𝑓(𝑝)|2 𝑑𝑝, 𝑓 ∈ 𝐿2(R).

Нетрудно увидеть, что для любой 𝑓 ∈ 𝐿2(R)

|𝑓 |2𝛽 = ‖ ̂︀𝑓‖22 + ‖Ψ𝛽 ̂︀𝑓‖22. (1.20)

Далее, там, где это не будет вызывать недоразумений мы будем обозначать
𝑉 𝛽
2 (R,Ψ) как 𝑉 𝛽

2 (R).

Теорема 1.4.1. Функционал | · |𝛽 удовлетворяет свойствам нормы, и данная
норма индуцирует структуру гильбертова пространства на 𝑉 𝛽

2 (R).

Доказательство. Утверждение следует из представления (1.20).

Теорема 1.4.2. Функции из 𝑉 𝛽
2 (R) равномерно непрерывны, ограничены и

стремятся к нулю на бесконечности.

Доказательство. Докажем сначала, что∫︁
R

𝑑𝑝

1 + Ψ2𝛽(𝑝)
<∞.

Имеем∫︁
R

𝑑𝑝

1 + Ψ2𝛽(𝑝)
=

∫︁
{Ψ(𝑝)⩽1}

𝑑𝑝

1 + Ψ2𝛽(𝑝)
+

∫︁
{Ψ(𝑝)>1}

𝑑𝑝

1 + Ψ2𝛽(𝑝)

⩽ mes {Ψ(𝑝) ⩽ 1}+
∫︁

{Ψ(𝑝)>1}

𝑑𝑝

1 + Ψ(𝑝)
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⩽ 2

∫︁
{Ψ(𝑝)⩽1}

𝑑𝑝

1 + Ψ(𝑝)
+

∫︁
{Ψ(𝑝)>1}

𝑑𝑝

1 + Ψ(𝑝)
⩽ 3

∫︁
R

𝑑𝑝

1 + Ψ(𝑝)
<∞.

Пусть теперь 𝜙 ∈ 𝑉 𝛽
2 (R). Оценим 𝐿1-норму её преобразования Фурье.

Имеем

‖̂︀𝜙‖1 = ∫︁
R

|̂︀𝜙(𝑝)| 𝑑𝑝 = ∫︁
R

√︀
1 + Ψ2𝛽(𝑝)√︀
1 + Ψ2𝛽(𝑝)

|̂︀𝜙(𝑝)| 𝑑𝑝
⩽
∫︁
R

𝑑𝑝

1 + Ψ2𝛽(𝑝)

∫︁
R

(︀
1 + Ψ2𝛽(𝑝)

)︀
|̂︀𝜙(𝑝)|2 𝑑𝑝 = ∫︁

R

𝑑𝑝

1 + Ψ2𝛽(𝑝)
|𝜙|2𝛽 <∞.

Таким образом, ̂︀𝜙 ∈ 𝐿1(R).
Непрерывность, ограниченность и стремление к нулю на бесконечности

следуют из свойств преобразования Фурье функций из 𝐿1(R) [23, гл. X, §5] и
леммы Римана-Лебега.

Докажем равномерную непрерывность. Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ R. Имеем

|𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑦)| =
⃒⃒⃒⃒
1

2𝜋

∫︁
R

(𝑒−𝑖𝑝𝑥 − 𝑒−𝑖𝑝𝑦) ̂︀𝜙(𝑝) 𝑑𝑝⃒⃒⃒⃒

⩽
1

2𝜋

∫︁
R

|𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦) − 1||̂︀𝜙(𝑝)| 𝑑𝑝 = 2

𝜋

∫︁
R

⃒⃒⃒
sin
(︂
𝑝(𝑥− 𝑦)

2

)︂⃒⃒⃒
|̂︀𝜙(𝑝)| 𝑑𝑝

⩽
2

𝜋

∫︁
|𝑝|⩽𝑅

⃒⃒⃒
sin
(︂
𝑝(𝑥− 𝑦)

2

)︂⃒⃒⃒
|̂︀𝜙(𝑝)| 𝑑𝑝 +

2

𝜋

∫︁
|𝑝|>𝑅

⃒⃒⃒
sin
(︂
𝑝(𝑥− 𝑦)

2

)︂⃒⃒⃒
|̂︀𝜙(𝑝)| 𝑑𝑝

=
𝑅 |𝑥− 𝑦|

𝜋

∫︁
|𝑝|⩽𝑅

|̂︀𝜙(𝑝)| 𝑑𝑝 +
2

𝜋

∫︁
|𝑝|>𝑅

|̂︀𝜙(𝑝)| 𝑑𝑝.
Выбирая 𝑅 так, чтобы выполнялось неравенство

2

𝜋

∫︁
|𝑝|>𝑅

|̂︀𝜙(𝑝)| 𝑑𝑝 < 𝜀

2
,

получаем, что при |𝑥− 𝑦| < (𝜋𝜀‖𝜙‖1)/(2𝑅) справедливо

|𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑦)| < 𝜀,

что и требовалось.

Теорема 1.4.3. Пространство 𝑉 𝛽
2 (R) полно по норме | · |𝛽 и плотно в 𝐿2(R).
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Доказательство. Докажем полноту. Пусть 𝑢𝑛 ∈ 𝑉 𝛽
2 (R) и последовательность

{𝑢𝑛} фундаментальна. Рассмотрим последовательность {𝑤𝑛},

̂︀𝑤𝑛(𝑝) =
√︁

1 + Ψ2𝛽(𝑝) ̂︀𝑢𝑛(𝑝).
Она фундаментальна в 𝐿2(R), так как

‖𝑤𝑛 − 𝑤𝑚‖22 =
1

2𝜋

∫︁
R

⃒⃒ ̂︀𝑤𝑛(𝑝)− ̂︀𝑤𝑚(𝑝)
⃒⃒2
𝑑𝑝

=
1

2𝜋

∫︁
R

(︀
1 + Ψ2𝛽(𝑝)

)︀⃒⃒̂︀𝑢𝑛(𝑝)− ̂︀𝑢𝑚(𝑝)⃒⃒2 𝑑𝑝 = 1

2𝜋
|𝑢𝑛 − 𝑢𝑚|2𝛽 −→

𝑛→∞
0.

Обозначим предел {𝑤𝑛} в 𝐿2(R) через 𝑤 и определим функцию 𝑢 через
её преобразование Фурье, полагая

̂︀𝑢(𝑝) = ̂︀𝑤(𝑝)√︀
1 + Ψ2𝛽(𝑝)

.

Ясно, что 𝑢 ∈ 𝑉 𝛽
2 (R) и

|𝑢− 𝑢𝑛|2𝛽 =

∫︁
R

(︀
1 + Ψ2𝛽(𝑝)

)︀⃒⃒̂︀𝑢(𝑝)− ̂︀𝑢𝑛(𝑝)⃒⃒2 𝑑𝑝 = ∫︁
R

⃒⃒ ̂︀𝑤(𝑝)− ̂︀𝑤𝑛(𝑝)
⃒⃒2
𝑑𝑝 −→

𝑛→∞
0.

Теперь покажем, что 𝑉 𝛽
2 (R) плотно в 𝐿2(R). Пусть 𝑢 ∈ 𝐿2(R). Определим

последовательность {𝑢𝑛}, полагая

̂︀𝑢𝑛(𝑝) =
⎧⎨⎩̂︀𝑢(𝑝), |𝑝| < 𝑛,̂︀𝑢(𝑝)⧸︀√︀1 + Ψ2𝛽(𝑝), |𝑝| ⩾ 𝑛.

Тогда 𝑢𝑛 ∈ 𝑉 𝛽
2 (R) и

‖𝑢− 𝑢𝑛‖22 =
1

2𝜋

∫︁
R

⃒⃒̂︀𝑢(𝑝)− ̂︀𝑢𝑛(𝑝)⃒⃒2 𝑑𝑝 = 1

2𝜋

∫︁
|𝑝|⩾𝑛

⃒⃒̂︀𝑢(𝑝)− ̂︀𝑢𝑛(𝑝)⃒⃒2 𝑑𝑝

=
1

2𝜋

∫︁
|𝑝|⩾𝑛

(︃
1− 1√︀

1 + Ψ2𝛽(𝑝)

)︃2⃒⃒̂︀𝑢(𝑝)⃒⃒2 𝑑𝑝 = 1

2𝜋

∫︁
|𝑝|⩾𝑛

|̂︀𝑢(𝑝)|2 𝑑𝑝 −→
𝑛→∞

0.
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1.5 Полугруппы операторов

Сильно непрерывные полугруппы. Пусть 𝑋 – банахово пространство
с нормой ‖ · ‖𝑋 , ℒ(𝑋) – множество ограниченных линейных операторов на 𝑋.

Определение 1.5.1. Однопараметрическое семейство операторов {𝑇𝑡}𝑡⩾0, где
𝑇𝑡 ∈ ℒ(𝑋), называется сильно непрерывной полугруппой, или 𝐶0-полугруппой,
в ℒ(𝑋), если

1. 𝑇0 = Id.
2. Для любых 𝑠, 𝑡 ∈ [0,∞) 𝑇𝑡+𝑠 = 𝑇𝑡 ∘ 𝑇𝑠.
3. Для любого 𝑢 ∈ 𝑋 ‖𝑇𝑡𝑢− 𝑢‖𝑋 −→

𝑡→0+
0.

Свойства 1 и 2 Определения 1.5.3 задают полугруппу, в то время как
свойство 3 означает, что при фиксированном 𝑢 ∈ 𝑋 отображение 𝑡 ↦→ 𝑇𝑡𝑢

множества [0,∞) в 𝑋 является непрерывным.
Важнейшей характеристикой сильно непрерывной полугруппы является

её генератор.

Определение 1.5.2. Пусть {𝑇𝑡}𝑡⩾0 – сильно непрерывная полугруппа опера­
торов в ℒ(𝑋). Рассмотрим оператор 𝐴, действущий в 𝑋 по формуле

𝐴𝑢 = lim
𝑡→0+

𝑇𝑡𝑢− 𝑢

𝑡

на те 𝑥 ∈ 𝑋, для которых определён соответствующий предел.
Оператор 𝐴 называется генератором полугруппы {𝑇𝑡}.

Как видно из следующего утверждения, генератор однозначно определяет
полугруппу.

Теорема 1.5.1 ([28, §1.2, теорема 2.6]). Пусть {𝑇𝑡}𝑡⩾0, {𝑆𝑡}𝑡⩾0 – сильно непре­
рывные полугруппы операторов с генераторами 𝐴, 𝐵 соответственно. Если
𝐴 = 𝐵, то 𝑇𝑡 = 𝑆𝑡 для любого 𝑡 ⩾ 0.

Понятия полугруппы операторов и генератора имеют особую важность в
контексте абстрактной задачи Коши.
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Теорема 1.5.2 ([28, §4.1]). Пусть {𝑇𝑡}𝑡⩾0 – сильно непрерывная полугруппа
операторов в ℒ(𝑋) с генератором 𝐴. Рассмотрим абстрактную задачу Коши⎧⎨⎩𝑑𝑢

𝑑𝑡 (𝑡) = 𝐴𝑢(𝑡), 𝑡 > 0,

𝑢(0) = 𝑢0, 𝑢0 ∈ 𝑋.
(1.21)

Единственное решение задачи (1.21) в классе{︀
𝑢 ∈ 𝐶([0,∞), 𝑋) ∩ 𝐶1((0,∞), 𝑋) | ∀𝑡 > 0 𝑢(𝑡) ∈ 𝒟(𝐴)

}︀
имеет представление

𝑢(𝑡) = 𝑇𝑡𝑥, 𝑡 ⩾ 0.

Феллеровские полугруппы. Напомним, что пространство 𝐶0(R) убы­
вающих к нулю на бесконечности непрерывных функций является банаховым
относительно sup-нормы ‖ · ‖∞.

Частным случаем сильно непрерывных полугрупп являются феллеров­
ские полугруппы, имеющие особое значение в теории марковских процессов.

Определение 1.5.3. Однопараметрическое семейство операторов {𝑇𝑡}𝑡⩾0, где
𝑇𝑡 ∈ ℒ(𝐶0(R)), называется феллеровской полугруппой, если

1. Семейство {𝑇𝑡} образует сильно непрерывную полугруппу в ℒ(𝐶0(R)).
2. Для любой 𝑓 ∈ 𝐶0(R), такой, что 0 ⩽ 𝑓 ⩽ 1, верно 0 ⩽ 𝑇𝑡𝑓 ⩽ 1.

Полугруппа, порождённая процессом Леви. Напомним, что про­
странство 𝐶𝑏(R) ограниченных непрерывных функций является банаховым
относительно sup-нормы ‖ · ‖∞.

Рассмотрим симметричный процесс Леви (𝜉(𝑡), 𝑡 ⩾ 0) с показателем Леви
Ψ и определим семейство операторов {𝑇𝑡}𝑡⩾0 по формуле

(𝑇𝑡𝑓)(𝑥) = E𝑓(𝜉𝑥(𝑡)), 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R). (1.22)

Хорошо известно (см. [19, гл. 2]), что семейство {𝑇𝑡} является феллеровой
полугруппой в 𝐶𝑏(R).

Можно показать (напр., [19, гл. 2, 2.4.2]), что {𝑇𝑡} продолжается до сильно
непрерывной в 𝐿2(R) полугруппы, действующую на функциях из 𝐿2(R)∩𝐶𝑏(R)
по формуле (1.22). Далее под полугруппой {𝑇𝑡} мы будем иметь в виду имен­
но это продолжение.
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Генератором полугруппы {𝑇𝑡} является оператор 𝒜, определённый на
𝑉 1
2 (R) и действующий как

(︀
𝒜𝑓
)︀
(𝑥) = − 1

2𝜋
𝐿2- lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑓(𝑝) 𝑑𝑝, 𝑓 ∈ 𝑉 1
2 (R). (1.23)

Мы будем называть оператор 𝒜 генератором самого процесса (𝜉(𝑡)).
Из (1.23) видно, что преобразование Фурье диагонализует 𝒜, то есть

ℱ𝒜 = ̂︀𝒜ℱ ,

где ̂︀𝒜 – оператор умножения на функцию −Ψ.
Можно показать, что оператор 𝒜 является самосопряжённым, что позво­

ляет определить оператор 𝑓(𝒜) для борелевской 𝑓 [26, гл. 6, §6.1]. В частности,
при 𝑢 ∈ 𝑉 𝛽

2 (R)

(︀
(−𝒜)𝛽𝑢

)︀
(𝑥)

def
=

1

2𝜋
lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥Ψ𝛽(𝑝)̂︀𝑢(𝑝) 𝑑𝑝.
Сформулируем лемму, связывающую действие оператора (−𝒜)𝛽 со значением
функции в точке.

Лемма 1.5.1. Пусть 𝑢 ∈ 𝑉 𝛽
2 (R), 𝑐 > 0. Тогда для любого 𝑥 ∈ R

|𝑢(𝑥)|2 ⩽

(︃
1

2𝜋

∫︁
R

𝑑𝑝

𝑐+Ψ2𝛽(𝑝)

)︃(︀
‖(−𝒜)𝛽𝑢‖22 + 𝑐‖𝑢‖22

)︀
.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ R. Используя непрерывность 𝑢, свойства предела
и неравенство Коши–Буняковского–Шварца, получаем

|𝑢(𝑥)|2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 12𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑢(𝑝) 𝑑𝑝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 12𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑢(𝑝)√︀𝑐+Ψ2𝛽(𝑝)√︀
𝑐+Ψ2𝛽(𝑝)

𝑑𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

⩽

(︂
1

2𝜋

)︂2 ∫︁
R

𝑑𝑝

𝑐+Ψ2𝛽(𝑝)

∫︁
R

(︀
𝑐+Ψ2𝛽(𝑝)

)︀
|̂︀𝑢(𝑝)|2 𝑑𝑝

=

(︃
1

2𝜋

∫︁
R

𝑑𝑝

𝑐+Ψ2𝛽(𝑝)

)︃
1

2𝜋

∫︁
R

(︀
𝑐+Ψ2𝛽(𝑝)

)︀
|̂︀𝑢(𝑝)|2 𝑑𝑝
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=

(︃
1

2𝜋

∫︁
R

𝑑𝑝

𝑐+Ψ2𝛽(𝑝)

)︃(︀
‖(−𝒜)𝛽𝑢‖22 + 𝑐‖𝑢‖22

)︀
.
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1.6 Ядра Леви

Рассмотрим симметричный процесс Леви (𝜉(𝑡), 𝑡 ⩾ 0) с показателем Леви
Ψ и генератором 𝒜. В данном разделе мы будем предполагать, что у (𝜉(𝑡)) есть
локальное время 𝐿(𝑡, 𝑥).

Пусть 𝜆 ∈ C ∖ (−∞, 0]. Определим функцию 𝜓𝜆 через её преобразование
Фурье ̂︀𝜓𝜆, полагая

̂︀𝜓𝜆(𝑝) =
1

Ψ(𝑝) + 𝜆
.

Из (1.4) следует, что ̂︀𝜓𝜆 ∈ 𝐿1(R), поэтому

𝜓𝜆(𝑥) =
1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥

Ψ(𝑝) + 𝜆
𝑑𝑝.

Определение 1.6.1. Функцию 𝜓𝜆, определенную выше, мы будем называть
ядром Леви, или просто ядром, процесса (𝜉(𝑡)) в точке 𝜆.

Приведём ряд утверждений о свойствах ядер Леви.

Теорема 1.6.1. Функция 𝜓𝜆 равномерно непрерывна, ограничена и стремится
к нулю на бесконечности.

Доказательство. Перечисленные свойства следуют из свойств преобразования
Фурье функций из 𝐿1(R) [23, гл. X, §5] и леммы Римана-Лебега.

Лемма 1.6.1. Функция 𝐹 , определённая на (0,∞) по формуле 𝐹 (𝜈) = 𝜓𝜈(0),
положительна, непрерывна и строго убывает. Кроме того, справедливы со­
отношения

lim
𝜈→0+

𝐹 (𝜈) = ∞, lim
𝜈→∞

𝐹 (𝜈) = 0. (1.24)

Доказательство. Положительность 𝐹 и справедливость соотношений (1.24)
следуют из определения 𝐹 .

Пусть 𝜈2 > 𝜈1 > 0. Имеем

𝐹 (𝜈2)− 𝐹 (𝜈1) =
1

2𝜋

∫︁
R

𝑑𝑝

Ψ(𝑝) + 𝜈2
− 1

2𝜋

∫︁
R

𝑑𝑝

Ψ(𝑝) + 𝜈1
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=
1

2𝜋

∫︁
R

𝑑𝑝

(Ψ(𝑝) + 𝜈1)(Ψ(𝑝) + 𝜈2)
(𝜈1 − 𝜈2),

откуда следуют непрерывность и строгое убывание 𝐹 .

Следующее утверждение связывает ядро процесса (𝜉(𝑡)) с его переходной
плотностью и локальным временем.

Теорема 1.6.2. Пусть R(𝜆) > 0. Тогда справедливы следующие представле­
ния:

а)

𝜓𝜆(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑡 𝑝(𝑡, 𝑥, 0) 𝑑𝑡;

б)

𝜓𝜆(𝑥) = E

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑡 𝐿(𝑑𝑡,𝑥).

Доказательство. Пользуясь леммой 1.1.3 и неравенством (1.4), получаем

E

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑡 𝐿(𝑑𝑡,𝑥) =

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑡E𝐿(𝑑𝑡,𝑥)

=

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝑡

(︂
1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥 1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)
𝑑𝑝

)︂
𝑑𝑡

=
1

2𝜋

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑡
(︁∫︁

R

𝑒−𝑖𝑝𝑥𝑒−𝑡Ψ(𝑝) 𝑑𝑝
)︁
𝑑𝑡 (1.25)

=

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑡 𝑝(𝑡, 𝑥, 0) 𝑑𝑡.

Далее, меняя порядок интегрирования в (1.25), получаем

1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥
(︁ ∞∫︁

0

𝑒−𝑡(Ψ(𝑝)+𝜆) 𝑑𝑡
)︁
𝑑𝑝 =

1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥

Ψ(𝑝) + 𝜆
𝑑𝑝 = 𝜓𝜆(𝑥).
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Как показывает следующая лемма, ядра Леви при 𝜆 ∈ R обладают рядом
дополнительным свойств.

Лемма 1.6.2. Пусть 𝜈 > 0. Функция 𝜓𝜈 – чётная и положительная. Кроме
того, 𝜓𝜈 ∈ 𝐿1(R) и

‖𝜓𝜈‖1 =
1

𝜈
.

Доказательство. Чётность 𝜓𝜈 следует из чётности Ψ, а положительность – из
теоремы 1.6.2.

Далее, пользуясь формулой (1.6) и симметричностью (𝜉(𝑡)), получаем

‖𝜓𝜈‖1 =
∫︁
R

⃒⃒
𝜓𝜈(𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥 =

∫︁
R

𝜓𝜈(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
R

(︁ ∞∫︁
0

𝑒−𝜈𝑡 𝑝(𝑡, 𝑥, 0) 𝑑𝑡
)︁
𝑑𝑥

=

∞∫︁
0

𝑒−𝜈𝑡
(︁∫︁

R

𝑝(𝑡, 𝑥, 0) 𝑑𝑥
)︁
𝑑𝑡 =

∞∫︁
0

𝑒−𝜈𝑡
(︁∫︁

R

𝑝(𝑡, 0, 𝑥) 𝑑𝑥
)︁
𝑑𝑡

=

∞∫︁
0

𝑒−𝜈𝑡 𝑑𝑡 =
1

𝜈
.

Покажем теперь, ядро Леви процесса (𝜉(𝑡)) совпадает с точностью до зна­
ка с ядром резольвенты его генератора.

Теорема 1.6.3. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(R) ∩ 𝐿1(R). Тогда(︀
(𝒜− 𝜆)−1𝑓

)︀
(𝑥) = −

∫︁
R

𝜓𝜆(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦.

Доказательство. Так как 𝜆 ∈ C ∖ (−∞, 0], резольвента оператора 𝒜 действует
на 𝑓 ∈ 𝐿2(R) по формуле

(︀
(𝒜− 𝜆)−1𝑓

)︀
(𝑥) = − 1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥
̂︀𝑓(𝑝)

Ψ(𝑝) + 𝜆
𝑑𝑝,

где ̂︀𝑓(𝑝) = ∫︁
R

𝑒𝑖𝑝𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.
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Если 𝑓 ∈ 𝐿2(R) ∩ 𝐿1(R), то по теореме Фубини

(︀
(𝒜− 𝜆)−1𝑓

)︀
(𝑥) = − 1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥

Ψ(𝑝) + 𝜆

(︁∫︁
R

𝑒𝑖𝑝𝑦𝑓(𝑦) 𝑑𝑦
)︁
𝑑𝑝

= − 1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞

∫︁
R

(︁ 𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦)

Ψ(𝑝) + 𝜆
𝑑𝑝
)︁
𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 = −

∫︁
R

𝜓𝜆(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦.
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Глава 2. Одноточечное штрафование

2.1 Определение и свойства оператора 𝒜𝜇

В настоящей главе мы будем рассматривать симметричный процесс Леви
(𝜉(𝑡), 𝑡 ⩾ 0) с генератором 𝒜 и показателем Леви Ψ.

Пусть 𝜇 > 0. Мы определим и исследуем свойства оператора 𝒜𝜇, имеюще­
го смысл одноточечного возмущения оператора 𝒜.

Обозначим через 𝒟0 множество функций {𝜙 ∈ 𝑉 1
2 (R) |𝜙(𝑎) = 0}.

Возьмём в качестве области определения оператора 𝒜𝜇 пространство

𝒟0 ⊕ Lin
(︀
𝜓𝜈(· − 𝑎)

)︀
,

где константа 𝜈 однозначно определяется соотношением

𝜇𝜓𝜈(0) =
𝜇

2𝜋

∫︁
R

𝑑𝑝

Ψ(𝑝) + 𝜈
= 1. (2.1)

Из леммы 1.6.1 следует, что (2.1) корректно определяет 𝜈.

Замечание 2.1.1. Пусть (𝜉(𝑡)) – симметричный устойчивый процесс, то
есть

E𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) = 𝑒−𝑐𝑡|𝑝|𝛼, 𝛼 ∈ (1, 2], 𝑐 > 0.

Тогда

𝜈 = 𝑐
1

1−𝛼

(︃
𝜇

𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝜃

𝜃𝛼 + 1

)︃ 𝛼
𝛼−1

= 𝑐
1

1−𝛼

(︂
𝛼 sin(𝜋𝛼)

𝜇

)︂ 𝛼
1−𝛼

.

В частности, если (𝜉(𝑡)) – стандартный винеровский процесс, то 𝜈 = 𝜇2/2.

Для 𝑢 ∈ 𝒟(𝒜𝜇), 𝑢 = 𝜙 + 𝐶𝜓𝜈(· − 𝑎), положим

𝒜𝜇𝑢 = 𝒜𝜙+ 𝜈 𝐶𝜓𝜈(· − 𝑎).

Наша ближайшая цель – показать, что оператор 𝒜𝜇 является самосопря­
жённым. Для этого сформулируем утверждение о действии 𝒜𝜇 в Фурье-пред­
ставлении, а затем докажем, что оператор 𝒜𝜇 симметричен и замкнут.
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Лемма 2.1.1. Пусть 𝑢 ∈ 𝒟(𝒜𝜇). Тогда(︀ ̂︀𝒜𝜇̂︀𝑢)︀(𝑝) = −Ψ(𝑝)̂︀𝑢(𝑝) + 𝜇𝑢(𝑎)𝑒𝑖𝑝𝑎.

Доказательство. Пусть 𝑢 = 𝜙+ 𝐶𝜓𝜈(· − 𝑎). Имеем(︀ ̂︀𝒜𝜇̂︀𝑢)︀(𝑝) = (︀̂︂𝒜𝜇𝑢
)︀
(𝑝)

= −Ψ(𝑝)̂︀𝜙(𝑝) + 𝜈 𝐶𝑒𝑖𝑝𝑎 ̂︀𝜓𝜈(𝑝) = −Ψ(𝑝)̂︀𝜙(𝑝) + 𝐶
𝜈𝑒𝑖𝑝𝑎

Ψ(𝑝) + 𝜈

= −Ψ(𝑝)̂︀𝜙(𝑝) + 𝐶𝑒𝑖𝑝𝑎 − 𝐶
Ψ(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝑎

Ψ(𝑝) + 𝜈
= −Ψ(𝑝)̂︀𝑢(𝑝) + 𝐶𝑒𝑖𝑝𝑎

= −Ψ(𝑝)̂︀𝑢(𝑝) + 𝜇𝐶𝜓𝜈(0)𝑒
𝑖𝑝𝑎 = −Ψ(𝑝)̂︀𝑢(𝑝) + 𝜇𝑢(𝑎)𝑒𝑖𝑝𝑎.

Теорема 2.1.1. Оператор 𝒜𝜇 – симметричный и замкнутый.

Доказательство. Докажем симметричность. Пусть 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒟(𝒜𝜇). Используя
лемму 2.1.1, получаем

(𝒜𝜇𝑢,𝑣) =
1

2𝜋
( ̂︀𝒜𝜇̂︀𝑢, ̂︀𝑣)

= − 1

2𝜋

(︀
Ψ̂︀𝑢, ̂︀𝑣)︀+ 1

2𝜋
𝜇𝑢(𝑎)(𝑒𝑖(·)𝑎, ̂︀𝑣) = − 1

2𝜋

(︀̂︀𝑢,Ψ̂︀𝑣)︀+ 𝜇𝑢(𝑎)𝑣(𝑎)

= − 1

2𝜋

(︀̂︀𝑢,Ψ̂︀𝑣)︀+ 1

2𝜋
𝜇 (̂︀𝑢, 𝑒𝑖(·)𝑎)𝑣(𝑎) = 1

2𝜋
(̂︀𝑢, ̂︀𝒜𝜇̂︀𝑣) = (𝑢,𝒜𝜇𝑣),

где (𝑒𝑖(·)𝑎, ̂︀𝑣), (̂︀𝑢, 𝑒𝑖(·)𝑎) понимаются как

lim
𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒𝑖𝑝𝑎 ̂︀𝑣(𝑝) 𝑑𝑝 , lim
𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑎 ̂︀𝑢(𝑝) 𝑑𝑝
соответственно.

Докажем замкнутость. Для этого нужно показать (см. теорему 1.2.1), что
𝒟(𝒜𝜇) полно по норме графика ‖ · ‖𝜇, где

‖𝑔‖2𝜇 = ‖𝑔‖22 + ‖𝒜𝜇𝑔‖22, 𝑔 ∈ 𝒟(𝒜𝜇).

Итак, пусть последовательность {𝑢𝑛}, 𝑢𝑛 ∈ 𝒟(𝒜𝜇), 𝑢𝑛 = 𝜙𝑛 + 𝐶𝑛𝜓𝜈(· − 𝑎),
фундаментальна по норме ‖ · ‖𝜇. Это означает, что при 𝑛,𝑚→ ∞

‖(𝜙𝑛 − 𝜙𝑚) + (𝐶𝑛 − 𝐶𝑚)𝜓𝜈(· − 𝑎)‖2 → 0,

‖𝒜(𝜙𝑛 − 𝜙𝑚) + 𝜈(𝐶𝑛 − 𝐶𝑚)𝜓𝜈(· − 𝑎)‖2 → 0.
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Из свойств нормы получаем, что

‖𝒜(𝜙𝑛 − 𝜙𝑚) + 𝜈(𝐶𝑛 − 𝐶𝑚)𝜓𝜈(· − 𝑎)‖2

= ‖(𝒜− 𝜈)(𝜙𝑛 − 𝜙𝑚) + 𝜈
(︀
(𝜙𝑛 − 𝜙𝑚) + (𝐶𝑛 − 𝐶𝑚)𝜓𝜈(· − 𝑎)

)︀
‖2

⩾
⃒⃒
‖(𝒜− 𝜈)(𝜙𝑛 − 𝜙𝑚)‖2 − |𝜈|‖(𝜙𝑛 − 𝜙𝑚) + (𝐶𝑛 − 𝐶𝑚)𝜓𝜈(· − 𝑎)‖2

⃒⃒
,

откуда следует, что при 𝑛,𝑚→ ∞

‖(𝒜− 𝜈)(𝜙𝑛 − 𝜙𝑚)‖2 → 0,

что, в свою очередь, означает, что при 𝑛,𝑚→ ∞

‖𝜙𝑛 − 𝜙𝑚‖2 → 0, ‖𝒜(𝜙𝑛 − 𝜙𝑚)‖2 → 0.

Следовательно, фундаментальность {𝑢𝑛} по норме ‖ · ‖𝜇 эквивалентна то­
му, что при 𝑛,𝑚→ ∞

|𝜙𝑛 − 𝜙𝑚|21 = 2𝜋
(︀
‖𝜙𝑛 − 𝜙𝑚‖22 + ‖𝒜(𝜙𝑛 − 𝜙𝑚)‖22

)︀
→ 0,

|𝐶𝑛 − 𝐶𝑚| → 0.

Ввиду полноты 𝑉 1
2 (R) по норме | · |1 (см. теорему 1.4.1) существует такая

функция 𝜙 ∈ 𝑉 1
2 (R), что

|𝜙− 𝜙𝑛|21 = 2𝜋
(︀
‖𝜙− 𝜙𝑛‖22 + ‖𝒜(𝜙− 𝜙𝑛)‖22

)︀
→ 0, 𝑛→ ∞.

Также существует константа 𝐶 ∈ R, такая, что

|𝐶 − 𝐶𝑛| → 0, 𝑛→ ∞.

Проверим, что 𝜙(𝑎) = 0. Применяя лемму 1.6.1 к 𝜙 − 𝜙𝑛 с 𝛽 = 1, 𝜅 = 1,
получаем

|𝜙(𝑎)|2 = |𝜙(𝑎)− 𝜙𝑛(𝑎)|2

⩽

(︂
1

2𝜋

∫︁
R

𝑑𝑝

1 + Ψ2(𝑝)

)︂(︀
‖𝒜(𝜙− 𝜙𝑛)‖22 + ‖𝜙− 𝜙𝑛‖22

)︀
=

(︂
1

2𝜋

∫︁
R

𝑑𝑝

1 + Ψ2(𝑝)

)︂
1

2𝜋
|𝜙− 𝜙𝑛|21 −→

𝑛→∞
0,

что и требовалось.
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Таким образом, полагая

𝑢(𝑥) = 𝜙(𝑥) + 𝐶𝜓𝜈(𝑥− 𝑎), 𝑥 ∈ R,

мы получаем, что 𝑢 ∈ 𝒟(𝒜𝜇) и

‖𝑢− 𝑢𝑛‖𝜇 −→
𝑛→∞

0.

Теорема 2.1.2. Оператор 𝒜𝜇 – самосопряжённый.

Доказательство. Коль скоро 𝒜𝜇 симметричен и замкнут, для самосопряжён­
ности достаточно того (см. теорему 1.2.3), чтобы

Ker(𝒜*
𝜇 ± 𝑖) = {0}. (2.2)

Допустим противное. Тогда существует такая 𝑣 ∈ 𝒟(𝒜*
𝜇), что 𝑣 ̸≡ 0 и для

любой 𝑢 ∈ 𝒟(𝒜𝜇)

(𝑢, (𝒜*
𝜇 ± 𝑖)𝑣) = 0.

Пусть 𝑢 = 𝜙+ 𝐶𝜓𝜈(· − 𝑎). Тогда

(𝑢, (𝒜*
𝜇 ± 𝑖)𝑣) = ((𝒜𝜇 ∓ 𝑖)𝑢, 𝑣) =

1

2𝜋
(( ̂︀𝒜𝜇 ∓ 𝑖)̂︀𝑢, ̂︀𝑣)

=
1

2𝜋
((−Ψ∓ 𝑖)̂︀𝜙, ̂︀𝑣) + 𝐶

2𝜋
((𝜈 ∓ 𝑖) ̂︀𝜓𝜈 𝑒

𝑖(·)𝑎, ̂︀𝑣) = 0,

что эквивалентно тому, что

((−Ψ∓ 𝑖)̂︀𝜙, ̂︀𝑣) = ∫︁
R

(−Ψ(𝑝)∓ 𝑖)̂︀𝜙(𝑝)̂︀𝑣(𝑝) 𝑑𝑝 = 0, (2.3)

( ̂︀𝜓𝜈 𝑒
𝑖(·)𝑎, ̂︀𝑣) = ∫︁

R

𝑒𝑖𝑝𝑎
̂︀𝑣(𝑝)

Ψ(𝑝) + 𝜈
𝑑𝑝 = 0. (2.4)

Из (2.3) следует, что ̂︀𝑣(𝑝) = 𝐶𝑣𝑒
𝑖𝑝𝑎

Ψ(𝑝)∓ 𝑖

для некоторой 𝐶𝑣 ∈ R. Подставляя последнее выражение в (2.4), получаем∫︁
R

1

Ψ(𝑝)∓ 𝑖
𝑑𝑝 =

∫︁
R

1

Ψ(𝑝) + 𝜈
𝑑𝑝,

что, как нетрудно показать, неверно для любой 𝐶𝑣 ∈ R при любом знаке пе­
ред 𝑖. Это означает, что функции 𝑣 с указанными свойствами не существует и,
следовательно, справедливо (2.2).
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Посмотрим теперь, как выглядит спектр оператора 𝒜𝜇.

Лемма 2.1.2. Пусть 𝜆 ∈ C∖
(︀
(−∞, 0]∪{𝜈}

)︀
. Резольвента (𝒜𝜇−𝜆)−1 оператора

𝒜𝜇 действует на 𝑓 ∈ 𝐿2(R) как

(𝒜𝜇 − 𝜆)−1𝑓 = (𝒜− 𝜆)−1𝑓 +
1

𝜈 − 𝜆

(𝑓, 𝜓𝜆̄(· − 𝑎))

(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)
𝜓𝜆(· − 𝑎). (2.5)

Доказательство. Для получения формулы для резольвенты воспользуемся со­
ображениями об операторах с нуль-ранговым потенциалом, приведёнными в
[29, гл. 11, 11.2].

Сначала покажем ограниченность оператора в правой части (2.5). Пусть
𝑓 ∈ 𝐿2(R). Имеем

‖(𝒜𝜇 − 𝜆)−1𝑓‖2 ⩽ ‖(𝒜− 𝜆)−1𝑓‖2 +
|(𝑓, 𝜓𝜆̄(· − 𝑎))|
|(𝜈 − 𝜆)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)|

‖𝜓𝜆(· − 𝑎)‖2

⩽
1√
2𝜋

⃦⃦⃦⃦ ̂︀𝑓
Ψ+ 𝜆

⃦⃦⃦⃦
2

+
‖𝑓‖2‖𝜓𝜆‖2

|(𝜈 − 𝜆)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)|
‖𝜓𝜆‖2

⩽

(︂
1

|𝜆|
+

‖𝜓𝜆‖22
|(𝜈 − 𝜆)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)|

)︂
‖𝑓‖2.

Теперь достаточно проверить справедливость (2.5) для функций из обла­
сти значений 𝒜𝜇 − 𝜆. Пусть

𝑓 = (𝒜𝜇 − 𝜆)(𝜙+ 𝐶𝜓𝜈(· − 𝑎)) = (𝒜− 𝜆)𝜙+ 𝐶(𝜈 − 𝜆)𝜓𝜈(· − 𝑎)

для некоторых 𝜙 ∈ 𝑉 1
2 (R) : 𝜙(𝑎) = 0, 𝐶 ∈ R. Тогда

(︀
ℱ
(︀
(𝒜− 𝜆)−1𝑓 +

1

𝜈 − 𝜆

(𝑓, 𝜓𝜆̄(· − 𝑎))

(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)
𝜓𝜆(· − 𝑎)

)︀)︀
(𝑝)

= −
̂︀𝑓(𝑝)

Ψ(𝑝) + 𝜆
+

1

2𝜋

1

(𝜈 − 𝜆)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)

(︂̂︀𝑓, 𝑒𝑖(·)𝑎
Ψ+ 𝜆̄

)︂
𝑒𝑖𝑝𝑎

Ψ(𝑝) + 𝜆

= ̂︀𝜙(𝑝)− 𝐶(𝜈 − 𝜆)𝑒𝑖𝑝𝑎

(Ψ(𝑝) + 𝜈)(Ψ(𝑝) + 𝜆)

+
1

(𝜈 − 𝜆)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)

(︂
− 1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑞𝑎̂︀𝜙(𝑞) 𝑑𝑞)︂ 𝑒𝑖𝑝𝑎

Ψ(𝑝) + 𝜆

+
1

(𝜈 − 𝜆)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)

(︂
1

2𝜋

∫︁
R

𝐶(𝜈 − 𝜆)

(Ψ(𝑞) + 𝜈)(Ψ(𝑞) + 𝜆)
𝑑𝑞

)︂
𝑒𝑖𝑝𝑎

Ψ(𝑝) + 𝜆
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= ̂︀𝜙(𝑝) + 𝐶𝑒𝑖𝑝𝑎

Ψ(𝑝) + 𝜈
− 𝐶𝑒𝑖𝑝𝑎

Ψ(𝑝) + 𝜆
− 𝜙(𝑎)

(𝜈 − 𝜆)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)
+

𝐶𝑒𝑖𝑝𝑎

Ψ(𝑝) + 𝜆

= ̂︀𝜙(𝑝) + 𝐶 ̂︀𝜓𝜈(𝑝)𝑒
𝑖𝑝𝑎.

Следствие 2.1.1. Ядро 𝑟𝜇(𝜆,𝑥,𝑦) резольвенты (𝒜𝜇 − 𝜆)−1 есть

𝑟𝜇(𝜆,𝑥,𝑦) = − 1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦)

Ψ(𝑝) + 𝜆
𝑑𝑝+

𝜓𝜆(𝑥− 𝑎)𝜓𝜆(𝑦 − 𝑎)

(𝜈 − 𝜆)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)
. (2.6)

Теорема 2.1.3. Спектр оператора 𝒜𝜇 состоит из непрерывной части, за­
полняющей луч (−∞, 0], и дискретной части, состоящей из единственного
собственного значения 𝜈.

Доказательство. То, что 𝜈 является собственным значением оператора 𝒜𝜇,
видно как из определения 𝒜𝜇, так и из формулы для резольвенты (2.5). Из этой
же формулы следует, что 𝒜𝜇 наследует спектр оператора 𝒜, который непреры­
вен и лежит на луче (−∞, 0].
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2.2 Полугруппа Фейнмана-Каца {𝑈𝑡}

Как было показано ранее, −𝒜𝜇 – полуограниченный снизу самосопряжён­
ный оператор. Спектральная теория позволяет определить (см. [26, гл. 8, §8.2])
полугруппу операторов {𝑒𝑡𝒜𝜇}𝑡⩾0, такую, что при 𝑓 ∈ 𝐿2(R) функция

𝑢(𝑡,𝑥) = (𝑒𝑡𝒜𝜇𝑓)(𝑥)

является единственным решением задачи Коши

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝒜𝜇𝑢, 𝑢(0,𝑥) = 𝑓(𝑥), (2.7)

в классе

{𝑢 : [0,∞)×R → R
⃒⃒
𝑡 ↦→ 𝑢(𝑡, ·) ∈ 𝐶(R+, 𝐿2(R)), 𝑢(·, 𝑥) ∈ 𝐶1(R), 𝑢(𝑡,·) ∈ 𝒟(𝒜𝜇)}.

Найдём вероятностное представление для {𝑒𝑡𝒜𝜇}. Пусть {𝑈𝑡}𝑡⩾0 – семей­
ство операторов, действующих на 𝐶𝑏(R) по формуле

(𝑈𝑡𝑓)(𝑥) = E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝑒
𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎), 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R).

Теорема 2.2.1.

1. Семейство {𝑈𝑡} задаёт 𝐶0-полугруппу в 𝐿2(R) с генератором 𝒜𝜇.

2. Для любой 𝑓 ∈ 𝐿2(R) ∩ 𝐶𝑏(R) справедлива формула

(𝑒𝑡𝒜𝜇𝑓)(𝑥) = E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝑒
𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎).

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(R) ∩ 𝐶𝑏(R).
Очевидно,

(𝑈0𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Проверим выполнение полугруппового свойства. Имеем

(𝑈𝑠(𝑈𝑡𝑓))(𝑥) = E
(︁
𝑒𝜇𝐿(𝑠,𝑥−𝑎)

(︀
E𝑓(𝜉𝑦(𝑡))𝑒

𝜇𝐿(𝑡,𝑦−𝑎)
)︀⃒⃒⃒

𝑦=𝜉𝑥(𝑠)

)︁
= E𝑓(𝜉𝜉𝑥(𝑠)(𝑡))𝑒

𝜇𝐿(𝑠,𝑥−𝑎)𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝜉𝑥(𝑠)−𝑎)

= E𝑓(𝜉𝑥(𝑡+ 𝑠))𝑒𝜇𝐿(𝑡+𝑠,𝑥−𝑎) = (𝑈𝑡+𝑠𝑓)(𝑥).
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Докажем сильную непрерывность. Имеем

‖𝑈𝑡𝑓 − 𝑓‖2 ⩽ ‖𝑇𝑡𝑓 − 𝑓‖2 + ‖𝑈𝑡𝑓 − 𝑇𝑡𝑓‖2, (2.8)

где {𝑇𝑡}𝑡⩾0 – полугруппа, порождаемая 𝜉(𝑡).
Первое слагаемое в (2.8) стремится к нулю при 𝑡→ 0+, так как 𝑓 принад­

лежит области определения 𝐶0-полугруппы {𝑇𝑡}.
Рассмотрим второе слагаемое в (2.8). Используя утверждение леммы 1.1.5,

получаем

‖𝑈𝑡𝑓 − 𝑇𝑡𝑓‖2 ⩽
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

𝑘!

⃦⃦
E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))(𝐿(𝑡,𝑥− 𝑎))𝑘

⃦⃦
2

⩽
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

(2𝜋)𝑘

⃦⃦⃦⃦
E|𝑓(𝜉𝑥(𝑡))|

(︁∫︁
R

1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)
𝑑𝑝
)︁𝑘 ⃦⃦⃦⃦

2

=
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

(2𝜋)𝑘

(︁∫︁
R

1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)
𝑑𝑝
)︁𝑘

‖𝑓‖2 −→
𝑡→0+

0.

В силу плотности 𝐿2(R) ∩ 𝐶𝑏(R) в 𝐿2(R) полугрупповые свойства верны
и для функций из 𝐿2(R).

Теперь вычислим генератор. Пусть 𝑓 ∈ 𝒟(𝒜𝜇), 𝑓 = 𝜙+𝐶𝜓𝜈(· − 𝑎). Тогда⃦⃦⃦𝑈𝑡𝑓 − 𝑓

𝑡
−𝒜𝜇𝑓

⃦⃦⃦
2

⩽
⃦⃦⃦𝑈𝑡𝜙− 𝜙

𝑡
−𝒜𝜙

⃦⃦⃦
2
+
⃒⃒
𝐶
⃒⃒⃦⃦⃦𝑈𝑡𝜓𝜈(· − 𝑎)− 𝜓𝜈(· − 𝑎)

𝑡
− 𝜈𝜓𝜈(· − 𝑎)

⃦⃦⃦
2
. (2.9)

Обозначим слагаемые в (2.9) как 𝐼1 и 𝐼2 соответственно. Вычислим 𝐼1.

𝐼1 =
⃦⃦⃦𝑈𝑡𝜙− 𝜙

𝑡
−𝒜𝜙

⃦⃦⃦
2
⩽
⃦⃦⃦𝑇𝑡𝜙− 𝜙

𝑡
−𝒜𝜙

⃦⃦⃦
2
+
⃦⃦⃦𝑈𝑡𝜙− 𝑇𝑡𝜙

𝑡

⃦⃦⃦
2
.

Первое слагаемое стремится к нулю, так как 𝒜 – генератор {𝑇𝑡}. Вычисляя
второе слагаемое с помощью утверждения леммы 1.1.5, получаем⃦⃦⃦𝑈𝑡𝜙− 𝑇𝑡𝜙

𝑡

⃦⃦⃦
2
=
⃦⃦⃦1
𝑡
E𝜙(· − 𝜉(𝑡))(𝑒𝜇𝐿(𝑡,·−𝑎) − 1)

⃦⃦⃦
2

⩽
⃦⃦⃦𝜇
𝑡
E𝜙(· − 𝜉(𝑡))𝐿(𝑡, · −𝑎)

⃦⃦⃦
2
+

∞∑︁
𝑘=2

𝜇𝑘

(2𝜋)𝑘 𝑡

(︁∫︁
R

1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)
𝑑𝑝
)︁𝑘

‖𝜙‖2,

где второе слагаемое стремится к нулю при 𝑡→ 0+.
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Далее, из утверждения леммы 1.1.7 следует, что⃦⃦⃦⃦
𝜇

𝑡
E𝜙(· − 𝜉(𝑡))𝐿(𝑡, · −𝑎)

⃦⃦⃦⃦
2

=

⃦⃦⃦⃦
1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(·−𝑎)

(︂
𝜇

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜏Ψ(𝑝)E𝜙(𝑎− 𝜉(𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏

)︂
𝑑𝑝

⃦⃦⃦⃦
2

=
1√
2𝜋

⃦⃦⃦⃦
𝜇

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜏Ψ(·)E𝜙(𝑎− 𝜉(𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
2

.

Пользуясь тем, что 𝑇𝑠𝜙 = 𝑒𝑠𝒜𝜙 и 𝜙(𝑎) = 0, получаем

1√
2𝜋

⃦⃦⃦⃦
𝜇

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜏Ψ(·)E𝜙(𝑎− 𝜉(𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
2

=
1√
2𝜋

⃦⃦⃦⃦
𝜇

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜏Ψ(·)
(︂

1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑞𝑎
(︀
𝑒−(𝑡−𝜏)Ψ(𝑞) − 1

)︀̂︀𝜙(𝑞) 𝑑𝑞)︂ 𝑑𝜏 ⃦⃦⃦⃦
2

⩽
1√
2𝜋

⃦⃦⃦⃦
𝜇

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜏Ψ(·)
(︂

1

2𝜋

∫︁
R

(︀
1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑞)

)︀
|̂︀𝜙(𝑞)| 𝑑𝑞)︂ 𝑑𝜏 ⃦⃦⃦⃦

2

=
1√
2𝜋

⃦⃦⃦⃦
𝜇

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜏Ψ(·)
(︁ 1

2𝜋

∫︁
R

(︀
1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑞)

)︀√︀1 + Ψ2(𝑞)√︀
1 + Ψ2(𝑞)

|̂︀𝜙(𝑞)| 𝑑𝑞)︁ 𝑑𝜏 ⃦⃦⃦⃦
2

=
𝜇

(2𝜋)3/2

(︂∫︁
R

(1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑞))2

𝑡 (1 + Ψ2(𝑞))
𝑑𝑞

)︂1/2(︂∫︁
R

(︂
1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑞)

Ψ(𝑞)

)︂2

𝑑𝑞

)︂1/2

|𝜙|1 −→
𝑡→0+

0.

Теперь оценим 𝐼2. Для этого нам понадобится утверждение, сформулиро­
ванное в работе [30]. Приведём его в наших обозначениях.

Теорема 2.2.2 ([Salminen, Yor, 2007]). Справедлива формула

𝜓𝜈(𝜉𝑥(𝑡)−𝑎)−𝜓𝜈(𝑥−𝑎) = 𝜈

∫︁ 𝑡

0

𝜓𝜈(𝜉𝑥(𝜏)−𝑎) 𝑑𝜏 −𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)+𝑀𝜈,𝑥−𝑎(𝑡), (2.10)

где случайный процесс 𝑀𝜈,𝑥−𝑎(𝑡) – ℱ𝑡-мартингал с нулевым средним.

Используя представление (2.10), получаем

𝐼2 =
⃦⃦⃦𝑈𝑡𝜓𝜈(· − 𝑎)− 𝜓𝜈(· − 𝑎)

𝑡
− 𝜈𝜓𝜈(· − 𝑎)

⃦⃦⃦
2
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⩽
⃦⃦⃦1
𝑡

(︁
𝜇E𝜓𝜈(· − 𝜉(𝑡)− 𝑎)− 1

)︁
𝐿(𝑡, · −𝑎)

⃦⃦⃦
2

(2.11)

+
⃦⃦⃦
𝜈
(︁1
𝑡
E

𝑡∫︁
0

𝜓𝜈(· − 𝜉(𝜏)− 𝑎) 𝑑𝜏 − 𝜓𝜈(· − 𝑎)
)︁⃦⃦⃦

2
(2.12)

+
∞∑︁
𝑘=2

𝜇𝑘

(2𝜋)𝑘 𝑡

(︁∫︁
R

1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)
𝑑𝑝
)︁𝑘

‖𝜓𝜈‖2.

Последнее слагаемое стремится к нулю при 𝑡 → 0+. Покажем, что то же
справедливо и для первых двух. Обозначим (2.11) и (2.12) как 𝐽1 и 𝐽2 соответ­
ственно. Оценим 𝐽1. Используя то, что 𝜇𝜓𝜈(0) = 1, получаем

𝐽1 =
1√
2𝜋

⃦⃦⃦⃦
1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜏Ψ(·)(︀𝜇E𝜓𝜈(𝑎− 𝜉(𝑡− 𝜏))− 1
)︀
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
2

=
1√
2𝜋

⃦⃦⃦⃦
𝜇

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜏Ψ(·)(︀E𝜓𝜈(𝑎− 𝜉(𝑡− 𝜏))− 𝜓𝜈(𝑎)
)︀
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
2

=
1√
2𝜋

⃦⃦⃦⃦
𝜇

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜏Ψ(·)
(︁ 1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑞𝑎
(︀
𝑒−(𝑡−𝜏)Ψ(𝑞) − 1

)︀ ̂︀𝜓𝜈(𝑞) 𝑑𝑞
)︁
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
2

⩽
1√
2𝜋

⃦⃦⃦⃦
𝜇

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜏Ψ(·)
(︁ 1

2𝜋

∫︁
R

(︀
1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑞)

)︀ 1√︀
Ψ(𝑞) + 𝜈

1√︀
Ψ(𝑞) + 𝜈

𝑑𝑞
)︁
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
2

⩽
1√
2𝜋

(︂∫︁
R

(1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑞))2

𝑡 (Ψ(𝑞) + 𝜈)
𝑑𝑞

)︂1/2(︂∫︁
R

(︂
1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)

)︂2

𝑑𝑝

)︂1/2

−→
𝑡→0+

0.

Теперь оценим 𝐽2. По определению локального времени имеем⃦⃦⃦
𝜈
(︁1
𝑡
E

∫︁ 𝑡

0

𝜓𝜈(· − 𝜉(𝜏)− 𝑎) 𝑑𝜏 − 𝜓𝜈(· − 𝑎)
)︁⃦⃦⃦

2

=
⃦⃦⃦
𝜈
(︁1
𝑡
E

∫︁
R

𝜓𝜈(· − 𝑦 − 𝑎)𝐿(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑦 − 𝜓𝜈(· − 𝑎)
)︁⃦⃦⃦

2

=
⃦⃦⃦
𝜈
(︁ 1

2𝜋𝑡
E

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(·−𝑎)

Ψ(𝑝) + 𝜈

(︁ 𝑡∫︁
0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏
)︁
𝑑𝑝− 1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(·−𝑎)

Ψ(𝑝) + 𝜈
𝑑𝑝
)︁⃦⃦⃦

2
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=
⃦⃦⃦ 𝜈
2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(·−𝑎)

Ψ(𝑝) + 𝜈

(︁1
𝑡
E

𝑡∫︁
0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏 − 1
)︁
𝑑𝑝
⃦⃦⃦
2

=
1√
2𝜋

⃦⃦⃦ 𝜈

Ψ+ 𝜈

𝑒−𝑡Ψ − 1 + 𝑡Ψ

𝑡Ψ

⃦⃦⃦
2
−→
𝑡→0+

0.

Таким образом, 𝒜𝜇 – генератор {𝑈𝑡} в 𝐿2(R), из чего следует вторая часть
утверждения теоремы.

Используя собственную функцию оператора 𝒜𝜇, построим ℱ𝑡-мартингал.
Пусть

𝜂𝜈(𝑡,𝑥) = 𝑒−𝜈𝑡 𝜓𝜈(𝜉𝑥(𝑡)− 𝑎)

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)
𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎).

Теорема 2.2.3. Процесс 𝜂𝜈(𝑡,𝑥) является ℱ𝑡-мартингалом со средним 1.

Доказательство. Пусть 𝜏 ⩽ 𝑡. Имеем

E(𝜂𝜈(𝑡,𝑥)
⃒⃒
ℱ𝑠) =

𝑒−𝜈𝑡

𝜓𝜈(𝑡,𝑥− 𝑎)
E
(︀
𝜓𝜈(𝜉𝑥(𝑡)− 𝑎) 𝑒

𝜇
𝑡∫︀
0

𝛿(𝜉𝑥(𝜏)−𝑎) 𝑑𝜏 ⃒⃒
ℱ𝑠

)︀

=
𝑒−𝜈𝑡 𝑒

𝜇
𝑠∫︀
0

𝛿(𝜉𝑥(𝜏)−𝑎) 𝑑𝜏

𝜓𝜈(𝑡,𝑥− 𝑎)
E
(︀
𝜓𝜈(𝜉𝑥(𝑡)− 𝑎) 𝑒

𝜇
𝑡∫︀
𝑠

𝛿(𝜉𝑥(𝜏)−𝑎) 𝑑𝜏 ⃒⃒
𝜉𝑠
)︀

=
𝑒−𝜈𝑡 𝑒𝜇𝐿(𝑥,𝑥−𝑎)

𝜓𝜈(𝑡,𝑥− 𝑎)

(︁
E𝜓𝜈(𝜉𝑦(𝑡− 𝑠)− 𝑎) 𝑒

𝜇
𝑡−𝑠∫︀
0

𝛿(𝜉𝑦(𝜏)−𝑎) 𝑑𝜏)︁⃒⃒⃒
𝑦=𝜉𝑥(𝑠)

.

Воспользуемся тем, что 𝜓𝜈, будучи собственной функцией оператора 𝒜𝜇 с
собственным числом 𝜈, также является собственной функцией оператора 𝑒𝜏𝒜𝜇

с собственным числом 𝑒𝜈𝜏 . Имеем

𝑒−𝜈𝑡 𝑒𝜇𝐿(𝑥,𝑥−𝑎)

𝜓𝜈(𝑡,𝑥− 𝑎)

(︁
E𝜓𝜈(𝜉𝑦(𝑡− 𝑠)− 𝑎) 𝑒

𝜇
𝑡−𝑠∫︀
0

𝛿(𝜉𝑦(𝜏)−𝑎) 𝑑𝜏)︁⃒⃒⃒
𝑦=𝜉𝑥(𝑠)

= 𝑒−𝜈𝑡𝑒𝜇𝐿(𝑥,𝑥−𝑎)𝑒𝜈(𝑡−𝑠) 𝜓𝜈(𝜉𝑥(𝑠)− 𝑎)

𝜓𝜈(𝑡, 𝑥− 𝑎)

= 𝑒−𝜈𝑠 𝜓𝜈(𝜉𝑥(𝑠)− 𝑎)

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)
𝑒𝜇𝐿(𝑠,𝑥−𝑎) = 𝜂𝜈(𝑠, 𝑥).

Одним из следствий мартингальности процесса 𝜂𝜈(𝑡,𝑥) является следую­
щее утверждение.
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Теорема 2.2.4. Для любой 𝑓 ∈ 𝐿2(R)

𝐿2 - lim
𝑡→∞

𝑒−𝜈𝑡E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝑒
𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎) =

(𝑓, 𝜓𝜈(· − 𝑎))

‖𝜓𝜈‖22
𝜓𝜈(𝑥− 𝑎).

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(R). Используем разложение

𝑓 = 𝑓0 +
(𝑓, 𝜓𝜈(· − 𝑎))

‖𝜓𝜈‖22
𝜓𝜈(· − 𝑎),

где 𝑓0 ортогональна 𝜓𝜈(· − 𝑎) в 𝐿2(R).
Имеем

𝑒−𝜈𝑡E𝑓(𝜉𝑥(𝑡))𝑒
𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)

= 𝑒−𝜈𝑡E𝑓0(𝜉𝑥(𝑡))𝑒
𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎) + 𝑒−𝜈𝑡 (𝑓, 𝜓𝜈(· − 𝑎))

‖𝜓𝜈‖22
E𝜓𝜈(𝜉𝑥(𝑡)− 𝑎)𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)

= 𝑒−𝜈𝑡E𝑓0(𝜉𝑥(𝑡))𝑒
𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎) +

(𝑓, 𝜓𝜈(· − 𝑎))

‖𝜓𝜈‖22
𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)E𝜂𝜈(𝑡,𝑥), (2.13)

где E𝜂𝜈(𝑡,𝑥) = 1 по теореме 2.2.3.
Покажем теперь, что первое слагаемое в (2.13) стремится к нулю при

𝑡→ ∞. Функция 𝑓0 ортогональна 𝜓𝜈(·−𝑎), являющейся собственной функцией
оператора 𝒜𝜇, которой соответствует 𝜈 – единственное положительное значение
спектра 𝒜𝜇. Поэтому

‖𝑒−𝜈𝑡E𝑓0(𝜉𝑥(𝑡))𝑒
𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)‖2 = 𝑒−𝜈𝑡‖𝑒𝑡𝒜𝜇𝑓0‖2 ⩽ 𝑒−𝜈𝑡‖𝑓0‖2 −→

𝑡→∞
0.
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2.3 Полугруппа Фейнмана-Каца {̃︀𝑈𝑡}

Построим полугруппу операторов, используя 𝜂𝜈(𝑡,𝑥).
Рассмотрим пространство 𝐶0(R) непрерывных на R, убывающих на беско­

нечности функций, для которых конечна норма ‖ · ‖∞, где

‖𝑔‖∞ = sup
𝑥∈R

|𝑔(𝑥)|.

Пусть {̃︀𝑈𝑡}𝑡⩾0 – семейство операторов, действующих на 𝐶0(R) по формуле

(̃︀𝑈𝑡𝑔)(𝑥) = E𝜂𝜈(𝑡,𝑥)𝑔(𝜉𝑥(𝑡)). (2.14)

Теорема 2.3.1. Семейство {̃︀𝑈𝑡} является феллеровской полугруппой.

Доказательство. Пусть 𝑔 ∈ 𝐶0(R). Покажем, что ̃︀𝑈𝑡𝑔 ∈ 𝐶0(R). Зафиксируем
𝜀 > 0. Возьмём такую 𝑅 > 0, что |𝑔(𝑦)| < 𝜀/2, если |𝑦| > 𝑅. Имеем⃒⃒

(̃︀𝑈𝑡𝑔)(𝑥)
⃒⃒
⩽ E𝜂𝜈(𝑡,𝑥)|𝑔(𝜉𝑥(𝑡))| =

∫︁
𝜂𝜈(𝑡,𝑥,𝜔)|𝑔(𝑥− 𝜔(𝑡))|P𝑡,0(𝑑𝜔)

=

∫︁
{|𝑥−𝜔(𝑡)|>𝑅}

𝜂𝜈(𝑡,𝑥,𝜔)|𝑔(𝑥− 𝜔(𝑡))|P𝑡,0(𝑑𝜔)

+

∫︁
{|𝑥−𝜔(𝑡)|⩽𝑅}

𝜂𝜈(𝑡,𝑥,𝜔)|𝑔(𝑥− 𝜔(𝑡))|P𝑡,0(𝑑𝜔)

<
𝜀

2

∫︁
{|𝑥−𝜔(𝑡)|>𝑅}

𝜂𝜈(𝑡,𝑥,𝜔)P𝑡,0(𝑑𝜔) + 𝐶

∫︁
{|𝑥−𝜔(𝑡)|⩽𝑅}

𝜂𝜈(𝑡,𝑥,𝜔)P𝑡,0(𝑑𝜔). (2.15)

Обозначим интегралы в (2.15) как 𝐼1 и 𝐼2 соответственно. Из того, что∫︁
Ω

𝜂𝜈(𝑡,𝑥,𝜔)P𝑡,0(𝑑𝜔) = E𝜂𝜈(𝑡,𝑥) = 1

следует, что 𝐼1 можно оценить сверху единицей. Вдобавок в силу того, что
P𝑡,0{|𝑥 − 𝜔(𝑡)| ⩽ 𝑅} → 0 при |𝑥| → ∞, мы можем взять такой 𝑥′ > 0, что
𝐼2 ⩽ 𝜀/(2𝐶) при |𝑥| > 𝑥′. Таким образом, для |𝑥| > 𝑥′⃒⃒

(̃︀𝑈𝑡𝑔)(𝑥)
⃒⃒
⩽ 𝜀.
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Теперь докажем, что семейство {̃︀𝑈𝑡} – полугруппа.
Имеем

(̃︀𝑈0𝑔)(𝑥) = E𝜂𝜈(0,𝑥)𝑔(𝜉𝑥(0)) = 𝑔(𝑥).

Далее, пусть 𝑡 ⩾ 0, 𝑠 ⩾ 0. Тогда

(̃︀𝑈𝑡+𝑠𝑓)(𝑥) =
𝑒−(𝑡+𝑠)

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

(︀
𝑈𝑡+𝑠(𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔)

)︀
(𝑥)

=
𝑒−(𝑡+𝑠)

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

(︀
𝑈𝑠(𝑈𝑡(𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔))

)︀
(𝑥)

=
𝑒−𝑠

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

(︁
𝑈𝑠

[︁
𝜓𝜈(· − 𝑎)

𝑒−𝑡

𝜓𝜈(· − 𝑎)
𝑈𝑡(𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔)

]︁)︁
(𝑥)

=
𝑒−𝑠

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

(︀
𝑈𝑠

(︀
𝜓𝜈(· − 𝑎) ̃︀𝑈𝑡𝑔

)︀)︀
(𝑥) = (̃︀𝑈𝑠(̃︀𝑈𝑡𝑓))(𝑥).

Теперь докажем феллеровость. Напомним (см. [31, гл. III, 2.6]), что для
феллеровости {̃︀𝑈𝑡} достаточно, чтобы для любой 𝑔 ∈ 𝐶0(R)

a)
0 ⩽ 𝑔 ⩽ 1 ⇒ 0 ⩽ ̃︀𝑈𝑡𝑔 ⩽ 1;

b)
lim
𝑡→0+

(̃︀𝑈𝑡𝑔)(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ R.

Если 0 ⩽ 𝑔 ⩽ 1, то по теореме 2.2.3

(̃︀𝑈𝑡𝑔)(𝑥) = E𝜂𝜈(𝑡, 𝑥)𝑔(𝜉𝑥(𝑡)) ⩽ E𝜂𝜈(𝑡,𝑥) = 1.

Далее, из непрерывности функций 𝑔, 𝜓𝜈(· − 𝑎) и того, что траектории
процесса 𝜉(𝑡) непрерывны справа с вероятностью 1, следует что для любого
𝑥 ∈ R почти наверное

𝜂𝜈(𝑡,𝑥)𝑔(𝜉𝑥(𝑡)) −→
𝑡→0+

𝑔(𝑥).

Поэтому
E𝜂𝜈(𝑡,𝑥)𝑔(𝜉𝑥(𝑡)) −→

𝑡→0+
𝑔(𝑥).

Таким образом, оба условия выполнены, и, следовательно, {̃︀𝑈𝑡} – фелле­
ровская полугруппа.

Полугруппа {̃︀𝑈𝑡} естественным образом продолжается до сильно не­
прерывной полугруппы в некотором весовом 𝐿2-пространстве. Обсудим это в
подробностях.
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Определим вероятностную меру 𝜋𝜈, положив

𝜋𝜈(𝑑𝑥) =
𝜓2
𝜈(𝑥− 𝑎)

‖𝜓𝜈‖2
𝑑𝑥. (2.16)

Напомним, что 𝐿2(R, 𝜋𝜈) является банаховым пространством классов эк­
вивалентностей измеримых по Лебегу функций относительно нормы ‖ · ‖𝜈, где

‖𝑓‖2𝜈
def
=

∫︁
R

|𝑓(𝑥)|2 𝜋𝜈(𝑑𝑥).

Также пространство 𝐿2(R, 𝜋𝜈) является гильбертовым относительно ска­
лярного произведения (·, ·)𝜈, где

(𝑓,𝑔)𝜈 =

∫︁
R

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝜋𝜈(𝑑𝑥).

Замечание 2.3.1. Принадлежность 𝑔 пространству 𝐿2(R, 𝜋𝜈) равносильна
принадлежности 𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔 пространству 𝐿2(R).

Теорема 2.3.2. Семейство {̃︀𝑈𝑡}, действующее на 𝐿2(R, 𝜋𝜈) по формуле (2.14),
является 𝐶0-полугруппой.

Доказательство. Пусть 𝑔 ∈ 𝐿2(R, 𝜋𝜈). Заметим, что

‖̃︀𝑈𝑡𝑔‖𝜈 =
⃦⃦⃦⃦

𝑒−𝜈𝑡

𝜓𝜈(· − 𝑎)
𝑈𝑡[𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔]

⃦⃦⃦⃦
𝜈

= 𝑒−𝜈𝑡 ‖𝑈𝑡[𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔]‖2.

Отсюда и из сильной непрерывности {𝑈𝑡} в 𝐿2(R) (см. теорему 2.2.1) следуют
корректность определения и сильная непрерывность {̃︀𝑈𝑡}.

В свою очередь, все свойства полугруппы доказываются так же, как это
было сделано при доказательстве теоремы 2.3.1.

Обозначим генератор полугруппы {̃︀𝑈𝑡} через ̃︀𝒜𝜇 и посмотрим, как он вы­
глядит.

В качестве 𝒟( ̃︀𝒜𝜇) возьмём{︂
𝜙

𝜓𝜈(· − 𝑎)
+ 𝐶

⃒⃒⃒⃒
𝜙 ∈ 𝒟0, 𝐶 ∈ R

}︂
.

Заметим, что 𝒟( ̃︀𝒜𝜇) ⊂ 𝐿2(R, 𝜋𝜈) и принадлежность 𝑔 множеству 𝒟( ̃︀𝒜𝜇) равно­
сильна тому, что 𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔 ∈ 𝒟(𝒜𝜇).

Определим теперь оператор ̃︀𝒜𝜇, положив

( ̃︀𝒜𝜇𝑔)(𝑥) =
1

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

(︀
(𝒜𝜇 − 𝜈)[𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔]

)︀
(𝑥), 𝑔 ∈ 𝒟( ̃︀𝒜𝜇).
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Теорема 2.3.3. Оператор ̃︀𝒜𝜇 является генератором полугруппы {̃︀𝑈𝑡} в
𝐿2(R, 𝜋𝜈).

Доказательство. Пусть 𝑔 ∈ 𝒟( ̃︀𝒜𝜇). Тогда⃦⃦⃦⃦ ̃︀𝑈𝑡𝑔 − 𝑔

𝑡
− ̃︀𝒜𝜇𝑔

⃦⃦⃦⃦
𝜈

=

⃦⃦⃦⃦
𝑒−𝜈𝑡 𝑈𝑡[𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔]− 𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔

𝑡
− (𝒜𝜇 − 𝜈)[𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔]

⃦⃦⃦⃦
2

⩽ 𝑒−𝜈𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑈𝑡[𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔]− 𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔

𝑡
−𝒜𝜇[𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔]

⃦⃦⃦⃦
2

+(𝑒−𝜈𝑡 − 1)
⃦⃦
𝒜𝜇[𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔]

⃦⃦
2
+
𝑒−𝜈𝑡 − 1 + 𝜈𝑡

𝑡
‖𝜓𝜈(· − 𝑎)𝑔‖2,

где мажоранта стремится к нулю при 𝑡 → 0+ из свойств экспоненты и утвер­
ждения теоремы 2.2.1.
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2.4 Штрафующая мера на пространстве траекторий

Покажем, что полугруппа {𝑈𝑡} является аналитической. Для этого нам
понадобится лемма о норме резольвенты оператора 𝒜𝜇.

Лемма 2.4.1. Пусть 𝜆 ∈ C, R(𝜆) > 𝜈. Тогда

‖(𝒜𝜇 − 𝜆)−1‖2 <
3

|𝜆− 𝜈|
.

Доказательство. Обозначим множество {𝜆 ∈ C |R(𝜆) > 𝜈} через Λ𝜈. Пусть
𝜆 ∈ Λ𝜈, 𝑓 ∈ 𝐿2(R). Используя (2.5), получаем

‖(𝒜𝜇 − 𝜆)−1𝑓‖2 ⩽ ‖(𝒜− 𝜆)−1𝑓‖2 +
|(𝑓, 𝜓𝜆̄(· − 𝑎))|
|(𝜈 − 𝜆)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)|

‖𝜓𝜆(· − 𝑎)‖2

⩽
1√
2𝜋

⃦⃦⃦⃦ ̂︀𝑓
Ψ+ 𝜆

⃦⃦⃦⃦
2

+
‖𝑓‖2‖𝜓𝜆‖2

|(𝜈 − 𝜆)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)|
‖𝜓𝜆‖2 ⩽

(︂
|𝜆− 𝜈|
|𝜆|

+
‖𝜓𝜆‖22

|(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)|

)︂
‖𝑓‖2
|𝜆− 𝜈|

.

Оценим выражение в скобках. Имеем

|𝜆− 𝜈|
|𝜆|

⩽ 1 +
𝜈

|𝜆|
< 2.

Также имеем
|(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)|

=
1

2𝜋

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
R

1

(Ψ(𝑝) + 𝜈)(Ψ(𝑝) + 𝜆)
𝑑𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1

2𝜋

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
R

Ψ(𝑝) + 𝜆

(Ψ(𝑝) + 𝜈)|Ψ(𝑝) + 𝜆|2
𝑑𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒

⩾
1

2𝜋
R

(︃∫︁
R

Ψ(𝑝) + 𝜆

(Ψ(𝑝) + 𝜈)|Ψ(𝑝) + 𝜆|2
𝑑𝑝

)︃
=

1

2𝜋

∫︁
R

Ψ(𝑝) +R𝜆

(Ψ(𝑝) + 𝜈)|Ψ(𝑝) + 𝜆|2
𝑑𝑝

>
1

2𝜋

∫︁
R

Ψ(𝑝) + 𝜈

(Ψ(𝑝) + 𝜈)|Ψ(𝑝) + 𝜆|2
𝑑𝑝 =

1

2𝜋

∫︁
R

1

|Ψ(𝑝) + 𝜆|2
𝑑𝑝 = ‖𝜓𝜆‖22,

откуда окончательно получаем

‖(𝒜𝜇 − 𝜆)−1𝑓‖2 ⩽
(︂
|𝜆− 𝜈|
|𝜆|

+
‖𝜓𝜆‖22

|(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)|

)︂
‖𝑓‖2
|𝜆− 𝜈|

<
3

|𝜆− 𝜈|
‖𝑓‖2.
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Теорема 2.4.1. Полугруппа {𝑈𝑡}𝑡⩾0 является аналитической в Δ = {𝑡 ∈
C | | arg 𝑡| < 𝜋} ∖ {0}, то есть допускает аналитическое (в смысле сходимо­
сти по операторной норме) продолжение в область Δ, сохраняющее свойства
𝐶0-полугруппы. Кроме того, для любого 𝑡 ⩾ 0

𝑈𝑡 = − 1

2𝜋𝑖

𝜒+𝑖∞∫︁
𝜒−𝑖∞

𝑒𝜆𝑡(𝒜𝜇 − 𝜆)−1 𝑑𝜆, (2.17)

где 𝜒 > 𝜈.

Доказательство. Утверждение следует из замкнутости и плотной определён­
ности оператора 𝒜𝜇 и леммы 2.4.1 (см., [32, гл. 12, 12.31]).

Теперь перейдём к построению штрафующей меры (1.4). Сначала кратко
опишем соображения, которыми мы будем руководствоваться.

Рассмотрим меру

Q𝑉
𝑡,𝑥 =

𝑒

𝑡∫︀
0

𝑉 (𝜉𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏

E𝑒

𝑡∫︀
0

𝑉 (𝜉𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏

, 𝑡 ⩾ 0,

на пространстве траекторий процесса 𝜉𝑥(𝑡), 𝑡 ⩽ 𝑇 , в случае “классического”
потенциала 𝑉 и обозначим её Q𝑉

𝑇,𝑥. Через 𝑝𝑉 (𝑡,𝑥,𝑦) обозначим ядро оператора
𝑒𝑡(𝒜+𝑉 ). Конечномерные распределения Q𝑉

𝑇,𝑥 выражаются через 𝑝𝑉 (𝑡,𝑥,𝑦) сле­
дующим образом.

Q𝑉
𝑇,𝑥{𝜔(𝑡1) ∈ 𝐵1, . . . , 𝜔(𝑡𝑛) ∈ 𝐵𝑛}

=
1

𝑍𝑉 (𝑇,𝑥)

∫︁
𝐵1

. . .

∫︁
𝐵𝑛

𝑝𝑉 (𝑡1, 𝑥, 𝑥1)
𝑛∏︁

𝑘=2

𝑝𝑉 (𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1, 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘)𝑍𝑉 (𝑇 − 𝑡𝑛, 𝑥𝑛) 𝑑x,

где

𝑍𝑉 (𝑡,𝑥) =

∫︁
R

𝑝𝑉 (𝑡,𝑥,𝑦) 𝑑𝑦,

0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛 < 𝑇 , 𝐵1, . . . , 𝐵𝑛 ∈ ℬ(R).
Мы используем эту формулу для построения штрафующей меры в случае

потенциала 𝜇 𝛿(𝑥 − 𝑎). Начнём с ядра оператора 𝑒𝑡𝒜𝜇.
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Теорема 2.4.2. Для ядра 𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) оператора 𝑒𝑡𝒜𝜇, 𝑡 > 0, справедливо пред­
ставление

𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) = 𝑝0(𝑡,𝑥,𝑦) + 𝑒𝜈𝑡
𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎)

‖𝜓𝜈‖22

+
1

2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︁
𝛾−𝑖∞

𝑒𝜆𝑡
𝜓𝜆(𝑥− 𝑎)𝜓𝜆(𝑦 − 𝑎)

(𝜆− 𝜈)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)
𝑑𝜆,

(2.18)

где 𝛾 ∈ (0,𝜈), а функция 𝑝0(𝑡,𝑥,𝑦) есть ядро оператора 𝑒𝑡𝒜,

𝑝0(𝑡,𝑥,𝑦) =
1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦)𝑒−𝑡Ψ(𝑝) 𝑑𝑝.

Доказательство. Из тождества (2.17) следует, что ядро 𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) связано с яд­
ром 𝑟𝜇(𝜆,𝑥,𝑦) резольвенты оператора 𝒜𝜇 формулой

𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) = − 1

2𝜋𝑖

𝜒+𝑖∞∫︁
𝜒−𝑖∞

𝑒𝜆𝑡 𝑟𝜇(𝜆,𝑥,𝑦) 𝑑𝜆,

где 𝜒 – константа, удовлетворяющая 𝜒 > 𝜈.
Подставляя в эту формулу (2.6), получаем

𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) =
1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝(𝑥−𝑦)𝑒−𝑡Ψ(𝑝) 𝑑𝑝

+
1

2𝜋𝑖

𝜒+𝑖∞∫︁
𝜒−𝑖∞

𝑒𝜆𝑡
𝜓𝜆(𝑥− 𝑎)𝜓𝜆(𝑦 − 𝑎)

(𝜆− 𝜈)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)
𝑑𝜆.

Двигая в последнем интеграле контур (𝜒−𝑖∞, 𝜒+𝑖∞) влево, мы получим
сумму интеграла по контуру (𝛾 − 𝑖∞, 𝛾 + 𝑖∞), 𝛾 ∈ (0,𝜈), и вычета в точке 𝜈,
что и даст (2.18).

Замечание 2.4.1. При 𝑡 = 0 оператор 𝑒𝑡𝒜𝜇 является тождественный опера­
тором, соответственно,

𝑝𝜇(0, 𝑥, 𝑦) = 𝛿(𝑥− 𝑦).

Теперь введём нормирующую функцию 𝑍𝜇(𝑡,𝑥), 𝑥 ∈ R, положив

𝑍𝜇(𝑡,𝑥) =

∫︁
R

𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) 𝑑𝑦.
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Пользуясь теоремой 2.4.2 и тем, что ‖𝜓𝜆‖1 = 𝜆−1 при 𝜆 > 0, получаем

𝑍𝜇(𝑡,𝑥) = 1 + 𝑒𝜈𝑡
𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

𝜈‖𝜓𝜈‖22
+

1

2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︁
𝛾−𝑖∞

∫︁
R

𝑒𝜆𝑡
𝜓𝜆(𝑥− 𝑎)𝜓𝜆(𝑦 − 𝑎)

(𝜆− 𝜈)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)
𝑑𝜆 𝑑𝑦.

Теорема 2.4.3. Справедливы следующие соотношения.
1.

E𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎) =

∫︁
R

𝑝𝜇(𝑡, 𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 =
(︀
𝑒𝑡𝒜𝜇 1

)︀
(𝑥).

2.
lim
𝑡→∞

𝑒−𝜈𝑡E𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎) =
𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

𝜈‖𝜓𝜈‖22
.

Доказательство. Для 𝑀 > 0 рассмотрим функцию 𝜅𝑀 ∈ 𝐶0(R), такую, что

𝜅𝑀(𝑥) =

⎧⎨⎩1, |𝑥| < 𝑀

0, |𝑥| > 𝑀 + 1.

Из теоремы 2.4.3 и непрерывности решения задачи Коши (2.7) следует,
что

E𝜅𝑀(𝜉𝑥(𝑡))𝑒
𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎) =

∫︁
R

𝜅𝑀(𝑦)𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) 𝑑𝑦.

Используя конечность величин

E𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎) и
∫︁
R

𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) 𝑑𝑦

и устремляя 𝑀 к бесконечности, получаем, что

E𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎) =

∫︁
R

𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) 𝑑𝑦 =
(︀
𝑒𝑡𝒜𝜇 1

)︀
(𝑥).

Следовательно,

𝑒−𝜈𝑡E𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎) = 𝑒−𝜈𝑡𝑍𝜇(𝑡,𝑥) =
𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

𝜈‖𝜓𝜈‖22
+𝑄(𝑡,𝑥),

где 𝑄(𝑡,𝑥) → 0 при 𝑡→ ∞.

Напомним, что мера P𝑇,𝑥 процесса 𝜉𝑥(𝑡), 𝑡 ⩽ 𝑇 , есть мера на пространстве
траекторий Ω𝑇,𝑥 = {𝜔 ∈ D([0,𝑇 ],R) |𝜔(0) = 𝑥}, где D([0,𝑇 ],R) – пространство
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Скорохода, то есть снабжённое метрикой Скорохода множество непрерывных
справа и имеющих пределы слева вещественнозначных функций на [0,𝑇 ].

Введём на Ω𝑇,𝑥 меру Q𝜇
𝑇,𝑥, задаваемую на цилиндрических множествах

формулой
Q𝜇

𝑇,𝑥{𝜔(𝑡1) ∈ 𝐵1, . . . , 𝜔(𝑡𝑛) ∈ 𝐵𝑛} (2.19)

=
1

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)

∫︁
𝐵1

· · ·
∫︁
𝐵𝑛

𝑝𝜇(𝑡1, 𝑥, 𝑥1)
𝑛∏︁

𝑘=2

𝑝𝜇(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1, 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘)𝑍𝜇(𝑇 − 𝑡𝑛, 𝑥𝑛) 𝑑x,

где 0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛 ⩽ 𝑇 , 𝐵1, . . . , 𝐵𝑛 ∈ ℬ(R).

Лемма 2.4.2. Конечномерные распределения, задаваемые Q𝜇
𝑇,𝑥, согласованы,

то есть

Q𝜇
𝑇,𝑥{𝜔(𝑡1) ∈ 𝐵1, . . . ,𝜔(𝑡𝑛−1) ∈ 𝐵𝑛−1,𝜔(𝑡𝑛) ∈ R}

=Q𝜇
𝑇,𝑥{𝜔(𝑡1) ∈ 𝐵1, . . . ,𝜔(𝑡𝑛−1) ∈ 𝐵𝑛−1},

где 0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛 ⩽ 𝑇 , 𝐵1, . . . , 𝐵𝑛−1 ∈ ℬ(R).

Доказательство. Достаточно показать, что

Q𝜇
𝑇,𝑥{𝜔(𝑡1) ∈ 𝐵1, 𝜔(𝑡2) ∈ R} = Q𝜇

𝑇,𝑥{𝜔(𝑡1) ∈ 𝐵1}.

Пользуясь теоремой 2.4.3, получаем

Q𝜇
𝑇,𝑥{𝜔(𝑡1) ∈ 𝐵1, 𝜔(𝑡2) ∈ R}

=
1

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)

∫︁
𝐵1

∫︁
R

𝑝𝜇(𝑡1, 𝑥, 𝑥1) 𝑝𝜇(𝑡2 − 𝑡1, 𝑥1, 𝑥2)𝑍𝜇(𝑇 − 𝑡2, 𝑥2) 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2

=
1

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)

∫︁
𝐵1

𝑝𝜇(𝑡1, 𝑥, 𝑥1)

(︃∫︁
R2

𝑝𝜇(𝑡2 − 𝑡1, 𝑥1, 𝑥2) 𝑝𝜇(𝑇 − 𝑡2, 𝑥2, 𝑦) 𝑑𝑥2 𝑑𝑦

)︃
𝑑𝑥1

=
1

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)

∫︁
𝐵1

𝑝𝜇(𝑡1, 𝑥, 𝑥1)

(︃
𝑒(𝑡2−𝑡1)𝒜𝜇

(︃∫︁
R

𝑝𝜇(𝑇 − 𝑡2, ·, 𝑦) 𝑑𝑦

)︃)︃
(𝑥1) 𝑑𝑥1

=
1

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)

∫︁
𝐵1

𝑝𝜇(𝑡1, 𝑥, 𝑥1)
(︀
𝑒(𝑡2−𝑡1)𝒜𝜇

(︀
𝑒(𝑇−𝑡2)𝒜𝜇 1

)︀)︀
(𝑥1) 𝑑𝑥1

=
1

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)

∫︁
𝐵1

𝑝𝜇(𝑡1, 𝑥, 𝑥1)
(︀
𝑒(𝑇−𝑡1)𝒜𝜇 1

)︀
(𝑥1) 𝑑𝑥1
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=
1

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)

∫︁
𝐵1

𝑝𝜇(𝑡1, 𝑥, 𝑥1)𝑍(𝑇 − 𝑡1, 𝑥1) 𝑑𝑥1 = Q𝜇
𝑇,𝑥{𝜔(𝑡1) ∈ 𝐵1}.

Для семейства распределений {Q𝜇
𝑇,𝑥}𝑇⩾0 справедлива следующая предель­

ная теорема.

Теорема 2.4.4. Плотности конечномерных распределений {Q𝜇
𝑇,𝑥} при 𝑇 → ∞

сходятся поточечно и в метрике 𝐿1 к плотностям соответствующих конеч­
номерных распределений P𝜇

𝑥 марковского процесса (𝜁𝑥(𝑡), 𝑡 ⩾ 0), с переходной
плотностью

𝜌𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) = 𝑒−𝜈𝑡 𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦)𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎)

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

и инвариантным распределением 𝜋𝜈.

Доказательство. Заметим сначала, что по теоремам 2.4.3, 2.3.1∫︁
R

𝜌𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) 𝑑𝑦 =
𝑒−𝜈𝑡

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

∫︁
R

𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎) 𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) 𝑑𝑦

=
𝑒−𝜈𝑡

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

(︀
𝑒𝑡𝒜𝜇 𝜓𝜈(· − 𝑎)

)︀
(𝑥) =

𝑒−𝜈𝑡

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

(︀
𝑒𝜈𝑡 𝜓𝜈(· − 𝑎)

)︀
(𝑥) = 1.

Далее, снова используя теорему 2.4.3 и симметричность 𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) по простран­
ственным переменным 𝑥,𝑦, получаем∫︁

R

𝜌𝜇(𝑡,𝑥,𝑦)𝜋𝜈(𝑑𝑥) =

∫︁
R

𝜌𝜇(𝑡,𝑥,𝑦)
𝜓2
𝜈(𝑥− 𝑎)

‖𝜓𝜈‖22
𝑑𝑥

=

∫︁
R

𝑒−𝜈𝑡 𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎)

‖𝜓𝜈‖22
𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) 𝑑𝑥

=
𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎)

‖𝜓𝜈‖22
E𝜂𝜈(𝑡,𝑦)𝜓𝜈(𝑡,𝑦 − 𝑎) =

𝜓2
𝜈(𝑦 − 𝑎)

‖𝜓𝜈‖22
.

Следовательно, 𝜌𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) действительно является переходной плотностью неко­
торого марковского процесса с инвариантным распределением 𝜋𝜈.

Докажем поточечную сходимость плотностей конечномерных распределе­
ний. При 0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛 < 𝑇 , 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ R имеем

1

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)
𝑝𝜇(𝑡1, 𝑥, 𝑥1) . . . 𝑝𝜇(𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1, 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)𝑍𝜇(𝑇 − 𝑡𝑛, 𝑥𝑛)
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= 𝜌𝜇(𝑡1, 𝑥, 𝑥1) . . . 𝜌𝜇(𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1, 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) 𝑒
𝜈𝑡𝑛

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)

𝑍𝜇(𝑇 − 𝑡𝑛, 𝑥𝑛)

𝜓𝜈(𝑥𝑛 − 𝑎)

= 𝜌𝜇(𝑡1, 𝑥, 𝑥1) . . . 𝜌𝜇(𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1, 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)
1 + 𝑞1(𝑇,𝑥,𝑥𝑛)

1 + 𝑞2(𝑇,𝑥,𝑥𝑛)
,

где 𝑞1(𝑇,𝑥,𝑥𝑛) → 0, 𝑞2(𝑇,𝑥,𝑥𝑛) → 0 при 𝑇 → ∞.
Сходимость в метрике 𝐿1 следует из поточечной по лемме Шеффе (напр.,

[33, гл. 5, §5.10]).

Следствие 2.4.1. Конечномерные распределения Q𝜇
𝑇,𝑥 при 𝑇 → ∞ сходятся

по полной вариации к соответствующим конечномерным распределениям P𝜇
𝑥.

Опишем связь процесса семейства (𝜁𝑥(𝑡)) с полугруппой {̃︀𝑈𝑡}.

Теорема 2.4.5. Полугруппа, порождаемая марковским семейство процессов
(𝜁𝑥(𝑡), 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R), совпадает с {̃︀𝑈𝑡}.

Доказательство. Ядром полугруппы, порождаемой (𝜁𝑥(𝑡)), является его пере­
ходная плотность 𝜌𝜇(𝑡,𝑥,𝑦). Пусть 𝑔 ∈ 𝐶0(R). Имеем∫︁

R

𝑔(𝑦)𝜌𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) 𝑑𝑦 =
𝑒−𝜈𝑡

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

∫︁
R

𝑔(𝑦)𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎)𝑝𝜇(𝑡,𝑥,𝑦) 𝑑𝑦

=
𝑒−𝜈𝑡

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)

(︀
𝑒𝑡𝒜𝜇[𝑔 𝜓𝜈(· − 𝑎)]

)︀
(𝑥)

=
𝑒−𝜈𝑡E𝑔(𝜉𝑥(𝑡))𝜓𝜈(𝜉𝑥(𝑡)− 𝑎)𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)
= E𝜂𝜈(𝑡,𝑥)𝑔(𝜉𝑥(𝑡)) = (̃︀𝑈𝑡𝑔)(𝑥).

Следствие 2.4.2. Процесс (𝜁𝑥(𝑡)) является феллеровским, и его траектории
принадлежат пространству Скорохода D([0,∞)).

Доказательство. По теореме 2.3.1 полугруппа {̃︀𝑈𝑡} феллеровская, поэтому
процесс (𝜁𝑥(𝑡)) является феллеровским. Принадлежность траекторий (𝜁𝑥(𝑡))

пространству D([0,∞),R) является следствием феллеровости процесса (напр.,
[31, гл. III, 2.6]).

Следующее утверждение дополняет теорему 2.4.4 и её следствие.

Теорема 2.4.6. Последовательность распределений {Q𝜇
𝑇,𝑥} при 𝑇 → ∞ слабо

сходится к вероятностному распределению P𝜇
𝑥.
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Доказательство. Пусть 𝐴 ∈ ℱ𝑡, 𝑇 > 𝑡. Имеем

Q𝜇
𝑇,𝑥(𝐴) =

E1𝐴(𝜔)𝑒
𝜇𝐿(𝑇,𝑥−𝑎)

E𝑒𝜇𝐿(𝑇,𝑥−𝑎)
=

E
(︀
E
(︀
1𝐴(𝜔)𝑒

𝜇𝐿(𝑇,𝑥−𝑎)|ℱ𝑡

)︀)︀
E𝑒𝜇𝐿(𝑇,𝑥−𝑎)

=
E
(︀
1𝐴(𝜔)𝑒

𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)E
(︀
𝑒𝜇𝐿(𝑇−𝑡,𝑥−𝑎)|ℱ𝑡

)︀)︀
E𝑒𝜇𝐿(𝑇,𝑥−𝑎)

=
E
(︀
1𝐴(𝜔)𝑒

𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)
(︀
E𝑒𝜇𝐿(𝑇−𝑡,𝑦)

)︀⃒⃒
𝑦=𝜉𝑥(𝑡)−𝑎

)︀
E𝑒𝜇𝐿(𝑇,𝑥−𝑎)

=
E
(︀
1𝐴(𝜔)𝑒

−𝜈𝑡𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)𝑒−𝜈(𝑇−𝑡)
(︀
E𝑒𝜇𝐿(𝑇−𝑡,𝑦)

)︀⃒⃒
𝑦=𝜉𝑥(𝑡)−𝑎

)︀
𝑒−𝜈𝑇E𝑒𝜇𝐿(𝑇,𝑥−𝑎)

.

По теореме 2.4.3 последнее выражение при 𝑇 → ∞ стремится к

E
(︀
1𝐴(𝜔)𝑒

−𝜈𝑡𝑒𝜇𝐿(𝑡,𝑥−𝑎)𝜓𝜈(𝜉𝑥(𝑡)− 𝑎)
)︀

𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)
= E

(︀
1𝐴(𝜔)𝜂𝜈(𝑡,𝑥)

)︀
= P𝜇

𝑥(𝐴).

Таким образом, мы описали феллеровский процесс, задаваемый экспонен­
циальным притяжением траекторий процесса 𝜉𝑥(𝑡) к точке 𝑎, и показали, что
этот процесс определяется функцией 𝜓𝜈(· − 𝑎), собственной для оператора 𝒜𝜇.

Докажем ещё одну предельную теорему, связанную с 𝜓𝜈(· − 𝑎). Рассмот­
рим распределение R𝜇

𝑇,𝑥 случайной величины 𝜉𝑥(𝑇 ) относительно меры Q𝜇
𝑇,𝑥.

Это распределение имеет смысл распределения точки, в которую перешла ис­
пытывающая притяжение к точке 𝑎 траектория процесса 𝜉𝑥(𝑡) за время 𝑇 .

Теорема 2.4.7. Плотность r𝜇𝑇,𝑥 распределения R𝜇
𝑇,𝑥 при 𝑇 → ∞ сходится по­

точечно и в 𝐿1(R) к плотности 𝜈𝜓𝜈(·−𝑎). При этом справедливо неравенство

‖r𝜇𝑇,𝑥 − 𝜈𝜓𝜈(· − 𝑎)‖1 ⩽
2(1 + 𝑧𝜇(𝑇,𝑥))

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)
,

где

𝑧𝜇(𝑇,𝑥) =
1

2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︁
𝛾−𝑖∞

∫︁
R

𝑒𝜆𝑇
𝜓𝜆(𝑥− 𝑎)𝜓𝜆(𝑥

′ − 𝑎)

(𝜆− 𝜈)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)
𝑑𝜆 𝑑𝑥′.

Доказательство. Имеем

r𝜇𝑇,𝑥(𝑦) =
𝑝𝜇(𝑇,𝑥,𝑦)

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)
=
𝑒𝜈𝑇
(︀
𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎)/‖𝜓𝜈‖22 + 𝑞1(𝑇,𝑥,𝑦)

)︀
𝑒𝜈𝑇
(︀
𝜓𝜈(𝑥− 𝑎)/(𝜈‖𝜓𝜈‖22) + 𝑞2(𝑇,𝑥,𝑦)

)︀ ,
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где 𝑞1(𝑇,𝑥,𝑦) → 0, 𝑞2(𝑇,𝑥,𝑦) → 0 при 𝑇 → ∞. Поэтому

lim
𝑇→∞

r𝜇𝑇,𝑥(𝑦) = 𝜈𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎).

Сходимость в 𝐿1(R) следует из поточечной по лемме Шеффе (напр., [33, гл. 5,
§5.10]).

Далее,

‖r𝜇𝑇,𝑥 − 𝜈𝜓𝜈(· − 𝑎)‖1 =
∫︁
R

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝜇(𝑇,𝑥,𝑦)

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)
− 𝜈𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑦

=
1

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)

∫︁
R

⃒⃒
𝑝𝜇(𝑇,𝑥,𝑦)− 𝜈𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎)𝑍𝜇(𝑇,𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑦

⩽
1

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)

(︃∫︁
R

𝑝0(𝑇,𝑥,𝑦) 𝑑𝑦 +
1

2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︁
𝛾−𝑖∞

∫︁
R

𝑒𝜆𝑇
𝜓𝜆(𝑥− 𝑎)𝜓𝜆(𝑦 − 𝑎)

(𝜆− 𝜈)(𝜓𝜈, 𝜓𝜆̄)
𝑑𝜆 𝑑𝑦

+

∫︁
R

𝜈𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎) 𝑑𝑦 + 𝑧𝜇(𝑇,𝑥)

∫︁
R

𝜈𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎) 𝑑𝑦

)︃
⩽

2(1 + 𝑧𝜇(𝑇,𝑥))

𝑍𝜇(𝑇,𝑥)
.

Следствие 2.4.3. Распределение R𝜇
𝑇,𝑥 сходится по полной вариации к распре­

делению
𝜈𝜓𝜈(𝑦 − 𝑎) 𝑑𝑦.
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Глава 3. Обобщённое локальное время

3.1 Определение и свойства

Пусть (𝜉(𝑡), 𝑡 ⩾ 0), (𝜂(𝑡), 𝑡 ⩾ 0) – процессы Леви с показателями Леви Ψ,
𝐻 соответственно. Обозначим генератор процесса (𝜂(𝑡)) через ℬ.

Определение 3.1.1. Мы будем говорить, что процесс (𝜂(𝑡)) мажорирует
процесс (𝜉(𝑡)), если для некоторой 𝐶 > 0 и любого 𝑝 ∈ R

Ψ(𝑝) ⩽ 𝐶𝐻(𝑝). (3.1)

В данном разделе мы будем предполагать, что (𝜂(𝑡)) мажорирует (𝜉(𝑡)).
Определим функцию ̂︀𝑘, положив

̂︀𝑘(𝑝) = Ψ(𝑝)

𝐻(𝑝)
, 𝑝 ∈ R.

Очевидно, функция ̂︀𝑘 является ограниченной и непрерывной.

Лемма 3.1.1. Существует единственная обобщённая функция умеренного ро­
ста 𝑘(𝑥), такая, что

⟨𝑘, 𝑓⟩ = 1

2𝜋

∫︁
R

̂︀𝑘(−𝑝) ̂︀𝑓(𝑝) 𝑑𝑝, 𝑓 ∈ 𝒮(R). (3.2)

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝒮(R). Определим 𝑘(𝑥) по формуле (3.2). Имеем

|⟨𝑘, 𝑓⟩| ⩽ 1

2𝜋

∫︁
R

|̂︀𝑘(−𝑝)|| ̂︀𝑓(𝑝)| 𝑑𝑝 ⩽ 1

2𝜋
‖̂︀𝑘‖∞ ∫︁

R

| ̂︀𝑓(𝑝)| 𝑑𝑝 = 1

2𝜋
‖̂︀𝑘‖∞‖ ̂︀𝑓‖1

⩽
𝜋

2
‖̂︀𝑘‖∞(‖𝑓‖0,0 + ‖𝑓‖0,2 + ‖𝑓‖2,0 + ‖𝑓‖2,2),

где ‖ ·‖𝛼,𝛽 – полунорма пространства Шварца 𝒮(R) (см. [34, гл. V, V.3]), откуда
следует, что 𝑘(𝑥) – непрерывный функционал на 𝒮(R).

Единственность 𝑘(𝑥) следует из свойств 𝒮(R).
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Обобщённая функция 𝑘(𝑥) из утверждения леммы 3.1.1 является обрат­
ным преобразованием Фурье функции ̂︀𝑘 в смысле обобщённых функций. Мы
будем использовать для неё представление

𝑘(𝑥) =
1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑘(𝑝) 𝑑𝑝.
Напомним, что для любой 𝑓 ∈ 𝒮(R) определена свёртка (𝑘 * 𝑓)(𝑥) (см.

[34, гл. V, V.3]) по формуле

(𝑘 * 𝑓)(𝑥) = 1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑘(𝑝) ̂︀𝑓(𝑝) 𝑑𝑝. (3.3)

Определим оператор 𝑇𝑘 : 𝒮(R) → 𝒮(R) по формуле (𝑇𝑘𝑓)(𝑥) = (𝑘 * 𝑓)(𝑥),
𝑓 ∈ 𝒮(R). Выражению (3.3) можно придать смысл и в рамках 𝐿2-теории.

Теорема 3.1.1. Оператор 𝑇𝑘 продолжается до ограниченного оператора ̃︀𝑇𝑘 в
𝐿2(R), имеющего вид

(̃︀𝑇𝑘𝑓)(𝑥) = 1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑘(𝑝) ̂︀𝑓(𝑝) 𝑑𝑝, 𝑓 ∈ 𝐿2(R). (3.4)

Доказательство. Пространство 𝒮(R) плотно в 𝐿2(R), поэтому по теореме об
ограниченном линейном продолжении оператор 𝑇𝑘 единственным образом про­
должается до ограниченного оператора, сохраняющего норму.

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(R). Имеем

‖̂︀𝑘 ̂︀𝑓‖22 = ∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝) ̂︀𝑓(𝑝)|2 𝑑𝑝 ⩽ ‖̂︀𝑘‖2∞‖ ̂︀𝑓‖22. (3.5)

Определим оператор ̃︀𝑇𝑘 : 𝐿2(R) → 𝐿2(R) по формуле (3.4).
Из равенства Парсеваля и неравенства (3.5) следует, что ̃︀𝑇 является

ограниченным оператором с операторной нормой, равной ‖̂︀𝑘‖∞. Очевидно,
𝑇𝑘𝑓 = ̃︀𝑇𝑘𝑓 для любой 𝑓 ∈ 𝒮(R).

Таким образом, оператор ̃︀𝑇𝑘 и является единственным ограниченным про­
должением 𝑇𝑘 в 𝐿2(R).

Всюду далее под оператором 𝑇𝑘 мы будем понимать именно его ограни­
ченное продолжение в 𝐿2(R). Также мы будем предполагать, что у процесса
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(𝜂(𝑡)) есть локальное время, то есть выполнено условие∫︁
R

R

(︂
1

1 +𝐻(𝑝)

)︂
𝑑𝑝 <∞. (3.6)

Определим теперь случайную функцию ̂︀𝐾, положив

̂︀𝐾(𝑡, 𝑝) = ̂︀𝑘(𝑝) 𝑡∫︁
0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏 , 𝑡 ⩾ 0, 𝑝 ∈ R.

Лемма 3.1.2. Для любого 𝑡 ⩾ 0 почти наверное ̂︀𝐾(𝑡, ·) ∈ 𝐿2(R).

Доказательство. Пусть 𝑡 ⩾ 0. Достаточно показать, что математическое ожи­
дание ‖ ̂︀𝐾(𝑡, ·)‖22 конечно. Имеем

E

∫︁
R

⃒⃒ ̂︀𝐾(𝑡, 𝑝)
⃒⃒2
𝑑𝑝 = E

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2 ⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁
0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝

=

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2E⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁
0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝

= 2

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2ER
(︁ ∫︁
0<𝜏1<𝜏2<𝑡

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏2)𝑒−𝑖𝑝𝜉(𝜏1) 𝑑𝜏1 𝑑𝜏2

)︁
𝑑𝑝

= 2

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2R(︁ ∫︁
0<𝜏1<𝜏2<𝑡

𝑒−(𝜏2−𝜏1)Ψ(𝑝) 𝑑𝜏1 𝑑𝜏2

)︁
𝑑𝑝

= 2

∫︁
R

|Ψ(𝑝)|2

|𝐻(𝑝)|2
R
(︁𝑒−𝑡Ψ(𝑝) − 1 + 𝑡Ψ(𝑝)

Ψ2(𝑝)

)︁
𝑑𝑝

⩽ 2

∫︁
R

|Ψ(𝑝)|2

|𝐻(𝑝)|2
|𝑒−𝑡Ψ(𝑝) − 1 + 𝑡Ψ(𝑝)|

|Ψ(𝑝)|2
𝑑𝑝 = 2

∫︁
R

|𝑒−𝑡Ψ(𝑝) − 1 + 𝑡Ψ(𝑝)|
|𝐻(𝑝)|2

𝑑𝑝

Конечность интеграла в последнем выражении следует из неравенств (3.1)
и (3.6).

Определение 3.1.2. Величину 𝐾(𝑡, ·) задаваемую формулой

𝐾(𝑡, 𝑥) =
1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝐾(𝑡, 𝑝) 𝑑𝑝, 𝑥 ∈ R,

мы будем называть обобщённым локальным временем процесса (𝜉(𝑡)) до мо­
мента времени 𝑡.
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Далее мы покажем, что обобщённое локальное время процесса (𝜉(𝑡)) на­
следует предельные свойства локального времени процесса (𝜂(𝑡)).
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3.2 Аппроксимация обратного к генератору оператора

Если 𝑓 ∈ 𝐿2(R), то в силу неравенства Коши–Буняковского–Шварца для
любого 𝑡 ⩾ 0 почти наверное ̂︀𝐾(𝑡, ·) ̂︀𝑓 ∈ 𝐿1(R), поэтому корректно определена
свёртка 𝑓 с обобщённым локальным временем 𝐾(𝑡, ·), имеющая представление

(𝐾(𝑡, ·) * 𝑓)(𝑥) = 1

2𝜋

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝐾(𝑡, 𝑝) ̂︀𝑓(𝑝) 𝑑𝑝, 𝑥 ∈ R.

Рассмотрим уравнение

(ℬ𝑢)(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑓 ∈ {𝑔 ∈ 𝐿2(R) | ̂︀𝑓/𝐻 ∈ 𝐿2(R)}. (3.7)

Теорема 3.2.1. Пусть 𝐿(𝑡, 𝑥) – локальное время (𝜂(𝑡)). Последовательность
функций {𝑢𝑡}𝑡⩾0, где

𝑢𝑡(𝑥) = −E(𝐿(𝑡, ·) * 𝑓)(𝑥), 𝑥 ∈ R,

сходится к единственному решению уравнения (3.7) поточечно и в 𝐿2(R) при
𝑡→ ∞.

Следующая теорема является аналогом теоремы 3.2.1.

Теорема 3.2.2. Последовательность функций {𝑢𝑡}𝑡⩾0, где

𝑢𝑡(𝑥) = −E(𝐾(𝑡, ·) * 𝑓)(𝑥), 𝑥 ∈ R,

сходится к единственному решению уравнения (3.7) поточечно и в 𝐿2(R) при
𝑡→ ∞.

Доказательство. Пусть 𝑢 – единственное решение уравнения (3.7) в простран­
стве 𝐿2(R). Нетрудно показать, что для него справедливо представление

𝑢(𝑥) = − 1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥
̂︀𝑓(𝑝)
𝐻(𝑝)

𝑑𝑝, 𝑥 ∈ R,

̂︀𝑢(𝑝) = −
̂︀𝑓(𝑝)
𝐻(𝑝)

, 𝑝 ∈ R,

Это означает, что функция 𝑢 ∈ 𝑉 1
2 (R, 𝐻).
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Имеем

̂︀𝑢𝑡(𝑝) = −ℱ
(︀
E(𝐾(𝑡, ·) * 𝑓)(𝑝)

)︀
= −E

(︀
ℱ(𝐾(𝑡, ·) * 𝑓)(𝑝)

)︀
= −E

(︀ ̂︀𝐾(𝑡, 𝑝) * ̂︀𝑓(𝑝))︀
= −̂︀𝑘(𝑝) ̂︀𝑓(𝑝)E 𝑡∫︁

0

𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏 = − ̂︀𝑓(𝑝) Ψ(𝑝)

𝐻(𝑝)

1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

Ψ(𝑝)
= − ̂︀𝑓(𝑝) 1− 𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

𝐻(𝑝)
.

Поточечная сходимость последнего выражения к ̂︀𝑢(𝑝) при 𝑡→ ∞ очевид­
на.

Далее,

‖̂︀𝑢− ̂︀𝑢𝑡‖22 = ∫︁
R

|̂︀𝑢(𝑝)− ̂︀𝑢𝑡(𝑝)|2 𝑑𝑝 = ∫︁
R

⃒⃒
𝑒−𝑡Ψ(𝑝)

⃒⃒2 ⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝑓(𝑝)
𝐻(𝑝)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝

=

∫︁
R

𝑒−2𝑡R(Ψ(𝑝))

⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝑓(𝑝)
𝐻(𝑝)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝.

Функция ̂︀𝑓/𝐿 принадлежит 𝐿2(R), поэтому по теореме Лебега о мажори­
руемой сходимости последний интеграл сходится к нулю при 𝑡→ ∞.
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3.3 Аппроксимация резольвенты генератора

Резольвентные ядра. В этом разделе мы будем предполагать, что про­
цессы (𝜉(𝑡)) и (𝜂(𝑡)) симметричны.

Для каждого 𝑡 ⩾ 0 и 𝜆 ∈ C, R(𝜆) ⩾ 0, определим величины ̂︀𝑅𝜆(𝑡, ·),̂︀𝑅𝜆(𝑡), положив

̂︀𝑅𝑡(𝜆, 𝑝) = ̂︀𝑘(𝑝) 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏 , ̂︀𝑅(𝜆, 𝑝) = ̂︀𝑘(𝑝) ∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏 .

Положим также

𝛽 = sup
{︁
𝛼 ∈ [0, 1/2)

⃒⃒⃒ ∫︁
R

𝑑𝑝

1 + |𝐻(𝑝)|1−2𝛼
<∞

}︁
.

Лемма 3.3.1. Для каждого 𝑡 ⩾ 0 и 𝜆 ∈ C, R(𝜆) ⩾ 0, почти наверное̂︀𝑅𝑡(𝜆, ·), ̂︀𝑅(𝜆, ·) ∈ 𝐿2(R).

Доказательство. Пусть 𝑡 ⩾ 0 и 𝜆 ∈ C, R(𝜆) > 0. Достаточно показать, что
математические ожидания ‖ ̂︀𝑅𝑡(𝜆, ·)‖22 и ‖ ̂︀𝑅(𝜆, ·)‖22 конечны. Имеем

E

∫︁
R

⃒⃒ ̂︀𝑅𝑡(𝜆, 𝑝)
⃒⃒2
𝑑𝑝 = E

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2 ⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝

=

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2E⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝

= 2

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2ER
(︁ ∫︁
0<𝜏1<𝜏2<𝑡

𝑒−𝜆𝜏2̂︀𝑘(𝑝)𝑒−𝜆𝜏1̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏2)𝑒−𝑖𝑝𝜉(𝜏1) 𝑑𝜏1 𝑑𝜏2

)︁
𝑑𝑝

= 2

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2R(︁ ∫︁
0<𝜏1<𝜏2<𝑡

𝑒−𝜆𝜏2𝑘(𝑝)𝑒−𝜆𝜏1̂︀𝑘(𝑝)𝑒−(𝜏2−𝜏1)Ψ(𝑝) 𝑑𝜏1 𝑑𝜏2

)︁
𝑑𝑝

= 2

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︁ ∫︁
0<𝜏1<𝜏2<𝑡

𝑒−R(𝜆)𝜏2𝑘(𝑝)𝑒−R(𝜆)𝜏1̂︀𝑘(𝑝)𝑒−(𝜏2−𝜏1)Ψ(𝑝) 𝑑𝜏1 𝑑𝜏2

)︁
𝑑𝑝

= 2

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2
Ψ(𝑝)− 𝜆̂︀𝑘(𝑝)

(︁1− 𝑒−2R(𝜆)̂︀𝑘(𝑝)𝑡
2R(𝜆)̂︀𝑘(𝑝) − 1− 𝑒−(Ψ(𝑝)+𝜆̂︀𝑘(𝑝))𝑡

Ψ(𝑝) + 𝜆̂︀𝑘(𝑝)
)︁
𝑑𝑝
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= 2

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︁ ∫︁
0<𝜏1<𝜏2<𝑡

𝑒−R(𝜆)𝜏2𝑘(𝑝)𝑒−R(𝜆)𝜏1̂︀𝑘(𝑝)𝑒−(𝜏2−𝜏1)Ψ(𝑝) 𝑑𝜏1 𝑑𝜏2

)︁
𝑑𝑝

⩽ 2

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︁ ∫︁
0<𝜏1<𝜏2<𝑡

𝑒−(𝜏2−𝜏1)Ψ(𝑝) 𝑑𝜏1 𝑑𝜏2

)︁
𝑑𝑝

= 2

∫︁
R

|Ψ(𝑝)|2

|𝐻(𝑝)|2
𝑒−𝑡Ψ(𝑝) − 1 + 𝑡Ψ(𝑝)

Ψ2(𝑝)
𝑑𝑝 = 2

∫︁
R

𝑒−𝑡Ψ(𝑝) − 1 + 𝑡Ψ(𝑝)

𝐻2(𝑝)
𝑑𝑝

Конечность интеграла в последнем выражении следует из неравенств (3.1)
и (3.6).

Положим

𝑅𝑡(𝜆, 𝑥) =
1

2𝜋
𝐿2- lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑅𝑡(𝜆, 𝑝),

𝑅𝑡(𝜆, 𝑥) =
1

2𝜋
𝐿2- lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑅𝑡(𝜆, 𝑝).

Теорема 3.3.1. Для любого 𝑡 ⩾ 0 величина 𝑅𝑡(𝜆, ·) принадлежит 𝑉 𝛽
2 (R). Кро­

ме того, существует

𝑉 𝛽
2 - lim

𝑡→∞
𝑅𝑡(𝜆, 𝑥) = 𝑅(𝜆, 𝑥).

Доказательство. Докажем первую часть утверждения. Имеем

|𝑅𝑡(𝜆,·)|2𝛽 = E

∫︁
R

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
| ̂︀𝑅𝑡(𝜆,𝑝)|2 𝑑𝑝

=

∫︁
|𝑝|⩽|R𝜆|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
E

⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝 (3.8)

+

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
E

⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝. (3.9)

Обозначим интегралы в (3.8) и (3.9) как 𝐼1 и 𝐼2 соответственно.
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Оценим 𝐼1.

𝐼1 =

∫︁
|𝐻(𝑝)|⩽|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
E

⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝

⩽
∫︁

|𝐻(𝑝)|⩽|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀(︃ 𝑡∫︁

0

𝑒−R(𝜆) 𝜏̂︀𝑘(𝑝) 𝑑𝜏
)︃2

𝑑𝑝

⩽
∫︁

|𝐻(𝑝)|⩽|R(𝜆)|+1

1

|R(𝜆)|2
(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀(︀
1− 𝑒−R(𝜆) 𝑡̂︀𝑘(𝑝))︀2 𝑑𝑝 ⩽ 𝐶(𝜆) <∞. (3.10)

Оценим 𝐼2.

𝐼2 =

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
E

⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝

= 2R

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1+ |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
E

𝑡∫︁
0

𝜏∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒−𝜆𝑠̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝(𝜉(𝜏)−𝜉(𝑠)) 𝑑𝑠 𝑑𝜏 𝑑𝑝

= 2R

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀ 𝑡∫︁

0

𝜏∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝) 𝑒−𝜆𝑠̂︀𝑘(𝑝)𝑒−(𝜏−𝑠)Ψ(𝑝) 𝑑𝑠 𝑑𝜏 𝑑𝑝

= 2R

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2 (︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀

𝜆̂︀𝑘(𝑝) + Ψ(𝑝)

𝑡∫︁
0

(︀
𝑒2R𝜆 𝜏̂︀𝑘(𝑝) − 𝑒𝜏(𝜆

̂︀𝑘(𝑝)−Ψ(𝑝))
)︀
𝑑𝜏 𝑑𝑝.

(3.11)
а) Пусть сначала R(𝜆) ̸= 0. Тогда величина (3.11) равна

2R

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

𝜆+ |𝐻(𝑝)|

(︃
𝑒−2R(𝜆) 𝑡̂︀𝑘(𝑝) − 1

2R(𝜆)
− 𝑒𝑡

Ψ(𝑝)
|𝐻(𝑝)| (𝜆−|𝐻(𝑝)|) − 1

𝜆− |𝐻(𝑝)|

)︃
𝑑𝑝

⩽ 2

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

|𝐻(𝑝)| − |R(𝜆)|

(︃⃒⃒
𝑒−2R(𝜆) 𝑡̂︀𝑘(𝑝) − 1

⃒⃒
2 |R(𝜆)|

+

⃒⃒
𝑒𝑡

Ψ(𝑝)
|𝐻(𝑝)| (𝜆−|𝐻(𝑝)|) − 1

⃒⃒
|𝐻(𝑝)| − |R(𝜆)|

)︃
𝑑𝑝

⩽ 2
(︁
2 +

1

|R(𝜆)|

)︁ ∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

|𝐻(𝑝)| − |R(𝜆)|
𝑑𝑝
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⩽ 𝐶(𝜆)

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

|𝐻(𝑝)|
𝑑𝑝 <∞. (3.12)

b) Пусть теперь R(𝜆) = 0. Тогда величина (3.11) равна

2R

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

𝜆+ |𝐻(𝑝)|

(︂
𝑡− 𝑒𝑡

Ψ(𝑝)
|𝐻(𝑝)| (𝜆−|𝐻(𝑝)|) − 1

𝜆− |𝐻(𝑝)|

)︂
𝑑𝑝

⩽ 2

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

|𝐻(𝑝)|

(︁
𝑡+

2

|𝐻(𝑝)|

)︁
𝑑𝑝

⩽ 𝐶(𝜆,𝑡)

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

|𝐻(𝑝)|

(︁
𝑡+

2

|𝐻(𝑝)|

)︁
𝑑𝑝 <∞. (3.13)

Объединяя оценки (3.10), (3.12), (3.13), получаем

|𝑅𝑡(𝜆,·)|2𝛽 = E

∫︁
R

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
| ̂︀𝑅𝑡(𝜆,𝑝)|2 𝑑𝑝 <∞.

Пусть R(𝜆) < 0. Докажем теперь вторую часть утверждения. Покажем,
что последовательность {𝑅𝑡𝑛(𝜆,𝑥)}, 𝑡𝑛 → ∞, почти навепрное сходится в 𝑉 𝛽

2 (R)
к 𝑅(𝜆,𝑥). Имеем

|𝑅(𝜆,·)−𝑅𝑡𝑛(𝜆,·)|2𝛽 = E

∫︁
R

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
| ̂︀𝑅(𝜆,𝑝)− ̂︀𝑅𝑡𝑛(𝜆,𝑝)|2 𝑑𝑝

=

∫︁
|𝑝|⩽|R𝜆|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
E

⃒⃒⃒⃒ ∞∫︁
𝑡𝑛

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝 (3.14)

+

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
E

⃒⃒⃒⃒ ∞∫︁
𝑡𝑛

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝. (3.15)

Обозначим интегралы в (3.14) и (3.15) как 𝐼1 и 𝐼2 соответственно.
Оценим 𝐼1.

𝐼1 =

∫︁
|𝐻(𝑝)|⩽|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
E

⃒⃒⃒⃒ ∞∫︁
𝑡𝑛

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝
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⩽
∫︁

|𝐻(𝑝)|⩽|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀(︃ ∞∫︁

𝑡𝑛

𝑒−R(𝜆) 𝜏̂︀𝑘(𝑝) 𝑑𝜏
)︃2

𝑑𝑝

=

∫︁
|𝐻(𝑝)|⩽|R(𝜆)|+1

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
|R(𝜆)|

𝑒−2R(𝜆) 𝑡𝑛̂︀𝑘(𝑝) 𝑑𝑝 −→
𝑛→∞

0. (3.16)

Оценим 𝐼2.

𝐼2 =

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
E

⃒⃒⃒⃒ ∞∫︁
𝑡𝑛

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝

⩽ 2

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀ ⃒⃒⃒⃒

E

∞∫︁
𝑡𝑛

𝜏∫︁
𝑡𝑛

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒−𝜆𝑠̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝(𝜉(𝜏)−𝜉(𝑠)) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑝

= 2

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀ ⃒⃒⃒⃒ ∞∫︁

𝑡𝑛

𝜏∫︁
𝑡𝑛

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝) 𝑒−𝜆𝑠̂︀𝑘(𝑝)𝑒−(𝜏−𝑠)Ψ(𝑝) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑝

⩽ 2

∫︁
|𝐻(𝑝)|>|R(𝜆)|+1

1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

|𝐻(𝑝)| − |R(𝜆)|

(︂
𝑒−2R(𝜆) 𝑡𝑛̂︀𝑘(𝑝)
2 |R(𝜆)|

+ 𝑒𝑡𝑛
Ψ(𝑝)
|𝐻(𝑝)| (R(𝜆)−|𝐻(𝑝)|)

)︂
𝑑𝑝 −→

𝑛→∞
0.

(3.17)
Объединяя (3.16), (3.17), получаем

|𝑅(𝜆,·)−𝑅𝑡𝑛(𝜆,·)|2𝛽 −→
𝑛→∞

0.

По определению имеем

𝑅𝑡(𝜆,𝑥) =
1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑘(𝑝)(︁ 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏)︁ 𝑑𝑝, (3.18)

𝑅(𝜆,𝑥) =
1

2𝜋
𝐿2 - lim

𝑀→∞

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−𝑖𝑝𝑥 ̂︀𝑘(𝑝)(︁ ∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏)︁ 𝑑𝑝. (3.19)

Правые части равенств (3.18), (3.19) можно кратко обозначить как

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏𝑇𝑘 𝑘(𝜉𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏 и
∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏𝑇𝑘 𝑘(𝜉𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏 (3.20)
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соответственно. Здесь 𝑇𝑘 – оператор свертки с 𝑘. Введенные обозначения объ­
ясняются следующей формальной выкладкой.

ℱ−1 ̂︀𝑅𝑡(𝜆,·) = ℱ−1

(︂̂︀𝑘(·) 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(·)𝑒𝑖𝜉(𝑡)· 𝑑𝜏
)︂

= ℱ−1

(︂ ∞∑︁
𝑚=0

𝜆𝑚

𝑚!

(︀̂︀𝑘(·))︀𝑚 𝑡∫︁
0

𝜏𝑚 ̂︀𝑘(·) 𝑒𝑖𝜉(𝑡)· 𝑑𝜏)︂

=
∞∑︁

𝑚=0

𝜆−𝑚

𝑚!
𝑇𝑚
𝑘 ℱ−1

(︃ 𝑡∫︁
0

𝜏𝑚 ̂︀𝑘(·) 𝑒𝑖𝜉(𝑡)· 𝑑𝜏)︃

=
∞∑︁

𝑚=0

𝜆𝑚

𝑚!
𝑇𝑚
𝑘

𝑡∫︁
0

𝜏𝑚ℎ( · − 𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏

=

𝑡∫︁
0

∞∑︁
𝑚=0

𝜆𝑚𝜏𝑚 𝑇𝑚
𝑘

𝑚!
ℎ( · − 𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 =

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏𝑇𝑘 ℎ( · − 𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 .

Резольвентные операторы. Определим операторы ℛ𝑡(𝜆), ℛ(𝜆), пола­
гая (︀

ℛ𝑡(𝜆)𝑔
)︀
(𝑥) = −(𝑅𝑡(𝜆, ·) * 𝑔)(𝑥),

(︀
ℛ(𝜆)𝑔

)︀
(𝑥) = −(𝑅(𝜆, ·) * 𝑔)(𝑥).

Теорема 3.3.2. Операторы ℛ𝑡(𝜆), ℛ(𝜆) непрерывны в среднем в 𝑉 𝛽
2 (R). То

есть существуют константы 𝐶, 𝐶 ′, такие, что для любой 𝑔 ∈ 𝑉 𝛽
2 (R)

E
⃒⃒
ℛ𝑡(𝜆)𝑔

⃒⃒2
𝛽
⩽ 𝐶|𝑔|2𝛽, E

⃒⃒
ℛ(𝜆)𝑔

⃒⃒2
𝛽
⩽ 𝐶 ′|𝑔|2𝛽.

Доказательство. Доказательство во многом повторяет доказательство теоре­
мы (3.3.1). Приведем его для оператора ℛ𝑡(𝜆).

Пусть 𝑔 ∈ 𝑉 𝛽
2 (R). Имеем

E
⃒⃒
ℛ𝑡(𝜆)𝑔

⃒⃒2
𝛽
= E

∫︁
R

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2 | ̂︀𝑅𝑡(𝜆,𝑝)|2 𝑑𝑝

=

∫︁
|𝑝|⩽|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2E ⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁

0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝 (3.21)
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+

∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2E ⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁

0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝. (3.22)

Обозначим интегралы в (3.21) и (3.22) как 𝐼1 и 𝐼2 соответственно.
Оценим 𝐼1.

𝐼1 =

∫︁
|𝑝|⩽|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2E ⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁

0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝

⩽
∫︁

|𝑝|⩽|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2(︃ 𝑡∫︁

0

𝑒−R(𝜆) 𝜏̂︀𝑘(𝑝) 𝑑𝜏
)︃2

𝑑𝑝

⩽
∫︁

|𝑝|⩽|R(𝜆)|+1

1

|R(𝜆)|2
(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2(︀1− 𝑒−R(𝜆) 𝑡̂︀𝑘(𝑝))︀2 𝑑𝑝

⩽ 𝐶(𝜆)

∫︁
|𝑝|⩽|R(𝜆)|+1

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2 𝑑𝑝 ⩽ 𝐶(𝜆)|𝑔|2𝛽. (3.23)

Оценим 𝐼2.

𝐼2 =

∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2E ⃒⃒⃒⃒ 𝑡∫︁

0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝑡) 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑝

= 2R
(︁ ∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1+|𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2E 𝑡∫︁

0

𝜏∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒−𝜆𝑠̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝(𝜉(𝜏)−𝜉(𝑠)) 𝑑𝑠 𝑑𝜏 𝑑𝑝
)︁

= 2R
(︁ ∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2(︀1+|𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2 𝑡∫︁

0

𝜏∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝) 𝑒−𝜆𝑠̂︀𝑘(𝑝)𝑒−(𝜏−𝑠)Ψ(𝑝) 𝑑𝑠 𝑑𝜏 𝑑𝑝
)︁

= 2R
(︁ ∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

|̂︀𝑘(𝑝)|2 (︀1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽
)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2

𝜆̂︀𝑘(𝑝) + Ψ(𝑝)

𝑡∫︁
0

(︀
𝑒−2R(𝜆) 𝜏̂︀𝑘(𝑝)−𝑒𝜏(𝜆̂︀𝑘(𝑝)−Ψ(𝑝))

)︀
𝑑𝜏 𝑑𝑝

)︁
.

(3.24)
а) Пусть сначала R(𝜆) ̸= 0. Тогда выражение в (3.24) есть

2R
(︁ ∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2

𝜆+𝐻(𝑝)

(︃
𝑒−2R(𝜆) 𝑡̂︀𝑘(𝑝) − 1

2R(𝜆)
− 𝑒𝑡

Ψ(𝑝)
𝐻(𝑝) (𝜆−𝐻(𝑝)) − 1

𝜆−𝐻(𝑝)

)︃
𝑑𝑝
)︁
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⩽ 2

∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2

𝐻(𝑝)− |R(𝜆)|

(︃⃒⃒
𝑒−2R(𝜆) 𝑡̂︀𝑘(𝑝) − 1

⃒⃒
2 |R(𝜆)|

+

⃒⃒
𝑒𝑡

Ψ(𝑝)
𝐻(𝑝) (𝜆−𝐻(𝑝)) − 1

⃒⃒
𝐻(𝑝)− |R(𝜆)|

)︃
𝑑𝑝

⩽ 2
(︁
2 +

1

|R(𝜆)|

)︁ ∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2

𝐻(𝑝)− |R(𝜆)|
𝑑𝑝

⩽ 𝐶(𝜆)

∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2 𝑑𝑝 ⩽ 𝐶(𝜆)|𝑔|2𝛽. (3.25)

b) Пусть теперь R(𝜆) = 0. Тогда выражение в (3.24) есть

2R
(︁ ∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2

𝜆+𝐻(𝑝)

(︂
𝑡− 𝑒𝑡

Ψ(𝑝)
𝐻(𝑝) (𝜆−𝐻(𝑝)) − 1

𝜆−𝐻(𝑝)

)︂
𝑑𝑝
)︁

⩽ 2

∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2

𝐻(𝑝)

(︁
𝑡+

2

𝐻(𝑝)

)︁
𝑑𝑝

⩽ 𝐶(𝜆,𝑡)

∫︁
|𝑝|>|R(𝜆)|+1

(︀
1 + |𝐻(𝑝)|2𝛽

)︀
|̂︀𝑔(𝑝)|2 𝑑𝑝 ⩽ 𝐶(𝜆,𝑡)|𝑔|2𝛽. (3.26)

Объединяя оценки (3.23), (3.25), (3.26), получаем

E
⃦⃦
ℛ𝑡(𝜆)𝑔

⃒⃒2
𝛽
⩽ 𝐶|𝑔|2𝛽.

Доказательство для оператора ℛ(𝜆) проводится аналогично.

Рассмотрим теперь уравнение

(ℬ − 𝜆)𝑢 = 𝑓 . (3.27)

Теорема 3.3.3. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(R).
1. Если R(𝜆) > 0, то функция

𝑢(𝑥) = E
(︀
ℛ(𝜆)𝑓

)︀
(𝑥)

является единственным решением уравнения (3.27) в 𝐿2(R).
2. Если R(𝜆) = 0 и 𝜆 ̸= 0 то функция

𝑢(𝑥) = 𝐿2 - lim
𝑡→∞

E
(︀
ℛ𝑡(𝜆)𝑓

)︀
(𝑥)

является единственным решением уравнения (3.27) в 𝐿2(R).
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3. Если 𝜆 = 0 и ̂︀𝑓(𝑝)
𝐻(𝑝)

∈ 𝐿2(R),

то функция
𝑢(𝑥) = 𝐿2 - lim

𝑡→∞
E
(︀
ℛ𝑡(𝜆)𝑓

)︀
(𝑥)

является единственным решением уравнения (3.27) в 𝐿2(R).

Доказательство. Воспользуемся тем, что

ℬ − 𝜆 = ℱ−1 ˆ︂ℬ − 𝜆ℱ , (3.28)

где ˆ︂ℬ − 𝜆 есть оператор умножения на −𝐻 − 𝜆.
Покажем сначала, что если решение существует, то оно единственно.

Пусть 𝑢1, 𝑢2 принадлежат 𝐿2(R) и удовлетворяют уравнению (3.27). Из (3.28)
следует, что

̂︀𝑓(𝑝) = (︀ℱ(ℬ − 𝜆)𝑢1
)︀
(𝑝) = −(𝐻(𝑝) + 𝜆) ̂︀𝑢1(𝜆,𝑝),

откуда при 𝐻(𝑝) ̸= 𝜆

̂︀𝑢1(𝜆,𝑝) = −(𝐻(𝑝) + 𝜆)−1 ̂︀𝑓(𝑝).
То же верно и для ̂︀𝑢2. Ввиду линейности и унитарности преобразования Фурье
в 𝐿2(R) заключаем, что 𝑢1 и 𝑢2 равны.

Докажем первую часть теоремы. Имеем(︀
ℱ E

(︀
ℛ(𝜆)𝑓

)︀)︀
(𝑝) = −

(︀
Eℱ(𝑅(𝜆, ·) * 𝑓)

)︀
(𝜆,𝑝) = −E ̂︀𝑅(𝜆,𝑝) ̂︀𝑓(𝑝)

= −Ê︀𝑘(𝑝) ̂︀𝑓(𝑝) ∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏 = −̂︀𝑘(𝑝) ̂︀𝑓(𝑝) ∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒−𝜏Ψ(𝑝) 𝑑𝜏

= −
̂︀𝑘(𝑝) ̂︀𝑓(𝑝)

Ψ(𝑝) + 𝜆̂︀𝑘(𝑝) = −
̂︀𝑓(𝑝)

𝐻(𝑝) + 𝜆
,

откуда
(ℬ − 𝜆)𝑢 = 𝑓 .

Докажем вторую часть теоремы. Имеем(︀ˆ︂ℬ − 𝜆ℱ E
(︀
ℛ𝑡(𝜆)𝑓

)︀)︀
(𝑝) = −

(︀ˆ︂ℬ − 𝜆Eℱ(𝑓 *𝑅𝑡)
)︀
(𝜆,𝑝)
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= −(𝐻(𝑝) + 𝜆)E ̂︀𝑅𝑡(𝜆,𝑝) ̂︀𝑓(𝑝) = −(𝐻(𝑝) + 𝜆)Ê︀𝑘(𝑝) ̂︀𝑓(𝑝) 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝜉(𝜏) 𝑑𝜏

= −(𝐻(𝑝)+𝜆)̂︀𝑘(𝑝) ̂︀𝑓(𝑝) 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆𝜏̂︀𝑘(𝑝)𝑒−𝜏Ψ(𝑝) 𝑑𝜏 = (𝐻(𝑝)+𝜆)
̂︀𝑘(𝑝) ̂︀𝑓(𝑝)

Ψ(𝑝) + 𝜆̂︀𝑘(𝑝)(1−𝑒−𝜆𝑡̂︀𝑘(𝑝))
= ̂︀𝑓(𝑝) (1− 𝑒−𝜆𝑡̂︀𝑘(𝑝)).

Последнее выражение при 𝑡 → ∞ стремится к ̂︀𝑓(𝑝), принадлежащей 𝐿2(R),
и ограничено этой же функцией, поэтому по теореме Лебега о мажорируемой
сходимости оно сходится к ней в 𝐿2(R). Значит,

(ℬ − 𝜆)𝑣 = 𝑓 .
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
1. Введены пространства 𝑉 𝛽

2 (R), являющиеся естественными областями
определения генератора процесса Леви и его положительных степеней,
исследованы их свойства. Исследованы функционально-аналитические
свойства ядер Леви {𝜓𝜆}𝜆.

2. Построены и исследованы линейный оператор и эрмитова полуторали­
нейная форма, имеющие смысл одноточечного возмущения генератора
симметричного процесса Леви одноточечным потенциалом. Формула
Фейнмана–Каца обобщена на случай потенциала типа дельта-функции
Дирака 𝛿(𝑥).

3. Исследована задача одноточечного штрафования с положительным
параметром для симметричного процесса Леви. Построено семейство
штрафующих мер, для данного семейства найден предельный мар­
ковский процесс, описаны его переходная плотность и инвариантное
распределение. Доказана предельная теорема для конечной точки тра­
ектории процесса Леви, испытывающей притяжение к заданной точке
пространства.

4. Введено понятие мажорируемости для процессов Леви. Для про­
цесса Леви, допускающего мажорирование другим процессом Леви,
построено обобщённое локальное время 𝐾(𝑡, 𝑥), наследующее свойства
локального времени мажорирующего процесса. Показано, что матема­
тическое ожидание свёртки с 𝐾(𝑡, ·) при росте временного параметра
стремится к решению уравнения ℬ𝑢 = 𝑓 , где ℬ – генератор мажориру­
ющего процесса.

5. С помощью траекторий процесса Леви, допускающего мажорирование
другим процессом Леви, построены случайные поля 𝑅𝑡(𝜆, 𝑥) и случай­
ная функция 𝑅(𝜆, 𝑥). Получено вероятностное представление решения
уравнения (ℬ − 𝜆)𝑢 = 𝑓 , где ℬ – генератор мажорирующего процесса,
через математическое ожидание свёртки с 𝑅𝑡(𝜆, ·) и 𝑅(𝜆, ·).
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