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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðàçâèòèå òåîðèè ôóíêöèé ïîáóäèëî

ââåñòè è èçó÷èòü âàæíûå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû

íåñâåðòî÷íîãî òèïà. Ïåðâûé ïðèìåð ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ðàñ-

ñìîòðåë Êàëüäåðîí â ðàáîòå [2].Ýòî ñèíãóëÿðíûé îïåðàòîð ñëå-

äóþùåãî âèäà: åñëè a(x) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì

íîñèòåëåì íà îñè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî äëÿ

ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèè f ïîëîæèì

MTf (x) = sup
ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|y−x|>ε

a(y)− a(x)

y − x

f (y)

y − x
dy

∣∣∣∣∣∣∣ .
Êàëüäåðîí äîêàçàë, ÷òî îïåðàòîð MTf äåéñòâóåò èç ïðîñòðàí-

ñòâà Lp(R) â ïðîñòðàíñòâî Lp(R). Ñëó÷àé ïðÿìîé îöåíêè MTf â

íîðìå Lp(R) ðàññìàòðèâàëñÿ òàêæå â ðàáîòå [1]. Çàòåì Êîéôìàí

è Ìåéåð â [3], à òàêæå Êîéôìàí, Ìàêèíòîø è Ìåéåð â [4] îáîá-

ùèëè îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Êàëüäåðîíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

MTnf (x) = sup
ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|y−x|>ε

(
a(y)− a(x)

y − x

)n
f (y)

y − x
dy

∣∣∣∣∣∣∣ .
Èìè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå îïåðàòîðû MTnf íåïðåðûâíû â

Lp(R) è ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè íîðì, êîòîðûå âïî-

ñëåäñòâèè áûëè óòî÷íåíû Êàëüäåðîíîì.

Âàæíîñòü èçó÷åíèÿ îïåðàòîðîâ MTnf ñâÿçàíà â ñëó÷àå ïðÿ-

ìîé è ñ îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê îöåíêå èíòåãðàëà òèïà
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Êîøè ∫
Γ

f (ζ)

ζ − z
dζ

äëÿ êðèâûõ Γ, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôèêàìè ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà, õîòÿ âïåðâûå òàêàÿ îöåíêà áûëà ïîëó÷å-

íà Êàëüäåðîíîì [5] áåç ïðèìåíåíèÿ êîììóòàòîðîâ.

Îäíèì èç àíàëîãîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà íà ïðÿìîé

Hf (x) = lim
ε→+0

∫
|y−x|>ε

f (y)

y − x
dy

äëÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé

îïåðàòîð

Sf (z) = lim
ε→+0

∫
|ζ−z|>ε

f (ζ)

(ζ − z)2
dsdτ, ζ = s + iτ,

åñòåñòâåííî â ýòîé ñâÿçè îïðåäåëèòü àíàëîã êîììóòàòîðîâ Êàëü-

äåðîíà äëÿ ïëîñêîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè êîìïëåêñíîçíà÷-

íàÿ ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì |V (z)−V (ζ)| ≤w|z− ζ|,

òî äëÿ ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèè f ïîëîæèì

Tnf (z) = lim
ε→+0

∫
|ζ−z|>ε

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ),

T ∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå σ(ζ) � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà â C. Ýòè îïåðàòîðû áûëè îïðåäå-

ëåíû â ðàáîòå [6], â íåé æå áûëà äîêàçàíà îãðàíè÷åííîñòü ýòèõ



5

îïåðàòîðîâ â íîðìå Lp(C), 1 < p < ∞. Âî ìíîãîì ýòî óäàåòñÿ

ñäåëàòü áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå z → z + λV (z) ïðè

ñîîòâåòñòâóþùèõ λ ∈ C ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâñêè ãëàäêèì ãîìåî-

ìîðôèçìîì C â C, ïðè êîòîðîì ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïå-

ðàòîð, èç êîòîðîãî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îïåðàòîðû Tn èëè T
∗
n , ïå-

ðåõîäèò â ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð S, îãðàíè÷åííûé

â Lp(C). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû Tnf è T ∗
nf îãðàíè÷åíû è âî

âñåõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp(ω) ñ âåñîì ω, óäîâëåòâîðÿþùèì

íà ïëîñêîñòè óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà Ap. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè íåêîòîðûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ

îïåðàòîðîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â ÷àñòíîñòè, âòîðàÿ ãëàâà îòâå-

÷àåò íà âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà

P ∗
Ff (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

F

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå F � öåëàÿ ôóíêöèÿ, F (w) = a0 +

∞∑
n=1

anw
n.

Äàëåå âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü ïîñòàâèòü âîïðîñ î ðàñøèðå-

íèè ïîíÿòèÿ êîììóòàòîðà Êàëüäåðîíà íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ

ôóíêöèé V1, V2, ..., Vk. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ñëó÷àè

V2 = V 1 äëÿ îïåðàòîðà

S∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

|V (ζ)− V (z)|2n

(ζ − z)2n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
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à òàêæå V1, V2, V3, V4 äëÿ

U∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣ ∫
|ζ−z|>ε

(
V1(ζ)− V1(z)

ζ − z

)n(
V2(ζ)− V2(z)

ζ − z

)n
×

×
(
V3(ζ)− V3(z)

ζ − z

)n(
V4(ζ)− V4(z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣.
Ýòè ñèòóàöèè õàðàêòåðíû íàëè÷èåì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà íà-

ãëÿäíûõ ïðèìåðîâ è ïðèëîæåíèé.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè âîïðîñà îãðàíè÷åííî-

ñòè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, àíàëîãè÷íûõ êîììó-

òàòîðàì Êàëüäåðîíà, íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â âåñîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ Lp(ω) ñ âåñîì ω, óäîâëåòâîðÿþùèì íà ïëîñêîñòè óñëî-

âèþ Ìàêåíõàóïòà Ap, òî åñòü äëÿ ëþáîãî êðóãà B ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî 1

|B|

∫
B

ωdσ

 1

|B|

∫
B

ω− 1
p−1dσ

p−1

≤ c0,

ãäå σ � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà, |B| � ïëîùàäü B, c0 = c0(ω),

1 < p <∞.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

� Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ Lp(ω), V (z) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ

ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

|V (z)− V (ζ)| ≤ w|z − ζ|, ãäå z, ζ ∈ C,
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òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
C

(T ∗
nf )

pωdσ

1
p

≤ b(p, n)wn

∫
C

|f |pωdσ

1
p

,

ãäå ôóíêöèÿ b(p, n) èìååò ñòåïåííîé ðîñò ïî n.

� Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ Lp(ω), V (z) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ

ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

|V (z)− V (ζ)| ≤ w|z − ζ|, ãäå z, ζ ∈ C,

F � öåëàÿ ôóíêöèÿ, F (w) = a0 +

∞∑
n=1

anw
n, òîãäà ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

∥P ∗
Ff∥p,ω ≤ 2M(2w)C1A∥f∥p,ω,

ãäå M(2w) = max
|z|=2w

|F (z)|.

� Ñëåäñòâèå. Äëÿ îïåðàòîðà

P ∗f (z) = sup
ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

ec
V (ζ)−V (z)

ζ−z
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣
âåðíî

∥P ∗f∥p,ω ≤ 2C2A∥f∥p,ω.

� Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ Lp(ω), V (z) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ

ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

|V (z)− V (ζ)| ≤ |z − ζ|, ãäå z, ζ ∈ C,
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òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥S∗
nf∥p,ω ≤ b1n

3
2∥f∥p,ω,

ãäå b1 ≤ b̃(p, c0) log(n + 1), ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ b̃ óæå íå çàâèñèò

îò n, c0 � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ Ìàêåíõàóïòà äëÿ âåñà ω.

� Òåîðåìà 4. Ïóñòü f ∈ Lp(ω), Vj(z) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå

ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâî-

ðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ

|Vj(z)− Vj(ζ)| ≤ |z − ζ|, ãäå z, ζ ∈ C, 1 ≤ j ≤ 4,

òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥U∗
nf∥p,ω ≤ b1(p, c0)n

5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω,

ãäå c0 � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ Ìàêåíõàóïòà äëÿ âåñà ω.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâ-

ëÿþòñÿ íîâûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å�å ìåòîäû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äðó-

ãèõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ îöåíêîé ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ

îïåðàòîðîâ, àíàëîãè÷íûõ êîììóòàòîðàì Êàëüäåðîíà, íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà

ñåìèíàðå ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ è êîìïëåêñíîìó àíàëèçó â ÏÎÌÈ

ÐÀÍ â 2013 ãîäó.
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Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû 3 ðàáîòû â

æóðíàëå èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç

ââåäåíèÿ è ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 11 ïàðàãðàôîâ, èçëîæåíà

íà 57 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 9 íàçâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ

êîììóòàòîðîâ Êàëüäåðîíà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â âåñîâîì

ïðîñòðàíñòâå Lp(ω). Ãëàâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ðåçóëü-

òàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [6] íà ñëó÷àé âåñà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-

âèþ Ìàêåíõàóïòà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ôîðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå Ìàêåíõàóïòà, äà-

åòñÿ îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà T ∗
n è âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ

Tn,ε(·),δ è Lλ,ε(·),δ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåò-

ñÿ îöåíêà∫
C

∣∣Lλ,ε(·),δf (z)∣∣p ω(z)dσ(z) ≤ b(p, c0, |λ|)
(1− |λ|w)2p

∫
C

|f (z)|pω(z)dσ(z).

Âòîðîé ïàðàãðàô ñîäåðæèò ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 1 è åå äî-

êàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ñâÿçè ìåæäó îïåðàòîðàìè Tn,ε(·),δ è

Lλ,ε(·),δ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñíà÷àëà Tn,ε(·),δ, à ïîòîì è T ∗
n

ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫
C

(T ∗
nf )

pωdσ

1
p

≤ b(p, n)wn

∫
C

|f |pωdσ

1
p

.
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Âòîðàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

ê îöåíêå îïåðàòîðîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà P ∗
F äëÿ öå-

ëîé ôóíêöèè F (w) = a0 +
∞∑
n=1

anw
n è åãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ P ∗,

ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà 2 ñî ñëåäñòâèåì.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ âñïîìîãàòåëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ Pε è PF,ε äëÿ îöåíêè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû

ïåðâîé ãëàâû.

Òðåòèé ïàðàãðàô çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî, ïîêàçûâàÿ, ÷òî

äëÿ îïåðàòîðîâ P ∗
F è P ∗ âåðíû îöåíêè

∥P ∗
Ff∥p,ω ≤ 2M(2w)C1A∥f∥p,ω,

∥P ∗f∥p,ω ≤ 2C2A∥f∥p,ω.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðîèñõîäèò îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ êîììóòàòîðà

Êàëüäåðîíà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé äâóõ ôóíêöèé

V1(z) è V2(z), òàêèõ, ÷òî V2 = V 1. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ

íîâîãî îïåðàòîðà

S∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

|V (ζ)− V (z)|2n

(ζ − z)2n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
äëÿ êîòîðîãî ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà 3 ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåí-
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êîé

∥S∗
nf∥p,ω ≤ b1n

3
2∥f∥p,ω.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îïåðà-

òîðû Sn,ε è Mf,ε(λ, µ), à òàêæå äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà∫
C

|Mf,ε(λ, µ)(z)|p ω(z)dσ(z) ≤

≤ b(p, c0, |λ|)n2p4p
∫
C

|f (z)|pω(z)dσ(z).

Òðåòèé ïàðàãðàô ñîäåðæèò çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-

ìû 3 îñíîâàííîå íà ñâÿçè ìåæäó îïåðàòîðàìè Sn,ε è Mf,ε(λ, µ),

êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîëó÷åíèÿ îöåíîê

äëÿ Sn,ε è S
∗
n.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïîëó÷àåò äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåÿ îáîá-

ùåíèÿ êîììóòàòîðîâ Êàëüäåðîíà íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ôóíêöèé

Vj(z).

Ïåðâûé ïàðàãðàô îïèñûâàåò ñèòóàöèþ ñ ÷åòûðüìÿ ôóíêöèÿ-

ìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèþ

|Vj(z)− Vj(ζ)| ≤ |z − ζ|, 1 ≤ j ≤ 4.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð áóäåò èìåòü âèä

U∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
V1(ζ)− V1(z)

ζ − z

)n(
V2(ζ)− V2(z)

ζ − z

)n
×
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×
(
V3(ζ)− V3(z)

ζ − z

)n(
V4(ζ)− V4(z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣.
Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ íîð-

ìû U ∗
n ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ

Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4) è Un,ε ñâÿçàííûõ ñ U∗
n. Åñëè îöåíêà äëÿ

Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4) ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç òðåòüåé ãëàâû, òî

ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ Un,ε ñôîðìóëèðîâàíû â êà÷å-

ñòâå ëåììû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé âûíåñåíî â îòäåëüíûé ïàðà-

ãðàô. Äàëåå ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 4 äëÿ îïå-

ðàòîðà U ∗
n ñ îöåíêîé

∥U∗
nf∥p,ω ≤ b1(p, c0)n

5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ëåììû

äëÿ Un,ε. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò èìååò âèä

∥Un,εf∥p,ω ≤ b1
2
n

5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω

è ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ñâÿçè ìåæäó îïåðàòîðàìè

Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4) è Un,ε.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå îïèñûâàþòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè äëÿ ðà-

íåå èçó÷åííûõ îïåðàòîðîâ. Ïîñëå íåñêîëüêèõ òðèâèàëüíûõ ïðè-

ìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûå ñèòóàöèè äëÿ ôóíêöèé

V (z) = ei|z| è W (z) = ei|V (z)|, íî íàèáîëåå èíòåðåñíûì ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ ñëó÷àé Vj(z) = r1+iEj
(z), ãäå Vj îïðåäåëåíû íà çàìêíóòûõ
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ìíîæåñòâàõ Ej ìåðû íîëü (E2 = E1, E4 = E3), rE(z) = dist(z;E).

Òîãäà ïðè óñëîâèè

V1(z) = r1+iE1
(z), V2(z) = V 1(z), V3(z) = r1+iE3

(z), V4(z) = V 3(z)

îöåíêè äëÿ îïåðàòîðîâ U ∗
n è S

∗
n âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

∥U ∗
nf∥p,ω ≤ b1(p, c0)3

2nn
5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω,

∥S∗
nf∥p,ω ≤ b2(p, c0)3

nn
3
2 log(n + 1)∥f∥p,ω.

Çàâåðøàåò ðàáîòó ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ

V (z) = r(z)1+iφ(r(z)),

ãäå r(z) = dist(z;E), E � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ìåðû íîëü, φ(a)

âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

|φ(a)| ≤ C1, a|φ′(a) log a| ≤ C2, a > 0.

Â ýòîé ñèòóàöèè îöåíêà äëÿ S∗
n ïðèìåò âèä

∥S∗
nf∥p,ω ≤ b3(p, c0)C

2n
3 n

3
2 log(n + 1)∥f∥p,ω,

ãäå C3 =
√
1 + (C1 + C2)2.
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Ãëàâà I

�1. Îöåíêà îïåðàòîðà Lλ,ε(·),δ

Ïóñòü V (z) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

|V (z)− V (ζ)| ≤ w|z − ζ|, ãäå z, ζ ∈ C. (1)

Âåñ ω ≥ 0, îïðåäåëåííûé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, íàçûâàþò

óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà Ap, 1 < p < ∞, åñëè

äëÿ ëþáîãî êðóãà B ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 1

|B|

∫
B

ωdσ

 1

|B|

∫
B

ω− 1
p−1dσ

p−1

≤ c0, (2)

ãäå σ � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà, |B| � ïëîùàäü B, c0 = c0(ω). Òåîðèÿ

âåñîâûõ îöåíîê ñ óñëîâèåì Ap ïîäðîáíî èçëîæåíà â [7], ãë. 5.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

T ∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ , (3)

ãäå σ(ζ) � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà â C, f ∈ Lp(ω).

Êàê ïîêàçàëè Êîéôìàí è Ôåôôåðìàí [8], à òàêæå Êîðäî-

áà è Ôåôôåðìàí [9], îöåíêè ðàçëè÷íûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðà-

ëîâ ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû ñî ñëó÷àÿ Lp(Rn) íà ñëó÷àé âåñîâî-

ãî Lp(Rn, ω). Â íàñòîÿùåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ âîçìîæíîé

îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà (3) â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Lp(C, ω)
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ñ âåñîì, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ (2). Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âî-

ïðîñ íàì ïîíàäîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ

T ∗
nf (z).

Ôèêñèðóåì δ > 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç ε(z) èçìåðèìóþ ôóíêöèþ

íà C, äëÿ êîòîðîé ε(z) ≥ δ. Îïðåäåëèì îïåðàòîð:

Tn,ε(·),δf (z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ). (4)

Ñâÿæåì ñ îïåðàòîðàìè (4) îïåðàòîð Lλ,ε(·),δ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü λ � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, |λ| < 1
w
, ãäå w âçÿòî èç (1). Ïîëî-

æèì

Lλ,ε(·),δf (z) =

∞∑
n=0

(n + 1)λnTn,ε(·),δf (z). (5)

Îòâåòèâ íà âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè Lλ,ε(·),δ ìû ñìîæåì ïîëó-

÷èòü îöåíêó äëÿ Tn,ε(·),δ, êîòîðàÿ âëå÷åò îöåíêó äëÿ T
∗
nf (z).

Äëÿ îïåðàòîðà Lλ,ε(·),δ ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå:

Lλ,ε(·),δf (z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)+

+

∫
|ζ−z|>ε(z)

[ ∞∑
n=1

(n + 1)λn
(
V (z)− V (ζ)

z − ζ

)n]
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ) =

=

∫
|ζ−z|>ε(z)

1(
1− λV (z)−V (ζ)

z−ζ

)2 f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ) =

=

∫
|ζ−z|>ε(z)

f (ζ)

(z − ζ − λ(V (z)− V (ζ)))2
dσ(ζ). (6)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Aλ(z) = z − λV (z). Ïîñêîëüêó

|Aλ(z)− Aλ(ζ)| ≥ |z − ζ| − |λ| |V (z)− V (ζ)| ≥ |z − ζ|(1 − |λ|w),

òî Aλ(z) � îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íà

ñåáÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ïóñòü αλ � îáðàòíîå ê Aλ îòîáðàæåíèå. Îáîçíà÷èì τ = Aλ(z)

è ñäåëàåì â èíòåãðàëå (6) çàìåíó ïåðåìåííîé Aλ(ζ) = t,

ζ = αλ(t) è ïóñòü µλ(t) � ìîäóëü ÿêîáèàíà ïðè òàêîé çàìåíå. Òîãäà

ìû íàõîäèì, ÷òî

Lλ,ε(·),δf (z) =

∫
{t∈C:|αλ(t)−αλ(τ)|>ε(z)}

f (αλ(t))µλ(t)

(τ − t)2
dσ(t). (7)

Áóäåì ïîòî÷å÷íî îöåíèâàòü èíòåãðàë â (7). Ïîëîæèì

S∗φ(τ ) = sup
ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|t−τ |>ε

φ(t)

(t− τ )2
dσ(t)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
Mφ(τ ) = sup

ε>0

1

πε2

∫
|t−τ |<ε

|φ(t)|dσ(t).

Òîãäà èìååì

Lλ,ε(·),δf (z) =

∫
{t∈C:|t−τ |>(1−|λ|w)ε(z)}

f (αλ(t))µλ(t)

(τ − t)2
dσ(t)−

−
∫

{t∈C:|t−τ |>(1−|λ|w)ε(z)}\{t∈C:|αλ(t)−αλ(τ)|>ε(z)}

f (αλ(t))µλ(t)

(τ − t)2
dσ(t)

èç ÷åãî ñëåäóåò îöåíêà

|Lλ,ε(·),δf (z)| ≤ S∗(f (αλ)µλ)(τ )+
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+

∫
(1−|λ|w)ε(z)<|t−τ |<2ε(z)

|f (αλ(t))|µλ(t)
|τ − t|2

dσ(t). (8)

Ïîëîæèâ äëÿ êðàòêîñòè |f (αλ(t))|µλ(t) = ψ(t), (1−|λ|w)ε(z) = a,

2ε(z) = b, èìååì∫
a<|t−τ |<b

ψ(t)

|t− τ |2
dσ(t) =

2π∫
0

dθ

b∫
a

ψ(τ + reiθ)

r2
rdr =

=

b∫
a

dr

r2

2π∫
0

ψ(τ + reiθ)rdθ =

b∫
a

dr

r2

 r∫
0

2π∫
0

ψ(τ + ρeiθ)ρdθdρ

′

r

=

=
1

b2

∫
|t−τ |<b

ψ(t)dσ(t)− 1

a

∫
|t−τ |<a

ψ(t)dσ(t)+

+2

b∫
a

1

r3

 ∫
|τ−t|<r

ψ(t)dσ(t)

 dr ≤

≤ πMψ(τ ) + 2π

b∫
a

Mψ(τ )

r
dr = π

(
1 + 2 log

b

a

)
Mψ(τ ),

ïîýòîìó (8) âëå÷åò îöåíêó

|Lλ,ε(·),δf (z)| ≤ S∗(f (αλ)µλ)(τ )+

+π

(
1 + 2 log

2

1− |λ|w

)
M(f (αλ)µλ)(τ ). (9)

Ïîòî÷å÷íàÿ îöåíêà (9) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé èíòåãðàëüíîé

îöåíêå:∫
C

∣∣Lλ,ε(·),δf (z)∣∣p ω(z)dσ(z) ≤ 2p−1

∫
C

S∗p(f (αλ)µλ)(τ )ω(z)dσ(z)+
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+2p−1πp
(
1 + 2 log

2

1− |λ|w

)p ∫
C

M p(f (αλ)µλ)(τ )ω(z)dσ(z). (10)

×åðåç bS∗(p, c0) è bM(p, c0) îáîçíà÷èì ïîñòîÿííûå â ñëåäóþùèõ

íåðàâåíñòâàõ:∫
C

S∗p(f0)(z)ω(z)dσ(z) ≤ bS∗(p, c0)

∫
C

|f0(z)|pω(z)dσ(z), (11)

∫
C

M p(f0)(z)ω(z)dσ(z) ≤ bM(p, c0)

∫
C

|f0(z)|pω(z)dσ(z), (12)

ãäå äëÿ âåñà ω(z) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (2) ñ ïîñòîÿííîé c0.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç b(p, c0, |λ|) âåëè÷èíó

b(p, c0, |λ|) = 2p−1bS∗(p, c0)+

+2p−1πp
(
1 + 2 log

2

1− |λ|w

)p
bM(p, c0), (13)

èç (10)�(13) íàõîäèì ñëåäóþùóþ îöåíêó:∫
C

∣∣Lλ,ε(·),δf (z)∣∣p ω(z)dσ(z) ≤
≤ b(p, c0, |λ|)

∫
C

|f (αλ(τ ))µλ(τ )|pω(z)dσ(z), (14)

ãäå â (14) ïî-ïðåæíåìó â ïðàâîé ÷àñòè τ = Aλ(z), z = αλ(τ ),

ñëåäîâàòåëüíî,∫
C

|f (αλ(τ ))µλ(τ )|pω(z)dσ(z) =
∫
C

|f (z)|p 1

JpAλ
(z)

ω(z)dσ(z). (15)
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Îöåíèì ìîäóëü ÿêîáèàíà JAλ
(z) ñíèçó. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷-

êè z ïîëîæèì Bδ(z) = {ζ : |ζ − z| ≤ δ}. Ïóñòü s(δ) � ïëîùàäü

Aλ(Bδ(z)), òîãäà

JAλ
(z) = lim

δ→0

s(δ)

πδ2
. (16)

Ïîñêîëüêó |Aλ(z)− Aλ(ζ)| ≥ |z − ζ|(1 − |λ|w), òî â ôèãóðó

Aλ(Bδ(z)) ìîæíî ïîìåñòèòü êðóã ñ öåíòðîì â Aλ(z) è ðàäèóñîì

íå ìåíåå (1− |λ|w)δ, ïîýòîìó (16) âëå÷åò

JAλ
(z) ≥ (1− |λ|w)2. (17)

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ (14), (15), (17) ïîëó÷àåì îöåíêó∫
C

∣∣Lλ,ε(·),δf (z)∣∣p ω(z)dσ(z) ≤ b(p, c0, |λ|)
(1− |λ|w)2p

∫
C

|f (z)|pω(z)dσ(z).(18)
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�2. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû è åå äîêàçàòåëüñòâî

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïåðâîé ãëàâû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âåñ ω óäîâëåòâîðÿåò íà ïëîñêîñòè óñëî-

âèþ Ìàêåíõàóïòà, f ∈ Lp(ω), V (z) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíê-

öèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ ñîîòíîøåíèþ

|V (z)− V (ζ)| ≤ w|z − ζ|, ãäå z, ζ ∈ C,

òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∫
C

(T ∗
nf )

pωdσ

1
p

≤ b(p, n)wn

∫
C

|f |pωdσ

1
p

,

ãäå ôóíêöèÿ b(p, n) èìååò ñòåïåííîé ðîñò ïî n.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îöåíèì ñíà÷àëà âñïî-

ìîãàòåëüíûé îïåðàòîð Tn,ε(·),δ. Ïóñòü 0 < ρ < 1
w
. Îïðåäåëåíèå (5)

ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

Tn,ε(·),δf (z) =
1

2πi(n + 1)

∫
|λ|=ρ

Lλ,ε(·),δf (z)

λn+1
dλ,

êîòîðàÿ äàåò ñëåäóþùóþ ïîòî÷å÷íóþ îöåíêó:

|Tn,ε(·),δf (z)| ≤
1

2π(n + 1)ρn

2π∫
0

|Lρeiθ,ε(·),δf (z)|dθ. (19)

Âûáåðåì
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ρ = ρn = (1− 1

n
)
1

w
, n ≥ 2,

òîãäà

1

ρnn
=

1

(1− 1
n)
n
wn, 1− ρnw =

1

n
,

è (19) âìåñòå ñ (18) âëåêóò

∫
C

|Tn,ε(·),δf (z)|pω(z)dσ(z) ≤

≤
(

2

π(n + 1)
wn
)p ∫

C

 2π∫
0

|Lρneiθ,ε(·),δf (z)|
pdθ

ω(z)dσ(z)(2π)p−1 =

=

(
2

π(n + 1)
wn
)p

(2π)p−1

2π∫
0

dθ

∫
C

|Lρneiθ,ε(·),δf (z)|
pω(z)dσ(z) ≤

≤
(

2

π(n + 1)
wn
)p

(2π)pb(p, c0, ρn)n
2p

∫
C

|f (z)|pω(z)dσ(z). (20)

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå (13) ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ðîñò ïîñòî-

ÿííîé â ïðàâîé ÷àñòè (20) â çàâèñèìîñòè îò n:

4p
(

n2

n + 1

)p
wnpb(p, c0, ρn) < 4pnpwnp(2p−1bS∗(p, c0)+
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+2p−1πp(1 + 2 log 2n)pbM(p, c0))
def
= b1(p, c0, n)w

np. (21)

Òåïåðü îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (20)

â êà÷åñòâå ε(·) ìîæíî âûáèðàòü ëþáóþ èçìåðèìóþ íà C ôóíê-

öèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ ε(z) ≥ δ, à ïðàâàÿ ÷àñòü (20) îò

âûáîðà ε(·) íå çàâèñèò, ïîýòîìó (20) è (21) âëåêóò

∫
C

 sup
ε≥δ>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣

p

ω(z)dσ(z) ≤

≤ b1(p, c0, n)w
np

∫
C

|f (z)|pω(z)dσ(z). (22)

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü â (22) íå çàâèñèò îò δ, òî ýòî

ñîîòíîøåíèå âëå÷åò òðåáóåìóþ îöåíêó, ÷åì è çàâåðøàåò äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû.
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Ãëàâà II

�1. Îïåðàòîðû P ∗
F è P ∗

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïåðâîé ãëàâå, ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû äëÿ îöåíêè íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ ñïåöèàëüíîãî

âèäà. Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îäíîãî èç íèõ.

Ïóñòü ω � âåñ íà ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ìà-

êåíõàóïòà (2), V (z) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ

íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ (1),

f ∈ Lp(ω). Äëÿ öåëîé ôóíêöèè F (z) = a0 +

∞∑
n=1

anz
n ðàññìîòðèì

îïåðàòîð

P ∗
Ff (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

F

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣
è åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé

P ∗f (z) = sup
ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

ec
V (ζ)−V (z)

ζ−z
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥P ∗
Ff∥p,ω ≤ 2M(2w)C1A∥f∥p,ω,

ãäå M(2w) = max
|z|=2w

|F (z)|.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ îïåðàòîðà P ∗ âåðíî

∥P ∗f∥p,ω ≤ 2C2A∥f∥p,ω.
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�2. Îöåíêè äëÿ Pε è PF,ε

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 è ñëåäñòâèÿ èç íåå íàì ïîíà-

äîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû.

Ôèêñèðóåì δ > 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç ε(z) èçìåðèìóþ ôóíêöèþ

íà C, äëÿ êîòîðîé ε(z) ≥ δ. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

PF,εf (z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

F

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ),

Pεf (z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

ec
V (ζ)−V (z)

ζ−z
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ).

Ïîëó÷èâ îöåíêè äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ ìû ñìîæåì óñòàíîâèòü

ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé äëÿ P ∗
F è P ∗.

Òàê êàê ñòðóêòóðà ðàññóæäåíèé äëÿ PF,ε è Pε èäåíòè÷íà, òî

áîëåå ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà îïåðàòîðå Pε. Ðàññìîòðèì ñâÿçàí-

íûé ñ íèì îïåðàòîð

Pn,εf (z) =
cn

n!

∫
|ζ−z|>ε(z)

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ).

Òàê êàê eX =

∞∑
n=0

Xn

n!
è X = c

V (ζ)− V (z)

ζ − z
, òî

Pεf (z) =

∞∑
n=0

Pn,εf (z).

Èç íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî

∥Pεf∥p,ω ≤
∞∑
n=0

∥Pn,εf∥p,ω. (23)
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Ïðèìåíèì òåîðåìó 1 äëÿ îöåíêè ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (23):

∥Pn,εf∥p,ω =
|c|n

n!

∥∥∥∥∥∥∥
∫

|ζ−z|>ε(z)

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤

≤ |c|n

n!
∥T ∗

nf∥p,ω ≤ |c|n

n!
b(p, n)wn ∥f∥p,ω , ãäå

b(p, n) = (4p(n+1)p(2p−1bS∗(p, c0)+2
p−1πp(1+2 log 2n)pbM(p, c0)))

1
p =

= 8(n + 1)

(
1

2
bS∗(p, c0) +

1

2
πp(1 + 2 log 2n)pbM(p, c0)

)1
p

=

= A(n + 1)(1 + 2 log 2n).

Òàêèì îáðàçîì

∥Pn,εf∥p,ω ≤ |c|n

n!
A(n + 1)(1 + 2 log(2(n + 2)))wn ∥f∥p,ω . (24)

Ïîäñòàâëÿÿ (24) â (23) ïîëó÷àåì

∥Pεf∥p,ω ≤ A

( ∞∑
n=0

|c|n

n!
(n + 1)(1 + 2 log(2(n + 2)))wn

)
∥f∥p,ω =

= A

(
(1 + 2 log 2)

∞∑
n=0

|c|nwn(n + 1)

n!
+

+2

∞∑
n=0

|c|nwn(n + 1) log(n + 2)

n!

)
∥f∥p,ω. (25)

Îáîçíà÷èì |c|nwn = yn è îöåíèì ðÿäû â (25). Äëÿ
∞∑
n=0

|c|nwn(n + 1)

n!
èìååì:

∞∑
n=0

yn(n + 1)

n!
=

∞∑
n=1

yn

(n− 1)!
+

∞∑
n=0

yn

n!
=
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= y

∞∑
n=1

yn−1

(n− 1)!
+

∞∑
n=0

yn

n!
= yey + ey. (26)

Â ñëó÷àå

∞∑
n=0

|c|nwn(n + 1) log(n + 2)

n!
ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà:

∞∑
n=0

yn(n + 1) log(n + 2)

n!
<

∞∑
n=0

yn(n + 1)2

n!
=

=

∞∑
n=0

ynn2

n!
+ 2

∞∑
n=0

ynn

n!
+

∞∑
n=0

yn

n!
=

=

∞∑
n=1

ynn

(n− 1)!
+ 2

∞∑
n=1

yn

(n− 1)!
+ ey =

= y

∞∑
n=1

yn−1(n− 1 + 1)

(n− 1)!
+ 2y

∞∑
n=1

yn−1

(n− 1)!
+ ey =

= y

∞∑
n=1

yn−1(n− 1)

(n− 1)!
+ y

∞∑
n=1

yn−1

(n− 1)!
+ 2yey + ey =

= y

∞∑
n=2

yn−1

(n− 2)!
+ yey + 2yey + ey =

= y2
∞∑
n=2

yn−2

(n− 2)!
+ 3yey + ey = y2ey + 3yey + ey. (27)

Ïîäñòàâëÿÿ (26) è (27) â (25) ïîëó÷àåì

∥Pεf∥p,ω ≤ A
(
(1 + 2 log 2)(yey + ey) + 2(y2ey + 3yey + ey)

)
∥f∥p,ω =

= A
(
2y2ey + yey(2 log 2 + 7) + ey(2 log 2 + 3)

)
∥f∥p,ω.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |c|w = y îêîí÷àòåëüíî èìååì

∥Pεf∥p,ω ≤ AC2∥f∥p,ω, ãäå
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C2 = 2|c|2w2e|c|w + |c|we|c|w(2 log 2 + 7) + e|c|w(2 log 2 + 3).

Ïðèìåíÿÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ê îïåðàòîðó PF,ε â èòîãå ïî-

ëó÷èì àíàëîã íåðàâåíñòâà (25)

∥PF,εf∥p,ω ≤ A

(
(1 + 2 log 2)

∞∑
n=0

|an|wn(n + 1)+

+2

∞∑
n=0

|an|wn(n + 1) log(n + 2)

)
∥f∥p,ω, (28)

ãäå âìåñòî
|cn|
n!

èñïîëüçóåòñÿ |an|.

Îöåíèì ðÿäû â (28)ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè äëÿ êîýô-

ôèöèåíòîâ ñòåïåííîãî ðÿäà:
∞∑
n=0

|an|wn(n + 1) ≤
[
|an| ≤

M(ρ)

ρn
, ρ = 2w

]
≤M(2w)

∞∑
n=0

n + 1

2n
=

=M(2w)

( ∞∑
n=0

n

2n
+

∞∑
n=0

1

2n

)
= 4M(2w) (29)

∞∑
n=0

|an|wn(n + 1) log(n + 2) ≤

≤M(2w)

∞∑
n=0

(n + 1) log(n + 2)

2n
< M(2w)

∞∑
n=0

(n + 1)2

2n
=

=M(2w)

( ∞∑
n=0

n2

2n
+ 2

∞∑
n=0

n

2n
+

∞∑
n=0

1

2n

)
= 12M(2w) (30)

Ïîäñòàâëÿÿ (29) è (30) â (28) ïîëó÷èì

∥PF,εf∥p,ω ≤M(2w) (8 log 2 + 28)A∥f∥p,ω =M(2w)C1A∥f∥p,ω.
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�3. Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî äëÿ

êàæäîãî z0 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ε(z) òàêàÿ, ÷òî

sup
ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z0|>ε

F

(
V (ζ)− V (z0)

ζ − z0

)
f (ζ)

(ζ − z0)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 2

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z0|>ε(z0)

F

(
V (ζ)− V (z0)

ζ − z0

)
f (ζ)

(ζ − z0)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
òî åñòü |P ∗

Ff (z0)| ≤ 2
∣∣PF,ε(z0)f (z0)∣∣. Íî òàê êàê îöåíêà íîðìû

PF,εf (z) íå çàâèñèò îò âûáîðà ε(z), òî äëÿ íîðìû P ∗
Ff (z) âåðíî

∥P ∗
Ff∥p,ω ≤ 2M(2w)C1A∥f∥p,ω =M(2w) (16 log 2 + 56)A∥f∥p,ω.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îïåðàòîðà P ∗ ïîëó÷àåì

∥P ∗f∥p,ω ≤ 2C2A∥f∥p,ω,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ãëàâà III

�1. Îïåðàòîðû, àíàëîãè÷íûå êîììóòàòîðàì Êàëüäåðîíà

Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, îòíîñÿùèåñÿ ê êîììó-

òàòîðàì Êàëüäåðîíà èìåþò ñòàíäàðòíûé âèä

T ∗
nf (x) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|y−x|>ε

(
a(y)− a(x)

y − x

)n
f (y)

y − x
dy

∣∣∣∣∣∣∣
äëÿ ïðÿìîé è

T ∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣
äëÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîïûòêà äàëüíåéøåãî îáîáùåíèÿ

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ îïåðàòîðà

S∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

|V (ζ)− V (z)|2n

(ζ − z)2n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå â âèäå |V (ζ) − V (z)|2n ýòîò

îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì äëÿ

T ∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣
â ñëó÷àå äâóõ ôóíêöèé V1(z) è V2(z), ïðè÷åì V2 = V 1. Â ýòîé

ñèòóàöèè òàêæå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè äëÿ

íîðìû S∗
n.
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Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ Lp(ω), V (z) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíê-

öèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ ñîîòíîøåíèþ

|V (z)− V (ζ)| ≤ |z − ζ|, ãäå z, ζ ∈ C,

òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥S∗
nf∥p,ω ≤ b1n

3
2∥f∥p,ω,

ãäå b1 ≤ b̃(p, c0) log(n+1), ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ b̃ óæå íå çàâèñèò

îò n, c0 � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ Ìàêåíõàóïòà äëÿ âåñà ω.
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�2. Âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 íàì ïîíàäîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëü-

íûå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ S∗
n. Ôèêñèðóåì δ > 0 è îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç ε(z) èçìåðèìóþ ôóíêöèþ íà C, äëÿ êîòîðîé ε(z) ≥ δ. Îïðå-

äåëèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð:

Sn,εf (z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

|V (ζ)− V (z)|2n

(ζ − z)2n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ). (31)

Ñâÿæåì ñ îïåðàòîðîì Sn,ε, îïðåäåëåííûì â (31), îïåðàòîð

Mf,ε(λ, µ) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü λ, µ � êîìïëåêñíûå ÷èñëà,

|λ| = |µ| = 1
2 −

1
4n. Ïîëîæèì

Mf,ε(λ, µ)(z) =

=

∫
|ζ−z|>ε(z)

f (ζ)dσ(ζ)(
(ζ + λV (ζ) + µV (ζ))− (z + λV (z) + µV (z))

)2 . (32)
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîëó÷å-

íèè îöåíîê äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ. Èñïîëüçîâàíèå ðå-

çóëüòàòîâ ïåðâîé ãëàâû ïîçâîëÿåò îöåíèòü îïåðàòîð Mf,ε. Ñâÿçü

ìåæäó îïåðàòîðàìè Mf,ε è Sn,ε äàåò íàì îöåíêè äëÿ Sn,ε, êîòî-

ðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, âëåêóò ðåçóëüòàòû äëÿ S∗
n.

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðà Mf,ε. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáî-

çíà÷åíèå

Aλ,µ(z) = z + λV (z) + µV (z).
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Ïîñêîëüêó

|Aλ,µ(z)− Aλ,µ(ζ)| ≥

≥ |z − ζ| − |λ||V (z)− V (ζ)| − |µ||V (z)− V (ζ)| ≥

≥ |z − ζ|(1− |λ| − |µ|) = 1

2n
|z − ζ|,

òî Aλ,µ(z) � îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íà

ñåáÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Îöåíèì ìîäóëü ÿêîáèàíà JAλ,µ
(z) ñíèçó. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè z ïîëîæèì Bδ(z) = {ζ : |ζ − z| ≤ δ}, ïóñòü s(δ) � ïëî-

ùàäü Aλ,µ(Bδ(z)). Òîãäà

JAλ,µ
(z) = lim

δ→0

s(δ)

πδ2
. (33)

Ïîñêîëüêó

|Aλ,µ(z)− Aλ,µ(ζ)| ≥
1

2n
|z − ζ|,

òî â ôèãóðó Aλ,µ(Bδ(z)) ìîæíî ïîìåñòèòü êðóã ñ öåíòðîì â

Aλ,µ(z) è ðàäèóñîì íå ìåíåå 1
2nδ, ïîýòîìó (33) âëå÷åò

JAλ,µ
(z) ≥ 1

4n2
.

Òîãäà èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû ïîëó÷àåì îöåíêó∫
C

|Mf,ε(λ, µ)(z)|p ω(z)dσ(z) ≤

≤ b(p, c0, |λ|)n2p4p
∫
C

|f (z)|pω(z)dσ(z). (34)
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�3. Îöåíêè äëÿ Sn,ε è S
∗
n

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðMf,ε(λ, µ)(z), îïðåäåëåííûé â (32), ìî-

æåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Mf,ε(λ, µ)(z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

f (ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2(1 + q)2
=

=

∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)

∫
|ζ−z|>ε(z)

qk
f (ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2
, (35)

ãäå

q = λ
V (ζ)− V (z)

ζ − z
+ µ

V (ζ)− V (z)

ζ − z

è

|q| ≤ |λ| + |µ| = 1− 1

2n
< 1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

V (ζ)− V (z)

ζ − z
= A,

V (ζ)− V (z)

ζ − z
= B,

1

2
− 1

4n
= t, λ = teiθ1, µ = teiθ2.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (35) èìååì ñëåäóþùåå

1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

Mf,ε(te
iθ1, teiθ2)(z)e−in(θ1+θ2)dθ1dθ2 =

=
1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

∞∑
k=0

(−1)k(k+1)

∫
|ζ−z|>ε(z)

qk
f (ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2
e−in(θ1+θ2)dθ1dθ2 =
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=

∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)

∫
|ζ−z|>ε(z)

f (ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2
×

×

 1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

(teiθ1A + teiθ2B)ke−in(θ1+θ2)dθ1dθ2

 =

= (2n + 1)t2nCn
2n

∫
|ζ−z|>ε(z)

|V (ζ)− V (z)|2n

(ζ − z)2n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ), (36)

òàê êàê èíòåãðàë

1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

(eiθ1A + eiθ2B)ke−in(θ1+θ2)dθ1dθ2

íå ðàâåí íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå k = 2n äëÿ ñëàãàåìîãî Cn
2nA

nBn,

ãäå

AnBn =

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
=

|V (ζ)− V (z)|2n

(ζ − z)2n
,

t2n =

(
1

2
− 1

4n

)2n

=
1

22n

(
1− 1

2n

)2n

.

Îáîçíà÷èâ

2n + 1

22n

(
1− 1

2n

)2n

Cn
2n = C,

1

C
= C̃

ïîëó÷èì èç (36)

Sn,εf (z) =
C̃

4π2

2π∫
0

2π∫
0

Mf,ε(te
iθ1, teiθ2)(z)e−in(θ1+θ2)dθ1dθ2.

Äàëåå èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà èìååì

|Sn,εf (z)|p ≤

(
C̃

4π2

)p

(4π2)p−1×
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×
2π∫
0

2π∫
0

∣∣Mf,ε(te
iθ1, teiθ2)(z)

∣∣p dθ1dθ2
è (34) âëå÷åò îöåíêó∫

C

|Sn,εf (z)|p ω(z)dσ(z) ≤

≤ C̃p

4π2

∫
C

 2π∫
0

2π∫
0

∣∣Mf,ε(te
iθ1, teiθ2)(z)

∣∣p dθ1dθ2
ω(z)dσ(z) =

=
C̃p

4π2

2π∫
0

2π∫
0

dθ1dθ2

∫
C

∣∣Mf,ε(te
iθ1, teiθ2)(z)

∣∣p ω(z)dσ(z) ≤
≤ C̃pb(p, c0, |λ|)n2p4p

∫
C

|f (z)|pω(z)dσ(z), (37)

ãäå

C̃ =
22n

2n + 1

(
1− 1

2n

)−2n
1

Cn
2n

=
22n

2n + 1

(
2n

2n− 1

)2n
n!n!

(2n)!
=

=
22n

2n + 1

(
2n

2n− 1

)2n
√
2πn(ne )

ne
θ(n)
12n

√
2πn(ne )

ne
θ(n)
12n

√
2π2n(2ne )

2ne
θ(2n)
24n

≤ 4e
1
6
√
πn

2n + 1
.

Îáîçíà÷èì (
(4e

1
6
√
π)pb(p, c0, |λ|)4p

)1
p
= b1,

òîãäà èç (37) îêîí÷àòåëüíî èìååì

∥Sn,εf∥p,ω ≤ b1
n

5
2

2n + 1
∥f∥p,ω ≤ b1

2
n

3
2∥f∥p,ω.
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ

êàæäîãî z0 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ε(z) òàêàÿ, ÷òî

sup
ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z0|>ε

|V (ζ)− V (z0)|2n

(ζ − z0)2n
f (ζ)

(ζ − z0)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 2

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z0|>ε(z0)

|V (ζ)− V (z0)|2n

(ζ − z0)2n
f (ζ)

(ζ − z0)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
òî åñòü

|S∗
nf (z0)| ≤ 2|Sn,ε(z0)f (z0)|.

Íî òàê êàê îöåíêà íîðìû Sn,εf (z) íå çàâèñèò îò âûáîðà ε(z), òî

äëÿ íîðìû S∗
nf (z) âåðíî

∥S∗
nf∥p,ω ≤ b1n

3
2∥f∥p,ω,

÷òî è òðåáîâàëîñòü äîêàçàòü.
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Ãëàâà IV

�1. Ñëó÷àé ÷åòûðåõ ìíîæèòåëåé

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåé, èçëîæåííûõ â òðåòüåé ãëàâå, ïðè-

âîäèò ê ðàññìîòðåíèþ îïåðàòîðà

U∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣ ∫
|ζ−z|>ε

(
V1(ζ)− V1(z)

ζ − z

)n(
V2(ζ)− V2(z)

ζ − z

)n
×

×
(
V3(ζ)− V3(z)

ζ − z

)n(
V4(ζ)− V4(z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣,
ãäå f ∈ Lp(ω), Vj(z) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåí-

íûå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ

|Vj(z)− Vj(ζ)| ≤ |z − ζ|, ãäå z, ζ ∈ C, 1 ≤ j ≤ 4.

Ïîëó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê äëÿ îïåðàòîðà U ∗
n òðåáóåò

ïðîâåäåíèÿ ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ òåì, ÷òî áûëè ïðåäïðè-

íÿòû äëÿ îïåðàòîðà S∗
n. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ âñïîìîãà-

òåëüíûå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ U∗
n.

Ôèêñèðóåì δ > 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç ε(z) èçìåðèìóþ ôóíêöèþ

íà C, äëÿ êîòîðîé ε(z) ≥ δ. Îïðåäåëèì îïåðàòîð

Un,εf (z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

(
V1(ζ)− V1(z)

ζ − z

)n(
V2(ζ)− V2(z)

ζ − z

)n
×
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×
(
V3(ζ)− V3(z)

ζ − z

)n(
V4(ζ)− V4(z)

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ). (38)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

A(z, λ1, λ2, λ3, λ4) = z + λ1V1(z) + λ2V2(z) + λ3V3(z) + λ4V4(z),

ãäå |λj| = 1
4 −

1
8n è ñâÿæåì ñ îïåðàòîðîì Un,ε, îïðåäåëåííûì â

(38), îïåðàòîð Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4) =

=

∫
|ζ−z|>ε(z)

f (ζ)dσ(ζ)(
A(ζ, λ1, λ2, λ3, λ4)− A(z, λ1, λ2, λ3, λ4)

)2 . (39)

Ïîñêîëüêó

|A(z, λ1, λ2, λ3, λ4)− A(ζ, λ1, λ2, λ3, λ4)| ≥

≥ |z − ζ| − |λ1| · |V1(z)− V1(ζ)| − |λ2| · |V2(z)− V2(ζ)|−

−|λ3| · |V3(z)− V3(ζ)| − |λ4| · |V4(z)− V4(ζ)| =

= |z − ζ| ·

(
1− |λ1|

|V1(z)− V1(ζ)|
|z − ζ|

− |λ2|
|V2(z)− V2(ζ)|

|z − ζ|
−

−|λ3|
|V3(z)− V3(ζ)|

|z − ζ|
− |λ4|

|V4(z)− V4(ζ)|
|z − ζ|

)
≥
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≥ |z − ζ| · (1− |λ1| − |λ2| − |λ3| − |λ4|) =
1

2n
|z − ζ|,

òî A(z, λ1, λ2, λ3, λ4) - îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè C íà ñåáÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ îïåðàòîðîì Mf,ε èç òðåòüåé ãëàâû,

ïîëó÷àåì îöåíêó∫
C

|Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4)|p ω(z)dσ(z) ≤

≤ b(p, c0, |λ|)n2p4p
∫
C

|f (z)|pω(z)dσ(z).

Â äàííûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâ-

íîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 4. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥U∗
nf∥p,ω ≤ b1(p, c0)n

5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω,

ãäå c0 � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ Ìàêåíõàóïòà äëÿ âåñà ω.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìî-

ãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ áóäåò

äîêàçàíî îòäåëüíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Ëåììà. Äëÿ îïåðàòîðà Un,ε ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥Un,εf∥p,ω ≤ b1
2
n

5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω,

ãäå
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b1
2
=

(
b̃(p, c0, )

(
32π2e

1
3

√
2π

)p)1
p

,

c0 � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ Ìàêåíõàóïòà äëÿ âåñà ω.

Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

äëÿ êàæäîãî z0 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ε(z) òàêàÿ, ÷òî

|U ∗
nf (z0)| ≤ 2|Un,ε(z0)f (z0)|.

Íî òàê êàê îöåíêà íîðìû Un,εf (z) íå çàâèñèò îò âûáîðà ε(z), òî

äëÿ íîðìû U ∗
nf (z) âåðíî

∥U ∗
nf∥p,ω ≤ b1n

5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω,

÷òî è òðåáîâàëîñòü äîêàçàòü.
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�2. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñâÿçü ìåæäó

îïåðàòîðàìè Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4) è Un,ε. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð

Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4), îïðåäåëåííûé â (39), ìîæåò áûòü çàïèñàí â

âèäå

Sf,ε(z, λ1, λ2, λ3, λ4) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

f (ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2(1 + q)2
=

=

∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)

∫
|ζ−z|>ε(z)

qk
f (ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2
, (40)

ãäå

q = λ1
V1(ζ)− V1(z)

ζ − z
+ λ2

V2(ζ)− V2(z)

ζ − z
+

+λ3
V3(ζ)− V3(z)

ζ − z
+ λ4

V4(ζ)− V4(z)

ζ − z

è

|q| ≤ |λ1| + |λ2| + |λ3| + |λ4| = 1− 1

2n
< 1.

Îáîçíà÷èì

V1(ζ)− V1(z)

ζ − z
= A,

V2(ζ)− V2(z)

ζ − z
= B,

V3(ζ)− V3(z)

ζ − z
= C,

V4(ζ)− V4(z)

ζ − z
= D,

1

4
− 1

8n
= t, λ1 = teiθ1, λ2 = teiθ2, λ3 = teiθ3, λ4 = teiθ4,
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òîãäà èç (40) èìååì:

1

(2π)4

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

Sf,ε(z, te
iθ1, teiθ2, teiθ3, teiθ4)×

×e−in(θ1+θ2+θ3+θ4)dθ1dθ2dθ3dθ4 =

=
1

(2π)4

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)×

×
∫

|ζ−z|>ε(z)

qk
f (ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2
e−in(θ1+θ2+θ3+θ4)dθ1dθ2dθ3dθ4 =

=

∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)

∫
|ζ−z|>ε(z)

f (ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2
×

×

 1

(2π)4

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

qke−in(θ1+θ2+θ3+θ4)dθ1dθ2dθ3dθ4

 =

= (4n + 1)t4n
(4n)!

(n!)4

∫
|ζ−z|>ε(z)

AnBnCnDnf (ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2
,

òàê êàê

qk =
(
teiθ1A + teiθ2B + teiθ3C + teiθ4D

)k
=

= tk
(
eiθ1A + eiθ2B + eiθ3C + eiθ4D

)k
=
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= tk
∑

α1,α2,α3,α4≥0
α1+α2+α3+α4=k

k!

α1!α2!α3!α4!
eiθ1α1Aα1eiθ2α2Bα2eiθ3α3Cα3eiθ4α4Dα4 =

= tk
∑

α1,α2,α3,α4≥0
α1+α2+α3+α4=k

k!

α1!α2!α3!α4!
ei(θ1α1+θ2α2+θ3α3+θ4α4)Aα1Bα2Cα3Dα4

è èíòåãðàë íå ðàâåí íóëþ â ñëó÷àå k = 4n äëÿ ñëàãàåìîãî

(4n)!

n!n!n!n!
AnBnCnDn.

Îáîçíà÷èì

(4n + 1)t4n
(4n)!

(n!)4
= C,

1

C
= C̃,

òîãäà

Un,εf (z) =
C̃

(2π)4

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

Sf,ε(z, te
iθ1, teiθ2, teiθ3, teiθ4)×

×e−in(θ1+θ2+θ3+θ4)dθ1dθ2dθ3dθ4.

Èñïîëüçóåì ýòó ñâÿçü äëÿ îöåíêè îïåðàòîðà Un,ε. Èç íåðàâåí-

ñòâà Ãåëüäåðà èìååì

|Un,εf (z)|p ≤

(
C̃

(2π)4

)p (
(2π)4

)p−1×

×
2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

∣∣Sf,ε(z, teiθ1, teiθ2, teiθ3, teiθ4)∣∣p dθ1dθ2dθ3dθ4,
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îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà∫
C

|Un,εf (z)|p ω(z)dσ(z) ≤
C̃p

(2π)4

∫
C

( 2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

∣∣Sf,ε(z, teiθ1, teiθ2, teiθ3, teiθ4)∣∣p dθ1dθ2dθ3dθ4)ω(z)dσ(z) =
=

C̃p

(2π)4

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

dθ1dθ2dθ3dθ4×

×
∫
C

∣∣Sf,ε(z, teiθ1, teiθ2, teiθ3, teiθ4)∣∣p ω(z)dσ(z) ≤
≤ C̃pb(p, c0, |λ|)n2p4p

∫
C

|f (z)|pω(z)dσ(z) ≤

≤ C̃pb̃(p, c0, ) log
p(n + 1)n2p4p

∫
C

|f (z)|pω(z)dσ(z). (41)

Îöåíèì C̃

t4n =

(
1

4
− 1

8n

)4n

=
1

44n

(
1− 1

2n

)4n

=
1

44n

(
2n− 1

2n

)4n

,

C̃ =
44n

4n + 1

(
2n

2n− 1

)4n
(n!)4

(4n)!
. (42)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà èìååì

(n!)4

(4n)!
=

(√
2πn(ne )

ne
θ(n)
12n

)4
√
2π4n(4ne )

4ne
θ(4n)
48n

=
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=
(2πn)2(ne )

4ne
θ(n)
3n

2
√
2πn(4ne )

4ne
θ(4n)
48n

≤ 2π2e
1
3

√
2π

· n
3
2

44n
. (43)

Òîãäà (42) ñ ó÷åòîì (43) âëå÷åò îöåíêó

C̃ ≤ 44n

4n + 1

(
2n

2n− 1

)4n
2π2e

1
3

√
2π

· n
3
2

44n
≤

≤ 16 · 2π2 · e1
3

√
2π

· n
3
2

4n + 1
≤ 32π2e

1
3

√
2π

· n
1
2

4
=

8π2e
1
3

√
2π

· n
1
2 . (44)

Îáîçíà÷èì (
b̃(p, c0, )

(
32π2e

1
3

√
2π

)p)1
p

=
b1
2
,

òîãäà èç (41) è (44) èìååì

∥Un,εf∥p,ω ≤ b1
2
n

5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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�3. ×àñòíûå ñëó÷àè

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü îïåðàòîðû ñïå-

öèàëüíîãî âèäà äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ âûáîðà Vj. Ïóñòü

|Vj(z)− Vj(ζ)| ≤ |z − ζ|, ãäå z, ζ ∈ C, 1 ≤ j ≤ 4. (∗)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû:

1)V2 = V 1, V3 = z, V4 = z

∥∥∥∥∥∥∥supε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

|V1(ζ)− V1(z)|2n

(ζ − z)2n

(
ζ − z

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤

≤ b1n
5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω,

2)V2 = V 1, V3 = x, V4 = y (z = x + iy, ζ = σ + iτ )

∥∥∥∥∥ supε>0

∣∣∣ ∫
|ζ−z|>ε

|V1(ζ)− V1(z)|2n

(ζ − z)2n
×

×
(
σ − x

ζ − z

)n(
τ − y

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dm2

∣∣∣∥∥∥∥∥
p,ω

≤

≤ b1n
5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω,

3) V2 = V 1, V3 = z, V4 = x

∥∥∥∥∥∥∥supε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

|V1(ζ)− V1(z)|2n

(ζ − z)2n

(
σ − x

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dm2

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤
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≤ b1n
5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω,

4) V2 = V 1, V3 = z, V4 = y

∥∥∥∥∥∥∥supε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

|V1(ζ)− V1(z)|2n

(ζ − z)2n

(
τ − y

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dm2

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤

≤ b1n
5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 1 ñëó÷àè 3) è 4) ïðèìóò âèä

∥∥∥∥∥∥∥supε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

|V1(ζ)− V1(z)|2(σ − x)f (ζ)

(ζ − z)5
dm2

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤ b1 log 2∥f∥p,ω,

∥∥∥∥∥∥∥supε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

|V1(ζ)− V1(z)|2(τ − y)f (ζ)

(ζ − z)5
dm2

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤ b1 log 2∥f∥p,ω.

Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà óñëîâèÿ (∗). Äëÿ

ôóíêöèè V (z) = ei|z| âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì

∣∣eiα − 1
∣∣ ≤ |α|, α ∈ R.

Òîãäà

|V (z)− V (ζ)| =
∣∣∣ei|z| − ei|ζ|

∣∣∣ =
=
∣∣∣ei|ζ|∣∣∣ · ∣∣∣ei(|z|−|ζ|) − 1

∣∣∣ ≤ ∣∣|z| − |ζ|
∣∣ ≤ |z − ζ|
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è ðåçóëüòàòû ïåðâîé è òðåòüåé ãëàâû äàþò ñîîòâåòñòâóþùèå

îöåíêè:

∥∥∥∥∥∥∥supε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
ei|ζ| − ei|z|

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤ b(p, n)∥f∥p,ω,

ãäå ôóíêöèÿ b(p, n) èìååò ñòåïåííîé ðîñò ïî n,

∥∥∥∥∥∥∥supε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

∣∣ei|ζ| − ei|z|
∣∣2n

(ζ − z)2n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤

≤ b(p, c0)n
3
2 log(n + 1)∥f∥p,ω.

Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ ôóíêöèè V (z) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (∗),

òî îíî òàêæå âåðíî è äëÿ W (z) = ei|V (z)|, òàê êàê

|W (z)−W (ζ)| =
∣∣∣ei|V (z)| − ei|V (ζ)|

∣∣∣ =
=
∣∣∣ei|V (ζ)|

∣∣∣ · ∣∣∣ei(|V (z)|−|V (ζ)|) − 1
∣∣∣ ≤

≤
∣∣|V (z)| − |V (ζ)|

∣∣ ≤ |V (z)− V (ζ)| ≤ |z − ζ|.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îïåðàòîðà èç ïåðâîé ãëàâû èìååì

∥∥∥∥∥∥∥supε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
ei|V (ζ)| − ei|V (z)|

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤ b(p, n)∥f∥p,ω,
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è â ÷àñòíîñòè äëÿ V (z) = x

∥∥∥∥∥∥∥supε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
ei|σ| − ei|x|

ζ − z

)n
f (ζ)

(ζ − z)2
dm2

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤ b(p, n)∥f∥p,ω,

ãäå ôóíêöèÿ b(p, n) èìååò ñòåïåííîé ðîñò ïî n.

Ïóñòü òåïåðü

V (z) = p1|z| + p2|x| + p3|y|,

òîãäà∣∣V (z)− V (ζ)
∣∣ = ∣∣p1(|z| − |ζ|) + p2(|x| − |σ|) + p3(|y| − |τ |)

∣∣ ≤
≤ |p1| ·

∣∣|z| − |ζ|
∣∣ + |p2| ·

∣∣|x| − |σ|
∣∣ + |p3| ·

∣∣|y| − |τ |
∣∣ ≤

≤ |p1| · |z−ζ|+ |p2| · |x−σ|+ |p3| · |y−τ | ≤ (|p1|+ |p2|+ |p3|) · |z−ζ|,

òî åñòü â óñëîâèè òåîðåìû 1

w = |p1| + |p2| + |p3|

è äëÿ îïåðàòîðà

T ∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

(
ei(p1|ζ|+p2|σ|+p3|τ |) − ei(p1|z|+p2|x|+p3|y|)

ζ − z

)n
×

× f (ζ)

(ζ − z)2
dσ(ζ)

∣∣∣∣∣
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âåðíà îöåíêà

∥T ∗
nf∥p,ω ≤ b(p, n) · (|p1| + |p2| + |p3|)n∥f∥p,ω.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ Vj(z) âåðíî

|Vj(z)− Vj(ζ)| ≤ Aj|z − ζ|,

òîãäà ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Ṽj(z) =
1

Aj
Vj(z)

äëÿ êîòîðûõ âåðíî óñëîâèå (∗). Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

Vj(z) = AjṼj(z),

òî îöåíêà îïåðàòîðà èçìåíèòñÿ íà ìíîæèòåëü (A1A2A3A4)
n.

Åñëè V2 = V 1, V4 = V 3, òî îïåðàòîð U
∗
n ïðèìåò âèä

U∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

|V1(ζ)− V1(z)|2n|V3(ζ)− V3(z)|2n

(ζ − z)4n+2
f (ζ)dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Vj îïðåäåëåíû íà çàìêíóòûõ ìíîæå-

ñòâàõ Ej ìåðû íîëü (E2 = E1, E4 = E3). Îáîçíà÷èì

rE(z) = dist(z;E),

òîãäà ÿñíî, ÷òî

|rEj
(z)− rEj

(ζ)| ≤ |z − ζ|
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è â êà÷åñòâå Vj ìîæíî âçÿòü rEj
, îäíàêî áîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿ-

åòñÿ ñëó÷àé

Vj(z) = r1+iEj
(z).

Äëÿ åãî ðàññìîòðåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

∣∣a1+i − b1+i
∣∣ ≤ √

3|a− b|, ãäå a ≥ b > 0.

Âìåñòî ýòîãî äîêàæåì

∣∣t1+i − 1
∣∣ ≤ √

3|t− 1|, ãäå t = a

b
≥ 1.

Ýòè íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû, òàê êàê

∣∣a1+i − b1+i
∣∣ = ∣∣b1+i∣∣ · ∣∣∣∣(ab)1+i − 1

∣∣∣∣ =
= |b| ·

∣∣eilogb∣∣ · ∣∣∣∣(ab)1+i − 1

∣∣∣∣ = |b| ·
∣∣∣∣(ab)1+i − 1

∣∣∣∣ .
Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò èìååì

∣∣t1+i − 1
∣∣2 ≤ 3(t− 1)2.

Òàê êàê

t1+i = t · eilogt = t(cos log t + i sin log t),

òî îáîçíà÷èâ log t = φ ïîëó÷èì

∣∣t1+i − 1
∣∣2 = (t cosφ− 1)2 + (t sinφ)2 = t2 − 2t cosφ + 1 =

= t2 − 2t + 1 + 2t(1− cosφ) = (t− 1)2 + 4t sin2
φ

2
.
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Ïîñëå ýòîãî îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

4t sin2
φ

2
≤ 2(t− 1)2.

Òàê êàê

4t sin2
φ

2
≤ 4t,

òî äëÿ t ≥ 4 íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïðè 1 ≤ t < 4 èìååì

sin

(
log t

2

)
≥ 0,

ïîýòîìó äîêàæåì
√
2t sin

φ

2
≤ t− 1.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f (t) =
√
2t sin

φ

2
− t + 1,

äëÿ êîòîðîé

f ′(t) =
√
2

(
1

2
√
t
sin

φ

2
+

1

2
√
t
cos

φ

2

)
− 1 =

=
1√
2t

(
sin

φ

2
+ cos

φ

2

)
− 1 ≤ 1√

t
− 1.

Òàê êàê f (1) = 0 è f ′(t) < 0 ïðè t > 1, òî ñïðàâåäëèâîñòü íåðà-

âåíñòâà äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü

V1(z) = r1+iE1
(z), V2(z) = V 1(z),

V3(z) = r1+iE3
(z), V4(z) = V 3(z),
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òîãäà íàïðèìåð

|V1(z)− V1(ζ)| =
∣∣r1+iE1

(z)− r1+iE1
(ζ)
∣∣ ≤

≤
√
3 |rE1(z)− rE1(ζ)| ≤

√
3|z − ζ|

è äëÿ îïåðàòîðà U ∗
n âåðíà îöåíêà

∥U ∗
nf∥p,ω ≤ b1(p, c0)3

2nn
5
2 log(n + 1)∥f∥p,ω.

Ïðè ýòîì ñàì îïåðàòîð ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

U ∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

qnE1
(z, ζ)qnE3

(z, ζ)

(ζ − z)4n+2
f (ζ)dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå

qEj
(z, ζ) = r2Ej

(z)− 2rEj
(z)rEj

(ζ) cos

(
log

rEj
(z)

rEj
(ζ)

)
+ r2Ej

(ζ),

òàê êàê ïîñëå îáîçíà÷åíèÿ

log rEj
(z) = α, log rEj

(ζ) = β

èìååì ∣∣∣r1+iEj
(z)− r1+iEj

(ζ)
∣∣∣2 = ∣∣rEj

(z)eiα − rEj
(ζ)eiβ

∣∣2 =
=
∣∣∣rEj

(z)ei(α−β) − rEj
(ζ)
∣∣∣2 =

= r2Ej
(z)− 2rEj

(z)rEj
(ζ) cos(α− β) + r2Ej

(ζ).

Ïðèìåíÿÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ê îïåðàòîðó S∗
n ïîëó÷èì

S∗
nf (z) = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

qnE(z, ζ)

(ζ − z)2n+2
f (ζ)dσ(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣
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ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêîé

∥S∗
nf∥p,ω ≤ b2(p, c0)3

nn
3
2 log(n + 1)∥f∥p,ω.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà. Ïóñòü

φ(a) � âåùåñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0;∞) ñî ñâîéñòâà-

ìè

|φ(a)| ≤ C1, a|φ′(a) log a| ≤ C2, a > 0.

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè

W (a) = a1+iφ(a)

âåðíî ñëåäóþùåå

W ′(a) = aiφ(a) + iφ(a)aiφ(a) + iaφ′(a)aiφ(a) log a,

|W ′(a)| ≤
√
1 + (C1 + C2)2

def
= C3,

÷òî âëå÷åò íåðàâåíñòâî

|W (a)−W (b)| =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

(
t1+iφ(t)

)′
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ C3|a− b|.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

φ(a) = C0 + C
aβ

aβ + 1
, β > 0.

Äàëåå ïóñòü E � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ìåðû íîëü. Îáîçíà÷èì

r(z) = dist(z;E),
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òîãäà äëÿ ôóíêöèè

V (z) = r(z)1+iφ(r(z))

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|V (z)− V (ζ)| ≤ C3|r(z)− r(ζ)| ≤ C3|z − ζ|.

Â ýòîì ñëó÷àå ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

|V (z)− V (ζ)|2 = r2(z) + r2(ζ)−

−2r(z)r(ζ) cos

(
φ(r(z)) log r(z)− φ(r(ζ)) log r(ζ)

)
def
= q(z; ζ)

òåîðåìà 3 âëå÷åò îöåíêó∥∥∥∥∥∥∥supε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

qn(z; ζ)

(ζ − z)2n+2
f (ζ)dσ(ζ)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤

≤ b3(p, c0)C
2n
3 n

3
2 log(n + 1)∥f∥p,ω

è â ÷àñòíîñòè ïðè n = 1∥∥∥∥∥∥∥supε>0

∣∣∣∣∣
∫

|ζ−z|>ε

q(z; ζ)

(ζ − z)4
f (ζ)dσ(ζ)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥
p,ω

≤

≤ b4(p, c0)C
2
3 log 2∥f∥p,ω.
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