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Ãëàâà 1 Ââåäåíèå

� 1.1 Ââåäåíèå ãëàâû 1

Ðàçâèòèå òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëü-

íûì â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè, âîçíèêàþùèìè â ìåòåîðîëîãèè, ãèäðîëîãèè,

â ñòðàõîâîì è ôèíàíñîâîì áèçíåñå. Ïåðåïàäû òåìïåðàòóð è àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, ïà-

âîäêè ðåê, ñïîðòèâíûå äîñòèæåíèÿ, ñòðàõîâûå è ôèíàíñîâûå ðèñêè, ðàçëè÷íûå ìîäåëè,

ñâÿçàííûå ñ âðåìåíàìè îáñëóæèâàíèÿ, êîððîçèåé ìåòàëëîâ, ñîïðîòèâëåíèåì ìàòåðèàëîâ,

âñå ýòî è ìíîãîå äðóãîå, ïðåêðàñíî îïèñûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì ýòîé òåîðèè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè è ðåêîðäû òàêæå àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â

ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäàõ.

Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêà-

ìè, ðåêîðäàìè è èíäóöèðîâàííûìè èìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ìîæíî íàéòè â êíèãàõ

Ãàëàìáîøà [3] ("Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê" 1984),

Ýìáðåõòñà, Êëþïïåëüáåðã è Ìèêîøà [81] (Embrechts, Kl�uppelberg and Mikosch "Modelling

Extremal Events for Insurance and Finance" 1997), Íåâçîðîâà [15] ("Ðåêîðäû. Ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ òåîðèÿ" 2000) è Áåéðëàíòà, Ãîãåáåðà, Òîéãåëüñà è Ñåãåðñà [46] (Beirlant, Goegebeur,

Teugels and Segers "Statistics of extremes. Theory and applications" 2004). Ñðåäè áîëüøîãî

êîëè÷åñòâà ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ òåìàòèêå ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ, âûäåëèì òàê-

æå îáçîðíóþ ñòàòüþ Ïàéêà [158] (Pyke "Spacings � with discussion" 1965), êíèãè Àðíîëüäà,

Áàëàêðèøíàíà è Íàãàðàäæè [30], [31] (Arnold, Balakrishnan and Nagaraja "A �rst course

in order statistics" 1992, "Records" 1998), Àõñàíóëëàõà è Íåâçîðîâà [26] (Ahsanullah and

Nevzorov "Ordered random variables" 2001), à òàêæå êíèãó Äýéâèäà. Â äàííîé äèññåðòàöèè

ìû ññûëàåìñÿ íà òðåòüå èçäàíèå ýòîé êíèãè, ïîäãîòîâëåííîå Äýéâèäîì è Íàãàðàäæè [73]

(David and Nagaraja "Order Statistics. � Third edition" 2003).

7
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Â õîäå ðàçâèòèÿ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ â íåé âûäå-

ëèëèñü îòäåëüíûå íàïðàâëåíèÿ. Ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ ïðèîáðåëî èçó÷åíèå ñïåéñèí-

ãîâ, îáðàçóåìûõ ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè è ðåêîðäàìè, ÷èñëà âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ

îêîëî ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ, ñåðèé, îñíîâàííûõ íà ïîðÿäêîâûõ è ðåêîðäíûõ

ñòàòèñòèêàõ. Òåìàòèêà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ èíòåðåñíà åùå è òåì, ÷òî âáèðà-

åò â ñåáÿ ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå, âåðîÿòíîñòíûå è ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû è ïîäõîäû.

Çäåñü ìîæíî âñòðåòèòü ðàññóæäåíèÿ â äóõå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ðàáîòàåò àïïàðàò

ïðåäåëüíûõ òåîðåì êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ðåêóððåíò-

íûå ìåòîäû è ìàðòèíãàëüíûå ïîäõîäû. Ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè, ðåêîðäû è ñâÿçàííûå ñ

íèìè ñòàòèñòèêè àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ è ïîñòðîåíèÿ îöåíîê

íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.

Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ýêñòðåìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòà-

òèñòèê è ðåêîðäîâ. Àêöåíò äåëàåòñÿ íà èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòèõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Âìåñòå ñ òåì â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ õàðàêòåðèçàöèîííûå òåîðåìû äëÿ ýêñ-

òðåìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ, èùóòñÿ îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è

ïðîâåðÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç âîñüìè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòó-

ðû.

Ãëàâà 1 ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì äèññåðòàöèè. Â ïàðàãðàôå 1.2 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

è îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â äèññåðòàöèè. Â ïàðàãðàôå 1.3 äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð âàæíåé-

øèõ ðåçóëüòàòîâ, èçâåñòíûõ äëÿ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè àíîíñèðóþòñÿ â ïàðàãðàôå 1.4.

Â ãëàâå 2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îáñóæäàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ñèëüíîé ñõîäè-

ìîñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåäàâíèå îáîáùåíèÿ ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè. Â ïîñëåäóþùèõ

ãëàâàõ äèññåðòàöèè ýòè îáîáùåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåî-

ðåì. Â ãëàâå 3 äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ðåêîðäû: êëàññè÷åñêèå ðåêîðäû, ñëàáûå ðåêîðäû

è ðåêîðäû ñ ïîäòâåðæäåíèåì. Äëÿ ðåêîðäîâ èùóòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è âûâîäÿòñÿ ïðåäåëü-

íûå òåîðåìû. Â ãëàâå 4 îáñóæäàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû, ñâÿçàííûå ñ ðåêîðäàìè.

Â ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñëà âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ îêî-

ëî ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ. Â ãëàâå 6 àíàëèçèðóþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ

ñåðèé, îñíîâàííûõ íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ è ðåêîðäàõ. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ êîí-

êîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ îáñóæäàþòñÿ â ãëàâå 7. Íàêîíåö, â ãëàâå 8
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ïðåäëàãàþòñÿ õàðàêòåðèçàöèîííûå òåîðåìû äëÿ ïîðÿäêîâûõ è ðåêîðäíûõ ñòàòèñòèê.
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� 1.2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â

äèññåðòàöèè

Îáîçíà÷åíèÿ, ïðèâîäèìûå â äàííîì ïàðàãðàôå, çàêðåïëåíû çà îáîçíà÷àåìûìè îáúåê-

òàìè âî âñåõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè.

Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âåçäå â äèññåðòàöèè áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òàêèå âåëè÷èíû çàäàíû íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

Ω = ({w},F, P ),

î ÷åì äàëåå óïîìèíàòü óæå íå áóäåì. Â íàøåé ðàáîòå Aci áóäåò îáîçíà÷àòü äîïîëíåíèå

ñîáûòèÿ Ai, à IA � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A. Ñîáûòèå

{An á.÷.} = ∩∞
n=1 ∪∞

k=n Ak

ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Ω, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò áåñêîíå÷íî ìíîãèì An. Ñî-

êðàùåíèå á.÷. áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ òåðìèíà "áåñêîíå÷íî ÷àñòî". Çàïèñè
d→,

p→ è
ï.í.→

áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ, ïî âåðîÿòíîñòè è

ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, ñîîòâåòñòâåííî. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áóäåì èñïîëüçîâàòü

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

F (x) = P{X < x}, F̄ (x) = 1− F (x), f(x) = F ′(x),

pn = P{X = n}, qn = P{X ≥ n}, βn =
qn+1

qn
,

lF = sup{x : F (x) = 0}, rF = inf{x : F (x) = 1}.

Íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ F îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ℑ = [lF , rF ]. Âî ìíîãèõ ãëàâàõ

äèññåðòàöèè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäåë

lim
x→r−F

β(x, a) = β(a) ∈ [0, 1], (1.2.1)

ãäå β(x, a) = F̄ (x + a)/F̄ (x) è a > 0. Ìîæåò ñîçäàòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî åñëè ïðåäåë â
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(1.2.1) ñóùåñòâóåò äëÿ íåêîòîðîãî a > 0, òî îí ñóùåñòâóåò è äëÿ ëþáîãî a > 0. Îäíàêî ýòî

íå òàê. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå, èìåþùåå õâîñò

F̄ (x) = e−x
(
1 +

1− cos 2πx

π2

)
(x > 0).

Ïðåäåë â (1.2.1) ðàâåí β(a) = e−a â ñëó÷àå, êîãäà a ∈ Z, è ïðåäåë â (1.2.1) íå ñóùåñòâóåò

äëÿ äðóãèõ a.

Çàìå÷àíèå 1.2.1. Â ëåììå 2.2 ðàáîòû [116] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðåäåë â (1.2.1)

ñóùåñòâóåò äëÿ êàæäîãî a èç èíòåðâàëà (0, A), A > 0, òî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è

äëÿ ëþáîãî a > 0.

Èç òåîðèè ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé, ñì. ñòðàíèöó 54 ñïðàâî÷íèêà [52], ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäåë â (1.2.1) ñóùåñòâîâàë äëÿ ëþáîãî a > 0, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí ñóùåñòâîâàë äëÿ íåêîòîðûõ a1, a2 > 0, òàêèõ ÷òî îòíîøåíèå

a1/a2 � èððàöèîíàëüíî.

Â äàëüíåéøåì b(n, p), nb(n, p), g(p), po(λ), τ è Z áóäóò îáîçíà÷àòü ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû, èìåþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n è p, îòðèöà-

òåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n è p, ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïàðàìåòðîì p, ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ, ñòàíäàðòíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå è ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Óòâåðæäåíèÿ äèññåðòàöèè è âñå ôîðìóëû èìåþò ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ â êàæäîì ïà-

ðàãðàôå. Òàê, "Òåîðåìà 3.2.4"îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà 4 íàõîäèòñÿ â ïàðàãðàôà 2 ãëàâû 3.

Èñêëþ÷åíèå èç ýòîãî ïðàâèëà ñîñòàâÿò ðåçóëüòàòû è ôîðìóëû ïàðàãðàôà 1.4, ãäå ïðèâî-

äÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è ñîõðàíåíà íóìåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâ.
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� 1.3 Âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû, èçâåñòíûå â òåîðèè ïîðÿäêîâûõ

ñòàòèñòèê

Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îá-

ùåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Ïî èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ïîñòðîèì âàðèàöèîííûé ðÿä

X1,n ≤ X2,n ≤ . . . ≤ Xn,n,

÷ëåíû êîòîðîãî íàçîâåì ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè. Äëÿ ìàêñèìóìà âûáîêè áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Mn. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [73]), ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

k-îé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

P{Xk,n < x} = Fk,n(x) =
n∑
i=k

C i
nF

i(x)(1− F (x))n−i. (1.3.1)

Åñëè F � íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî Fk,n(x) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

Fk,n(x) = nCk−1
n−1

∫ x

−∞
F k−1(u)(1− F (u))n−k dF (u). (1.3.2)

Â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xk,n îïðåäåëÿåòñÿ ðà-

âåíñòâîì

fk,n(x) = nCk−1
n−1{F (x)}k−1{1− F (x)}n−kf(x). (1.3.3)

Ðàññìîòðèì âåêòîðû X(1) = (X1,n, . . . , Xk−1,n) è X
(2) = (Xk+1,n, . . . , Xn,n). Äëÿ íèõ ñïðà-

âåäëèâà ëåììà 1.3.1 (ñì., íàïðèìåð, [73]).

Ëåììà 1.3.1. Âåêòîðû X(1) è X(2) óñëîâíî íåçàâèñèìû ïðè óñëîâèè {Xk,n = x}. Êðî-

ìå òîãî, óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X(1) òî æå, ÷òî è áåçóñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêî-

âûõ ñòàòèñòèê Y1,k−1, . . . , Yk−1,k−1, ïîñòðîåííûõ ïî íåçàâèñèìûì îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûì âåëè÷èíàì Y1, . . . , Yk−1, èìåþùèì ðàñïðåäåëåíèå G(u) = F (u)/F (x) (u < x). Óñëîâ-

íîå ðàñïðåäåëåíèå X(2) òî æå, ÷òî è áåçóñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê

W1,n−k, . . . ,Wn−k,n−k, ïîñòðîåííûõ ïî íåçàâèñèìûì îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûì ñëó÷àéíûì

âåëè÷èíàì W1, . . . ,Wn−k ñ ðàñïðåäåëåíèåì T (u) = F (u)−F (x)
1−F (x)

(u > x).
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� 1.4 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïàðàãðàôå 1.4 êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Íóìåðàöèÿ

ôîðìóë, ëåìì, òåîðåì è äðóãèõ óòâåðæäåíèé, ïðèâîäèìûõ â äàííîì ïàðàãðàôå, ñîâïàäàåò

ñ íóìåðàöèåé, èñïîëüçóåìîé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâàõ.

Â ãëàâå 2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåíèÿ ëåììû Áîðåëÿ�

Êàíòåëëè. Ñðåäè ýòèõ îáîáùåíèé åñòü è îáîáùåíèÿ, ïðåäëîæåííûå àâòîðîì äàííîé

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ñîâðåìåííûé âàðèàíò ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè (ëåììà 2.1.1)

ïðèâîäèòñÿ â ãëàâå 2.

Ëåììà 2.1.1 (1) Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∑∞

n=1 P (An) <∞. Òîãäà P (An á.÷.) = 0.

(2) Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé è
∑∞

n=1 P (An) = ∞.

Òîãäà P (An á.÷.) = 1.

Èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2 ïðèâåäåì â ýòîì ïàðàãðàôå äâå íàøèõ ëåììû, îáîáùàþùèõ

ëåììó 2.1.1. Äàííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [207] è [227], ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 2.2.1 Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, òàêèõ ÷òî P (An) → 0.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî m ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∞∑
n=1

P (AcnA
c
n+1 . . . A

c
n+m−1An+m) <∞,

òî P (An á.÷.) = 0.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, îáëàäàþùèõ ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì. Ñêàæåì,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé An (n ≥ 1) îáëàäàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì, åñëè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü IAn (n ≥ 1) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà.
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Ëåììà 2.2.5 Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, îáëàäàþùèõ ìàðêîâ-

ñêèì ñâîéñòâîì, òàêàÿ ÷òî P (An) → 0. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

P (AnA
c
n+1). (2.2.6)

Åñëè ðÿä (2.2.6) ñõîäèòñÿ, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P (An á.÷.) = 0. Åñëè ðÿä (2.2.6)

ðàñõîäèòñÿ, òî P (An á.÷.) = 1.

Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè ýòè è äðóãèå îáîáùåíèÿ ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè,

ïðèâîäèìûå â ãëàâå 2, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì.

Ìàòåðèàë ãëàâû 2 îïóáëèêîâàí àâòîðîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â ñòàòüÿõ: [198], [207]

è [227].

Â ãëàâå 3 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåêîðäíûå âåëè÷èíû. Ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðåêîðäîâ áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîòû ×åíäëåðà [61] (Chandler "The

distribution and frequency of record values" 1952). Íà äàííûé ìîìåíò ýòà òåîðèÿ íàñ÷è-

òûâàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èç êîòîðûõ áûëà îïóáëèêîâàíà â

ïîñëåäíèå òðè èëè ÷åòûðå äåñÿòèëåòèÿ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðåêîðäîâ, òàê æå êàê è

ýêñòðåìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, àêòóàëüíà â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âðåìåí L(n) è âåëè÷èí X(n) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

L(0) = 0, L(1) = 1,

L(n+ 1) = min{j > L(n) : Xj > XL(n)}, (3.1.1)

X(n) = XL(n), n = 1, 2, . . .

Åñëè âòîðîé çíàê íåðàâåíñòâà â (3.1.1) çàìåíèòü íà < , òî âìåñòî âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âðå-

ìåí è âåëè÷èí ìû ïîëó÷èì íèæíèå ðåêîðäíûå âðåìåíà Ll(n) è âåëè÷èíûX l(n). Îò âåðõíèõ

ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ëåãêî ïåðåéòè ê íèæíèì, âçÿâ âìåñòî èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âåëè÷èíû −X1,−X2, . . . èëè, åñëè Xi > 0 (i ≥ 1), ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 1/X1, 1/X2, . . .

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì òîëüêî âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âðåìåí è âå-

ëè÷èí, à ñàìî ñëîâî "âåðõíèå" â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì îïóñêàòü. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâèò

ïàðàãðàô 4.3, â êîòîðîì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ è âåðõíèå è íèæíèå ðåêîðäû îäíîâðåìåí-
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íî.

Äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé è ðàñïðåäåëåíèé, èìåþùèõ àòîìû, ñàìîñòîÿòåëüíûé

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëàáûå ðåêîðäíûå âðåìåíà è âåëè÷èíû, ââåäåííûå Âåðâààòîì [177]

(Vervaat 1973). Åñëè âòîðîé çíàê íåðàâåíñòâà â (3.1.1) çàìåíèòü íà≥ , òî âìåñòî ðåêîðäíûõ

âðåìåí è âåëè÷èí ìû ïîëó÷èì ñëàáûå ðåêîðäíûå âðåìåíà Lw(n) è âåëè÷èíû Xw(n). Âñëåä

çà ðàáîòîé Âåðâààòà [177], ïóáëèêàöèÿ Ñòåïàíîâà [190] (1992) ÿâèëàñü âòîðîé ðàáîòîé,

ïîñâÿùåííîé ñëàáûì ðåêîðäàì. Â íåé áûëà ïðåäëîæåíà êîíöåïöèÿ ïåðåõîäà îò çàâèñèìûõ

ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ê ñóììàì íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèå

ðàñïðåäåëåíèÿ.

×àñòî ïðè ïðîâåäåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ âûáîðêè ñîäåðæàò ïîñòîðîííèå

íàáëþäåíèÿ. Òàêèå íåòèïè÷íûå íàáëþäåíèÿ ìîãóò ñèëüíî âëèÿòü íà ñòàòèñòè÷åñêèå âûâî-

äû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáîðêà, ñîñòîÿùàÿ èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ Xi

ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F , ìîæåò áûòü "çàãðÿçíåíà" îäíèì èëè íåñêîëü-

êèìè íàáëþäåíèÿìè, âçÿòûìè èç âûáîðêè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ Yj ñ

äðóãîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Xi

st
< Yj, ãäå

st
< îçíà-

÷àåò ñòîõàñòè÷åñêîå ñðàâíåíèå âåëè÷èí Xi è Yj. Äàííîå ñðàâíåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âå-

ëè÷èíû Yj èìåþò áîëüøå øàíñîâ ñòàòü ðåêîðäàìè â ñîâìåñòíîé âûáîðêå, ñîñòîÿùåé èç âå-

ëè÷èí Xi è Yj. Òàêèå ðàññóæäåíèÿ óêàçûâàþò íà íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ íîâîãî ïîíÿòèÿ

ðåêîðäîâ � ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì. Ïîíÿòèå ðåêîðäíûõ âåëè÷èí X̃(n) è ðåêîðäíûõ

âðåìåí L̃(n) ñ ïîäòâåðæäåíèåì áûëî ïðåäëîæåíî Íåâçîðîâûì [145] (Nevzorov 2012). Ïðåæ-

äå ÷åì îïðåäåëèòü ðåêîðäû ñ ïîäòâåðæäåíèåì, çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå m, k, òàêèå ÷òî

1 ≤ m ≤ k. Ïóñòü

L̃(1) = 1, X̃(1) = X1

è äëÿ n ≥ 1 ñïðàâåäëèâî:

L̃(n+ 1) = min

j : j > L̃(n),

j∑
i=L̃(n)+1

I{Xi>X̃(n)} = k

 ,

X̃(n+ 1) = X
(n)
m,k,

ãäå IA � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A, à X
(n)
m,k � ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà, ïîëó÷åííàÿ èç âûáîðêè,
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ñîñòîÿùåé èç ïîëîæèòåëüíûõ íàáëþäåíèé

I{XL̃(n)+1>X̃(n)}XL̃(n)+1, I{XL̃(n)+2>X̃(n)}XL̃(n)+2, . . . , I{Xj>X̃(n)}Xj.

Äàëåå â ãëàâå 3 èçëàãàþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäîâ è ðåêîðäîâ ñ ïîä-

òâåðæäåíèåì. Âàæíóþ ðîëü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäîâ èã-

ðàþò ëåììà 3.2.4 è ïðåäñòàâëåíèå 3.2.1. Îïðåäåëèì âåëè÷èíó ξwi ðàâåíñòâîì:

ξwi = k (k ≥ 0),

åñëè k ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí çàðåãèñòðèðîâàíî â òî÷êå i (i = 0, . . . , N).

Ëåììà 3.2.4 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξwi (i = 0, 1, . . . , N) íåçàâèñèìû è

P{ξwi = k} = βi(1− βi)
k, k = 0, 1, . . . ,

ãäå βn = qn/qn+1, qn = P (X1 ≥ n), ξN
ï.í.

= ∞ äëÿ N <∞.

Ïðåäñòàâëåíèå 3.2.1 Â óñëîâèÿõ ëåììû 3.2.4 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

P{Xw(n) > m} = P{ξw0 + ξw1 + . . .+ ξwm < n},

ãäå n ≥ 1 è 0 ≤ m < N.

Ëåììà 3.2.4 è ïðåäñòàâëåíèå 3.2.1 îáîáùàþòñÿ â ãëàâå 3 íà ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ F èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî àòîìîâ (ñì. ëåììó 3.2.6). Ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.2.4

è ïðåäñòàâëåíèÿ 3.2.1 äîêàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 0, 1, . . ., òàêèõ ÷òî F (n) < 1 (n ≥ 0). Îïðåäåëèì

ôóíêöèè

R(n) =
n∑
i=0

1− βi
βi

, B(n) =
n∑
i=0

1− βi
β2
i

(n ≥ 0).

Äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâ óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë Êîëìîãîðîâà.
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Òåîðåìà 3.3.1 Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå F óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

a = inf
n≥0

βn > 0. (3.3.1)

Òîãäà

lim
n→∞

R(Xw(n))

n
ï.í.
= 1.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ âåëè÷èíû

R(Xw(n)) ïðèâîäÿòñÿ â òåîðåìå 3.3.2.

Òåîðåìà 3.3.2 Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå F óäîâëåòâîðÿåò (3.3.1) è óñëîâèþ

lim
n→∞

R(n)

B(n)
= ϵ ∈ [a, 1].

Òîãäà äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâû öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è çà-

êîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà, ò.å.

√
ϵ
R(Xw(n))− n√

n

d→ Z (n→ ∞),

lim
n→∞

sup
√
ϵ
|R(Xw(n))− n|√

2n ln lnn

ï.í.

= 1,

ïðè÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ áîëüøèõ n èìååò

âèä:

sup
x

∣∣∣∣P {√ϵR(Xw(n))− n√
n

< x

}
− Φ(x)

∣∣∣∣ = O

(
1√
n

)
,

ãäå Z è Φ � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ïàðàãðàôå 3.4 àïïàðàò òåîðèè ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ òåîðåì êàê äëÿ îòíîøåíèé ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Zw(n,m) = Xw(n + m)/Xw(n), òàê è äëÿ âåëè÷èí ξwi . Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû

ýòîãî ïàðàãðàôà.
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Òåîðåìà 3.4.1 Ïóñòü F̄ � áûñòðî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ≥ 1

ñïðàâåäëèâî:

Zw(n,m)
p→ 1 (n→ ∞).

Òåîðåìà 3.4.2 Ïóñòü F̄ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ≥ 1

ñïðàâåäëèâî:

Zw(n,m)
p→ ∞ ïðè n→ ∞.

Òåîðåìà 3.4.3 Ïóñòü F̄ � ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ñ ïîêàçàòåëåì ρ > 0. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî m ≥ 1 ñïðàâåäëèâî:

P{Zw(n,m) ≥ x} →
1 + (ρ lnx) + . . .+ (ρ lnx)m−1

(m−1)!

xρ
, x ≥ 1.

Â ïàðàãðàôå 3.5 ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ðåêîðäíûõ âðåìåí è

âåëè÷èí ñ ïîäòâåðæäåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, äàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 3.5.2 Ïóñòü F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà

− ln(1− F (X̃(n)))

n

ï.í.→ 1

k
+ . . .+

1

k −m+ 1
.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû àâòîðîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â ñòà-

òüÿõ: [189], [190], [191], [212], [216], [223] è [228].

Â ãëàâå 4 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîöåäó-

ðû, ñâÿçàííûå ñ ðåêîðäàìè. ×åðåç äâà ãîäà ïîñëå ïóáëèêàöèè ïåðâîé ñòàòüè ïî ðåêîðäàì

[61] (Chandler 1952) ïîÿâèëèñü ðàáîòû, â êîòîðûõ áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ðåêîð-

äû äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ. Ñì. ðàáîòû Ôîñòåðà è Ñòüþàðòà [90] (Foster and Stuart

1954) è Ôîñòåðà è Òåé÷ðîåâà [91] (Foster and Teichroew 1954). Íà äàííûé ìîìåíò èçâåñòíî
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äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, â êîòîðûõ ðåêîðäû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ

è ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Åñòåñòâåííî çàäàòüñÿ âîïðîñîì � çà÷åì íóæíî èñïîëüçîâàòü ðåêîðäû â ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ ïðîöåäóðàõ. Ïî÷åìó áû íå âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêîé âûáîðêîé? Äåëî â òîì, ÷òî

â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òðàäèöèîííàÿ âûáîðêà ìîæåò áûòü íåäîñòóïíà. Â òî æå âðåìÿ ðå-

êîðäíûå âåëè÷èíû (ïîëó÷åííûå èç äàííîé âûáîðêè) ìîãóò áûòü èçâåñòíû. Òàêèå ðåêîðä-

íûå âûáîðêè ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Ñàìàíèåãî è Âèòàêåðà [164], [165] (Samaniego and

Whitaker 1986, 1988) è íàçûâàëèñü îáðàòíûìè âûáîðêàìè ïåðâîãî ðîäà. Ïîäîáíîãî òèïà

âûáîðêè ïîÿâëÿþòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ òåîðèè ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ, à òàêæå â òåî-

ðèè íàäåæíîñòè, ãäå èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî è äîñòóïíûìè îêàçûâàþòñÿ

âåëè÷èíû, êîòîðûå ïðåâîñõîäÿò âñå ïðåäûäóùèå âåëè÷èíû. Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå

âûáîðîê, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, âîçìîæíî òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà òðà-

äèöèîííûå âûáîðêè ñîäåðæàò ñëèøêîì ìíîãî íàáëþäåíèé.

Â ïàðàãðàôå 4.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ êðèòåðèè ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè, îñíî-

âàííûå íà ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ. Ïóñòü X1, X2, . . . è Y1, Y2, . . . � äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè

íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

FX è FY , ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü íóëåâàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíè-

ÿõ àðãóìåíòà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî åñòü H0 : FX = FY . Ïóñòü

îäíîñòîðîííÿÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà H1 èìååò âèä: ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà,

äëÿ êîòîðûõ FX > FY (èëè H
′
1 : FX < FY ). Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû RMi (i = 1, 2, . . .),

îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

RMi = #{j ∈ {1, 2, . . .} : Y (i− 1) < X(j) ≤ Y (i)}.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå Y (0) = −∞ è X(i), Y (i) (i = 1, 2, . . .) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðå-

êîðäíûõ âåëè÷èí, ïîëó÷åííûõ èç âûáîðîê X1, X2, . . . è Y1, Y2, . . . Äëÿ íàòóðàëüíîãî r ≥ 1

îïðåäåëèì òðè òåñòîâûå ñòàòèñòèêè. Ïåðâóþ ñòàòèñòèêó RP(r) íàçîâåì ñòàòèñòèêîé äîìè-

íèðîâàíèÿ Y -ðåêîðäîâ:

RP(r) =
r∑
i=1

RMi.
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Âòîðóþ ñòàòèñòèêó RM(r) íàçîâåì ñòàòèñòèêîé äîìèíèðîâàíèÿ ìàêñèìóìà Y -ðåêîðäîâ:

RM(r) = max
1≤i≤r

RMi.

Íàêîíåö, òðåòüþ ñòàòèñòèêó RW(r) íàçîâåì ñòàòèñòèêîé ñóììû ðàíãîâ Y -ðåêîðäîâ:

RW(r) =
r∑
i=1

Rank(Y (i)).

Âåëè÷èíû Rank(Y (i)) ÿâëÿþòñÿ ðàíãàìè ðåêîðäíûõ âåëè÷èí Y (i) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Y (1), . . . , Y (r), X(1), . . . , X(RP(r)). Òåñò, îñíîâàííûé íà âåëè÷èíå ñóììû ðàíãîâ ðåêîðäîâ,

àíàëîãè÷åí õîðîøî èçâåñòíîìó òåñòó Âèëêîêñîíà [185] (Wilcoxon 1945), îñíîâàííîìó íà

ñóììå ðàíãîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Â ïàðàãðàôå 4.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ êðèòåðèè ïðîâåð-

êè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè, îñíîâàííûå íà ñòàòèñòèêàõ RP(r), RM(r) è RW(r). Ýòè êðèòåðèè

îáñóæäàëèñü ðàíåå â íàøåé ðàáîòå [199].

Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà (FI), ñîäåðæàùàÿñÿ â ðåêîðäàõ, ñëàáûõ ðåêîðäàõ è â ÷èñëàõ ðå-

êîðäíûõ âåëè÷èí, èññëåäóåòñÿ â ïàðàãðàôå 4.3. Äàííûå èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè

íàõîæäåíèè îöåíîê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèâåäåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 4.3

(òåîðåìà 4.3.1 íèæå). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå F (x | θ) (ñ ïëîòíîñòüþ f(x | θ))

ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé Exp1(θ) (èëè Exp2(θ)), åñëè ñóùåñòâóþò èçìåðè-

ìûå ôóíêöèè c(θ) è k(x), òàêèå ÷òî f(x|θ)
1−F (x|θ) = c(θ)k(x) (èëè f(x|θ)

F (x|θ) = c(θ)k(x)). Èíôîðìàöèÿ

Ôèøåðà, ñîäåðæàùàÿñÿ â âåðõíèõ è íèæíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ è âðåìåíàõ, èçâëå÷åí-

íûõ èç ïîïóëÿöèè, ïðèíàäëåæàùåé ñåìåéñòâàì Exp1(θ) è Exp2(θ), îáñóæäàåòñÿ â òåîðå-

ìå 4.3.1 (ñì. òàêæå íàøó ðàáîòó [204]).

Òåîðåìà 4.3.1 Ïðè ëþáîì n ≥ 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

In(R
uT u) =

(
c′(θ)

c(θ)

)2 n∑
i=1

1/i, F ∈ Exp2(θ),

In(R
lT l) =

(
c′(θ)

c(θ)

)2 n∑
i=1

1/i, F ∈ Exp1(θ),

ãäå In(R
lT l) è In(R

uT u) � èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà, ñîäåðæàùàÿñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âî âñåõ

íèæíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ è âðåìåíàõ è âî âñåõ âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ è âðå-

ìåíàõ, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîé âûáîðêå X1, . . . , Xn.
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Â ïàðàãðàôå 4.4 îáñóæäàþòñÿ òåñòû, îñíîâàííûå íà ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ ñ ïîäòâåð-

æäåíèåì. Ïîäîáíîãî ðîäà òåñòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè îáíàðóæåíèè è óäàëåíèè íåòè-

ïè÷íûõ íàáëþäåíèé, èìåþùèõ "áîëüøèå" çíà÷åíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñòà-

òèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷åíû äâå íåçàâèñèìûå ìåæäó ñîáîé âûáîðêè, ñîñòîÿùèå

èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïåðâàÿ âûáîðêà ñîñòîèò

èç íàáëþäåíèé Xi ñ íåïðåðûâíîé F , à âòîðàÿ � èç íàáëþäåíèé Xi è Yj ñ íåïðåðûâíûìè

F è G. Ïóñòü L̃(2) � âòîðîå ðåêîðäíîå âðåìÿ ñ ïîäòâåðæäåíèåì, ïîëó÷åííîå èç êàêîé-

ëèáî âûáîðêè. Â ïàðàãðàôå 4.4 ïðåäëàãàåòñÿ òåñò, îñíîâàííûé íà ðåêîðäíûõ âðåìåíàõ ñ

ïîäòâåðæäåíèåì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü âûáîðêó, òî åñòü îïðåäåëèòü ïðè-

ñóòñòâóþò ëè â äàííîé âûáîðêå íåòèïè÷íûå íàáëþäåíèÿ Yj. Äàííûé òåñò îñíîâûâàåòñÿ íà

ñòàòèñòèêå T = 1
L̃(2)+1

. Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ F è G èìåþò îäèí

è òîò æå íîñèòåëü è Xi

st
< Yj, ãäå

st
< îáîçíà÷àåò ñòîõàñòè÷åñêîå ñðàâíåíèå âåëè÷èèí Xi

è Yj, íàáëþäåíèÿ Yj èìåþò áîëüøå øàíñîâ ñòàòü ðåêîðäíûìè âåëè÷èíàìè â ñîâìåñòíîé

âûáîðêå. Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà H0 çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

âûáîðêà ñîñòîèò òîëüêî èç íàáëþäåíèé Xi.

Àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà H1 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïåðâûì íàáëþäåíèåì âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ X1,

ñðåäè îñòàëüíûõ íàáëþäåíèé âûáîðêè åñòü õîòÿ áû îäíî íàáëþäåíèå Yj.

Ïîñêîëüêó Xi

st
< Yj, ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñëè ñïðàâåäëèâà àëüòåðíàòèâíàÿ ãè-

ïîòåçà H1, òî âòîðîå ðåêîðäíîå âðåìÿ ïîÿâèòñÿ ðàíüøå, ÷åì ýòî ïðîèçîéäåò â ñëó÷àå,

êîãäà ñïðàâåäëèâà H0. Äàííûå ðàññóæäåíèÿ ïîìîãàþò îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü:

T > c + 1
2(k+1)

, ãäå c > 0 � íàäëåæàùåå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå è T � ñðåäíåå çíà÷åíèå

âûáîðêè T1, . . . , TN . Âûøåîïèñàííûé òåñò îáñóæäàåòñÿ â ïàðàãðàôå 4.4.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 4 èçëàãàþòñÿ àâòîðîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â ñëåäóþùèõ ïóáëè-

êàöèÿõ: [199], [204], [216] è [228].

Â ãëàâå 5 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îáñóæäàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷èñåë âåëè-

÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ. ÏóñòüX1, . . . , Xn � âûáîðêà
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íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí ñ îáùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ F . Ïýéêñ è Ñòüþòåë [152] (Pakes and Steutel 1997) è Õìàëàäçå, Íàäàðåøâèëè è

Íèêàáàäçå [116] (Khmaladze, Nadareishvili and Nikabadze 1997) ïðåäëîæèëè èññëåäîâàòü

âåëè÷èíó

K(n, a) = #{j : Xj ∈ (Mn − a,Mn)} (1 ≤ j ≤ n, a > 0),

êîòîðàÿ îïèñûâàåò êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé âûáîðêè, ïîïàäàþùèõ â ñëó÷àéíûé èíòåðâàë

(Mn − a,Mn). Îêàçàëîñü, ÷òî âåëè÷èíà K(n, a) òåñíî ñâÿçàíà ñ "âåðõíèìè" ñïåéñèíãàìè,

ïîñòðîåííûìè ïî ïîðÿäêîâûì ñòàòèñòèêàì è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñïåéñèíãîâ. Â ðàáîòå [151] îïðåäåëèëè ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó K−(n, k, a):

K−(n, k, a) = #{j : Xj ∈ (Xk,n − a,Xk,n)} (0 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n).

Îòìåòèì, ÷òî K−(n, n, a) = K(n, a). Â ãëàâå 5 òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà K+(n, k, a), ðàâíàÿ ÷èñëó íàáëþäåíèé âûáîðêè, ïîïàäàþùèõ â ñëó÷àéíûé èíòåðâàë

(Xk,n, Xk,n+ a). Äîïîëíèì ñïèñîê ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àëèñü ñâîéñòâà âåëè÷èí K− è K+,

ñëåäóþùèìè ðàáîòàìè: [101], [102], [103], [104], [111], [116], [127], [128], [149], [150], [159],

[160] è [213].

Â ãëàâå 3 èçó÷àþòñÿ äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξwi , ðàâíûå ÷èñëàì ñëàáûõ ðå-

êîðäíûõ âåëè÷èí, ïîïàäàþùèõ â òî÷êè i (i ≥ 1). Â ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíûé

àíàëîã ýòèõ âåëè÷èí � âåëè÷èíû ξn(a), çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè:

ξn(a) = #{j : L(n) < j < L(n+ 1), Xj ∈ (X(n)− a,X(n)]} (n ≥ 1).

Âåëè÷èíû ξn(a) íàçîâåì ÷èñëàìè âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, èëè

÷èñëàìè îêîëîðåêîðäíûõ âåëè÷èí. Âåëè÷èíû ξn(a) è èõ ñóììû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â àê-

òóàðíîé è ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå. Ïóñòü Xi � ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû è sn(a) � ñóììà

âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî n-îé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû, ò.å. sn(a) =
∑L(n+1)−1

i=L(n)+1 Xi, ãäå

Xi ∈ (X(n)− a,X(n)]. Äàííàÿ ñóììà ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ñóììà ñòðàõîâûõ

òðåáîâàíèé, ïîïàäàþùèõ â ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (X(n) − a,X(n)]. Ýòè òðåáîâàíèÿ áóäóò

ðåãèñòðèðîâàòüñÿ òîëüêî ïîñëå íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî ìîìåíòà. Ýòîò ìîìåíò îáîçíà-

÷åí òðåáîâàíèåì, ïðåâîñõîäÿùèì âñå ïðåäûäóùèå òðåáîâàíèÿ, èëè, â íàøèõ òåðìèíàõ,

ÿâëÿåòñÿ n-ûì ðåêîðäíûì âðåìåíåì L(n). Â ñèëó íåêîòîðûõ îáñòîÿòåëüñòâ (òåêóùåãî çà-
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êîíîäàòåëüñòâà è ò.ï.) ðåãèñòðàöèÿ ýòèõ òðåáîâàíèé ïðåêðàùàåòñÿ â ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ

ñëåäóþùåãî ðåêîðäíîãî òðåáîâàíèÿ L(n + 1). Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé

ñóììà "áîëüøèõ" ñòðàõîâûõ âûïëàò sn(a) (à îíà ìîæåò äîñòèãàòü äî 90% îò ñóììû âñåõ

âûïëàò) ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Âåëè÷èíû ξn(a) è èõ ñóììû èçó÷àëèñü â

ðàáîòàõ: [29], [97], [114] è [200].

Â ïàðàãðàôàõ 5.2�5.4 ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ âåëè÷èí ξn(a), èõ ñóìì è

âåëè÷èí K− è K+. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Òåîðåìà 5.2.2 Ïóñòü rF = ∞ è β(a) = 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû

K−(n, n− k, a)
ï.í.→ 0 (n→ ∞)

(äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ k ≥ 0 è a > 0), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∫
R

F (x+ a)− F (x− a)

(1− F (x− a))2
dF (x) <∞.

Òåîðåìà 5.4.10 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåë â (1.2.1) ñóùåñòâóåò äëÿ a, b > 0, òàêèõ ÷òî

a/b � èððàöèîíàëüíî. Òîãäà

(ξn(a1), . . . , ξn+m−1(am))
d→ (g1(β(a1)), . . . , gm(β(am)) (n→ ∞),

ãäå gi(p) � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì p è êîìïîíåíòû âåêòîðà,

ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, íåçàâèñèìû. Â ÷àñòíî-

ñòè, sξn,m,ā
d→ sgm,ā, ãäå

sξn,m,ā = ξn(a1) + . . .+ ξn+m−1(am), sgm,ā = g1(β(a1)) + . . .+ gm(β(am).

Ïðè ýòîì ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ sgm,ā èìååò âèä:

E
[
ts

g
m,ā

]
=

m∏
i=1

β(ai)

1− (1− β(ai))t
. (5.4.16)
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Ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû sgm,ā ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Â

÷àñòíîñòè, åñëè âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà ā = (a1, . . . , an) ðàçëè÷íû, òî

P
(
sgm,ā = k

)
=

m∑
i=1

αi(m) β(ai) (1− β(ai))
k , k = 0, 1, . . . , (5.4.17)

ãäå

αi(m) =
β(m) (1− β(ai))

m

β(ai)
∏m

j=1

j ̸=i
(β(aj)− β(ai))

, i = 1, . . . ,m, (5.4.18)

β(m) =
∏m

i=1 β(ai). Åñëè æå a1 = . . . = am, òî ðàñïðåäåëåíèå s
g
m,ā ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì

áèíîìèàëüíûì. Ïîëó÷åí òàêæå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.4.11 Ïóñòü F̄ � áûñòðî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ è ïðåäåë â (1.2.1) ñóùå-

ñòâóåò äëÿ a, b > 0, òàêèõ ÷òî a/b � èððàöèîíàëüíî. Òîãäà Ssn,m,ā/X(n)
d→ sgm,ā, ãäå

Ssn,m,ā = sn(a1) + . . . + sn+m−1(am) è âåëè÷èíà sgm,ā îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

(5.4.16).

(1) (a) Â ÷àñòíîñòè, åñëè 0 < β(a) < 1 è âñå êîìïîíåíòû ā ðàçëè÷íû, òî ðàñïðåäå-

ëåíèå çàäàåòñÿ (5.4.17) è (5.4.18).

(á) Åñëè æå a1 = · · · = am = a, òî

P{sgm,ā = k} = Ck
m−1+k{β(a)}m{1− β(a)}k (k ≥ 0).

(2) Åñëè β(a) = 0, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ā ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè âåðíî:

Ssn,m,ā/X(n)
p→ ∞.

(3) Åñëè β(a) = 1, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ā ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè âåðíî:

Ssn,m,ā/X(n)
p→ 0.

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâëåííûé â ãëàâå 5, îïóáëèêîâàí àâòîðîì äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòû â ñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ: [198], [200], [201], [206], [211], [213], [221] è [222].

Â ãëàâå 6 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îáñóæäàþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñåðèé, îñíî-

âàííûõ íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ è ðåêîðäàõ. Ïîíÿòèÿ ñåðèé, îáðàçóåìûõ ñïåéñèíãàìè

ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ, áûëè ïðåäëîæåíû, ñîîòâåòñòâåííî, â íàøèõ ðàáîòàõ

[208] è [214]. Ñâîéñòâà òàêèõ ñåðèé èçó÷àëèñü äàëåå â ðàáîòàõ: [83], [84], [85], [88], [224],
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[225] è [226], ñì. òàêæå ññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ.

Â ãëàâå 6 ðàññìàòðèâàþòñÿ âûáîðêè äâóõ òèïîâ. Âûáîðêà ïåðâîãî òèïà ñîñòîèò èç

íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . , Xn ñ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Èç ýòèõ âåëè÷èí ôîðìèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðÿäêîâûå

ñòàòèñòèêè X1,n ≤ . . . ≤ Xn,n. Âûáîðêè âòîðîãî òèïà (â íàøåé ðàáîòå îíè íàçûâàþòñÿ

îáðàòíûìè âûáîðêàìè ïåðâîãî ðîäà, ñì. [164], [165]) � åñòü âûáîðêè, ñîñòîÿùèå èç ðå-

êîðäíûõ âåëè÷èí X(1), . . . , X(n). Îíè èñïîëüçóþòñÿ òîãäà, êîãäà êëàññè÷åñêèå âûáîðêè

íåäîñòóïíû.

Ñåðèè, îñíîâàííûå íà ñïåéñèíãàõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê Xi,n −Xi−1,n (ñïåéñèíãàõ ðå-

êîðäíûõ âåëè÷èí X(j) −X(j − 1)), îïðåäåëÿþòñÿ â ãëàâå 6 (ñì. òàêæå [214] è [208]) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ε > 0 îïðåäåëèì âåëè÷èíû νεi,n è ξ
ε
i ñîîòíîøåíèÿìè

νε1,n = 1, νεn+1,n = 1, ξε1 = 1, ξεn+1 = 1,

νεi,n =

 1, åñëè Xi,n −Xi−1,n > ε, i = 2, . . . , n,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ξεn =

 1, åñëè X(n)−X(n− 1) > ε, n ≥ 2,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñïåéñèíãîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê

Xi,n −Xi−1,n, . . . , Xj,n −Xj−1,n

(ñïåéñèíãîâ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí X(i) − X(i − 1), . . . , X(j) − X(j − 1)) ôîðìèðóåò ñåðèþ

äëèíîé j − i− 1 (i+ 1 ≤ j ≤ n+ 1), åñëè

νεi,n = 1, νεi+1,n = . . . = νεj−1,n = 0, νεj,n = 1

(ξεi = 1, ξεi+1 = . . . = ξεj−1 = 0, ξεj = 1). Îïðåäåëèì ÷èñëà âñåõ ñåðèé, îáðàçîâàííûõ ñïåéñèí-

ãàìè äàííîé âûáîðêè Rε,ν
n è îáðàòíîé âûáîðêè ïåðâîãî ðîäà Rε,ξ

n , ðàâåíñòâàìè

Rε,ν
n =

n∑
l=1

νεl,n, Rε,ξ
n =

n∑
l=1

ξεl .
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Â ãëàâå 6 äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå òåîðåìû.

Òåîðåìà 6.4.2 Ïóñòü β(ε) = γ(ε) = 0, ãäå γ(b) = limx→−∞
F (x)
F (x+b)

(lF = −∞, b > 0), è

∫
R

F̄ (x+ ε)

F̄ 2(x)
dF (x) <∞,

∫
R

F (x− ε)

F 2(x)
dF (x) <∞.

Òîãäà

Rε,ν
n

ï.í.→ 1.

Òåîðåìà 6.4.4 Ïóñòü F � àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, β(ε) ∈ (0, 1] è β(x, ε)

ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé x. Òîãäà

Rε,ξ
n

n

ï.í.→ β(ε).

Â ïàðàãðàôå 6.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà ñåðèé â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çäåñü âåëè÷èíû νεi,n áóäóò ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûìè. Ïóñòü X1, . . . , Xkn � íåçàâèñèìûå

ðàâíîìåðíî íà [0, 1] ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû è kn → ∞ ïðè n → ∞. Ïóñòü ε = εn

óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå ðîñòà êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé â êàæäîé ñåðèè, òàê ÷òî 0 < εn <
1

kn−1
.

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6.5.1 Ïóñòü mn < kn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ

÷òî limn→∞
mn

kn
= α ∈ (0, 1) .

1) Ïóñòü εn = λ
kn−1

, ãäå kn → ∞ è λ ∈ (0, 1). Òîãäà

P

{
Rεn,ν
mn

− e−λmn√
(e−λ − e−2λ)mn

≤ x

}
→ 1√

2π(1− α)

x∫
−∞

e−
y2

2(1−α)dy.

2) Ïóñòü ε = o( 1
kn
) è εnk

3/2
n → ∞. Òîãäà

P

{
Rεn,ν
mn

−mn

mn

√
α−1εn

≤ x

}
→ 1√

2π(1− α)

x∫
−∞

e−
y2

2(1−α)dy.
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Â ãëàâå 6 ìû òàêæå ïðåäëàãàåì ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà ñïåéñèíãàõ,

îáðàçîâàííûõ ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè.

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâëåííûé â ãëàâå 6, îïóáëèêîâàí àâòîðîì äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòû â ñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ: [208], [214], [224], [225] è [226].

Â ãëàâå 7 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ êîíêî-

ìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ. Èíòåðåñ ê êîíêîìèòàíòàì ïîðÿäêîâûõ ñòà-

òèñòèê è ðåêîðäîâ ïðîÿâëÿåòñÿ â ñòðàõîâîì áèçíåñå, êîãäà êîíêîìèòàíòû íàèáîëüøèõ

ñòðàõîâûõ âûïëàò òàêæå ìîãóò âûçâàòü áîëüøèå ðàñõîäû äëÿ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, â

òåîðèè íàäåæíîñòè, êîãäà ñëîæíûå ñèñòåìû ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò è âûõîä èç

ñòðîÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò ñèñòåìû ïðèâîäèò ê ïðåêðàùåíèþ ðàáîòû âñåé ñèñòåìû, â áèî-

ñòàòèñòèêå, ïðè èññëåäîâàíèè ïîáî÷íûõ ýôôåêòîâ îò äåéñòâèÿ ëåêàðñòâ, è â íåêîòîðûõ

äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ïóñòü (X,Y ), (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn), . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêî-

âî ðàñïðåäåëåííûå âåêòîðû ñ äâóìåðíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) è

ìàðãèíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ H(x) è G(y). Ïóñòü X1,n ≤ X2,n ≤ . . . ≤ Xn,n �

ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè, îáðàçîâàííûå âûáîðêîé X1, . . . , Xn, à X(n) (n ≥ 1) � ðåêîðäíûå

âåëè÷èíû, ïîëó÷åííûå èç âûáîðêè X1, X2, . . . Ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè Xi,n è ðåêîðäíûå

âåëè÷èíû X(n) èíäóöèðóþò êîíêîìèòàíòû ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê Y[i,n] è ðåêîðäíûõ âå-

ëè÷èí Y [n] (n ≥ 1). Êîíêîìèòàíòû ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ

Äýéâèäà [70] (David 1973) è Áõàòòà÷àðèè [50] (Bhattacharya 1974). Êîíêîìèòàíòû ðåêîðä-

íûõ âåëè÷èí, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå îáñóæäàëèñü â ðàáîòå Õîó÷åíçà [110] (Houchens 1984).

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè P (Y[n−k,n] < y) â ñëó÷àå, êîãäà k (k ≥ 0) ëèáî

ôèêñèðîâàíî, ëèáî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (ïðè n→ ∞), èçó÷àëîñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ,

ñì., íàïðèìåð, [5], [50], [51], [66], [71], [72], [73], [96] è [179]. Ñì. òàêæå ññûëêè â ýòèõ ðàáî-

òàõ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðàáîò, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû

äëÿ êîíêîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê èëè ðåêîðäîâ, áûëî íåìíîãî. Óïîìÿíåì çäåñü

ñòàòüþ [96], â êîòîðîé áûëè ïîëó÷åíû ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ðàçíîñòåé ìåæäó

ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè è èõ êîíêîìèòàíòàìè, ñòàòüþ [166], â êîòîðîé ðàññìàòðèâà-

ëèñü ïðèíöèïû èíâàðèàíòíîñòè äëÿ êîíêîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, è íàøè ðàáîòû

[196], [227], â êîòîðûõ îáñóæäàëèñü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà âåëè÷èí Y[n−k,n], â òîì ÷èñ-

ëå, ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû. Ñòîèò òàêæå óïîìÿíóòü íàøó ðàáîòó [197], â êîòîðîé
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èçó÷àëèñü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíêîìèòàíòîâ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí.

Ñëåäóþùèé ïðåäåë ðàññìàòðèâàåòñÿ â ãëàâå 7 (ñì. òàêæå íàøè ðàáîòû [196] è [197]):

lim
x→r−H

G(y)− F (x, y)

1−H(x)
= ℘(y) ∈ [0, 1]. (7.2.6)

Ïðåäåë â (7.2.6) èñïîëüçóåòñÿ â ãëàâå 7 (ñì. òàêæå [196] è [197]) äëÿ êëàññèôèêàöèè äâóìåð-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé. Âåëè÷èíà ℘ êëàññèôèöèðóåò ðàñïðåäåëåíèÿ F ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(i) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ [−∞,∞]

℘(y) = 0 (y < c) è ℘(y) = 1 (y > c).

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå F íàçûâàåòñÿ c-êîíêîìèòàíò-ñòàáèëüíûì.

(ii) Åñëè òàêîé c íå ñóùåñòâóåò, òî F íàçûâàåòñÿ êîíêîìèòàíò-íåñòàáèëüíûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì. Íàïðèìåð, åñëè X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî ℘(y) = G(y) è

ðàñïðåäåëåíèå F � êîíêîìèòàíò-íåñòàáèëüíîå.

Ïðèâåäåì òîëüêî îäèí àñèìïòîòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ãëàâû 7. Â íàøåé äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòå ïîëó÷åíà ñèëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ âåëè÷èíû Y [n].

Òåîðåìà 7.5.2 Ïóñòü äëÿ âñåõ ε > 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà ℘(c− ε) = 0 è ℘(c+ ε) = 1.

Äëÿ òîãî ÷òîáû

Y [n]
ï.í.→ c (n→ ∞),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåãðàëû

∫
R

G(c+ ε)− F (x, c+ ε)

(1−H(x))2
[dH(x)− F (dx, c+ ε)]

è ∫
R

G(c− ε)− F (x, c− ε)

(1−H(x))2
[dH(x)− F (dx, c− ε)]

ñõîäèëèñü ïðè âñåõ ε > 0.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 7 èçëàãàþòñÿ àâòîðîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â ñëåäóþùèõ ïóáëè-

êàöèÿõ: [196], [197] è [227].

Â ãëàâå 8 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îáñóæäàþòñÿ õàðàêòåðèçàöèîííûå òåîðåìû äëÿ ïî-

ðÿäêîâûõ è ðåêîðäíûõ ñòàòèñòèê. Ïðèâåäåì çäåñü íåêîòîðûå ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ ñî-
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äåðæàëèñü õàðàêòåðèçàöèè, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ: [39], [89], [112], [113],

[115], [121], [136], [137], [138], [140], [173] è [181]. Õàðàêòåðèçàöèîííûå çàäà÷è äàííîé òåìà-

òèêè ïîäíèìàëèñü è îñâåùàëèñü â êíèãàõ Êàãàíà, Ëèííèêà è Ðàî [7] (1972), Ãàëàìáîøà

è Êîòöà [94] (Galambos and Kotz 1978), Ãàëàìáîøà [3] (1984), Ðàî è Øàíáõàãà [162] (Rao

and Shanbhag 1993), Àõñàíóëëàõà [24] ( Ahsanullah 1995), Àðíîëüäà, Áàëàêðèøíàíà è Íà-

ãàðàäæè [30], [31] (Arnold, Balakrishnan and Nagaraja 1992, 1998), Íåâçîðîâà [15] (2000),

Äýéâèäà è Íàãàðàäæè [73] (David and Nagaraja 2003).

Ñðåäè ìíîæåñòâà ïóáëèêàöèé, èñïîëüçîâàâøèõ ñâîéñòâà ðåêîðäîâ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè

ðàñïðåäåëåíèé, ìîæíî âûäåëèòü ðàáîòû: [22], [23], [25], [40], [100], [117], [120], [135], [138],

[140], [143], [144], [189] è [191].

Ñ 1993 ãîäà ñëàáûå ðåêîðäû ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèé. Ïðèâîäèìàÿ

íèæå òåîðåìà 8.2.1, îïóáëèêîâàííàÿ àâòîðîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â ñòàòüå [191], ÿâè-

ëàñü ïåðâûì ðåçóëüòàòîì, èñïîëüçóþùèì ñâîéñòâà ñëàáûõ ðåêîðäîâ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè

ðàñïðåäåëåíèé.

Òåîðåìà 8.2.1 Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, ïðè-

íèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 0, 1, . . ., ñ îáùåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F , òàêîé ÷òî rF = ∞.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X1 èìåëà ðàñïðåäåëåíèå âèäà

P{X1 ≥ m} =

∏m
i=1(α + (i− 1)β)∏m
i=1(1 + α + iβ)

(m = 1, 2, . . .)

( äëÿ íåêîòîðûõ α > 0 è β ≥ 0), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

E{Xw(n+ 1)−Xw(n)|Xw(n) = l} = α + βl

äëÿ âñåõ l = 0, 1, . . . (n ≥ 1).

Îáîáùåíèÿ ýòîé òåîðåìû áûëè ïîëó÷åíû ïîçäíåå â ðàáîòàõ [27], [28], [129] è [183].

Ñëåäóåò óïîìÿíóòü ðàáîòû [60], [68], [69], [75] è [79], â êîòîðûõ òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü

õàðàêòåðèçàöèè, îñíîâàííûå íà ñëàáûõ ðåêîðäàõ.

Â ïàðàãðàôå 8.3 ïðèâîäÿòñÿ õàðàêòåðèçàöèè, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ.

Â ïàðàãðàôå 8.4 äàíû õàðàêòåðèçàöèè, îñíîâàííûå íà âòîðîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíå è
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ìàêñèìóìå âûáîðêè. Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ñ

îáùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F è Sn = X(2)−Mn.

Òåîðåìà 8.4.1 (1) Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû S−
n = min{0, Sn} è Mn íåçàâèñèìû äëÿ

íåêîòîðîãî n ≥ 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíîå íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå F

ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòàáà) ñ F (x) = ex (x < 0).

(2) Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû S+
n = max{0, Sn} è Mn íåçàâèñèìû äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíîå íåïðåðûâíîå F ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðà-

ìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòàáà) ñ F (x) = 1− e−x (x > 0).

3) Âåëè÷èíû Sn è Mn íåçàâèñèìû äëÿ íåêîòîðîãî n = 1, 2, . . . òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà èñõîäíîå íåïðåðûâíîå F ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòà-

áà) ñ F (x) = 1− e−x (x > 0) è n = 1, 2.

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâëåííûé â ãëàâå 8, îïóáëèêîâàí àâòîðîì äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòû â ñòàòüÿõ: [189], [191], [202] è [223].
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� 2.1 Ââåäåíèå ãëàâû 2

Â ãëàâå 2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ìû ðàññìîòðèì îáîáùåíèÿ ëåììû Áîðåëÿ�

Êàíòåëëè, ñðåäè êîòîðûõ áóäóò è îáîáùåíèÿ, ïðåäëîæåííûå íàìè. Â ïîñëåäóþùèõ ãëà-

âàõ äèññåðòàöèè ýòè îáîáùåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèëüíûõ ïðåäåëüíûõ

òåîðåì.

Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, çàäàííûõ íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, è Aci � äîïîëíåíèå ñîáûòèÿ Ai. Ðàññìîòðèì ñîáûòèå

{An á.÷.} = ∩∞
n=1 ∪∞

k=n Ak.

Îíî ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Ω, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò áåñêîíå÷íî ìíîãèì An.

Ñîêðàùåíèå á.÷. áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ òåðìèíà "áåñêîíå÷íî ÷àñòî". Îòìåòèì, ÷òî äëÿ

íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ {An á.÷.} îáû÷íî èñïîëüçóþò ôîðìóëó

P (An á.÷.) = lim
n→∞

P (∪∞
k=nAk).

Ñôîðìóëèðóåì ëåììó Áîðåëÿ�Êàíòåëëè.

Ëåììà 2.1.1. 1. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, äëÿ êîòîðûõ âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∞∑
n=1

P (An) <∞. (2.1.1)

Òîãäà P (An á.÷.) = 0.

31
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2. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé è

∞∑
n=1

P (An) = ∞. (2.1.2)

Òîãäà P (An á.÷.) = 1.

Ëåììà Áîðåëÿ�Êàíòåëëè áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â äâóõ ñòàòüÿõ Áîðåëÿ [53], [54] ( Borel

1909, 1912) è îäíîé ñòàòüå Êàíòåëëè [59] ( Cantelli 1917). Ïåðâîíà÷àëüíî Áîðåëü ïðåäëîæèë

ñëåäóþùåå. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ:

0 < p′n ≤ P (An | Aϵ11 . . . A
ϵn−1

n−1 ) ≤ p′′n < 1, ∀ε1, . . . , εn−1, ∀n,

ãäå Aεii = Ai èëè A
c
i . Òîãäà èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1 p

′′
n âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

P (An á.÷.) = 0. Â ñâîþ î÷åðåäü, ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 p
′
n ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå

ðàâåíñòâà P (An á.÷.) = 1. Êàíòåëëè ïîêàçàë, ÷òî óñëîâèå (2.1.1) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì

äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà P (An á.÷.) = 0.

Âòîðàÿ ÷àñòü ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè áûëà îáîáùåíà âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, èç êîòîðûõ

ïðèâåäåì çäåñü ñòàòüè ×àíãà è Ýðäîøà [67] (Chung and Erd�os 1952), Ýðäîøà è Ðåíüè [82]

(Erd�os and R�enyi 1959), Ëàìïåðòè [123] (Lamperti 1963), Êî÷åíà è Ñòîóíà [118] (Kochen

and Stone 1964), Ñïèòöåðà [172] (Spitzer 1964), Êîóíèàñà [119] (Kounias 1968), Øàñòåðà

[174] (Shuster 1970), Ìîðè è Øåêåëè [133] (M�ori and Sz�ekely 1983), Ïåòðîâà [154], [155]

(Petrov 2002, 2004) è Ôðîëîâà [92] (Frolov 2012). Ïîäîáíàÿ òåìàòèêà ðàññìàòðèâàëàñü òàê-

æå â ðàáîòàõ Ìàðòèêàéíåíà è Ïåòðîâà [9] (1990) è Ïåòðîâà [153] (Petrov 1995). Êðàòêî

îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ îáîáùåíèÿõ.

Ýðäîø è Ðåíüè îáíàðóæèëè, ÷òî óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè âî âòîðîé ÷àñòè ëåììû

Áîðåëÿ�Êàíòåëëè ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé A1, A2, . . .

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì

P (AiAj) ≤ P (Ai)P (Aj) (∀i ̸= j).

Ýðäîø è Ðåíüè äîêàçàëè òàêæå ñëåäóþùåå. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáû-
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òèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.1.2) è

lim inf
n→∞

∑n
i=1

∑n
j=1 P (AiAj)

[
∑n

k=1 P (Ak)]
2

= 1.

Òîãäà P (An á.÷.) = 1.

Ëàìïåðòè äîêàçàë ñëåäóþùåå.

Ëåììà 2.1.2. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-

âèþ (2.1.2). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò C > 0 è N ≥ 1 è äëÿ âñåõ i, j > N, i ̸= j

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

P (AiAj) ≤ CP (Ai)P (Aj).

Òîãäà P (An á.÷.) > 0.

Ïåòðîâ óòî÷íèë ýòîò ðåçóëüòàò. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2.1.2). Ïóñòü äëÿ âñåõ i, j > N, i ̸= j è íåêîòîðûõ êîíñòàíò C ≥ 1

è N ≥ 1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà P (AiAj) ≤ CP (Ai)P (Aj). Òîãäà P (An á.÷.) ≥ 1/C.

Îáîáùåíèé ïåðâîé ÷àñòè ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè èçâåñòíî ãîðàçäî ìåíüøå. Ïðèâåäåì

ðåçóëüòàò Áàðíäîðôà�Íèëüñîíà [44] ( Barndor��Nielsen 1961).

Ëåììà 2.1.3. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-

âèÿì P (An) → 0 è
∞∑
n=1

P (AnA
c
n+1) <∞.

Òîãäà P (An á.÷.) = 0.

Îáîáùåíèå Ëåâè [126] (L�evy 1937) ïðåäëàãàåò èñïîëüçîâàòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè.

Ëåììà 2.1.4. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé è IAn � èíäèêàòîð ñîáû-

òèé An. Ðàâåíñòâî ∞∑
n=1

IAn = ∞ ï.í.

ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑
n=2

P (An | σ{A1, . . . , An−1}) = ∞.
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Èç ëåììû Ëåâè âûòåêàåò êëàññè÷åñêàÿ ôîðìà ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè.

Îáçîð òåìàòèêè ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè ìîæíî íàéòè â êíèãå ×àíäðû [62] (Chandra

2012).

Äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå ãëàâû 2 ñëåäóþùåå. Â ïàðàãðàôå 2.2 áóäóò ïðèâåäåíû îáîá-

ùåíèÿ ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè, ïîëó÷åííûå àâòîðîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â ñòàòüÿõ

[198], [207] è [227]. Â ïàðàãðàôå 2.3 ýòè îáîáùåíèÿ áóäóò ïðîèëëþñòðèðîâàíû ïðèìåðîì,

â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàêñèìóìîâ â ñëó÷àå F α-ñõåìû.

� 2.2 Íåäàâíèå îáîáùåíèÿ ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè

2.2.1 Îáîáùåíèÿ ïåðâîé ÷àñòè ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ïåðâîé ÷àñòè ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè. Äàííûé ðå-

çóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå Áàëàêðèøíàíà è Ñòåïàíîâà [207] ( Balakrishnan and Stepanov

2010).

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-

âèþ P (An) → 0. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî m ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∞∑
n=1

P (AcnA
c
n+1 . . . A

c
n+m−1An+m) <∞, (2.2.1)

òî P (An á.÷.) = 0.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 1 óñëîâèå (2.2.1) ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ

∞∑
n=1

P (AcnAn+1) <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.1. Ïóñòü ðÿä â (2.2.1) ñõîäèòñÿ. Òîãäà

P

(
∞∪
k=n

Ak

)
= P (An) + P (AcnAn+1) + P (AcnA

c
n+1An+2) + . . .

≤ P (An) + P (AcnAn+1) + . . .+ P (Acn . . . A
c
n+m−2An+m−1)

+
∞∑
k=n

P (Ack . . . A
c
k+m−1Ak+m) → 0 (n→ ∞).



Ãëàâà 2. Îáîáùåíèÿ ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè 35

�

Èç ëåìì 2.1.3, 2.2.1 âûòåêàåò âàæíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ P (An) → 0. Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.1.2),

∞∑
n=1

P (AnAn+1) = ∞

è
∞∑
n=1

[P (An)− P (AnAn+1)] <∞.

Òîãäà P (An á.÷.) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî P (An á.÷.) = 0 ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ è â ñëó÷àå, êîãäà ðÿä∑∞
n=1 P (An) ðàñõîäèòñÿ. Ïðèìåðû òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðèâåäåì â ïîñëåäóþùèõ

ãëàâàõ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, à òàêæå â ýòîé ãëàâå â ïàðàãðàôå 2.3.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, òàêæå ïîëó÷åííûé â [207], âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåì-

ìû 2.2.1.

Ëåììà 2.2.2. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé. Ðàâåíñòâî

P (An á.÷.) = q ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
n→∞

∞∑
k=0

P (AcnA
c
n+1 . . . A

c
n+k−1An+k) = q.

2.2.2 Îáîáùåíèå ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîáûòèé,

îáëàäàþùèõ ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì

Ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà ïîëó÷åíû â ðàáîòå Ñòåïàíîâà [227] ( Stepanov 2014). Çäåñü

áóäóò ïðåäñòàâëåíû òåõíè÷åñêèå îáîáùåíèÿ ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè óäîáíûå äëÿ ðàáîòû

ñ öåïÿìè Ìàðêîâà.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, îáëàäàþùèõ ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ìû ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé An (n ≥ 1) îá-

ëàäàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü IAn (n ≥ 1) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ
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Ìàðêîâà.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé, îáëàäàþùèå ìàðêîâñêèì

ñâîéñòâîì, òåñíî ñâÿçàíû ñ öåïÿìè Ìàðêîâà.

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èññëåäóåì ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñî-

áûòèé, îáëàäàþùèõ ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà P (An á.÷.) = 0 (= 1).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå P (An) ̸→ 0 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåí-

ñòâà P (An á.÷.) > 0. Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî P (An) → 0.

Ëåììà 2.2.3. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, îáëàäàþùèõ ìàðêîâñêèì

ñâîéñòâîì, òàêàÿ ÷òî P (An) → 0. Âûáåðåì íîìåð N äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàêèì ÷òî

ïðè n ≥ N ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà P (An) ̸= 1. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=N

P (An+1 | Acn). (2.2.2)

Åñëè ðÿä (2.2.2) ñõîäèòñÿ, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P (An á.÷.) = 0. Åñëè ðÿä (2.2.2)

ðàñõîäèòñÿ, òî P (An á.÷.) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.3. Âûáåðåì n ≥ N . Èç ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî

1− P (An ∪ An+1 ∪ . . . ∪ An+k) = P (AcnA
c
n+1 . . . A

c
n+k)

= P (Acn)P (A
c
n+1 | Acn) . . . P (Acn+k | Acn+k−1).

Òîãäà

1− P (∪∞
i=nAi) = elnP (Ac

n)+
∑∞

i=n lnP (Ac
i+1|Ac

i ). (2.2.3)

Ïîñêîëüêó ïðè x → 0 ñïðàâåäëèâî ln(1 − x) ∼ −x, ñõîäèìîñòü (ðàñõîäèìîñòü) ðÿäà∑∞
i=n P (Ai+1 | Aci) ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè (ðàñõîäèìîñòè) ðÿäà

∑∞
i=n lnP (A

c
i+1 | Aci).

Âåðíî òàêæå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïîñêîëüêó P (An á.÷.) = limn→∞ P (∪∞
i=nAi), óòâåð-

æäåíèå ëåììû 2.2.3 ñëåäóåò èç (2.2.3).�

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû 2.2.3 ìîæåò

áûòü òàêæå ïîëó÷åíî èç ëåììû 2.2.1, à âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû 2.2.3 � èç ëåì-

ìû 2.1.4.
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Ïîñêîëüêó P (An+1 | Acn) = P (Ac
nAn+1)

P (Ac
n)

è P (Acn) → 1, ëåììó 2.2.3 ìîæíî ïåðåïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 2.2.4. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, îáëàäàþùèõ ìàðêîâñêèì

ñâîéñòâîì, òàêàÿ ÷òî P (An) → 0. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

P (AcnAn+1). (2.2.4)

Åñëè ðÿä (2.2.4) ñõîäèòñÿ, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P (An á.÷.) = 0. Åñëè ðÿä (2.2.4)

ðàñõîäèòñÿ, òî P (An á.÷.) = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè An ñïðàâåäëèâî ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî, òî

P (AcnA
c
n+1 . . . A

c
n+k) = P (Acn | Acn+1) . . . P (A

c
n+k−1 | Acn+k)P (Acn+k).

Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.2.3, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.2.5. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, îáëàäàþùèõ ìàðêîâñêèì

ñâîéñòâîì, òàêàÿ ÷òî P (An) → 0. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

P (AnA
c
n+1). (2.2.5)

Åñëè ðÿä (2.2.5) ñõîäèòñÿ, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P (An á.÷.) = 0. Åñëè ðÿä (2.2.5)

ðàñõîäèòñÿ, òî P (An á.÷.) = 1.

Ïðåäñòàâèì äàëüíåéøèå òåõíè÷åñêèå îáîáùåíèÿ ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëè, ñâÿçàííûå ñ

òåîðèåé öåïåé Ìàðêîâà. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1, X2, . . . ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàð-

êîâà ïîðÿäêà k (èëè èìååò ïàìÿòü ïîðÿäêà k), åñëè äëÿ âñåõ n > k ñïðàâåäëèâî:

P (Xn = xn | Xn−1 = xn−1, . . . , X1 = x1)

= P (Xn = xn | Xn−1 = xn−1, . . . , Xn−k = xn−k).

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ìû ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé An (n ≥ 1) îáëà-

äàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì ïîðÿäêà k, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü IAn (n ≥ 1) ÿâëÿåòñÿ

öåïüþ Ìàðêîâà ïîðÿäêà k.
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Ëåììà 2.2.3 è ëåììà 2.2.4 ìîãóò áûòü ëåãêî îáîáùåíû íà òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ëåììà 2.2.6. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, îáëàäàþùèõ ìàðêîâñêèì

ñâîéñòâîì ïîðÿäêà k, òàêàÿ ÷òî P (An) → 0. Âûáåðåì íîìåð N äîñòàòî÷íî áîëüøèì

òàêèì, ÷òî ïðè n ≥ max{k,N} ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà P (An) ̸= 1. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=max{k,N}

P (An+1 | Acn . . . Acn−k+1). (2.2.6)

Åñëè ðÿä (2.2.6) ñõîäèòñÿ, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P (An á.÷.) = 0. Åñëè ðÿä (2.2.6)

ðàñõîäèòñÿ, òî P (An á.÷.) = 1.

Ëåììà 2.2.7. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, îáëàäàþùèõ ìàðêîâñêèì

ñâîéñòâîì ïîðÿäêà k, òàêàÿ ÷òî P (An) → 0. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

P (Acn . . . A
c
n−k+1An+k). (2.2.7)

Åñëè ðÿä (2.2.7) ñõîäèòñÿ, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P (An á.÷.) = 0. Åñëè ðÿä (2.2.7)

ðàñõîäèòñÿ, òî P (An á.÷.) = 1.

Â çàâåðøåíèè ãëàâû 2 (â ïàðàãðàôå 2.3) ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ âûøåèçëîæåí-

íûõ îáîáùåíèé ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè.
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� 2.3 Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàêñèìóìîâ â

ñëó÷àå F α-ñõåìû

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X1, X2, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå íåïðåðûâ-

íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà Fα1 , F α2 , . . . , F αn , ãäå

αi > 0 (i ≥ 2) è α1 = 1. Äàííàÿ ìîäåëü èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå êàê Fα-ñõåìà, ãäå íåçà-

âèñèìûå X1, X2, . . . , Xn èìåþò îáùèé íîñèòåëü. Åñëè αi = 1, òî Fα-ñõåìà ñâîäèòñÿ ê ñëó-

÷àþ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ Xi. F
α-ñõåìà áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà ßí-

ãîì [186] (Yang 1975). Äàííóþ ìîäåëü ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîé èç íàèáîëåå óäà÷íûõ äëÿ

èçó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåçàâèñèìûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñðåäè

ìíîãèõ ðàáîò, â êîòîðûõ îáñóæäàëàñü Fα-ñõåìà, óïîìÿíåì ðàáîòû Íåâçîðîâà [10], [11]

(Nevzorov 1985, 1986), Ïôàéôåðà [156], [157], (Pfeifer 1989, 1991), Áàéðàìîâà è Ñòåïàíîâà

[198] (Bairamov and Stepanov 2013) è Ñòåïàíîâà [227] (Stepanov 2014).

Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè ýòîé ãëàâû, èññëåäóåì íåêîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà

ìàêñèìóìîâ â ñëó÷àå F α-ñõåìû. Ïóñòü Mn = max{X1, . . . , Xn}, An = 1+ α2 + . . .+ αn è xn

� íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, ÷òî P (Mn < xn) =

FAn(xn). Ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∞∑
n=1

FAn(xn) <∞. (2.3.1)

Òîãäà èç ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè ñëåäóåò, ÷òî P (Mn < xn á.÷.) = 0. Íåñëîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mn (n ≥ 1) îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà. Èç ëåììû 2.2.5 âûòåêàåò

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 2.3.1. Ðàâåíñòâî

P (Mn < xn á.÷.) =

 0

1

ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑
n=1

FAn(xn)[1− Fαn+1(xn+1)]

 <∞

= ∞.
(2.3.2)
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè F αn(xn) → 1, òî ðÿä, ñòîÿùèé â (2.3.2), ñõîäèòñÿ ïðè áîëåå ñëàáûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷åì ðÿä â (2.3.1). Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð, â êîòîðîì äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà P (Mn < xn á.÷.) = 0 íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ

ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè (ëåììà 2.1.1). Â òî æå âðåìÿ ëåììà 2.2.5 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü æå-

ëàåìûé ðåçóëüòàò ñ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè. Òàêîé ïðèìåð ïðåäëîæåí

íèæå.

Ïðèìåð 2.3.1. Ïóñòü F � ñòàíäàðòíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Âûáåðåì

xn = 1− ln lnn

n
, αn = γ(1 + 1/n) è An ≈ γ(n+ lnn),

ãäå γ > 0. Îòìåòèì, ÷òî FAn(xn) → 0 è
∑∞

n=1 F
An(xn) = ∞ äëÿ ëþáîãî γ > 0. Î÷åâèäíî,

÷òî ëåììà Áîðåëÿ�Êàíòåëëè íå ìîæåò ïîìî÷ü íàì â ýòîì ñëó÷àå.

Â òî æå âðåìÿ ðÿä
∑∞

n=1 F
An(xn)[1 − Fαn+1(xn+1)] âåäåò ñåáÿ êàê ðÿä

∑∞
n=1

ln lnn
n(lnn)γ

(γ > 0). Èç ëåììû 2.2.5 ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî

P (Mn < 1− ln lnn

n
á.÷.) =

 0

1

ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

γ ∈

 (1,∞)

(0, 1].

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íîâûå ÷ëåíû

âûáîðêè ñòàíîâÿòñÿ ìàêñèìóìàìè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè X ∼ F, Y ∼ F α è α > 1 (0 <

α < 1), òî Y
st

≥ X (Y
st

≥ X), ãäå
st

≥ îçíà÷àåò ñòîõàñòè÷åñêîå ñðàâíåíèå âåëè÷èí X è Y .

Âûáðàâ äëÿ Fα-ñõåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn âîçðàñòàþùåé, ìû ñäâèãàåì âåðîÿòíîñòíûå

ìàññû ðàñïðåäåëåíèé Fαn â íàïðàâëåíèè ïðàâîãî êîíöà îáùåãî íîñèòåëÿ. Ýòî äàåò íîâûì

÷ëåíàì âûáîðêè X1, . . . , Xn, Xn+1 (çäåñü ìû ñ÷èòàåì Xn+1 íîâûì ÷ëåíîì âûáîðêè) áîëüøå

øàíñîâ ñòàòü ìàêñèìóìàìè. Íèæå ìû ïîêàæåì ïðè êàêîì âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn

âñå äîñòàòî÷íî áîëüøèå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xn ñòàíîâÿòñÿ ìàêñèìóìàìè (íå ìîãóò

áûòü ìàêñèìóìàìè). Òî÷íûå óòâåðæäåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ íèæå.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî αn → ∞. Î÷åâèäíî, ÷òî èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî An → ∞.

Óòâåðæäåíèå 2.3.2. Ïóñòü αn → ∞ è An/An+1 → 0. Ðàâåíñòâî

P (Mn −Xn > 0 á.÷.) =

 0

1

ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑
n=1

An/An+1

 <∞

= ∞.
(2.3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3.2. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè

Bn = {Mn −Xn > 0} è Bc
n = {Mn = Xn}.

Òîãäà

P (Bn) =

∫
R
Fαn(x)dFAn−1(x) = An−1/An (2.3.4)

è

P (BnB
c
n+1) =

∫
R
Fαn(x)(1− Fαn+1(x))dFAn−1(x)

=
αn+1

An+1

· An−1

An

∼ An−1

An

. (2.3.5)

Òåïåðü ðåçóëüòàò óòâåðæäåíèÿ 2.3.2 ñëåäóåò èç ëåììû 2.2.5 è ñîîòíîøåíèé (2.3.4) è (2.3.5).

�

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Ïóñòü ðÿä, ñòîÿùèé â (2.3.3), ñõîäèòñÿ (òàêîå ïðîèñõîäèò, íàïðè-

ìåð, åñëè αn = n2n). Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà âåëè÷èíû Mn è Xn ñîâïàäàþò äëÿ

âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Ïóñòü Qn = {Mn − Xn > ε}. Îòìåòèì, ÷òî Qn ⊂ Bn. Åñëè ðÿä â (2.3.3) ñõîäèòñÿ,

òî P (Qn á.÷.) = 0 è Mn −Xn
ï.í.→ 0.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, âûáðàâ íàäëåæàùèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn, ìîæíî

"çàïðåòèòü" íîâûì ÷ëåíàì âûáîðêè ñòàíîâèòüñÿ ìàêñèìóìàìè. Äàííûé âîïðîñ îáñóæäà-

åòñÿ â êîíöå ýòîãî ïàðàãðàôà.
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Óòâåðæäåíèå 2.3.3. Ïóñòü

αn/An → 0.

Ñîîòíîøåíèå

P (Mn = Xn á.÷.) =

 0

1

ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑
n=1

αn/An

 <∞

= ∞.
(2.3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.3.3. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîæå ñ äîêàçàòåëüñòâîì óòâåð-

æäåíèÿ 2.3.2. Çäåñü ñëåäóåò âûáðàòü Cn = Bc
n, C

c
n = Bn è ïðèìåíèòü ëåììó 2.2.5 ê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Cn.�

Çàìå÷àíèå 2.3.2. Åñëè ðÿä â (2.3.6) ñõîäèòñÿ, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà âåëè÷èíû

Mn è Xn ðàçëè÷íû äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òàêîå, íàïðèìåð, ñëó÷àåòñÿ, êîãäà

αn = n−2.
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� 3.1 Ââåäåíèå ãëàâû 3

Âî ââåäåíèå ãëàâû 3 áóäóò äàíû îïðåäåëåíèÿ ðåêîðäîâ è áóäåò ñäåëàí êðàòêèé îáçîð

ðåêîðäíîé òåìàòèêè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðåêîðäîâ áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîòû ×åíäëå-

ðà [61] (Chandler "The distribution and frequency of record values" 1952). Íà äàííûé ìîìåíò

ýòà òåîðèÿ íàñ÷èòûâàåò çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, áîëüøàÿ ÷àñòü èç êîòîðûõ áûëà

îïóáëèêîâàíà â ïîñëåäíèå âðåìÿ. Ññûëêè íà ýòè ðàáîòû ìîæíî íàéòè â ñëåäóþùèõ îá-

çîðíûõ ïóáëèêàöèÿõ: [12], [15], [24], [26], [31] è [138], ñì. òàêæå ññûëêè, äàííûå âî ââåäåíèå

äèññåðòàöèè.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðåêîðäîâ, òàê æå êàê è

ýêñòðåìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, àêòóàëüíà â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè,

âîçíèêàþùèìè â ìåòåîðîëîãèè, ãèäðîëîãèè, â ñòðàõîâîì è ôèíàíñîâîì áèçíåñå. Ðåêîðäû

ìîãóò áûòü ñâÿçàííû ñ âðåìåíàìè îáñëóæèâàíèÿ, êîððîçèåé ìåòàëëîâ, ñîïðîòèâëåíèåì

ìàòåðèàëîâ. Ðåêîðäû è èíäóöèðîâàííûå èìè ñòàòèñòèêè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ âûâîäîâ è ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âðåìåí L(n) è âåëè÷èí X(n) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

L(0) = 0, L(1) = 1,

L(n+ 1) = min{j > L(n) : Xj > XL(n)}, (3.1.1)

X(n) = XL(n), n = 1, 2, . . .

Åñëè âòîðîé çíàê íåðàâåíñòâà â (3.1.1) çàìåíèòü íà < , òî âìåñòî âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âðå-

ìåí è âåëè÷èí ìû ïîëó÷èì íèæíèå ðåêîðäíûå âðåìåíà Ll(n) è âåëè÷èíûX l(n). Îò âåðõíèõ

ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ëåãêî ïåðåéòè ê íèæíèì, âçÿâ âìåñòî èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

43
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âåëè÷èíû −X1,−X2, . . . èëè, åñëè Xi > 0 (i ≥ 1), ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 1/X1, 1/X2, . . .

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì òîëüêî âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âðåìåí è âå-

ëè÷èí, à ñàìî ñëîâî "âåðõíèå" ìû áóäåì â äàëüíåéøåì îïóñêàòü. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâèò

ïàðàãðàô 4.3, â êîòîðîì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ è âåðõíèå è íèæíèå ðåêîðäû îäíîâðåìåí-

íî. Âåëè÷èíó ∆(n) = L(n)−L(n−1) (n ≥ 1) íàçîâåì ìåæðåêîðäíûì âðåìåíåì, à âåëè÷èíà

N(n) áóäåò ðàâíà êîëè÷åñòâó ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, ñîäåðæàùèõñÿ â âûáîðêå X1, . . . , Xn.

Äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé è ðàñïðåäåëåíèé, èìåþùèõ àòîìû, ñàìîñòîÿòåëüíûé

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëàáûå ðåêîðäíûå âðåìåíà è âåëè÷èíû, ââåäåííûå Âåðâààòîì [177]

(Vervaat 1973). Ñëàáûå ðåêîðäíûå âðåìåíà Lw(n) è âåëè÷èíû Xw(n) çàäàþòñÿ ðàâåíñòâà-

ìè:

Lw(1) = 1,

Lw(n+ 1) = min{j > Lw(n) : Xj ≥ XLw(n)},

Xw(n) = XLw(n), n = 1, 2, . . .

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñëàáûå ðåêîðäû ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ òîëüêî

â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì èëè èìååò àòîìû, ñíèçèëî

èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ñëàáûõ ðåêîðäîâ.

Ïðèâåäåì àðãóìåíòàöèþ â ïîääåðæêó èçó÷åíèÿ ñëàáûõ ðåêîðäîâ. Äàííàÿ àðãóìåíòà-

öèÿ óêàçûâàåò òàêæå íà âàæíîñòü èçó÷åíèÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé âîîáùå. Íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî ìíîãèå ïðîöåññû â ïðèðîäå íîñÿò íåïðåðûâíûé õàðàêòåð, èíôîðìàöèÿ î íèõ

ïîñòóïàåò â âèäå äèñêðåòíûõ äàííûõ (ñàíòèìåòðàõ, ìèëëèìåòðàõ, ãðàììàõ, ìèêðî-

àìïåðàõ è ò.ä.). Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè âñåãäà, íà ñòàäèè ïîëó÷åíèÿ, îáðàáîòêè è

õðàíåíèÿ äàííûõ, ìû èìååì äåëî ñ äèñêðåòíûìè ìîäåëÿìè.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëàáûå ðåêîðäíûå âðåìåíà Lw(n) (ìîìåíòû íàñòóïëåíèÿ ñëàáûõ

ðåêîðäíûõ âåëè÷èí). Åñëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé èëè

èìååò àòîìû, òî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âðåìåí (òàê æå êàê è ðàñïðåäåëåíèÿ

ðåêîðäíûõ âðåìåí) ñëîæíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò F . Ïóñòü, íàïðèìåð, X1 ïðèíèìàåò öåëûå

íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è F (n) < 1 äëÿ ëþáîãî n ≥ 1. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå âòîðîãî
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ñëàáîãî ðåêîðäíîãî âðåìåíè èìååò âèä:

P{Lw(2) = j} =
∞∑
k=0

pkF
j−2(k)(1− F (k)).

Çäåñü F (0) = 0 è 00 = 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ≥ 3 ðàñïðåäåëåíèå Lw(n) âûãëÿäèò åùå

ñëîæíåå. Èçó÷åíèå ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âðåìåí â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæíî òîëüêî äëÿ îò-

äåëüíûõ "õîðîøèõ" ðàñïðåäåëåíèé. Â íàøåé äèññåðòàöèè ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì

ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí.

Âñëåä çà ðàáîòîé Âåðâààòà [177] (Vervaat 1973), ïóáëèêàöèÿ Ñòåïàíîâà [190] (1992)

ÿâèëàñü âòîðîé ðàáîòîé, ïîñâÿùåííîé ñëàáûì ðåêîðäàì. Â íåé áûëà ïðåäëîæåíà êîíöåï-

öèÿ ïåðåõîäà îò çàâèñèìûõ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ê ñóììàì íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí,

èìåþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñëàáûì ðåêîðäàì áûëè òàêæå ïîñâÿùåíû ïóáëèêàöèè Ñòåïàíîâà [191] (1993), Àëèå-

âà [27] (Aliev 1998), Íåâçîðîâà è Áàëàêðèøíàíà [147] (Nevzorov and Balakrishnan 1998),

Âåñåëîâñêîãî è Àõñàíóëëàõà [183] ( Wesolowski and Ahsanullah 2001), Ñòåïàíîâà, Áàëà-

êðèøíàíà è Õîôìàííà [228] (Stepanov, Balakrishnan and Hofmann 2003), Äåìáèíñêîé è

Ëîïåçà-Áëàçêóýçà [79] (Dembinska and Lopez-Blazquez 2005), Äåìáèíñêîé è Ñòåïàíîâà [212]

(Dembinska and Stepanov 2006), Äàíèåëàê è Äåìáèíñêîé [68], [69] (Danielak and Dembinska

2007a, 2007b). Ñëàáûì ðåêîðäàì ïîñâÿùåíû ðàçäåëû â êíèãàõ Àðíîëüäà, Áàëàêðèøíàíà,

Íàãàðàäæè [31] (Arnold, Balakrishnan and Nagaraja 1998), Íåâçîðîâà [15] (2000), îáçîðíàÿ

ñòàòüÿ Ñòåïàíîâà [223] (Stepanov 2007) è íåêîòîðûå äðóãèå ðàáîòû.

×àñòî ïðè ïðîâåäåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ âûáîðêè ñîäåðæàò ïîñòîðîííèå

íàáëþäåíèÿ. Òàêèå íåòèïè÷íûå íàáëþäåíèÿ ìîãóò ñèëüíî âëèÿòü íà ñòàòèñòè÷åñêèå âû-

âîäû. Ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, â êîòîðîì ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû ïî âûÿâëåíèþ

íåòèïè÷íûõ íàáëþäåíèé, óäàëåíèþ òàêèõ íàáëþäåíèé è ðàáîòà ñ âûáîðêàìè, ñîäåðæàùè-

ìè òàêèå íàáëþäåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ðîáàñòíîé ñòàòèñòèêîé. Òåìàòèêà ðîáàñòíîé ñòàòèñòèêè

îáñóæäàåòñÿ â ðàçëè÷íûõ êíèãàõ, ñì., íàïðèìåð, [8] èëè [132].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáîðêà, ñîñòîÿùàÿ èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ Xi

ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F , ìîæåò áûòü "çàãðÿçíåíà" îäíèì èëè íåñêîëü-

êèìè íàáëþäåíèÿìè Yj, êîòîðûå òàêæå íåçàâèñèìû îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò äðó-

ãóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Xi

st
< Yj, ãäå

st
< îçíà÷àåò
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ñòîõàñòè÷åñêîå ñðàâíåíèå âåëè÷èíXi è Yj. Äàííîå ñðàâíåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âåëè÷èíû

Yj èìåþò áîëüøå øàíñîâ ñòàòü ðåêîðäàìè â ñîâìåñòíîé âûáîðêå, ñîñòîÿùåé èç âåëè÷èí Xi

è Yj. Òàêèå ðàññóæäåíèÿ óêàçûâàþò íà íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ íîâîãî ïîíÿòèÿ ðåêîðäîâ

� ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì.

Ïîíÿòèå ðåêîðäíûõ âåëè÷èí X̃(n) è ðåêîðäíûõ âðåìåí L̃(n) ñ ïîäòâåðæäåíèåì áûëî

ïðåäëîæåíî Íåâçîðîâûì [145] (Nevzorov 2012). Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëèòü ðåêîðäû ñ ïîä-

òâåðæäåíèåì, çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå m, k, òàêèå ÷òî 1 ≤ m ≤ k. Ïóñòü

L̃(1) = 1, X̃(1) = X1

è äëÿ n ≥ 1 ñïðàâåäëèâî:

L̃(n+ 1) = min

j : j > L̃(n),

j∑
i=L̃(n)+1

I{Xi>X̃(n)} = k

 ,

X̃(n+ 1) = X
(n)
m,k,

ãäå IA � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A è X
(n)
m,k � ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà, ïîëó÷åííàÿ èç âûáîðêè,

ñîñòîÿùåé èç ïîëîæèòåëüíûõ íàáëþäåíèé

I{XL̃(n)+1>X̃(n)}XL̃(n)+1, I{XL̃(n)+2>X̃(n)}XL̃(n)+2, . . . , I{Xj>X̃(n)}Xj.

Îïðåäåëåíèå ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì ìîæíî òàêæå äîïîëíèòü ñëåäóþùèìè îáúÿñ-

íåíèÿìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåêêóðåíòíî îïðåäåëèòü X̃(n + 1), L̃(n + 1), ïðè ïîìîùè óæå

èçâåñòíûõ X̃(n), L̃(n), ñëåäóåò æäàòü ïîêà k íîâûõ íàáëþäåíèé X
(n)
1 , . . . , X

(n)
k , âçÿòûõ èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xi (i > L̃(n)), ïðåâçîéäóò X̃(n). Ðàñïîëîæèì äàííûå íàáëþäåíèÿ â

âèäå âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X
(n)
1,k ≤ . . . ≤ X

(n)
k,k . Ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó X

(n)
m,k

íàçîâåì (n+1)-îé ðåêîðäíîé âåëè÷èíîé ñ ïîäòâåðæäåíèåì. Ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé âñå

íàáëþäåíèÿ X
(n)
1 , . . . , X

(n)
k , âçÿòûå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xi (i > L̃(n)), ïðåâçîéäóò âåëè-

÷èíó X̃(n), íàçîâåì (n+ 1)-ûì ðåêîðäíûì âðåìåíåì ñ ïîäòâåðæäåíèåì. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ

âåëè÷èí X̃(n + 1), L̃(n + 1), íàáëþäåíèÿ X
(n)
m+1,k ≤ . . . ≤ X

(n)
k,k óäàëÿþòñÿ è íå ó÷àñòâóþò â

îïðåäåëåíèå X̃(n+2), L̃(n+2). Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåð-

æäåíèåì êàæäûé ðàç íà÷èíàåòñÿ çàíîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåêîðäíûå âðåìåíà è âåëè÷èíû
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ñ ïîäòâåðæäåíèåì îáðàçóþò öåïè Ìàðêîâà. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà k = m = 1,

ðåêîðäû ñ ïîäòâåðæäåíèåì ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ðåêîðäàìè.

Îáúÿñíèì ïðè÷èíó, ïî êîòîðîé íàáëþäåíèÿ X
(n)
m+1,k ≤ . . . ≤ X

(n)
k,k óäàëÿþòñÿ èç ýêñïå-

ðèìåíòà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X̃(n + 1). Ìû çíàåì, ÷òî äàííàÿ âûáîðêà

ìîæåò áûòü "çàãðÿçíåíà" íàáëþäåíèÿìè, âçÿòûìè èç äðóãîé ñîâîêóïíîñòè. Ìû îæèäà-

åì, ÷òî ìíîãèå íåòèïè÷íûå íàáëþäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåêîðäíûìè âåëè÷èíàìè. Ìû õîòèì

î÷èñòèòü íàøó âûáîðêó è óäàëèòü ïîñòîðîííèå íàáëþäåíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå íàáëþäåíèÿ áåðóòñÿ èç X-âûáîðêè, åñëè âñå íà-

áëþäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè âåëè÷èíàìè Xi ñ íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáëþäåíèÿ áåðóòñÿ èç (X, Y )-

âûáîðêè, åñëè áîëüøèíñòâî íàáëþäåíèé äàííîé âûáîðêè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè âåëè÷èíàìè Xi ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F , ïðè

ýòîì íåêîòîðûå íàáëþäåíèÿ äàííîé âûáîðêè � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âå-

ëè÷èíû Yj ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G. Äðóãèìè ñëîâàìè, (X,Y )-âûáîðêà

� ýòî âûáîðêà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íåòèïè÷íûå íàáëþäåíèÿ Yj.

Äàëåå â ýòîé ãëàâå ìû ïðèâåäåì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåêîðäîâ è ðàññìîòðèì èõ àñèìïòîòè-

÷åñêèå ñâîéñòâà. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåêîðäîâ èçâåñòíà äàâíî. Àâòîð

äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû íå ïðèíèìàë ó÷àñòèÿ â åå ðàçðàáîòêå. Â ãëàâå 3 àêöåíò

áóäåò ñäåëàí íà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì äàííîé ðàáîòû. Ìû

ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäîâ è ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäå-

íèåì.

Êðàòêî èçëîæèì äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå ãëàâû 3. Â ïàðàãðàôå 3.2 áóäóò ïðåäñòàâëåíû

ðàñïðåäåëåíèÿ ðåêîðäîâ, ñëàáûõ ðåêîðäîâ è ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì. Â ïàðàãðàôå 3.3

áóäóò èçëîæåíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí. Òåîðèÿ ïðàâèëüíî

ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé ïðèâëåêàåòñÿ â ïàðàãðàôå 3.4 äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ òåîðåì

äëÿ îòíîøåíèé ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåêîðäîâ ñ ïîä-

òâåðæäåíèåì áóäóò ðàññìîòðåíû â ïàðàãðàôå 3.5.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû àâòîðîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â ñëå-

äóþùèõ ñòàòüÿõ: [189], [190], [191], [210], [212], [216], [223] è [228].
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� 3.2 Ðàñïðåäåëåíèÿ ðåêîðäîâ

3.2.1 Ðàñïðåäåëåíèÿ ðåêîðäíûõ âðåìåí

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îáùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Èçâåñòíî (ñì., íà-

ïðèìåð, [15]), ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ðåêîðäíûõ âðåìåí L(n) íå çàâèñèò îò F . Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîé ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 3.2.1, äîêàçàííîé Ðåíüè [163] (R�enyi 1976).

Ââåäåì èíäèêàòîðû ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ϑn (n ≥ 1):

ϑn =

 1, åñëè Xn ÿâëÿåòñÿ ðåêîðäíîé âåëè÷èíîé,

0, èíà÷å.

Ëåììà 3.2.1. Ïóñòü F � íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà âåëè÷èíû ϑ1, ϑ2, . . . íåçàâè-

ñèìû è P{ϑn = 1} = 1/n (n ≥ 1).

Ëåììà 3.2.1, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò èç áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà (ëåììû 3.2.2), òàêæå

ïîëó÷åííîãî Ðåíüè [163] (R�enyi 1976). Ïóñòü Rj,m =
∑m

i=1 I{Xi ≤ Xj} � ðàíã âåëè÷èíû Xj

â âûáîðêå X1, . . . , Xm (1 ≤ j ≤ m) è Rj =
∑j

i=1 I{Xi ≤ Xj} (j ≥ 1) � ïîñëåäîâàòåëüíûå

ðàíãè âåëè÷èí Xj.

Ëåììà 3.2.2. Âåëè÷èíû R1, R2, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ P{Rm = k} = 1
m

(1 ≤ k ≤ m,m ≥ 1). Äëÿ âåëè÷èí Rj,m ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

P{Rj,m = k} =
1

m
(1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ m).

Èç ëåììû 3.2.1 íàõîäèì ðàñïðåäåëåíèå âòîðîãî ðåêîðäíîãî âðåìåíè

P{L(2) = j} = P{ϑ1 = 1, ϑ2 = 0, . . . , ϑn−1 = 0, ϑn = 1}

=
1

(n− 1)n
.

Ëåììà 3.2.1 ïîçâîëÿåò òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L(n) îáðàçóåò öåïü Ìàð-
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êîâà, ïðè÷åì

P{L(n) = k|L(n− 1) = j} =
j

(k − 1)k
(n ≥ 2, n− 1 ≤ j < k).

Ðàñïðåäåëåíèÿ L(n) (n ≥ 3) çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëà Ñòèðëèíãà. Òàê, â ðàáîòå Áàëà-

êðèøíàíà è Íåâçîðîâà [42] (Balakrishnan and Nevzorov 1997) ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëà

P{L(n) = j} =
| Sn−1

j−1 |
j!

,

ãäå Skn � ÷èñëà Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè:

x(x− 1) . . . (x− n+ 1) =
∞∑
k=0

Sknx
k.

Ñîîòíîøåíèå

P{N(n) = j} =
| Sjn |
n!

,

èç òîé æå ðàáîòû, çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû N(n).

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî ïîëüçóÿñü ðàñïðåäåëåíèÿìè, ïðèâåäåííûìè

âûøå, ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ðåêîðäíûõ âðåìåí. Â ÷àñòíî-

ñòè, áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì., íàïðèìåð, [15]):

lim
n→∞

lnL(n)

n
ï.í.
= 1.

3.2.2 Ðàñïðåäåëåíèÿ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îáùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Èç ìíîãèõ ñïîñî-

áîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ n-îé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû, ïðèâåäåì

äâà. Ïåðâûé èç íèõ áàçèðóåòñÿ íà ëåììå Øîððîêà [168] (Shorrock 1972a). Ïóñòü µ(a, b) �

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òàêàÿ ÷òî

µ(a, b) = k, åñëè k ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (a, b),
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ãäå k ≥ 0 è −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû µ, íàéäåííîå Øîððîêîì [168],

ïðåäñòàâëåíî â ëåììå 3.2.3.

Ëåììà 3.2.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû µ(a, b), âçÿòûå äëÿ ðàçëè÷íûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èí-

òåðâàëîâ, íåçàâèñèìû è

P{µ(a, b) = k} = e−λλk/k!, k = 0, 1, . . . ,

ãäå

λ = − ln

(
1− F (b)

1− F (a)

)
.

Ñîîòíîøåíèå

P{X(n) < x} = P{µ(−∞, x) ≥ n}, (n = 1, 2, . . .) (3.2.1)

ñâÿçûâàåò ðàñïðåäåëåíèÿ n-îé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû è âåëè÷èíû µ. Òåïåðü, èç ëåììû 3.2.3

è ðàâåíñòâà (3.2.1), ïîëó÷àåì, ÷òî

P{X(n) < x} = Fn(x)

=
1

(n− 1)!

∫ − ln(1−F (x))

0

e−uun−1du (n ≥ 1). (3.2.2)

Äðóãîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ Fn(x) îïèðàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèå Òàòû [175] (Tata 1969).

Îíà îáíàðóæèëà, ÷òî åñëè X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûõ âåëè÷èí ñî ñòàíäàðòíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ðàñ-

ïðåäåëåíèå X(n) ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì τ1 + τ2 + . . . + τn, ãäå íåçàâèñèìûå τi òàêæå

èìåþò ñòàíäàðòíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé íà-

õîäèì ðàñïðåäåëåíèå X(n) â ýêñïîíåíöèàëüíîì ñëó÷àå. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå

Ñìèðíîâà, ïîëó÷àåì (3.2.2), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F .

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî ïîëüçóÿñü ðàñïðåäåëåíèåì â (3.2.2) èëè ïðåä-

ñòàâëåíèåì Òàòû, ìîæíî ïîëó÷àòü ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí. Íàïðè-

ìåð, åñëè F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò



Ãëàâà 3. Ðåêîðäû: ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäåëüíûå òåîðåìû 51

(ñì., íàïðèìåð, [15]):
− ln(1− F (X(n)))

n

ï.í.→ 1.

3.2.3 Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí â äèñêðåòíîì ñëó÷àå

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ {0, . . . , N}, N ≤ ∞.

Âàæíóþ ðîëü äëÿ èçó÷åíèÿ ñëàáûõ ðåêîðäîâ â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, à òàêæå è â áîëåå

îáùèõ ñëó÷àÿõ, áóäóò èãðàòü ëåììà 3.2.4 è ïðåäñòàâëåíèå 3.2.1, ïîëó÷åííûå â íàøåé ðà-

áîòå [190]. Îíè ïîçâîëÿþò âìåñòî çàâèñèìûõ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ðàññìàòðèâàòü

ñóììû íåçàâèñèìûõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ.

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó ξwi ðàâåíñòâîì:

ξwi = k (k ≥ 0, i = 0, . . . , N),

åñëè k ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí çàðåãèñòðèðîâàíî â òî÷êå i.

Ëåììà 3.2.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξwi (i = 0, 1, . . . , N) íåçàâèñèìû è

P{ξwi = k} = βi(1− βi)
k, k = 0, 1, . . . , (3.2.3)

ãäå βn = qn/qn+1, qn = P (X1 ≥ n), ξN
ï.í.

= ∞ äëÿ N <∞.

Ïðåäñòàâëåíèå 3.2.1. Â óñëîâèÿõ ëåììû 3.2.4 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

P{Xw(n) > m} = P{ξw0 + ξw1 + · · ·+ ξwm < n},

ãäå n ≥ 1 è 0 ≤ m < N.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2.4. Íàéäåì âíà÷àëå P{ξwi = m} (i,m ≥ 0). Âîñïîëüçóåìñÿ

ìåòîäîì "óñå÷åíèé" (ñì. ðàáîòó Íåâçîðîâà [11]). Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X1, X2, . . . îñòàâèì

òîëüêî òå âåëè÷èíû, êîòîðûå íå ìåíüøå i. Íà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξwi ïîäîáíàÿ îïåðàöèÿ íå

îòðàçèòñÿ. Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ñîîòâåòñòâóåò óñå÷åíèþ èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåâà

â òî÷êå i. Îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ Xn ìû ïåðåõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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íåçàâèñèìûõ Yn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

P{Yn < x} = P{Xn < x|Xn ≥ i} (n = 1, 2, . . .).

Òåïåðü ñîáûòèå {ξwi = m} ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y1, Y2, . . . , Ym ðàâíû

i, à Ym+1 áîëüøå i. Òîãäà

P{ξwi = m} = P{Y1 = i, . . . , Ym = i, Ym+1 > i}

= Pm{Y1 = i}P{Y1 > i} = βi(1− βi)
m.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξw0 , ξ
w
1 , . . . , ξ

w
i−1 íå çàâèñÿò îò Y1, Y2, . . . , Ym+1,

îòêóäà è âûòåêàåò íåçàâèñèìîñòü âåëè÷èí ξwi .�

Ïðèâåäåì òàêæå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, âçÿòîå èç ðàáîòû

[147]. Îíî èìååò âèä:

P{Xw(1) = k1, . . . , X
w(n) = kn} =

(
n−1∏
i=1

[1− βki ]

)
pkn , (3.2.4)

ãäå 1 ≤ k1 ≤ . . . ≤ kn ≤ N (åñëè N = ∞, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, ñòðîãîå).

Êàê ñëåäóåò èç âûøåñêàçàííîãî, ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí Xw(n) ìîæíî èñêàòü äâóìÿ

ñïîñîáàìè � ëèáî ÷åðåç íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû ξwi , ëèáî íàïðÿìóþ, ÷åðåç ôîðìóëó (3.2.4).

Âíà÷àëå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì ìåòîäîì. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [167]

èëè [194]).

Ëåììà 3.2.5. Ïóñòü g0(p0), g1(p1), . . . , gm(pm) � íåçàâèñèìûå ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäå-

ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðàìè pi (i = 0, . . . ,m). Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñóììû∑m
i=0 gi(pi) èìååò âèä:

P

{
m∑
i=0

gi(pi) = k

}
=

m∑
i=0

αi(m+ 1) pi(1− pi)
k, k ≥ 0, (3.2.5)

ãäå

αi(m+ 1) =
p(m+ 1) (1− pi)

m

pi
∏m

j=0

j ̸=i
(pj − pi)

, i = 0, . . . ,m,
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p(m + 1) =
∏m

i=0 pi è
∑m

i=0 αi(m + 1) = 1. Âûðàæåíèå ñòîÿùåå â (3.2.5) ñïðàâåäëèâî

òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå pi (0 ≤ i ≤ m) ðàçëè÷íû. Åñëè æå p0 = p1 = . . . = pm = p, òî

ðàñïðåäåëåíèå ñóììû âåëè÷èí gj(p) áóäåò îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëüíûì

P

{
m∑
j=0

gj(p) = k

}
= Ck

m+kp
m+1(1− p)k, k ≥ 0. (3.2.6)

Åñëè æå òîëüêî íåêîòîðûå pi ðàâíû ìåæäó ñîáîé (íî íå âñå), òî ðàñïðåäåëåíèå∑m
i=0 gi(pi) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñìåñüþ ðàñïðåäåëåíèé, ñòîÿùèõ â (3.2.5) è (3.2.6).

Ïîëîæèì pi = βi è âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3.2.5 è ïðåäñòàâëåíèåì 3.2.1. Åñëè âñå βi

ðàçëè÷íû, òî

P{Xw(n) ≤ m} =
m∑
i=0

αi(m+ 1) (1− βi)
n, m ≥ 0, (3.2.7)

ãäå

αi(m+ 1) =
β(m+ 1) (1− βi)

m

βi
∏m

j=0

j ̸=i
(βj − βi)

, i = 0, . . . ,m.

Åñëè β0 = β1 = . . . = βm = β (ýòî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè F ñîâïàäàåò â òî÷êàõ 0, 1, . . . ,m ñ

ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì), òî

P{Xw(n) ≤ m} =
∞∑
k=m

Ck
m+kβ

m+1(1− β)k, k = 0, 1, . . . (3.2.8)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Xw(n), êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîð-

ìóëîé (3.2.4). Îòêóäà

P{Xw(n) = kn} =

n−1∏
i=1

kn∑
ki=ki−1

[1− βki ]

 pkn ,

ãäå k0 = 0.



Ãëàâà 3. Ðåêîðäû: ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäåëüíûå òåîðåìû 54

3.2.4 Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíîå

ðàñïðåäåëåíèå èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî àòîìîâ

ÏóñòüX1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îáùåé íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó µ(a, b), òàêóþ ÷òî:

µ(a, b) = k, åñëè k ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (a, b),

ãäå k ≥ 0 è −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà µ ôèãóðèðîâàëà â ëåììå Øîð-

ðîêà (ëåììà 3.2.3) è ñâÿçàíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì n-îé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû ñîîòíîøåíèåì

P{X(n) < x} = P{µ(−∞, x) ≥ n}, n = 1, 2, . . . Ïóñòü âåëè÷èíà µw(a, b) ðàâíà êîëè÷åñòâó

ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (a, b).

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Ïóñòü F � íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ëåììà Øîððîêà áóäåò ñïðà-

âåäëèâà, åñëè â åå ôîðìóëèðîâêå âåëè÷èíû µ(a, b) è X(n) çàìåíèòü âåëè÷èíàìè µw(a, b)

è Xw(n).

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà íîñèòåëå âåçäå êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ai (0 ≤ i ≤ ℓ,

−∞ < a0 < a1 < . . . < aℓ <∞), ò.å. F (a+i )− F (ai) ̸= 0. Ïîëîæèì

βai =
P{X1 > ai}
P{X1 ≥ ai}

, 0 ≤ i < l. (3.2.9)

Àíàëîã ëåììû 3.2.5 (ëåììà 3.2.6) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå F èìååò àòî-

ìû, áûë ïðåäëîæåí â íàøåé ðàáîòå [228]. Ïóñòü âåëè÷èíû µw(a, b), ξwai ðàâíû êîëè÷åñòâó

ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, ïîïàäàþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, â èíòåðâàë (a, b) è â òî÷êó ai,

ÿâëÿþùóþñÿ àòîìîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ëåììà 3.2.6. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû µw(−∞, a0), ξ
w
a0
, µw(a0, a1), ξ

w
a1
, . . . , ξwaℓ , µ

w(aℓ,∞)

íåçàâèñèìû. Äëÿ ëþáîãî x, òàêîãî ÷òî am < x ≤ am+1 (0 ≤ m < ℓ), ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî:

P{Xw(n) < x} = P{µw(−∞, a0)+ξ
w
a0
+µw(a0, a1)+ξ

w
a1
+ . . .+ξwam +µw(am, x) ≥ n}. (3.2.10)
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Â (3.2.10) âåëè÷èíû µw(ai, ai+1) èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè

λi = − ln

(
1− F (ai+1)

1− F (a+i )

)
,

à âåëè÷èíû ξwai � ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðàìè βai .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2.6. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõXi. Èç çà-

ìå÷àíèÿ 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî µw(−∞, a0) � âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïàðàìåòðîì λ0 = − ln(1−F (a0)). Ïîñêîëüêó ÷èñëî Xi, ïîïàäàþùèõ â èíòåðâàë (−∞, a0),

íå âëèÿåò íà ÷èñëî ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ â èíòåðâàëå [a0,∞), çà-

êëþ÷àåì, ÷òî âåëè÷èíû ξw0 , µ
w(a0, a1), . . . , ξ

w
ℓ , µ

w(aℓ,∞) íåçàâèñèìû îò Xi, ïîïàäàþùèõ

â (−∞, a0) è, ñëåäîâàòåëüíî, íåçàâèñèìû îò µw(−∞, a0). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå

âåðíî � µw(−∞, a0) íå çàâèñèò îò ξ
w
0 , µ

w(a0, a1), . . . , ξ
w
ℓ , µ

w(aℓ,∞).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ÷èñëî ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, ïîïàäàþùèõ â èíòåð-

âàë [a0,∞), âîñïîëüçóåìñÿ óæå óïîìèíàâøèìñÿ ìåòîäîì "óñå÷åíèé" (ñì. [11]). Â ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Xi óäàëèì òå Xi, êîòîðûå ñòðîãî ìåíüøå a0. Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xi1 , Xi2 , . . . (1 ≤ i1 < i2 < . . .) ñîñòîèò òîëüêî èç òåõ Xi, êîòîðûå íå

ìåíüøå a0. Äàííàÿ ïðîöåäóðà íå ïîâëèÿåò íà êîëè÷åñòâî ñëàáûõ ðåêîðäîâ, ïîïàäàþùèõ

â èíòåðâàë [a0,∞). Ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû Yj (j ≥ 1), ïîñòðîåííûå ïî Xi,

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{Yj < x} = {Xij < x | Xij ≥ a0}, ãäå x ≥ a0.

Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî Xi, ïîïàäàþùèõ â òî÷êó a0, íå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà

ñëàáûõ ðåêîðäîâ, ïîïàäàþùèõ â èíòåðâàë (a0,∞), çàêëþ÷àåì, ÷òî âåëè÷èíû

µw(a0, a1), ξ
w
1 , . . . , ξ

w
ℓ , µ

w(aℓ,∞) íåçàâèñèìû îò ξw0 (è íàîáîðîò). Áîëåå òîãî, åñëè íåêî-

òîðàÿ âåëè÷èíà Xij ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåêîðäîì ñðåäè âåëè÷èí Xi, êîòîðûå íå ìåíüøå a0,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà Yj òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíîé ñðåäè Yj. Òî-

ãäà

P{ξw0 = k} = P{Y1 = a0, . . . , Yk = a0, Yk+1 > a0} = βa0(1− βa0)
k.

Äàëåå, äëÿ èíòåðâàëà (a0, a1) ìû ðàññìàòðèâàåì íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå
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âåëè÷èíû Tj, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè äëÿ x > a0

{Tj < x} = {Xij < x | Xij > a0}.

Âåëè÷èíû Tj íåïðåðûâíû íà (−∞, a1) è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

G(x) = P (Tj < x) =

 0, −∞ < x ≤ a0,

F (x)−F (a+0 )

1−F (a+0 )
, a0 < x <∞.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 3.2.5 è çàìå÷àíèå 3.2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî

P{µw(a0, a1) = k} = e−λ1λk1/k!, k = 0, 1, . . . ,

ãäå

λ1 = − ln

(
1−G(a1)

1−G(a+0 )

)
= − ln

(
1− F (a1)

1− F (a+0 )

)
.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äàëåå, ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè (3.2.10), çàâåðøàÿ äîêàçàòåëü-

ñòâî ëåììû 3.2.6.�

Â ëåììå 3.2.3, ïîëó÷åííîé â íàøåé ðàáîòå [228], íàõîäèòñÿ ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû Xw(n)

â ñëó÷àå, êîãäà F èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî àòîìîâ.

Ëåììà 3.2.7. (à) Åñëè âñå βai, îïðåäåëåííûå â (3.2.9), íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî äëÿ

ëþáîãî x (am < x ≤ am+1, 0 ≤ m < ℓ) ñïðàâåäëèâî:

P{Xw(n) < x} = Hn(λ) + e−λ
m∑
j=0

αj(m+ 1)
n−1∑
i=0

λi(1− βai)
n−i

i!
, (3.2.11)

ãäå

Hn(λ) =
∞∑
i=n

e−λλi/i!, λ = − ln(1− F (x)) +
m∑
j=0

ln βaj . (3.2.12)

(á) Åñëè âñå βaj ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ò.å. βa0 = βa1 = · · · = βam = β, òî

P{Xw(n) < x} =
n−1∑
i=0

Ci
m+iβ

m+1(1− β)iHn−i(λ) +
∞∑
i=n

C i
m+iβ

m+1(1− β)i, (3.2.13)
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ãäå

λ = − ln(1− F (x)) + (m+ 1) ln β. (3.2.14)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2.7. (à) Îòìåòèì, ÷òî ñóììà âåëè÷èí

µw(−∞, a0) + µw(a0, a1) + . . .+ µw(am, x)

åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì

λ = − ln(1− F (a0))− ln

(
1− F (a1)

1− F (a+0 )

)
− . . .− ln

(
1− F (x)

1− F (a+m)

)
= − ln(1− F (x)) +

m∑
i=0

ln βai .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå βi ðàçëè÷íû. Òîãäà èç (3.2.7) è (3.2.8) ïîëó÷àåì, ÷òî

P{Xw(n) < x}

=
∞∑
k=n

P (µw(−∞, a0) + µw(a0, a1) + . . .+ µw(am, x) + ξw0 + . . .+ ξwm = k)

=
∞∑
k=n

k∑
i=0

e−λλi

i!

m∑
j=0

αj(m+ 1)βaj(1− βaj)
k−i

=
m∑
j=0

αj(m+ 1)e−λ
n−1∑
i=0

λi(1− βaj)
n−i

i!
+

m∑
j=0

αj(m+ 1)
∞∑
i=n

e−λλi

i!
.

Ïîëüçóÿñü (3.2.12) è òåì ôàêòîì, ÷òî
∑m

j=0 αj(m+1) = 1, ïðèâîäèì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå

ê (3.2.11).

(á) Èç (3.2.8) è (3.2.10) ïîëó÷àåì, ÷òî

P{Xw(n) < x} =
∞∑
k=n

k∑
i=0

e−λλk−i

(k − i)!
Ci
m+iβ

m+1(1− β)i

=
n−1∑
i=0

C i
m+iβ

m+1(1− β)i
∞∑
k=n

e−λλk−i

(k − i)!
+ =

∞∑
i=n

C i
m+iβ

m+1(1− β)i
∞∑
k=i

e−λλk−i

(k − i)!

n−1∑
i=0

Ci
m+iβ

m+1(1− β)iHn−i(λ) +
∞∑
i=n

Ci
m+iβ

m+1(1− β)i.

Îòêóäà è âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü (3.2.13).�



Ãëàâà 3. Ðåêîðäû: ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäåëüíûå òåîðåìû 58

Çàìå÷àíèå 3.2.2. Åñëè F � íåïðåðûâíàÿ äî òî÷êè x ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü

βai = 1 äëÿ i = 0, . . . ,m, òî âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â (3.2.11) è (3.2.13), äàþò íàì ñëåäó-

þùóþ ôîðìóëó P{Xw(n) < x} = Hn(λ), ãäå λ = − ln(1− F (x)). Êàê è îæèäàëîñü, â ýòîé

ôîðìóëå ðàñïðåäåëåíèå Xw(n) ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì n-îé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû (ñì.

ôîðìóëó (3.2.2)). Åñëè æå F � äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî λ â (3.2.12) è (3.2.14) ñòà-

íîâèòñÿ ðàâíûì 0. Òîãäà (3.2.11) è (3.2.13) ñâîäÿòñÿ ê (3.2.7) è (3.2.8), ñîîòâåòñòâåííî.

3.2.5 Ðàñïðåäåëåíèÿ ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíû X1, X2, . . . ïðèíàäëåæàò àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîé X-âûáîðêå ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F è ïëîòíîñòüþ f .

Êàê óæå óïîìèíàëîñü â ïàðàãðàôå 3.1, ðåêîðäíûå âåëè÷èíû ñ ïîäòâåðæäåíèåì îáðà-

çóþò öåïè Ìàðêîâà. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåëè÷èí X̃(1), X̃(2), . . . , X̃(n) ïðåäñòàâëåíà â

ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 3.2.8. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåëè÷èí X̃(1), X̃(2), . . . , X̃(n) èìååò âèä:

fX̃(1),X̃(2),...,X̃(n)(x1, x2, . . . , xn)

= mn−1

(
k

m

)n−1

f(x1)
n−1∏
i=1

(F (xi+1)− F (xi))
m−1(1− F (xi+1))

k−mf(xi+1)

(1− F (xi))k
. (3.2.15)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2.8. Ïîñêîëüêó ðåêîðäíûå âåëè÷èíû ñ ïîäòâåðæäåíèåì îá-

ðàçóþò öåïü Ìàðêîâà, òî

fX̃(1),X̃(2),...,X̃(n)(x1, x2, . . . , xn)

= fX̃(n)|X̃(n−1),X̃(n−2),...,X̃(1)(xn | xn−1, xn−2, . . . , x1) . . . fX̃(2)|X̃(1)(x2 | x1)fX̃(1)(x1)

= fX̃(n)|X̃(n−1)(xn | xn−1) . . . fX̃(2)|X̃(1)(x2 | x1)fX̃(1)(x1).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòè fX̃(i+1)|X̃(i)(xi+1 | xi) îïÿòü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä

"óñå÷åíèé". Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X̃(i) óæå ïîëó÷åíà è ðàâíà xi. Âìåñòî

òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû X1, X2, . . .,

ðàññìîòðèì óñëîâíî íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû X
(i)
1 , . . . , X

(i)
k ñ

óñëîâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G(x | xi) = F (x)−F (xi)
1−F (xi)

· I{x≥xi}. Ðàñïîëîæèì ñëó÷àéíûå
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âåëè÷èíû X
(i)
1 , . . . , X

(i)
k â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå X

(i)
1,k ≤ . . . ≤ X

(i)
k,k. Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà

X̃(i+1) áóäåò ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé X
(i)
m,k. Ðàâåíñòâî (3.2.15) âûòåêàåò òåïåðü èõ íàøèõ

ðàññóæäåíèé.�

Ëåììà 3.2.9 è ñëåäñòâèå 3.2.1 áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòå [145] (ñì. òàêæå [216]).

Ëåììà 3.2.9. Ïóñòü F = Fτ , ãäå Fτ � ñòàíäàðòíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

X̃(n+ 1)
d
= X̃(n) +

τ
(n)
1

k
+ . . .+

τ
(n)
m

k −m+ 1
.

Çäåñü τ
(n)
i � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå òàêæå

èìåþò ñòàíäàðòíóþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2.9. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 3.2.8.

Òàì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà F � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ (ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ íåïðåðûâíîé F ), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî X̃(n + 1)
d
= X

(n)
m,k,

ãäå X
(n)
m,k � m-àÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà, ïîëó÷åííàÿ èç âûáîðêè íåçàâèñèìûõ îäèíà-

êîâî ðàñïðåäåëåííûõ X
(n)
1 , . . . , X

(n)
k ñ óñëîâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G(x | xn) =

F (x)−F (xn)
1−F (xn)

· I{x≥xn}. Ïîñêîëüêó F = Fτ , òî G(x | xn) = (1 − e−(x−xn))I{x>xn}. Òîãäà

X̃(n+1)
d
= X̃(n) + τm,k, ãäå τm,k � ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà, ïîëó÷åííàÿ èç âûáîðêè íåçàâè-

ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ τ1, . . . , τk ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G(x | 0) = Fτ (x).

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, ïðåäñòàâëåíèå 3.2 èç êíèãè [15]), ÷òî åñëè τm,k � ïîðÿäêîâàÿ

ñòàòèñòèêà, âçÿòàÿ èç âûáîðêè ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fτ , òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå: τm,k
d
= τ1

k
+. . .+ τm

k−m+1
, ãäå τi � íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âå-

ëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì Fτ . Èç äàííûõ ðàññóæäåíèé è âûòåêàåò ðåçóëüòàò ëåììû 3.2.9.

�

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Ïóñòü F = Fτ . Òîãäà èç ëåììû 3.2.9 ñëåäóåò, ÷òî

X̃(n)
d
= X1 +

µ
(n−1)
1

k
+ . . .+

µ
(n−1)
m

k −m+ 1
,

ãäå µ
(n−1)
i � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ãàììà-

ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n− 1, 1).
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Ëåììà 3.2.9 ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå X̃(n) â àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

Ñëåäñòâèå 3.2.2. Ïóñòü F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ âåëè÷èíû X̃(n) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

P (X̃(n) < x) =
1

Γ(1 + (n− 1)[1/k + . . .+ 1/(k −m+ 1)])

×
∫ − ln(1−F (x))

0

e−uu(n−1)[1/k+...+1/(k−m+1)]du,

ãäå Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ è [y] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà y.

3.2.6 Ðàñïðåäåëåíèÿ ðåêîðäíûõ âðåìåí ñ ïîäòâåðæäåíèåì

Êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, ðåêîðäíûå âðåìåíà ñ ïîäòâåðæäåíèåì îáðàçóþò öåïü Ìàð-

êîâà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè íàéäåíû â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 3.2.10. Ïðè ëþáîì m ∈ {1, . . . , k} ñïðàâåäëèâî:

P (L̃(2) = l) =
k

(l − 1)l
(l ≥ k + 1), (3.2.16)

P (L̃(n+ 1) = l | L̃(n) = i) =
ki(l − i− 1)!(l − k − 1)!

l!(l − i− k)!
, (3.2.17)

ãäå l ≥ k + i è n ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2.10. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ L̃(n) (n ≥ 2)

îäèíàêîâà äëÿ âñåõ m ∈ {1, . . . , k}. Òîãäà ñîáûòèå {L̃(2) = l} ñîñòîèò â òîì, ÷òî Xl > X1

è l − k − 1 âåëè÷èí Xi, âçÿòûõ èç ìíîæåñòâà {X2, . . . , Xl−1}, ðàñïîëàãàþòñÿ â ñëó÷àé-

íîì èíòåðâàëå (−∞, X1). Îñòàëüíûå k − 1 âåëè÷èíû Xi, âçÿòûå èç òîãî æå ìíîæåñòâà,

ðàñïîëàãàþòñÿ â èíòåðâàëå (X1, Xl). Â ýòîì âåðîÿòíîñòíîì ýêñïåðèìåíòå âñå èñõîäû ðàâ-

íîâåðîÿòíû. Èç ëåììû Ðåíüè (ëåììà 3.2.2) ïîëó÷àåì, ÷òî

P (L̃(2) = l) = Ck−1
l−2 P (R2 ≤ 1, . . . , Rl−k ≤ l − k − 1, Rl−k+1 ≥ l − k + 1, . . . , Rl ≥ l − k + 1).
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Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû Ri íåçàâèñèìû, òî

P (L̃(2) = l) = Ck−1
l−2 · 1

2
· · · l − k − 1

l − k
· 1

l − k + 1
· · · k

l
.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü (3.2.16). Ôîðìóëà (3.2.17) äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.�

3.2.7 Ìîìåíòû ðåêîðäíûõ âðåìåí ñ ïîäòâåðæäåíèåì

Èç (3.2.16) è (3.2.17) ñëåäóåò, ÷òî EL̃s(n) = ∞ (n ≥ 2, s ≥ 1). Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

èçâåñòåí â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ðåêîðäîâ (ñì. [13]):

E

(
1

L(n) + 1

)
=

1

2n
.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ðåêîðäíûõ âðåìåí ñ ïîäòâåðæäåíèåì ïðåäñòàâëåí â óòâåð-

æäåíèå 3.2.1.

Óòâåðæäåíèå 3.2.1. Äëÿ n ≥ 1 ñïðàâåäëèâî

E

(
1

L̃(n) + 1

)
=

1

2(k + 1)n−1
. (3.2.18)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.2.1. Èç (3.2.17) ñëåäóåò, ÷òî

E

(
1

L̃(n) + 1
| L̃(n− 1) = i

)
= ki

∞∑
l=i+k

(l − i− k + 1) . . . (l − i− 1)

(l − k) . . . l(l + 1)
= Q(k, i),

ãäå i = 1 è n = 2. Ôóíêöèþ Q(k, i) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q(k, i) =
ki

k + 1

∞∑
l=i+k

[
(l − i− k + 1) . . . (l − i− 1)

(l − k) . . . l
− (l − i− k + 1) . . . (l − i− 1)

(l − k + 1) . . . (l + 1)

]
.

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì, ÷òî
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Q(k, i)

=
k!i!

(k + 1)(i+ k)!
+
k(k − 1)i

k + 1

∞∑
l=i+k

(l − i− k + 2) . . . (l − i− 1)

(l − k + 1) . . . (l + 1)

=
k

k + 1
Q(k − 1, i).

Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûé ìåòîä, íàõîäèì Q(k, i) è E
(
1/(L̃(n) + 1)

)
:

Q(k, i) =
k

k + 1
Q(k − 1, i) =

k

k + 1

k − 1

k
Q(k − 2, i)

= . . . =
2

k + 1
Q(1, i) =

1

(k + 1)(i+ 1)
,

E

(
1

L̃(n) + 1

)
=

1

k + 1
E

(
1

L̃(n− 1) + 1

)
= . . . =

1

2(k + 1)n−1
.

�
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� 3.3 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí â

äèñêðåòíîì ñëó÷àå

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-

ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 0, 1, . . .,

òàêèõ ÷òî F (n) < 1 äëÿ ëþáîãî n ≥ 0, òî åñòü rF = ∞. Ïîñëåäíèå óñëîâèå ââîäèòñÿ

äëÿ âîçìîæíîñòè ôîðìóëèðîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè

R(n) =
n∑
i=0

1− βi
βi

, B(n) =
n∑
i=0

1− βi
β2
i

(n ≥ 0).

Îòìåòèì, ÷òî îáå îíè íåóáûâàþùèå. Ñôîðìóëèðóåì äëÿ âåëè÷èíû R(Xw(n)) îñíîâíûå

ïðåäåëüíûå òåîðåìû.

3.3.1 Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è çàêîí

ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ âåëè÷èíû R(Xw(n))

Äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâ óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë Êîëìî-

ãîðîâà.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

a = inf
n≥0

βn > 0. (3.3.1)

Òîãäà

lim
n→∞

R(Xw(n))

n
ï.í.
= 1. (3.3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.1. Ìîìåíòû ãåîìåòðè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξwi ñ

ïàðàìåòðîì βi èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Eξwi =
1− βi
βi

, Dξwi =
1− βi
β2
i

.
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Îòìåòèì, ÷òî

R(n) =
n∑
i=0

Eξwi , B(n) =
n∑
i=0

Dξwi .

Ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ñîîòíîøåíèé

n∑
i=0

(1− βi) ≤
n∑
i=0

P{X1 = i}/P{X1 > i} = R(n) ≤ B(n). (3.3.3)

Òàê êàê
∑∞

n=0 P{X1 = n} <∞, òî ïî ïðèçíàêó Äèíè

n∑
i=0

(1− βi) = ∞. (3.3.4)

Â ñèëó óñëîâèÿ (3.3.1) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

n∑
i=0

Dξwi
R2(n)

≤ 1

a

n∑
i=0

1− βi
βi

(
i∑

k+0

1− βi
βi

)−2

. (3.3.5)

Èç óñëîâèé (3.3.3) è (3.3.4) âûòåêàåò, ÷òî ðÿä â (3.3.5) ñõîäèòñÿ (ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ�Äèíè),

ò.å.

lim
n→∞

Sw(n)

R(n)
ï.í.

= 1, (3.3.6)

ãäå Sw(n) =
∑n

i=0 ξ
w
i .

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå 3.2.1, ïîëó÷èì (3.3.2). Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.3.6) ñëåäóåò,

÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(1− δ)R(m) < Sw(m) < (1 + δ)R(m),

ãäå δ > 0 ïðîèçâîëüíî. Ïðèìåíèì ê íåðàâåíñòâàì ïðåäñòàâëåíèå 3.2.1 è ïîëîæèì m =

[R−1(n)], ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, à R−1(n) � ôóíêöèÿ îáðàòíàÿ ê íåóáûâàþùåé

R(n), ò.å.

R−1(n) = inf{t : R(t) > n}.

Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâûå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ n
n

1 + δ
< R(Xw(n)) <

n

1− δ
,
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èç êîòîðûõ, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δ, è ñëåäóåò (3.3.2).�

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ âåëè÷èíû R(Xw(n))

ïðèâîäÿòñÿ â òåîðåìå 3.3.2.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå F óäîâëåòâîðÿåò (3.3.1) è óñëîâèþ

lim
n→∞

R(n)

B(n)
= ϵ ∈ [a, 1], (3.3.7)

ãäå a îïðåäåëÿåòñÿ (3.3.1). Òîãäà äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâû öåíòðàëüíàÿ

ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà, ò.å.

√
ϵ
R(Xw(n))− n√

n

d→ Z (n→ ∞), (3.3.8)

lim
n→∞

sup
√
ϵ
|R(Xw(n))− n|√

2n ln lnn

ï.í.

= 1, (3.3.9)

ïðè÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ áîëüøèõ n èìååò

âèä:

sup
x

∣∣∣∣P {√ϵR(Xw(n))− n√
n

< x

}
− Φ(x)

∣∣∣∣ = O

(
1√
n

)
, (3.3.10)

ãäå Z è Φ � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ

ñëàáûõ ðåêîðäîâ âïåðâûå áûëè âûâåäåíû Âåðâààòîì [177] (Vervaat 1973) ïðè ñëåäóþùèõ

óñëîâèÿõ íà F :

a = inf
n≥0

βn > 0, lim
n→∞

(∑n
i=0(1− βi)

2

φ(R(n))

)
= 0,

ãäå ïîä ôóíêöèåé φ(n) ïîäðàçóìåâàëàñü ôóíêöèÿ
√
n äëÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðå-

ìû è
√
2n ln lnn äëÿ çàêîíà ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé íàìè â òåîðåìå 3.3.2 êëàññ ðàñïðåäåëåíèé F , äëÿ êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâû öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ ñëàáûõ

ðåêîðäîâ, ãîðàçäî øèðå êëàññà ðàñïðåäåëåíèé, óêàçàííîãî Âåðâààòîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.2. Ðàññìîòðèì äðîáü Ëÿïóíîâà

Ln =
1

(B(n))3/2

n∑
i=0

E

∣∣∣∣ξwi − 1− βi
βi

∣∣∣∣3 .
Òðåòèé ìîìåíò ãåîìåòðè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξwi èìååò âèä:

E(ξwi )
3 =

(1− βi)
3 + 4(1− βi)

2 + 1− βi
β3
i

.

Èç íåðàâåíñòâà |x− y|3 ≤ 4(x3 + y3) (x ≥ 0, y ≥ 0) è ñîîòíîøåíèÿ (3.3.1) çàêëþ÷àåì, ÷òî

Ln ≤ 4
2(1− a)2 + 2(1− a) + 1

a
√
B(n)

. (3.3.11)

Èç (3.3.3), (3.3.4) è (3.3.11) ñëåäóåò, ÷òî Ln → 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåëè÷èíû Sw(n)

ñïðàâåäëèâà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà, ò.å.

Sw(n)−R(n)√
B(n)

d→ Z (n→ ∞). (3.3.12)

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (ñì., íàïðèìåð, [6])

sup

∣∣∣∣∣P
{
Sw(n)−R(n)√

B(n)
< x

}
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤ CLn

(C � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ) è ñîîòíîøåíèå (3.3.11), ïîëó÷àåì, ÷òî

sup

∣∣∣∣∣P
{
Sw(n)−R(n)√

B(n)
< x

}
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤ A(a)√
B(n)

(3.3.13)

(A(a) � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò a). Èç (3.3.13) è ñîîòíîøåíèé

B(n) → ∞, (B(n+ 1)/B(n)) → 1

ñëåäóåò çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ âåëè÷èíû Sw(n)

lim
n→∞

sup
√
ϵ

|Sw(n)−R(n)|√
2B(n) ln lnB(n)

ï.í.

= 1. (3.3.14)
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Íàïîìíèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ýòîé òåîðåìû ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.3.7). Èç ñîîòíîøåíèé

(3.3.12), (3.3.13) è (3.3.14), ïîëüçóÿñü (3.3.7) è ïðåäñòàâëåíèåì 3.2.1, ïîëó÷àåì, ñîîòâåò-

ñòâåííî, (3.3.8), (3.3.10) è (3.3.9).�

3.3.2 Âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ âåëè÷èíû Xw(n)

Èç ðàçäåëà 3.3.1 èçâåñòíî, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêå âåëè÷èíà R(Xw(n))

àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà. Â òåîðåìå 3.3.3 â õîäå èññëåäîâàíèÿ çîíû íîðìàëüíîé ñõî-

äèìîñòè R(Xw(n)) ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé âåëè÷èíû

Xw(n) (ñì. òàêæå íàøó ðàáîòó [210]).

Òåîðåìà 3.3.3. Ïóñòü βn → b ∈ (0, 1). Åñëè x ≥ 0, x = o(
√
n), òî

P{(1− b)Xw(n) > x
√
bn+ bn}

1− Φ(x)

= exp

{
−x

3
√
1− b√
bn

λn

(
− x√

n

)}[
1 +O

(
x+ 1√
n

)]
(3.3.15)

è

P{(1− b)Xw(n) < −x
√
bn+ bn}

Φ(−x)

= exp

{
x3
√
1− b√
bn

λn

(
x√
n

)}[
1 +O

(
x+ 1√
n

)]
, (3.3.16)

ãäå

λn(t) =
∞∑
k=0

aknt
k (3.3.17)

� ñòåïåííîé ðÿä, êîòîðûé ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ

â íåêîòîðîì êðóãå ñòåïåííûì ðÿäîì ñ êîýôôèöèåíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò n, òàê ÷òî

ðÿä λn(t) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ |t| ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî n.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.3. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.3.4, âçÿòîé èç êíèãè Ïåòðî-

âà [17] (1972) (òåîðåìà 9 ãëàâû 8). Äàííàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ïåòðîâûì â ðàáîòå [16]

(1968).
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Òåîðåìà 3.3.4. Ïóñòü ξ̃n (n ≥ 1) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ðàâíûìè íóëþ. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå

ïîñòîÿííûå g,G,H è δ, òàêèå ÷òî â êðóãå |z| < H ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà g ≤ |Eezξ̃n | ≤

G è B̃(n) ≥ (n+ 1)δ (n ≥ 0). Òîãäà ïðè x ≥ 0, x = o(
√
n) èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

P{S̃(n) > x
√
B̃(n)}

1− Φ(x)
= exp

{
x3√
n
λ̃n

(
x√
n

)}[
1 +O

(
x+ 1√
n

)]
, (3.3.18)

P{S̃(n) < −x
√
B̃(n)}

Φ(−x)
= exp

{
− x3√

n
λ̃n

(
− x√

n

)}[
1 +O

(
x+ 1√
n

)]
, (3.3.19)

ãäå S̃(n) = ξ̃0 + . . .+ ξ̃n, B̃(n) =
∑n

i=0Dξ̃i, à λ̃n(t) =
∑∞

k=0 ãknt
k � ñòåïåííîé ðÿä, êîòîðûé

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ â íåêîòîðîì êðóãå ñòåïåí-

íûì ðÿäîì ñ êîýôôèöèåíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò n, òàê ÷òî ðÿä λ̃n(t) ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ çíà÷åíèÿõ |t| ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî n. Êîýôôèöèåíòû ãkn ðÿäà λ̃n(t)

ïðè ëþáîì k âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êóìóëÿíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ̃0, . . . , ξ̃n äî ïîðÿäêà k+3

âêëþ÷èòåëüíî.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3.3. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû ξ̃n = ξwn −
1−βn
βn

(n ≥ 0).

Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

Eξ̃n = 0, Eezξ̃n =
βne

− 1−βn
βn

z

1− (1− βn)ez
(n ≥ 0).

Ïîñêîëüêó 0 < βn < 1 (n ≥ 0) è βn → b ∈ (0, 1), ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå 0 < c < d < 1,

òàêèå ÷òî c < βn < d äëÿ âñåõ n ≥ 0. Ïóñòü H óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 < H <

− ln(1− c). Â êðóãå |z| < H âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

e−H < |ez| < eH , e−H
1−βn
βn < |e−

1−βn
βn

z| < eH
1−βn
βn .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè |z| < 1 ñïðàâåäëèâî: |1− z| > 1− |z|. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

|1− (1− βn)e
z| > 1− (1− c)eH > 0.
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Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò îöåíêà äëÿ Eezξ̃n :

g < Eezξ̃n < G,

ãäå g = ce−
1−d
c H

1+(1−c)eH , G = de−
1−c
d

H

1−(1−c)e−H . Î÷åâèäíî, ÷òî

B̃(n) >
n∑
i=0

(1− βn) > δ(n+ 1),

ãäå δ = 1 − d. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûáðàííûõ íàìè âåëè÷èí ξ̃n, ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ

òåîðåìû 3.3.4. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ S̃(n) âûïîëíÿþòñÿ (3.3.18) è (3.3.19). Îòìåòèì, ÷òî

R(n) =
1− b

b
n+O(1), B̃(n) ∼ 1− b

b2
n+O(1) (n→ ∞).

Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü (3.3.18) ðàâíà

P{S(n) > 1−b
b
n+ x

√
1−b
b

√
n}

1− Φ(x)
+ o(1) (n→ ∞).

Ïîëîæèì m = [1−b
b
n + x

√
1−b
b

√
n], ãäå [y] � îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà y. Îòìåòèì, ÷òî

äëÿ áîëüøèõ n, m ñïðàâåäëèâî

n ∼ bm

1− b
è n =

βm

1− b
− x

√
bm

1− b
+O(1).

Ïîëüçóÿñü òåïåðü ïðåäñòàâëåíèåì 3.2.1 è ðàâåíñòâîì 1−Φ(x) = Φ(−x), ïîëó÷àåì (3.3.16).

Â (3.3.17) êîýôôèöèåíòû ðÿäà λn(t) èìåþò âèä: ak,m = ã
k,[ bm

1−b
−x

√
bm

1−b
+O(1)]

(1−b
b
)k/2. Àíàëî-

ãè÷íûì îáðàçîì èç (3.3.19) ìîæíî ïîëó÷èòü (3.3.15).�

3.3.3 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 3.3.1. Ïóñòü P{X1 ≥ i} = 1
i+1

(i ≥ 0). Òîãäà

βn =
n+ 1

n+ 2
,
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R(n) =
n∑
i=0

1

i+ 1
∼ lnn,

B(n) =
n∑
i=0

i+ 2

(i+ 1)2
∼ lnn.

Íàõîäèì, ÷òî â (3.3.7) ϵ = 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:

lim
n→∞

lnXw(n)

n
ï.í.
= 1,

lnXw(n)− n√
n

d→ Z, lim
n→∞

sup
lnXw(n)− n√

2n ln lnn

ï.í.
= 1.

Ïðèìåð 3.3.2. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Èìååì:

qn = e−λ
∞∑
i=n

λi

i!
, βn =

∑∞
i=n+1

λi

i!∑∞
i=n

λi

i!

∼ λ

n
→ 0.

Óñëîâèå (3.3.1) çäåñü íå âûïîëíÿåòñÿ. Òåîðåìû 3.3.1 è 3.3.2 íåïðèìåíèìû ê ýòîìó ðàñ-

ïðåäåëåíèþ. Çäåñü ìû íå ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûå ðåçóëü-

òàòû.

Ïðèìåð 3.3.3. Äèñêðåòíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

P{X1 = k} =
1

[− ln(1− a)]
· a

k+1

k + 1
(k ≥ 0, 0 < a < 1).

Èìååì: βn =
∑∞

k=n+2
ak

k∑∞
k=n+1

ak

k

. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

n+ 1

n+ 2
<
n+ 2

n+ 3
<
n+ 3

n+ 4
< . . . ,

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî an+1
n+2

< βn < a. Îòêóäà íàõîäèì, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâî: R(n) ∼ 1−a
a
n, B(n) ∼ 1−a

a2
n. Çíà÷èò, óñëîâèÿ òåîðåì 3.3.1,

3.3.2 âûïîëíåíû. Â èõ ôîðìóëèðîâêàõ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó R(Xw(n)) ìîæíî çàìåíèòü

íà 1−a
a
Xw(n), à âåëè÷èíó ϵ íà a. Òåîðåìà 3.3.3 òàêæå ñïðàâåäëèâà äëÿ ýòîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ. Ïîýòîìó 0 < x < o(
√
n) ÿâëÿåòñÿ çîíîé íîðìàëüíîé ñõîäèìîñòè äëÿ âåëè÷èíû

1−a
a
Xw(n).

Ïðèìåð 3.3.4. Ïóñòü X1 � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì p = 1−q ∈
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(0, 1). Òîãäà

βn = q, R(n) =
(1− q)n

q
,

B(n) =
(1− q)n

q2
, R−1(n) =

qn

1− q
.

Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (3.3.1), ïîëó÷àåì, ÷òî (1−q)Xw(n)
qn

ï.í.→ 1. Ïðåäåë â (3.3.7)

òàêæå ñóùåñòâóåò ñ ϵ = q. Òîãäà

(1− q)Xw(n)− nq
√
qn

d→ Z, lim
n→∞

sup
(1− q)Xw(n)− qn√

2qn ln lnn

ï.í.
= 1.

Óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3.3 òàêæå âûïîëíåíû. Òàêèì îáðàçîì, 0 < x < o(
√
n) ÿâëÿåòñÿ çîíîé

íîðìàëüíîé ñõîäèìîñòè äëÿ âåëè÷èíû 1−q
q
Xw(n).
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� 3.4 Ïðèìåíåíèå òåîðèè ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé äëÿ

èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îòíîøåíèé ñëàáûõ

ðåêîðäîâ

Â ïàðàãðàôå 3.3 óæå ôîðìóëèðîâàëèñü ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ

âåëè÷èí. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíê-

öèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ âåëè÷èí Xw(n + m)/Xw(n) è èíäèêàòîðíûõ

âåëè÷èí ξwi . Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [212].

Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ öåëûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñ îáùåé ôóíêöèåé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F , òàêîé ÷òî F (n) < 1 äëÿ ëþáîãî n ≥ 1. Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ

îòíîøåíèÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíXw(n+m)/Xw(n), ïîýòîìó íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ

íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

β̃(n, x) = q⌈xn⌉/qn = F̄ (nx)/F̄ (n),

ãäå x > 1 � âåùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ, n ≥ 1 è ⌈y⌉ îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå y. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ β̃(n, x) íå âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé

x. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x > 1 ðàññìîòðèì ïðåäåë

lim
n→∞

β̃(n, x) = β̃(x). (3.4.1)

Íåñëîæíî ïîäîáðàòü ðàñïðåäåëåíèå äëÿ êîòîðîãî äàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò. Òàêîâûì,

íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå

F (n) = 1−
1 + 1−cos(2π lnn)

a

n
(n ≥ 1).

Çäåñü a � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

a ≥ 2n| sin(π ln(1 + 1/n))| (n ≥ 1).

Îòìåòèì, ÷òî òàêîå a > 0 ñóùåñòâóåò, ò.ê. 2n| sin(π ln(1 + 1/n))| → 2π (n → ∞). Ñëåäóÿ
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òðàäèöèîííîé êëàññèôèêàöèè, ïðèíÿòîé â òåîðèè ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé, áóäåì

íàçûâàòü õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ F̄ (n) = qn ìåäëåííî (áûñòðî) ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé, åñëè

β̃(x) = 1 (β̃(x) = 0) äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x > 1. Áóäåì îáðàùàòüñÿ ê F̄ êàê ê

ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè ñ ïîêàçàòåëåì ρ > 0, åñëè β̃(x) = x−ρ äëÿ x > 1. Ââåäåì

òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Zw(n,m) = Xw(n+m)/Xw(n) (n ≥ 1,m ≥ 1),

R1(l, t) = 1,

Rm(l, t) =
t∑

l1=l

pl1
ql1

. . .

t∑
lm−1=lm−2

plm−1

qlm−1

(m ≥ 2, 1 ≤ l ≤ t, l0 = l).

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì èçó÷àòü âëèÿíèå "òîëùèíû" õâîñòà èñõîäíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè÷èí Zw(n,m) è èíäèêàòîðíûõ âåëè÷èí ξwi . Ïåðåä

ýòèì ñôîðìóëèðóåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.

3.4.1 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 3.4.1. Äëÿ ëþáûõ m, i ≥ 1 è x > i ñïðàâåäëèâî

P{Xw(n+m) ≥ x|Xw(n) = i} =
q⌈x⌉
qi

m∑
j=1

Rj(i, ⌈x⌉ − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.4.1. Ïîëüçóÿñü (3.2.4), ïîëó÷àåì, ÷òî

P{Xw(n+m) ≥ x|Xw(n) = i) =
∑
j≥x

P{Xw(n+m) = j|Xw(n) = i}

=
∑
j≥x

pj
qi
Rm(i, j) =

∑
j≥x

pj
qi

j∑
l1=i

pl1
ql1

. . .

j∑
lm−1=lm−2

plm−1

qlm−1

.

Ïîìåíÿâ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèå, ïðèäåì ê ðåçóëüòàòó ëåì-

ìû 3.4.1.�

Ëåììà 3.4.2. Äëÿ i = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî

∞∑
n=1

P{Xw(n) = i} =
pi
qi+1

.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.4.2. Èç ëåììû 3.2.1 è ïðåäñòàâëåíèÿ 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî i = 2, 3, . . . âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

∞∑
n=1

P{Xw(n) = i} =
∞∑
n=1

n−1∑
k=0

P{ξw1 + . . .+ ξwi−1 = k, ξwi ≥ n− k}

=
∞∑
k=0

P{ξw1 + . . .+ ξwi−1 = k}
∞∑

n=k+1

P{ξwi ≥ n− k}

=
∞∑
m=1

P{ξwi ≥ m} = Eξwi =
pi
qi+1

.

Ñëó÷àé i = 1 ðàññìîòðèì îòäåëüíî

∞∑
n=1

P{Xw(n) = 1} =
∞∑
n=1

P{ξw1 ≥ n} =
p1
q2
.

�

Ñëåäñòâèå 3.4.1. Èç ðàâåíñòâ
∑∞

n=1

∑∞
i=1 P{Xw(n) = i)} =

∑∞
n=1 1 = ∞ è ëåììû 3.4.2

âûòåêàåò, ÷òî
∑∞

i=1
pi
qi+1

= ∞.

Ëåììà 3.4.3. Äëÿ ëþáûõ m, i ≥ 1 è x > 1 ñïðàâåäëèâî

m∑
j=1

Rj(i, ⌈xi⌉ − 1) ≤
m∑
j=1

[− ln β̃(i, x)]j−1

(j − 1)!
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.4.3. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî R1(i, j) ≤ 1. Ïóñòü íåðàâåíñòâî

m∑
j=1

Rj(l, t) ≤
m∑
j=1

(
− ln qt+1

ql

)j−1

(j − 1)!
(1 ≤ l ≤ t)

ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî m > 1. Òîãäà

m+1∑
j=1

Rj(l, t) = 1 +
t∑

l1=l

pl1
ql1

m∑
j=1

Rj(l1, t) ≤ 1 +
t∑

l1=l

pl1
ql1

m∑
j=1

(
− ln qt+1

ql1

)j−1

(j − 1)!

= 1 +
t∑

l1=l

1

ql1

m∑
j=1

(
− ln qt+1

ql1

)j−1

(j − 1)!
(ql1 − ql1+1) ≤ 1 +

∫ ql

qt+1

φ(y)dy
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=
m+1∑
j=1

1

(j − 1)!

(
− ln

qt+1

ql

)j−1

,

ãäå

φ(y) =
1

y

m∑
j=1

(ln y − ln qt+1)
j−1

(j − 1)!
.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè y ≥ qt+1 ôóíêöèÿ

φ(y) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé.�

Ëåììà 3.4.4. Ïóñòü F̄ � ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ñ ïîêàçàòåëåì ρ > 0. Òîãäà

äëÿ ëþáûõ m, i ≥ 1, x > 1 è ëþáîãî ε ∈ (0,m−2) ñóùåñòâóåò I, òàêîé ÷òî

∀i≥I
m∑
j=1

Rj(i, ⌈xi⌉ − 1) ≥
m∑
j=1

(1− ε)j−1[− ln β̃(i, x)(1 + ε)m−2]j−1

(j − 1)!
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.4.4. Âûáåðåì ε ∈ (0,m−2). Åñëè F̄ � ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ

ôóíêöèÿ, òî

1 = lim
x→1

x−ρ = lim
x→1

lim
n→∞

q⌈nx⌉
qn

≤ lim
n→∞

qn+1

qn
≤ 1. (3.4.2)

Èç (3.4.2) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

∃N ∀n≥N
1

1 + ε
qn+1 ≤ qn ≤ 1

1− ε
qn+1. (3.4.3)

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Èìååì: R1(l, t) ≥ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∀t≥l≥N
m∑
j=1

Rj(l, t) ≥
m∑
j=1

(1− ε)j−1
[
− ln qt+1

ql
(1 + ε)m−2

]j−1

(j − 1)!

ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî m > 1. Ïîëüçóÿñü (3.4.3), ∀ t ≥ l ≥ N ïîëó÷àåì, ÷òî

m+1∑
j=1

Rj(l, t) = 1 +
t∑

l1=l

pl1
ql1

m∑
j=1

Rj(l1, t)

≥ 1 +
t∑

l1=l

pl1
ql1

m∑
j=1

(1− ε)j−1
[
− ln qt+1

ql1
(1 + ε)m−2

]j−1

(j − 1)!

≥ 1 +
t∑

l1=l

(1− ε)

ql1+1

m∑
j=1

(1− ε)j−1
[
− ln qt+1

ql1+1
(1 + ε)m−1

]j−1

(j − 1)!
(ql1 − ql1+1)
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≥ 1 +

∫ ql

qt+1

g(y)dy ≥
m+1∑
j=1

(1− ε)j−1
[
− ln qt+1

ql
(1 + ε)m−1

]j−1

(j − 1)!
,

ãäå

g(y) =
1

y

m∑
j=1

(1− ε)j [ln y − (m− 1) ln(1 + ε)− ln qt+1]
j−1

(j − 1)!
.

Ïðåäïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè ε ∈ (0,m−2) è y ≥ qt+1

ôóíêöèÿ g(y) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé.�

3.4.2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îòíîøåíèé ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Âíà÷àëå èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà õâîñò èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áûñòðî ìå-

íÿþùåéñÿ ôóíêöèåé.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü F̄ � áûñòðî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ≥ 1 ñïðà-

âåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

Zw(n,m)
p→ 1 (n→ ∞).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.1. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3.4.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k ≥ 0

è ε > 0 èìååì:

P{|Zw(n+ k, 1)− 1| ≥ ε)} = P{Xw(n+ k + 1) ≥ (1 + ε)Xw(n+ k)}

=
∞∑
i=1

P{Xw(n+ k + 1) ≥ (1 + ε)i|Xw(n+ k) = i}P{Xw(n+ k) = i}

=
∞∑
i=1

β̃(i, 1 + ε)P{Xw(n+ k) = i}.

Ïîñêîëüêó F̄ � áûñòðî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, òî

∀δ>0∃I∀i>I β̃(i, 1 + ε) < δ.

Òîãäà

P{|Zw(n+ k, 1)− 1| ≥ ε}

≤
I∑
i=1

β̃(i, 1 + ε)P{Xw(n+ k) = i}+
∞∑

i=I+1

δP{Xw(n+ k) = i)}



Ãëàâà 3. Ðåêîðäû: ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäåëüíûå òåîðåìû 77

≤
I∑
i=1

β̃(i, 1 + ε)P{Xw(n+ k) = i}+ δ
n→∞−→ δ. (3.4.4)

Ñõîäèìîñòü â (3.4.4) ñïðàâåäëèâà â ñèëó òîãî, ÷òî P{Xw(n) = i} n→∞−→ 0. Óñòðåìëÿÿ â

(3.4.4) δ ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî Zw(n+ k, 1)
p→ 1.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

Zw(n,m) = Zw(n, 1)Zw(n+ 1, 1) . . . Zw(n+m− 1, 1)
p→ 1.

Çäåñü âåëè÷èíà Zw(n,m) ïðåäñòàâëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå m ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê 1 ïî âåðîÿòíîñòè.�

Ïîÿñíèì ðåçóëüòàò òåîðåìû 3.4.1. Áûñòðî ìåíÿþùèéñÿ õâîñò ñîäåðæèò "ìàëî" âåðîÿò-

íîñòíîé ìàññû. Íîâàÿ ñëàáàÿ ðåêîðäíàÿ âåëè÷èíà îêàçûâàåòñÿ "ðÿäîì" ñ ïðåäûäóùåé.

Ïîýòîìó èõ îòíîøåíèå ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå Zw(n,m) â ñëó÷àå, êîãäà õâîñò èñõîäíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé. Çäåñü ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü F̄ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ≥ 1

ñïðàâåäëèâî:

Zw(n,m)
p→ ∞ ïðè n→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.2. Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ m =

1. Ïóñòü k > 0. Òîãäà èç ëåììû 3.4.1 ñëåäóåò, ÷òî

P{Zw(n, 1) < k} = P{Xw(n+ 1) < kXw(n)}

=
∞∑
i=1

[1− P{Xw(n+ 1) ≥ ki|Xw(n) = i}]P{Xw(n) = i}

=
∞∑
i=1

[
1− β̃(i,K)

]
P{Xw(n) = i)}.

Ïîñêîëüêó F̄ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, òî

∀δ>0∃I∀n>I |β̃(n, k)− 1| < δ
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è

P{Zw(n, 1) < k} ≤
I∑
i=1

[
1− β̃(i, k)

]
P{Xw(n) = i}+

∞∑
i=I+1

δP{Xw(n) = i}

≤
I∑
i=1

[
1− β̃(i, k)

]
P{Xw(n) = i}+ δ

n→∞−→ δ.

Óñòðåìëÿÿ δ ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî P{Zw(n, 1) < k} → 0 (n → ∞) ïðè ëþáîì ôèêñèðî-

âàííîì k > 0.�

Ïðîêîììåíòèðóåì òåîðåìó 3.4.2. Õâîñò ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

ñîäåðæèò "ìíîãî" âåðîÿòíîñòíîé ìàññû. Ñëåäîâàòåëüíî, íîâàÿ ñëàáàÿ ðåêîðäíàÿ âåëè÷èíà

"ïðûãàåò" äàëåêî âïåðåä ïðåäûäóùåé, à èõ îòíîøåíèå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 3.4.3. Ïóñòü F̄ � ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ñ ïîêàçàòåëåì ρ > 0. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî m ≥ 1 ñïðàâåäëèâî:

P{Zw(n,m) ≥ x} →
1 + (ρ lnx) + . . .+ (ρ lnx)m−1

(m−1)!

xρ
, x ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.3. Âûáåðåì ε ∈ (0,m−2) è x > 1. Â ñëó÷àå, êîãäà F̄ �

ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ñ ïîêàçàòåëåì ρ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∃I1 : ∀i>I1 x−ρ − ε ≤ β̃(i, x) ≤ x−ρ + ε. (3.4.5)

Èç ëåììû 3.4.1 ïîëó÷àåì, ÷òî

P{Zw(n,m) ≥ x} =
∞∑
i=1

P{Xw(n+m) ≥ xi|Xw(n) = i}P{Xw(n) = i}

=
∞∑
i=1

β̃(i, x)
m∑
j=1

Rj(i, ⌈xi⌉ − 1)P{Xw(n) = i}.

Èç (3.4.5) è ëåììû 3.4.3 ñëåäóåò, ÷òî

P{Zw(n,m) ≥ x} ≤
I1∑
i=1

β̃(i, x)
m∑
j=1

Rj(i, ⌈xi⌉ − 1)P{Xw(n) = i}
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+(x−ρ + ε)
m∑
j=1

[− ln(x−ρ − ε)]
j−1

(j − 1)!
P{Xw(n) ≥ I1 + 1} = Qn,m,x.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî I1 âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

P{Xw(n) ≥ I1 + 1} n→∞→ 1, òî

Qn,m,x
n→∞→ (x−ρ + ε)

m∑
j=1

[− ln(x−ρ − ε)]
j−1

(j − 1)!
.

Èç íåðàâåíñòâà (3.4.5) è ëåììû 3.4.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî I2 è äîñòà-

òî÷íî ìàëîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî:

P{Zw(n,m) ≥ x} ≥
I2∑
i=1

β̃(i, x)
m∑
j=1

Rj(i, ⌈xi⌉ − 1)P{Xw(n) = i}

+(x−ρ − ε)
m∑
j=1

(1− ε)j−1 [− ln(x−ρ + ε)(1 + ε)m−2]
j−1

(j − 1)!
P{Xw(n) ≥ I1 + 1}

n→∞−→ (x−ρ − ε)
m∑
j=1

(1− ε)j−1 [− ln(x−ρ + ε)(1 + ε)m−2]
j−1

(j − 1)!
.

Óñòðåìëÿÿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèå ε ê íóëþ, çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.3.�

Åñëè íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå F , òî òåîðåìû 3.4.1 è 3.4.2

ïðåâðàùàþòñÿ â ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.4.4. Ïóñòü ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîé ÷òî

∞∑
n=1

β̃(n, x)
pn
qn+1

<∞, ∀x ∈ (1, 1 + δ). (3.4.6)

Òîãäà

Zw(n,m)
ï.í.→ 1 (n→ ∞).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.4. Âíà÷àëå äîêàæåì ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

Zw(n+ j, 1)
ï.í.→ 1 (j ≥ 0, n→ ∞). (3.4.7)

Â ñàìîì äåëå, èç ëåìì 3.4.1, 3.4.2 è íåðàâåíñòâà (3.4.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
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áîëüøèõ k ñïðàâåäëèâî:

∞∑
n=1

P

{
|Zw(n+ j, 1)− 1| ≥ 1

k

}
=

∞∑
n=1

P

{
Xw(n+ j + 1) ≥

(
1 +

1

k

)
Xw(n+ j)

}

=
∞∑
n=1

∞∑
i=1

P

{
Xw(n+ j + 1) ≥

(
1 +

1

k

)
i|Xw(n+ j) = i

}
P{Xw(n+ j) = i}

≤
∞∑
i=1

q⌈(1+ 1
k)i⌉

qi

pi
qi+1

<∞.

Òåïåðü èç ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü (3.4.7). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

Zw(n,m) = Zw(n, 1)Zw(n+ 1, 1) . . . Zw(n+m− 1, 1)
ï.í.→ 1 (n→ ∞).

�

Çàìå÷àíèå 3.4.1. Åñëè ïðåäåë â (3.4.1) ñóùåñòâóåò è F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.4.6),

òî F̄ � áûñòðî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ.

Çàìå÷àíèå 3.4.2. Ïîñêîëüêó pn
qn

< 1, òî òåîðåìà 3.4.4 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè

óñëîâèå (3.4.6) çàìåíèòü íà

∞∑
n=1

q[nx]+1

qn+1

<∞, ∀x ∈ (1, 1 + δ). (3.4.8)

Òåîðåìà 3.4.5. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî m ≥ 1 è âñåõ x > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∞∑
n=1

[
1− β̃(n, x)

m∑
j=1

Rj(n, ⌈nx⌉ − 1)

]
pn
qn+1

<∞. (3.4.9)

Òîãäà äëÿ i ≥ m ñïðàâåäëèâî:

Zw(n, i)
n→∞−→ ∞ ï.í.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.5. Èñïîëüçóÿ ëåììû 3.4.1 è 3.4.2, ïîëó÷àåì, ÷òî

∞∑
n=1

P {Zw(n,m) < x} =
∞∑
n=1

∞∑
i=1

P {Xw(n+m) < xi|Xw(n) = i}P{Xw(n) = i}
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=
∞∑
n=1

∞∑
i=1

[
1− β̃(i, x)

m∑
j=1

Rj(i, ⌈ix⌉ − 1)

]
P{Xw(n) = i}

=
∞∑
i=1

[
1− β̃(i, x)

m∑
j=1

Rj(i, ⌈ix⌉ − 1)

]
pi
qi+1

<∞.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî x > 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

P{Zw(n,m) < x á.÷.} = 0.

Òåîðåìà 3.4.5 ñëåäóåò òåïåðü èç ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè.�

Çàìå÷àíèå 3.4.3. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî m ≥ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

1− β̃(n, x)
m+1∑
j=1

Rj(i, ⌈ix⌉ − 1) < 1− β̃(n, x)
m∑
j=1

Rj(i, ⌈ix⌉ − 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðÿä â (3.4.9) ñõîäèòñÿ ïðè íåêîòîðîì m (m ≥ 1), òî îí òàêæå

ñõîäèòñÿ è ïðè m+ 1.

Çàìå÷àíèå 3.4.4. Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì èç ëåììû 3.4.2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

ïðåäåë â (3.4.1) ñóùåñòâóåò è óñëîâèå (3.4.9) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ m = 1, òî F̄ � ìåäëåííî

ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ.

Çàìå÷àíèå 3.4.5. Ïîñêîëüêó
∑m

j=1Rj(n, ⌈nx⌉ − 1) > 1, òåîðåìà 3.4.5 îñòàíåòñÿ ñïðà-

âåäëèâîé, åñëè íåðàâåíñòâî (3.4.9) çàìåíèòü íåðàâåíñòâîì

∞∑
n=1

[
1− β̃(n, x)

] pn
qn+1

<∞.

3.4.3 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíäèêàòîðîâ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü (çà èñêëþ÷åíèåì óòâåðæäåíèÿ 3.4.3), ÷òî rF = ∞.

Êàê ìû óæå çíàåì, âåëè÷èíû ξwi ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè ñ ïàðàìåòðàìè βi. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.

Óòâåðæäåíèå 3.4.1. (1) Åñëè βi → 1, òî ξwn
p→ 0.
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(2) Åñëè βn → b ∈ (0, 1), òî ξwn
d→ g(b), ãäå g(b) � ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì b.

(3) Åñëè βn → 0, òî ξwn
p→ ∞.

Çàìå÷àíèå 3.4.6. Èç íåðàâåíñòâà
q⌈nx⌉
qn

≤ qn+1

qn
(x > 1) è óòâåðæäåíèÿ 3.4.1 (1) ñëåäóåò,

÷òî åñëè F̄ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, òî ξwn
p→ 0.

Óòâåðæäåíèå 3.4.2. Åñëè
∑∞

n=1 βn <∞, òî ξwn
ï.í.→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.4.2. Èç (3.2.3) ïîëó÷àåì, ÷òî

∞∑
n=1

P{ξwn ≤ k} =
∞∑
n=1

(
1− (1− βn)

k+1
)
≤ (k + 1)

∞∑
n=1

βn.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè.�

Óòâåðæäåíèå 3.4.3. Äëÿ ëþáîãî äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Xw(n)
ï.í.→ rF ≤ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.4.3. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî 1 ≤ m < rF èìååì:

∞∑
n=1

P{Xw(n) ≤ m} =
∞∑
n=1

P{ξw1 + . . .+ ξwm ≥ n}

= E

m∑
l=1

ξwi =
m∑
l=1

1− βl
βl

<∞.

�

Óòâåðæäåíèå 3.4.4. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî k ≤ 2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî
∞∑
n=1

(1− βn)
k <∞, (3.4.10)

òî äëÿ òîãî æå k ñïðàâåäëèâî: ξwn < k ï.í.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.4.4. Â ñàìîì äåëå, èç (3.2.3) ñëåäóåò, ÷òî

∞∑
n=1

P{ξwn ≥ k} =
∞∑
n=1

(1− βn)
k. (3.4.11)
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Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 2 (äëÿ k = 1 ýòî íåâîçìîæíî) ðÿä â (3.4.11) ñõîäèòñÿ, òî

P{ξwn ≥ k á.÷.} = 0.

�

Ñëåäñòâèå 3.4.2. Ïóñòü íåðàâåíñòâî (3.4.10) ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî k = 2, 3, . . .

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåëè÷èí ξwn ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3.4.2. Ïóñòü k ≥ 2 � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî äëÿ

êîòîðîãî ñïðàâåäëèèâî (3.4.10). Äëÿ çíà÷åíèÿ k−1 èìååì:
∑∞

n=1(1−βn)k−1 = ∞. Ïîñêîëüêó

âåëè÷èíû ξwn íåçàâèñèìû, èç âòîðîé ÷àñòè ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè ñëåäóåò, ÷òî

P (ξwn ≥ k − 1 á.÷.) = 1.

Èç (3.4.10) ñëåäóåò, ÷òî βn ̸→ 1. Òîãäà
∑∞

n=1 P{ξwn ≤ k − 2} =
∑∞

n=1(1− (1− βn)
k−2) = ∞.

Èç âòîðîé ÷àñòè ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè ïîëó÷àåì, ÷òî P (ξwn ≤ k − 2 á.÷.) = 1.

�

3.4.4 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 3.4.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ: 1− F (n) = qn = n−n (n ≥ 1). Çäåñü

β̃(n, x) ≤ qn+1

qn
=

nn

(n+ 1)n+1
→ 0 (∀x > 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, F̄ � áûñòðî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ≥ 1 ñïðàâåäëèâî:

Zw(n,m)
p→ 1. Çäåñü òàêæå íåñëîæíî ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî

q[xn]+1

qn+1

<

∞∑
n=1

n−(x−1)nx−xn.

Òîãäà ðÿä â (3.4.8) ñõîäèòñÿ. Ïðè ëþáîì m ≥ 1 ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøå-

íèå Zw(n,m)
ï.í.→ 1. Êðîìå òîãî, èç óòâåðæäåíèÿ 3.4.1 ñëåäóåò, ÷òî ξwn

p→ ∞. Îäíàêî, â

ñèëó òîãî, ÷òî βn ∼ (en)−1, óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 3.4.2 íå âûïîëíÿþòñÿ.
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Ïðèìåð 3.4.2. Â ýòîì ïðèìåðå ïðèâåäåì ðàñïðåäåëåíèå, õâîñò êîòîðîãî óáûâàåò åùå

áûñòðåå. Ïóñòü qn = n2n (n ≥ 1). Çäåñü âåðíû âñå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïðèìå-

ðà 3.4.1. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó β̃(n, 1) ∼ (en)−2, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ξwi
ï.í.→ ∞.

Ïðèìåð 3.4.3. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå, èìåþùåå ìåäëåííî ìåíÿþùèéñÿ õâîñò qn =

1
ln(n+e−1)

(n ≥ 1). Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî Zw(n,m)
p→ ∞. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî

1− βn ∼ 1

n lnn
, (1− β̃(n, x))(1− βn) ∼

lnx

n ln2 n
.

Òîãäà óòâåðæäåíèå 3.4.4 è ñëåäñòâèå 3.4.2 ñïðàâåäëèâû äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ

ëþáîãî m ≥ 1 èìååì: Zw(n,m)
ï.í.→ ∞.

Ïðèìåð 3.4.4. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå âèäà qn = 1/n (n ≥ 1). Çäåñü

β̃(n, x) =
n

[nx] + 1
→ 1/x.

Òàêèì îáðàçîì, õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé ñ ρ = 1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî m ≥ 1 ñïðàâåäëèâî:

P{Zw(n,m) > x} n→∞→
1 + ln x+ . . .+ (lnx)m−1

(m−1)!

x
.
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� 3.5 Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíû X1, X2, . . . ïðèíàäëåæàò X-

âûáîðêå. Â ðàçäåëå 3.5.1 ìû îáñóäèì àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ñ ïîä-

òâåðæäåíèåì. Â ðàçäåëå 3.5.2 ìû îáñóäèì àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåêîðäíûõ âðåìåí ñ

ïîäòâåðæäåíèåì.

3.5.1 Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ñ ïîäòâåðæäåíèåì

Ñëåäñòâèå 3.5.1. Ïóñòü F = Fτ � ñòàíäàðòíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Èç

ëåììû 3.2.9 ñëåäóåò, ÷òî

X̃(n)

n

ï.í.→ 1

k
+ . . .+

1

k −m+ 1

è
X̃(n)− n( 1

k
+ . . .+ 1

k−m+1
)√

n( 1
k2

+ . . .+ 1
(k−m+1)2

)

d→ Z.

Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Òîãäà âåëè-

÷èíà − ln(1− F (X)) èìååò ñòàíäàðòíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëåäñòâèå 3.5.2

âûòåêàåò èç ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ è ñëåäñòâèÿ 3.5.1.

Ñëåäñòâèå 3.5.2. Ïóñòü F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà

− ln(1− F (X̃(n)))

n

ï.í.→ 1

k
+ . . .+

1

k −m+ 1
.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñëåäñòâèå 3.5.1 è ñëåäñòâèå 3.5.2 áûëè âïåðâûå ïðåäëîæåíû â

[145], ñì. òàêæå [216].

3.5.2 Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåêîðäíûõ âðåìåí ñ ïîäòâåðæäåíèåì

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èçâåñòåí äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðåêîðäíûõ âðåìåí

lim
n→∞

E lnL(n)

n
= 1.
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Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ðåêîðäíûõ âðåìåí ñ ïîäòâåðæäåíèåì â ëåì-

ìå 3.5.1.

Ëåììà 3.5.1. Ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå:

lim
n→∞

E ln L̃(n)

n
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.5.1. Ïóñòü g(n) = 1+1/2+. . .+1/n (n ≥ 1). Ïîñêîëüêó lnn ∼

g(n) (n → ∞), òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî limn→∞
Eg(L̃(n))

n
= 1. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå:

E
(
g(L̃(n))) | L̃(n− 1) = i

)
= ki

∞∑
l=i+k

(l − i− k + 1) . . . (l − i− 1)

(l − k) . . . l
g(l) = T (k, i).

Ôóíêöèÿ T ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

T (k, i) = i

∞∑
l=i+k

[
g(l)(l − i− k + 1) . . . (l − i− 1)

(l − k) . . . (l − 1)
− g(l)(l − i− k + 1) . . . (l − i− 1)

(l − k + 1) . . . l

]

=
g(i+ k)(
i+k−1
k−1

) + i
∞∑

l=i+k

g(l + 1)(l − i− k + 2) . . . (l − i)− g(l)(l − i− k + 1) . . . (l − i− 1)

(l − k + 1) . . . l
.

Òîãäà

T (k, i) =
g(i+ k)(
i+k−1
k−1

) + i(k − 1)
∞∑

l=i+k

g(l)(l − i− k + 2) . . . (l − i− 1)

(l − k + 1) . . . l

+i
∞∑

l=i+k

(l − i− k + 2) . . . (l − i)

(l − k + 1) . . . l(l + 1)

=
g(i+ k)− g(i+ k − 1)(

i+k−1
k−1

) + T (k − 1, i) + i
∞∑

l=i+k

(l − i− k + 2) . . . (l − i)

(l − k + 1) . . . l(l + 1)
.

Îòìåòèì, ÷òî
g(i+ k)− g(i+ k − 1)(

i+k−1
k−1

) ≤ 1

i+ 1

è

i
∞∑

l=i+k

(l − i− k + 2) . . . (l − i)

(l − k + 1) . . . l(l + 1)
≤ k − 1

k
Q(k − 1, i) =

k − 1

k2(i+ 1)
.
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Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè 0 < δ < 2 ñïðàâåäëèâî:

T (k, i) = T (k − 1, i) +
δ

i+ 1
.

Òîãäà

T (k, i) = T (1, i) +
δ1
i+ 1

,

ãäå 0 < δ1 < 2(k − 1). Â òåîðèè ðåêîðäîâ èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [187]), ÷òî

T (1, i) = E (g(L(n)) | L(n− 1) = i) = g(i) + 1

è

Eg(L(n)) = n.

Òîãäà

Eg(L̃(n)) = Eg(L(n− 1)) + 1 + δ1E

(
1

L(n− 1) + 1

)
= n+ o(1).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò òðåáóåìîå.�
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� 4.1 Ââåäåíèå ãëàâû 4

×åðåç äâà ãîäà ïîñëå ïóáëèêàöèè ïåðâîé ñòàòüè ïî ðåêîðäàì [61] (Chandler 1952) ïî-

ÿâèëèñü ðàáîòû, â êîòîðûõ áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ðåêîðäû äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ

âûâîäîâ. Ñì. ðàáîòû Ôîñòåðà è Ñòüþàðòà [90] (Foster and Stuart 1954) è Ôîñòåðà è Òåé÷ðî-

åâà [91] (Foster and Teichroew 1954). Íà äàííûé ìîìåíò èçâåñòíî äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî

ðàáîò, â êîòîðûõ ðåêîðäû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ è ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ ãèïîòåç.

Åñòåñòâåííî çàäàòüñÿ âîïðîñîì � çà÷åì íóæíî èñïîëüçîâàòü ðåêîðäû â ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ ïðîöåäóðàõ. Ïî÷åìó áû íå âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêîé âûáîðêîé? Äåëî â òîì, ÷òî

â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òðàäèöèîííàÿ âûáîðêà ìîæåò áûòü íåäîñòóïíà. Â òî æå âðåìÿ ðå-

êîðäíûå âåëè÷èíû (ïîëó÷åííûå èç äàííîé âûáîðêè) ìîãóò áûòü èçâåñòíû. Òàêèå ðåêîðä-

íûå âûáîðêè ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Ñàìàíèåãî è Âèòàêåðà [164], [165] (Samaniego and

Whitaker 1986, 1988) è íàçûâàëèñü îáðàòíûìè âûáîðêàìè ïåðâîãî ðîäà. Ïîäîáíîãî òèïà

âûáîðêè ïîÿâëÿþòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ òåîðèè ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ, à òàêæå â òåîðèè

íàäåæíîñòè, ãäå èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî è äîñòóïíûìè îêàçûâàþòñÿ âå-

ëè÷èíû, êîòîðûå ïðåâîñõîäÿò âñå ïðåäûäóùèå âåëè÷èíû. Ïðèìåðû âîçíèêíîâåíèÿ òàêèõ

âûáîðîê ïðèâîäÿòñÿ â êíèãå Ãàëàìáîøà [3] è â ñòàòüÿõ [105], [108]. Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçî-

âàíèå âûáîðîê, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, âîçìîæíî òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà

òðàäèöèîííûå âûáîðêè ñîäåðæàò ñëèøêîì ìíîãî íàáëþäåíèé.

Èç âñåãî ìàòåðèàëà, ïîñâÿùåííîãî èñïîëüçîâàíèþ ðåêîðäîâ â ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöå-

äóðàõ, â ãëàâå 4 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ìû âûáðàëè è ïðîàíàëèçèðîâàëè ìàòåðèàë,

ñâÿçàííûé ñ íàøèìè ñîáñòâåííûìè ðåçóëüòàòàìè.

Äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå ãëàâû 4 ñëåäóþùåå. Â ïàðàãðàôå 4.2 ìû ðàññìîòðèì êðèòå-
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ðèè ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè, îñíîâàííûå íà ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ. Èíôîðìàöèÿ

Ôèøåðà, ñîäåðæàùàÿñÿ â ðåêîðäàõ, ñëàáûõ ðåêîðäàõ è â ÷èñëàõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí îá-

ñóæäàåòñÿ â ïàðàãðàôå 4.3. Èçó÷åíèå èíôîðìàöèè Ôèøåðà, ñîäåðæàùåéñÿ â ðåêîðäíûõ

ñòàòèñòèêàõ, âàæíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê, îñíîâàííûõ íà ðåêîðäàõ. Â ïàðàãðàôå 4.4 îá-

ñóæäàþòñÿ òåñòû, îñíîâàííûå íà ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ ñ ïîäòâåðæäåíèåì. Òàêèå òåñòû

ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îáíàðóæåíèÿ â âûáîðêå è óäàëåíèÿ íåòèïè÷íûõ íàáëþäåíèé,

èìåþùèõ "áîëüøèå" çíà÷åíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 4 èçëàãàþòñÿ àâòîðîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â ñëåäóþùèõ ïóáëè-

êàöèÿõ: [199], [204], [216] è [228].
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� 4.2 Êðèòåðèè ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè, îñíîâàííûå íà

ðåêîðäàõ

4.2.1 Ââåäåíèå

Ïóñòü X=(X1, X2, . . .) è Y=(Y1, Y2, . . .) � äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè íåçàâèñèìûõ îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ FX è FY , ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïðîâåðêà îäíîðîäíîñòè äâóõ âûáîðîê àêòóàëüíà äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè

ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ìåòîäîâ, ìåäèöèíñêèõ ïðåïàðàòîâ, óäîáðåíèé è òàê äàëåå.

Ïóñòü íóëåâàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû ìåæäó ñîáîé

H0 : FX = FY . (4.2.1)

Îïðåäåëèì îäíîñòîðîííóþ àëüòåðíàòèâíóþ ãèïîòåçó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñóùåñòâóþò

çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, äëÿ êîòîðûõ

H1 : FX > FY (4.2.2)

èëè

H
′

1 : FX < FY .

Òåñòû, äëÿ ïðîâåðêè ïîäîáíîãî ðîäà ãèïîòåç, øèðîêî îáñóæäàëèñü â ëèòåðàòóðå, ñì.,

íàïðèìåð, ïóáëèêàöèè Íåëüñîíà [141], [142] (Nelson 1963, 1993), ×àêðàáîðòè è Âàí Äåð

Ëàíà [63], [64] (Chakraborti and van der Laan 1996, 1997), à òàêæå êíèãó Áàëàêðèøíàíà è

Íã [43] (Balakrishnan and Ng 2006). Êðàòêî îïèøåì èçâåñòíûå êðèòåðèè ïðîâåðêè ãèïîòåçû

îäíîðîäíîñòè, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ.

Ïóñòü X1:n1 ≤ X2:n1 ≤ . . . ≤ Xn1:n1 è Y1:n2 ≤ Y2:n2 ≤ . . . ≤ Yn2:n2 � äâå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, ïîëó÷åííûå èç âûáîðîê (X1, X2, . . . , Xn1) è (Y1, Y2, . . . , Yn2).

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Mi (i = 1, . . . , n2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Mi = #{j ∈ {1, . . . , n1} : Yi−1:n2 < Xj:n1 ≤ Yi:n2},

ãäå Y0:n2 = −∞. Êðèòåðèè ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè îáû÷íî îñíîâûâàþòñÿ íà âåëè-
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÷èíàõ Mi. Ïðîñòåéøèìè èç òàêèõ êðèòåðèåâ áóäóò êðèòåðèè, îñíîâàííûå íà ñòàòèñòèêàõ

P(r) =
∑r

i=1Mi è M(r) = max1≤i≤rMi. Ïðè áîëüøèõ (ìàëûõ, â ñëó÷àå H
′
1) çíà÷åíèÿõ âåëè-

÷èí P(r) è M(r) íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ è ïðèíèìàåòñÿ åå àëüòåðíàòèâà H1 (H
′
1).

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì êðèòåðèè ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè, â êî-

òîðûõ ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè çàìåíÿþòñÿ ðåêîðäíûìè âåëè÷èíàìè. Òàêèå êðèòåðèè îá-

ñóæäàëèñü â íàøåé ðàáîòå [199]. Âìåñòî âåëè÷èí Mi áóäåì èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíû RMi

(i = 1, 2, . . .), îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

RMi = #{j ∈ {1, 2, . . .} : Y (i− 1) < X(j) ≤ Y (i)}.

Çäåñü Y (0) = −∞ è X(i), Y (i) (i = 1, 2, . . .) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, ïî-

ëó÷åííûõ èç âûáîðîêX èY. Äëÿ íàòóðàëüíîãî r ≥ 1 îïðåäåëèì òðè òåñòîâûå ñòàòèñòèêè.

Ïåðâóþ ñòàòèñòèêó RP(r) íàçîâåì ñòàòèñòèêîé äîìèíèðîâàíèÿ Y -ðåêîðäîâ:

RP(r) =
r∑
i=1

RMi.

Âòîðóþ ñòàòèñòèêó RM(r) íàçîâåì ñòàòèñòèêîé äîìèíèðîâàíèÿ ìàêñèìóìà Y -ðåêîðäîâ:

RM(r) = max
1≤i≤r

RMi.

Íàêîíåö, òðåòüþ ñòàòèñòèêó RW(r) íàçîâåì ñòàòèñòèêîé ñóììû ðàíãîâ Y -ðåêîðäîâ:

RW(r) =
r∑
i=1

Rank(Y (i)).

Âåëè÷èíû Rank(Y (i)) ÿâëÿþòñÿ ðàíãàìè ðåêîðäíûõ âåëè÷èí Y (i) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Y (1), . . . , Y (r), X(1), · · · , X(RP(r)). Òåñò, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå ñóììû ðàíãîâ ðåêîð-

äîâ, àíàëîãè÷åí õîðîøî èçâåñòíîìó òåñòó Âèëêîêñîíà [185] (Wilcoxon 1945), îñíîâàííîìó

íà ñóììå ðàíãîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê.

Ïðè ïðîâåäåíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ âû-

áîðêà íåäîñòóïíà. Çäåñü ìû ðàñïîëàãàåì âûáîðêàìè, ñîñòîÿùèìè èç ðåêîðäíûõ âåëè÷èí.

Òàêèå âûáîðêè íàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè âûáîðêàìè ïåðâîãî ðîäà (ñì. [164] èëè [165]). Îá-

ðàòíàÿ âûáîðêà ïåðâîãî ðîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
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Ïðèìåð 4.2.1. Ïðîèçâîäèëèñü êîíòðîëüíûå èçìåðåíèÿ ðåçóëüòàòîâ íàðàñòàíèÿ äèà-

ìåòðà ãàëüâàíè÷åñêèõ èçäåëèé, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ñòàðîãî è íîâîãî ïðîèçâîäñòâåí-

íîãî ïðîöåññîâ.

� äàííûå (ðåêîðäíûå âåëè÷èíû) î íàðàñòàíèè äèàìåòðà èçäåëèé ïðè ñòàðîì òåõíî-

ëîãè÷åñêîì ïðîöåññå:

0.25, 0.32, 1.66, 1.75, 2.41, 2.51, 2.68, 2.79, 2.90, 2.99, 3.53, 3.56,

� äàííûå (ðåêîðäíûå âåëè÷èíû) î íàðàñòàíèè äèàìåòðà èçäåëèé ïðè íîâîì òåõíîëî-

ãè÷åñêîì ïðîöåññå:

1.05, 1.24, 3.50.

Ïîëüçóÿñü ýòèìè äàííûìè, íåîáõîäèìî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ýôôåêòèâíåé ëè íîâûé

òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ãàëüâàíè÷åñêèõ èçäåëèé?

Ýòîò ïðèìåð ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ èëëþñòðèðîâàíèÿ íàøèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðè-

òåðèåâ.

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàéäåì ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí RM1, RM2, . . .

è ðàñïðåäåëåíèÿ òåñòîâûõ ñòàòèñòèê RP(r), RM(r) è RW(r). Ìû òàêæå ðàññìîòðèì ñîâ-

ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí RM1, . . . , RMr ïðè àëüòåðíàòèâíûõ ãèïîòåçàõ Ëåìàíà

H1 : FY = g(FX). Ôóíêöèÿ g áóäåò äèôôåðåíöèðóåìîé è íåóáûâàþùåé, îïðåäåëåííîé

íà [0, 1], òàêîé ÷òî g(0) = 0 è g(1) = 1. Ìû ðàññìîòðèì àëüòåðíàòèâíûå ãèïîòåçû ñäâè-

ãà è îáñóäèì ñèòóàöèþ, êîãäà êîëè÷åñòâî ðåêîðäîâ íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû äåëàòü

ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî FX è FY � íåïðåðûâíûå

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

4.2.2 Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí RMi ïðè ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé

ãèïîòåçû

Ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ òåñòîâûõ ñòàòèñòèê äàííîãî ïàðàãðàôà îñíîâàíû íà ñîâìåñòíîì

ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí RM1, . . . RMr. Ïîñëåäíåå îáñóæäàåòñÿ â òåîðåìå 4.2.1.
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Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü ñïðàâåäëèâà íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 : FX = FY . Òîãäà ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû RM1, RM2, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò ãåîìåòðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ

P (RMi = k | H0) =

(
1

2

)k+1

(i ≥ 1 k ≥ 0).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.1. Â ïàðàãðàôå 3.2 ðàññìàòðèâàëèñü âåëè÷èíû µX(a, b],

ðàâíûå êîëè÷åñòâó X-ðåêîðäîâ, ïîïàäàþùèõ â îòðåçîê (a, b]. Ïîëüçóÿñü ýòèìè âåëè÷èíà-

ìè, çàïèøåì (r ≥ 2, ki ≥ 0, i = 1, . . . , r) :

P (RM1 = k1, RM2 = k2, . . . , RMr = kr)

=

∫
B
P (µX(−∞, y1] = k1, . . . , µ

X(yr−1, yr] = kr)dFY (1),...,Y (r)(y1, . . . , yr),

ãäå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ B èìååò âèä:

B = {(y1, . . . , yr) : y1 ≤ y2 ≤ . . . ≤ yr},

à FY (1),...,Y (r)(y1, . . . , yr) = P (Y (1) < y1, . . . , Y (r) < yr). Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [15]), ÷òî

dFY (1),...,Y (r)(y1, . . . , yr) =
r−1∏
j=1

dFY (yj)

F̄Y (yj)
dFY (yr), y1 ≤ y2 ≤ . . . ≤ yr.

Èç ëåììû 3.2.3 ñëåäóåò, ÷òî

P (RM1 = k1, RM2 = k2, . . . , RMr = kr)

=
1

k1!k2! . . . kr!

∫
B
F̄X(yr)

[− ln F̄X(y1)]
k1
∏r

i=2

[
− ln F̄X(yi)

F̄X(yi−1)

]ki
F̄Y (y1)F̄Y (y2) . . . F̄Y (yr−1)

r∏
i=1

dFY (yi). (4.2.3)

Èíòåãðèðóÿ â (4.2.3) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî FX = FY , ïîëó÷àåì:

P (RM1 = k1, . . . , RMr = kr|H0) =

(
1

2

)k1+1

. . .

(
1

2

)kr+1

.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû âûòåêàåò, ÷òî âåëè÷èíû RM1, RM2, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò ãåî-

ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì 1/2.�
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Èç òåîðåìû 4.2.1 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé òåñò, îñíîâàííûé íà âåëè÷èíàõ RM1, RM2, . . . ,

áóäåò íåïàðàìåòðè÷åñêèì. Â ÷àñòíîñòè, òàêîâûìè áóäóò òðè òåñòà, îïðåäåëåííûå âûøå �

òåñòû, îñíîâàííûå íà RP(r), RM(r) è RW(r).

4.2.3 Ðàñïðåäåëåíèÿ òåñòîâûõ ñòàòèñòèê

Òåñò, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå äîìèíèðîâàíèÿ Y -ðåêîðäîâ.

Èç òåîðåìû 4.2.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñïðàâåäëèâà íóëåâàÿ ãèïîòåçà, òî RM1, RM2, . . .

áóäóò íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè ñ ïàðàìåòðîì p = 1/2. Òîãäà ñòàòèñòèêà

RP(r) =
r∑
i=1

RMi

èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r, 1/2). Ñîîòâåòñâåííî,

äëÿ äàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α, êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü èìååò âèä: {sP , sP +1, . . .}, ãäå sP
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

α = P (RP(r) ≥ sP |H0 : FX = FY ) = 1−
sP−1∑
j=0

Cj
r+j−1

(
1

2

)j+r
.

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà RP(r) èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, äëÿ äàííîãî óðîâíÿ çíà÷è-

ìîñòè α íå âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùåå sP . Ìîæíî âûáðàòü êðèòè÷åñêîå

çíà÷åíèå sP ðàâíûì íàèìåíüøåìó öåëîìó ÷èñëó, óäîâëåòâîðÿþùåìó ðàâåíñòâó P (RP(r) ≥

sP |H0 : FX = FY ) = α∗ ≤ α. Â òàáëèöå 4.1 äàíû ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

sP äëÿ ðàçëè÷íûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè α = 10%, 5% è 1% è r = 1(1)5. Îòìåòèì, ÷òî â

ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (êîãäà r = 1) êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ðàâåíñòâà

sP = ⌈− log2 α⌉,

ãäå ⌈x⌉ � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå x.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå RP(r) ìîæåò áûòü íàéäåíî èíûì, îòëè÷íûì îò
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Òàáëèöà 4.1: Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ sP è óðîâíè çíà÷èìîñòè α∗ äëÿ òåñòà, îñíîâàííîãî íà
ñòàòèñòèêå RP(r)

α = 10% α = 5% α = 1%
sP α∗ sP α∗ sP α∗

r = 1 4 0.0625 5 0.03125 7 0.0078125
r = 2 6 0.0625 7 0.0351563 10 0.00585938
r = 3 7 0.0898437 9 0.0327148 12 0.00646973
r = 4 9 0.072998 10 0.0461426 14 0.00636292
r = 5 10 0.0897827 12 0.0384064 15 0.00960541

óêàçàííîãî â ýòîì ðàçäåëå, ìåòîäîì. Ðàññìîòðèì ýòîò àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä. Èìååì:

P (RP(r) < s) = P (X(s) > Y (r)) =

∫
R
P (X(s) > y)dFY (r)(y)

=
1

(r − 1)!

s−1∑
k=0

1

k!

∫
R
F̄X(y)[− ln F̄X(y)]

k [− ln F̄Y (y)]
r−1dFY (y), (4.2.4)

ãäå FY (r)(y) = P (Y (r) < y). Ïîëüçóÿñü â (4.2.4) çàìåíîé z = − ln F̄ (y), ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùåå:

P (RP(r) < s|H0) =
1

(r − 1)!

s−1∑
k=0

1

k!

∫ ∞

0

e−2zzk+r−1dz

=
s−1∑
k=0

Ck
r+k−1

(
1

2

)k+r
(s ≥ 1).

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà RP(r) èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r, 1/2). Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå RP(r) áûëî íàéäåíî

áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí RM1, . . . , RMr. Òàêîå âîçìîæíî

òîëüêî äëÿ ñòàòèñòèêè RP(r) è íåâîçìîæíî äëÿ ñòàòèñòèê RM(r) è RW(r).

Òåñò, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå äîìèíèðîâàíèÿ ìàêñèìóìà Y -ðåêîðäîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ñòàòèñòèêà äîìèíèðîâàíèÿ ìàêñèìóìà Y -ðåêîðäîâ èìååò âèä:

RM(r) = max
1≤i≤r

RMi.

Äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α îïðåäåëèì êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü {sM , sM + 1, . . .}.
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Çäåñü sM � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî s, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

P (RM(r) ≥ s|H0) = α∗ ≤ α.

Òåîðåìà 4.2.1 äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè ðàñïðåäåëåíèå RM(r) ïðè ñïðàâåäëèâîñòè H0:

P (RM(r) < s|H0) =
r∏
i=1

P (RMi < s|H0 : FX = FY )

=

[
1−

(
1

2

)s]r
(s ≥ 0).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íàõîäèì êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

sM = ⌈− log2(1− (1− α)1/r)⌉.

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà RM(r) òàêæå èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñîîòâåòñòâåííî,

çàäàííûé óðîâåíü α ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò òî÷íîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α∗. Â òàáëèöå 4.2

ïðåäñòàâëåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ sM äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè α =

10%, 5% è 1% è r = 2(1)5. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (êîãäà r = 1) òåñò, îñíîâàííûé íà

ñòàòèñòèêå äîìèíèðîâàíèÿ ìàêñèìóìà Y -ðåêîðäîâ, ñîâïàäàåò ñ òåñòîì, îñíîâàííûì íà

ñòàòèñòèêå äîìèíèðîâàíèÿ Y -ðåêîðäîâ.

Òàáëèöà 4.2: Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ sM è óðîâíè çíà÷èìîñòè α∗ äëÿ òåñòà, îñíîâàííîãî íà
ñòàòèñòèêå RM(r)

α = 10% α = 5% α = 1%
sM α∗ sM α∗ sM α∗

r = 2 5 0.06152344 6 0.03100586 8 0.00779724
r = 3 5 0.09085083 6 0.04614639 9 0.00584794
r = 4 6 0.06105035 7 0.03088569 9 0.00778964
r = 5 6 0.07572144 7 0.03845690 9 0.00972755

Òåñò, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå ñóììû ðàíãîâ Y -ðåêîðäîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêèé òåñò Âèëêîêñîíà îñíîâûâàåòñÿ íà ñòàòèñòèêå Wn1,n2 =∑n2

i=n1
Rank(Yi). Çäåñü Rank(Yi) � ðàíãè âåëè÷èí Yi â âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ïîëó÷åííîé èç âåëè÷èí Y1, . . . , Yn2 , X1,. . ., Xn1 . Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ è ïðèíè-



Ãëàâà 4. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû, ñâÿçàííûå ñ ðåêîðäàìè 97

ìàåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿH1, åñëè ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿWn1,n2 ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ.

Ìû ïðåäëîæèì òåñò àíàëîãè÷íûé òåñòó Âèëêîêñîíà � òåñò, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå

ñóìì ðàíãîâ Y -ðåêîðäîâ. Ïóñòü Rank(Y (i)) � ðàíãè ðåêîðäíûõ âåëè÷èí Y (i) â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè X è Y -ðåêîðäîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

X(1) < X(2) < Y (1) < X(3) < Y (2) < X(4) < . . .

èìååì: Rank(Y (1)) = 3 è Rank(Y (2)) = 5. Ñòàòèñòèêó êðèòåðèÿ äëÿ òàêîãî òåñòà îïðåäå-

ëèì ðàâåíñòâîì

RW(r) =
r∑
i=1

Rank(Y (i)).

Îòìåòèì, ÷òî Rank(Y (1)) = RM1 +1 è Rank(Y (i))−Rank(Y (i− 1)) = RMi+1, i = 2, 3, . . .

Òåîðåìà 4.2.1 ïîçâîëÿåò íàéòè ðàñïðåäåëåíèå RW(r) ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû H0.

Òîãäà

P (RW(r) < s|H0)

=
∑

A(r)(s)

P (Rank(Y (1)) = i1, . . . ,Rank(Y (r)) = ir | H0)

=
∑

A(r)(s)

P (Rank(Y (1)) = i1,Rank(Y (2))− Rank(Y (1)) = i2 − i1, . . . ,

Rank(Y (r))− Rank(Y (r − 1)) = ir − ir−1 | H0)

=
∑

A(r)(s)

P (RM1 = i1 − 1|H0) . . . P (RMr = ir − ir−1 − 1 | H0)

=
∑

A(r)(s)

(
1

2

)ir
,

ãäå ìíîæåñòâî A(r)(s) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

A(r)(s) = {(i1, i2, . . . , ir) : 0 < i1 < . . . < ir è i1 + i2 + . . .+ ir < s}. (4.2.5)

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñòàòèñòèêè RW(r) íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ â ïîëüçó àëü-

òåðíàòèâíîé ãèïîòåçû H1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ α êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü

èìååò âèä: {sW , sW +1, . . .}, ãäå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå sW ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ α∗. Çäåñü,
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êàê è ïðåæäå, α∗ � ìåíüøåå, íàèáîëåå áëèçêîå ê α ÷èñëî, òàêîå ÷òî sW � öåëîå ÷èñëî è

P (RW(r) ≥ sW |H0) = 1−
∑

A(r)(s)

(
1

2

)ir
= α∗ ≤ α.

Â òàáëèöå 4.3 ïðåäñòàâëåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ sW è ñîîòâåòñòâóþùèå óðîâíè çíà÷è-

ìîñòè α = 10%, 5% è 1% äëÿ r = 1(1)5. Îòìåòèì, ÷òî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (êîãäà r = 1)

ñïðàâåäëèâî: RW(1) = RM1+1 = RP(1)+1 = RM(1)+1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè r = 1

òåñòû îñíîâàííûå íà ñòàòèñòèêàõ RP(r), RM(r) è RW(r) ñîâïàäàþò.

Òàáëèöà 4.3: Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ sW è óðîâíè çíà÷èìîñòè α∗ äëÿ òåñòà, îñíîâàííîãî íà
ñòàòèñòèêå RW(r)

α = 10% α = 5% α = 1%
sW α∗ sW α∗ sW α∗

r = 1 5 0.0625 6 0.03125 8 0.0078125
r = 2 11 0.09179688 13 0.04638672 18 0.007797241
r = 3 20 0.09049988 23 0.04720116 30 0.009989381
r = 4 31 0.09705752 36 0.04505190 46 0.008946404
r = 5 45 0.09457651 51 0.04653606 64 0.009166311

Ïðèìåð 4.2.1 (ïðîäîëæåíèå)

Ïðîàíàëèçèðóåì òåñòû, îñíîâàííûå íà ñòàòèñòèêàõ RP(r), RM(r) è RW(r) íà ïðèìå-

ðå 4.2.1. Ïîñêîëüêó âòîðàÿ îáðàòíàÿ âûáîðêà ñîñòîèò òîëüêî èç 3-õ íàáëþäåíèé, ïîëîæèì

r = 3.

� Ñòàòèñòèêà äîìèíèðîâàíèÿ Y -ðåêîðäîâ ïðèíèìàåò ñëåäóþùåå çíà÷åíèå:

RP(3) = 2 + 0 + 8 = 10.

Èç òàáëèöû 4.1 íàõîäèì, ÷òî äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè 5% êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàâíî

9. ÏîñêîëüêóRP(3) = 10 ≥ 9, ìû îòâåðãàåì íóëåâóþ ãèïîòåçó è çàêëþ÷àåì, ÷òî íîâûé

ïðîèçâîäñòâåííûé ïðîöåññ áîëåå ýôôåêòèâíûé.

� Ñòàòèñòèêà äîìèíèðîâàíèÿ ìàêñèìóìà Y -ðåêîðäîâ ïðèíèìàåò ñëåäóþùåå çíà÷åíèå:

RM(3) = max{2, 0, 8} = 8.
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Èç òàáëèöû 4.2 íàõîäèì, ÷òî äëÿ 5% óðîâíÿ çíà÷èìîñòè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàâíî

6. Ïîñêîëüêó RM(3) = 8 ≥ 6, ìû îïÿòü îòâåðãàåì íóëåâóþ ãèïîòåçó îäíîðîäíîñòè.

� Ñòàòèñòèêà ñóììû ðàíãîâ Y -ðåêîðäîâ ïðèíèìàåò ñëåäóþùåå çíà÷åíèå:

RW(3) = 3 + 4 + 13 = 20.

Èç òàáëèöû 4.3 ñëåäóåò, ÷òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ óðîâíÿ 5% ðàâíî 23. Ïî-

ñêîëüêó RW(3) = 20 < 23, òî íåò îñíîâàíèé îòâåðãàòü íóëåâóþ ãèïîòåçó äëÿ óðîâíÿ

çíà÷èìîñòè 5%.

4.2.4 Ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí RMi è Rank(Y (j)) â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè

àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû Ëåìàíà

Ëåìàí [124] (Lehmann 1953) ïðåäëîæèë ïðîñòîé êëàññ àëüòåðíàòèâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ìîùíîñòè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ òåñòîâ, îñíîâàííûõ íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàíãàõ âåëè÷èí

Yi. Âåëè÷èíû Yi áåðóòñÿ èç ñîâìåñòíîé âûáîðêè, ñîñòîÿùåé èç íàáëþäåíèé X1, . . . , Xn1

è Y1, . . . , Yn2 . Îòìåòèì, ÷òî âñå òåñòû ýòîãî ïàðàãðàôà îñíîâàíû íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ðàíãàõ, òî åñòü îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì êëàññà òåñòîâ, èññëåäîâàííûõ Ëåìàíîì. Èäåÿ

Ëåìàíà ñîñòîÿëà â ðàññìîòðåíèè êëàññà àëüòåðíàòèâ, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì

H1 : FY = g(FX), (4.2.6)

ãäå g � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ íà îòðåçêå [0, 1], òàêàÿ ÷òî g(0) = 0 è

g(1) = 1. Îí ïîêàçàë, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàíãîâ ïðè ñïðàâåäëèâîñòè

àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû H1 çàâèñÿò òîëüêî îò ôóíêöèè g è íå çàâèñÿò îò FX è FY . Îí

òàêæå ïîêàçàë, ÷òî

P (Rank(Y1) = r1, . . . ,Rank(Yn2) = rn2 |H1 : FY = g(FX))

=
1

Cn1
n1+n2

E[g′(Us1,n1+n2) . . . g
′(Usn2 ,n1+n2)],

ãäå U1,n1+n2 ≤ U2,n1+n2 ≤ . . . ≤ Un1+n2,n1+n2 � ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè, ïîëó÷åííûå èç âûáîð-

êè íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Àíàëî-
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ãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ òåñòîâ, îñíîâàííûõ íà âåëè÷èíàõ RMi è Rank(Y (j)).

Òåîðåìà 4.2.2. Ïóñòü ñïðàâåäëèâà àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà Ëåìàíà H1 : FY = g(FX),

ãäå g � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [0, 1], òàêàÿ ÷òî g(0) = 0 è

g(1) = 1. Òîãäà ìîùíîñòü ëþáîãî òåñòà, îñíîâàííîãî íà âåëè÷èíàõ RMi è Rank(Y (j)), çà-

âèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè g. Ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñòàòèñòèê çàäàþòñÿ äëÿ k1, . . . , kr ≥ 0

è 1 ≤ m1 < . . . < mr ðàâåíñòâàìè:

P (RM1 = k1, . . . , RMr = kr|H1)

= E

[
g′(1− e−τ(k1+...+kr+r))e−τ(k1+...+kr+r)

r−1∏
i=1

g′(1− e−τ(k1+...+ki+i))e−τ(k1+...+ki+i)

1− g(1− e−τ(k1+...+ki+i))

]
(4.2.7)

è

P (Rank(Y (1)) = m1, . . . ,Rank(Y (r)) = mr|H1)

= E

[
g′(U(mr))[1− U(mr)]

r−1∏
i=1

g′(U(mi))[1− U(mi)]

1− g(U(mi))

]
, (4.2.8)

ãäå τ(1) < τ(2) < · · · � ðåêîðäû, ïîëó÷åííûå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

èìåþùèõ ñòàíäàðòíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à U(1) < U(2) < . . . � ðåêîðäû,

ïîëó÷åííûå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåëè÷èí, èìåþùèõ ñòàíäàðòíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-

äåëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.2. Èç ôîðìóëû (4.2.3) äëÿ ki ≥ 0, i = 1, . . . , r ïîëó÷àåì,

÷òî

P (RM1 = k1, . . . , RMr = kr|H1)

=

∫
B
g′(FX(yr))F̄X(yr)

r−1∏
i=1

g′(FX(yi))F̄X(yi)

1− g(FX(yi))
dFY (k1+1),...,Y (k1+...+kr+r)(y1, . . . , yr),

ãäå äèôôåðåíöèàë dFY (k1+1),...,Y (k1+...+kr+r)(y1, . . . , yr) áûë îïðåäåëåí â äîêàçàòåëüñòâå òåî-

ðåìû (4.2.1). Òîãäà

P (RM1 = k1, . . . , RMr = kr|H1)
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= EFX

[
g′(FX(Y (k1 + . . .+ kr + r)))F̄X(Y (k1 + . . .+ kr + r))

×
r−1∏
i=1

g′(FX(Y (k1 + . . .+ ki + i)))F̄X(Y (k1 + . . .+ ki + i))

1− g(FX(Y (k1 + . . .+ ki + i)))

]
. (4.2.9)

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 ñëó÷àéíûå âåêòîðû (1−e−τ(1), . . . , 1−e−τ(n)) è (U(1), . . . , U(n))

èìåþò îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ, èç ðàâåíñòâà (4.2.9) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

(4.2.7). Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (4.2.8) ñëåäóåò èç (4.2.7), òàê êàê

Rank(Y (j)) = j +

j∑
k=1

RMk (j = 1, 2, . . .).

�

Èç (4.2.7) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îäíîé èç íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ àëüòåðíàòèâíûõ ãèïîòåç

áóäåò ãèïîòåçà

H1 : FY = 1− (F̄X)
γ (γ ∈ (0, 1)), (4.2.10)

ãäå g(x) = 1 − (1 − x)γ, γ ∈ (0, 1). Àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

(4.2.10), ïðîñòà è åå âèä íå çàâèñèò îò èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F . Ðàññìîòðèì äàëåå

ðàñïðåäåëåíèÿ RM1, RM2, . . . ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà H1 è ôóíêöèÿ g

èìååò âèä: g(x) = 1− (1− x)γ.

Ñëåäñòâèå 4.2.1. Ïóñòü ñïðàâåäëèâà àëüòåðíàòèâà Ëåìàíà H1 : FY = 1 − (F̄X)
γ, γ ∈

(0, 1). Òîãäà âåëè÷èíû RM1, RM2, . . . íåçàâèñèìû è

P (RMi = k | H1) =
γ

γ + 1

(
1

γ + 1

)k
(i ≥ 1, k ≥ 0).

Äàëåå ìû íàéäåì ôóíêöèè ìîùíîñòè âñåõ òðåõ òåñòîâ, îáñóæäàâøèõñÿ ðàíåå.

4.2.5 Ìîùíîñòè òåñòîâ ïðè àëüòåðíàòèâàõ Ëåìàíà

Èññëåäóåì ìîùíîñòü òåñòà, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå äîìèíèðîâàíèÿ Y -ðåêîðäîâ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ βαRP(r)
(γ) (γ ∈ (0, 1)) ÿâëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ òàêîãî òåñòà ïðè óðîâíå çíà-

÷èìîñòè α è àëüòåðíàòèâå H1, îïðåäåëåííîé (4.2.10). Èç ñëåäñòâèÿ 4.2.1 ñëåäóåò, ÷òî ñòà-

òèñòèêà RP(r) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé r íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
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ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïàðàìåòðàìè
(
r, γ

γ+1

)
. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

βαRP(r)
(γ) = P (RP(r) ≥ sP |H1 : F̄Y = (F̄X)

γ)

= 1−
sP−1∑
j=0

Cj
r+j−1

(
γ

γ + 1

)r (
1

γ + 1

)j
.

Íà ðèñóíêå 4.1 èçîáðàæåíû ôóíêöèè ìîùíîñòè òåñòà, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå RP(r).

r=3

r=2

r=5

r=4

r=1

Ðèñ. 4.1: Ôóíêöèè ìîùíîñòè βαRP(r)
(γ) ïðè àëüòåðíàòèâå Ëåìàíà è r = 1(1)5, α = 0.05
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Òåîðåìà 4.2.3. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ âåëè÷èí r è α ìîùíîñòü òåñòà βαRP(r)
(γ) (γ ∈ (0, 1))

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.3. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè βαRP(r)
(γ):

d

dγ
βαRP(r)

(γ)

= −
sP−1∑
j=0

Cj
r+j−1

1

(γ + 1)2

[
r

(
γ

γ + 1

)r−1(
1

γ + 1

)j
−
(

γ

γ + 1

)r
j

(
1

γ + 1

)j−1
]

=
−r

(γ+1)γ

[
sP−1∑
j=0

Cj
r+j−1

(
γ

γ+1

)r (
1

γ+1

)j
−

sP−1∑
j=1

Cj−1
r+j−1

(
γ

γ+1

)r+1(
1

γ+1

)j−1]

=
−r

(γ + 1)γ

[
sP−1∑
j=0

Cj
r+j−1

(
γ

γ + 1

)r (
1

γ+1

)j
−

sP−2∑
j=0

Cj
r+j

(
γ

γ+1

)r+1(
1

γ+1

)j]

=
−r

(γ + 1)γ

[
P

(
nb

(
r,

γ

γ + 1

)
≤ sP − 1

)
− P

(
nb

(
r + 1,

γ

γ + 1

)
≤ sP − 2

)]
.(4.2.11)

Â ôîðìóëå (4.2.11) nb
(
r, γ

γ+1

)
è nb

(
r + 1, γ

γ+1

)
� ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå îòðè-

öàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñ ïàðàìåòðàìè
(
r, γ

γ+1

)
è
(
r + 1, γ

γ+1

)
, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïîñêîëüêó {
nb

(
r + 1,

γ

γ + 1

)
≤ sP−2

}
= { (r+1)-ìó óñïåõó ïðåäøåñòâîâàëè êàê ìèíèìóì sP−2 íåóäà÷è}

⊂ { r-ìó óñïåõó ïðåäøåñòâîâàëè êàê ìèíèìóì sP − 2 íåóäà÷è}

⊂ { r-ìó óñïåõó ïðåäøåñòâîâàëè êàê ìèíèìóì sP − 1 íåóäà÷è}

=

{
nb

(
r,

γ

γ + 1

)
≤ sP − 1

}
,

(ãäå âûøåóêàçàííûå âêëþ÷åíèÿ ñòðîãèå), èç (4.2.11) ïîëó÷àåì, ÷òî

P

(
nb

(
r + 1,

γ

γ + 1

)
≤ sP − 2

)
< P

(
nb

(
r,

γ

γ + 1

)
≤ sP − 1

)
.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî d
dγ
βαRP(r)

(γ) < 0.�
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Èç òåîðåìû 4.2.3 ñëåäóåò, ÷òî òåñò, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå RP(r), ÿâëÿåòñÿ íåñìåøåí-

íûì.

Èññëåäóåì ìîùíîñòü òåñòà, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå äîìèíèðîâàíèÿ ìàêñèìóìà Y -

ðåêîðäîâ. Ïóñòü ôóíêöèÿ βαRM(r)
(γ) (γ ∈ (0, 1)) ÿâëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ òàêîãî òåñòà ïðè

óðîâíå çíà÷èìîñòè α è àëüòåðíàòèâå Ëåìàíà, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (4.2.10). Èç ñëåä-

ñòâèÿ 4.2.1 âûòåêàåò, ÷òî

βαRM(r)
(γ) = P (RM(r) ≥ sM |H1)

= 1−
r∏
i=1

P (RMi < sM |H1)

= 1−
(
1−

(
1

γ + 1

)sM)r
, γ ∈ (0, 1).

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ r è α ôóíêöèÿ ìîùíîñòè βαRM(r)
(γ) ñòðîãî óáûâàåò íà îòðåçêå

γ ∈ (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, òåñò òàêæå íåñìåùåííûé. Íà ðèñóíêå 4.2 èçîáðàæåíû ôóíê-

öèè ìîùíîñòè äëÿ α = 5% è r = 2(1)5.

Ðèñ. 4.2: Ôóíêöèè ìîùíîñòè βαRM(r)
(γ) ïðè àëüòåðíàòèâå Ëåìàíà è r = 1(1)5, α = 0.05.
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Èññëåäóåì ìîùíîñòü òåñòà, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå ñóììû ðàíãîâ Y -ðåêîðäîâ.

Ïóñòü βαRW(r)
(γ) (γ ∈ (0, 1)) � ìîùíîñòü òàêîãî òåñòà ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α è àëüòåðíàòè-

âå Ëåìàíà, îïðåäåëåííîé (4.2.10). Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 4.2.1 è ñõîæèìè ðàññóæäåíèÿìè,

ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

βαRW(r)
(γ) = P (RW(r) ≥ sW |H1) = 1− γr

∑
A(r)(sW )

(
1

γ + 1

)ir
,

ãäå ìíîæåñòâî A(r)(s) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (4.2.5). Íà ðèñóíêå 4.3 èçîáðàæåíû ôóíê-

öèè ìîùíîñòè äàííîãî òåñòà ïðè α = 5% è r = 2(1)5.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

r = 2 r = 3

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

r = 4 r = 5

Ðèñ. 4.3: Ôóíêöèè ìîùíîñòè βαRW(r)
(γ) ïðè àëüòåðíàòèâå Ëåìàíà è r = 1(1)5, α = 0.05.

Àíàëèç ðèñóíêîâ 4.1�4.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ ìîùíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ âìåñòå ñ

ðîñòîì r. Îäíàêî óâåëè÷åíèå r òðåáóåò óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðîâ îáû÷íîé âûáîðêè è îáðàòíîé

âûáîðêè ïåðâîãî ðîäà.
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4.2.6 Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé òåñò, îñíîâàííûé íà âåëè÷èíàõ RMi

Íàéäåì ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé òåñò, îñíîâàííûé íà âåëè÷èíàõ RMi, äëÿ òå-

ñòèðîâàíèÿ ãèïîòåçû H0 : FX = FY ïðè àëüòåðíàòèâå Ëåìàíà H1 : FY = 1 − (F̄X)
γ. Åñëè

çàôèêñèðîâàòü γ ∈ (0, 1), òî îáå ãèïîòåçû, îñíîâíàÿ è àëüòåðíàòèâíàÿ, áóäóò ïðîñòûìè ãè-

ïîòåçàìè. Ê íèì ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó Íåéìàíà�Ïèðñîíà. Ïî ýòîé ëåììå ðàâíîìåðíî

íàèáîëåå ìîùíûé òåñò îòâåðãàåò ãèïîòåçó H0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P (RM1 = k1, RM2 = k2, . . . , RMr = kr|H1 : F̄Y = (F̄X)
γ)

P (RM1 = k1, RM2 = k2, . . . , RMr = kr|H0 : FX = FY )
> s0, (4.2.12)

ãäå s0 � îïðåäåëåííûì îáðàçîì âûáðàííîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 4.2.1

è ñëåäñòâèåì 4.2.1, çàïèøåì íåðàâåíñòâî (4.2.12) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γr
(

2

γ + 1

)k1+...+kr+r
> s0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â áîëåå ïðîñòîì âèäå

k1 + . . .+ kr > s∗0,

ãäå s∗0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òàêèì îáðàçîì, òåñò, îñíîâàííûé íà âåëè÷èíåRP(r), îêàçàëñÿ

ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûì òåñòîì äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ãèïîòåçû H0 : FX = FY , èìåþùåé

àëüòåðíàòèâíóþ ãèïîòåçó H1 : FY = 1− (F̄X)
γ (γ ∈ (0, 1)).

4.2.7 Àëüòåðíàòèâíûå ãèïîòåçû ñäâèãà

Àëüòåðíàòèâíûå ãèïîòåçû ñäâèãà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

H1 : FY (x) = FX(x− θ) (θ > 0). (4.2.13)

Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì áîëåå øèðîêîãî âèäà àëüòåðíàòèâ H1, îïðåäåëåííûõ ðàâåí-

ñòâîì (4.2.2). Äëÿ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ FX îíè ðàñññìàòðèâàþòñÿ êàê àëüòåðíàòèâû,

çàäàâàåìûå ôóíêöèåé g(x) = FX(F
−1
X (x) − θ). Äëÿ ýòèõ àëüòåðíàòèâ ìîæíî ïðèìåíÿòü

òåîðåìó 4.2.2. Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ g(x) = FX(F
−1
X (x) − θ) ìîæåò èìåòü ñëîæíûé

âèä. Òîãäà ðàâåíñòâî (4.2.7) íå äàñò âîçìîæíîñòè íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè-
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÷èí RM1, . . . , RMr. Ôóíêöèè ìîùíîñòè òåñòîâ, îñíîâàííûõ íà âåëè÷èíàõ RM1, . . . , RMr,

â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ìîãóò áûòü íàéäåíû òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ "õîðîøèõ" ðàñïðåäåëå-

íèé. Âîçüìåì, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå Ãóìáåëÿ FX(x) = 1−exp (−e(x−µ)/σ), σ > 0, µ ∈ R.

Àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà ñäâèãà èìååò âèä:

H1 : FY (x) = 1− exp (−e(x−θ−µ)/σ).

Îíà ñîâïàäàåò ñ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçîé ëåìàíîâñêîãî òèïà H1 : FY = 1 − (F̄X)
γ (γ =

e−θ/σ). Ìîùíîñòü òåñòà ïðè àëüòåðíàòèâå ñäâèãà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìîùíîñòè òåñòà

ïðè àëüòåðíàòèâå Ëåìàíà, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (4.2.10).

Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, FX(x) = 1 − e−λx (x > 0), íàéòè àíàëè-

òè÷åñêèé âèä ôóíêöèè ìîùíîñòè òåñòà, îñíîâàííîãî íà âåëè÷èíàõ RM1, . . . , RMr, òàêæå

íåñëîæíî. Íàéäåì âíà÷àëå èõ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 4.2.4. Ïóñòü FX(x) = 1− e−λx (x > 0) è àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà H1 èìååò

âèä:

H1 : FY (x) = FX(x− θ), θ > 0. (4.2.14)

Òîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû RM1, RM2, . . . íåçàâèñèìû è

P (RM1 = k|H1) = e−λθ
k∑
i=0

(1/2)i+1 (λθ)
k−i

(k − i)!
, k ≥ 0, (4.2.15)

P (RMj = k|H1) = (1/2)k+1, k ≥ 0, j ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.4. Èìååì:

g(1− e−x) = FX(F
−1
X (1− e−x)− θ) = 1− e−x+λθ

è
g′(1− e−x)e−x

1− g(1− e−x)
=

d

dx

[
− ln(1− g(1− e−x))

]
.

Èç òåîðåìû 4.2.2 ñëåäóåò, ÷òî

P (RM1 = k1, · · · , RMr = kr|H1)

= eλθE
[
I(τ(k1 + 1) > λθ)e−τ(k1+...+kr+r)

]
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= eλθE
[
I(τ(k1 + 1) > λθ)e−τ(k1+1)

]
E
[
e−τ(k1+···+kr+r)+τ(k1+1)

]
= eλθE

[
I(τ(k1 + 1) > λθ)e−τ(k1+1)

](1

2

)k2+...+kr+r−1

. (4.2.16)

Ðàâåíñòâî (4.2.16) ñïðàâåäëèâî â ñèëó òîãî, ÷òî âåëè÷èíû

τ(k1 + 1) è τ(k1 + . . .+ kr + r)− τ(k1 + 1)

íåçàâèñèìû è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ(k1+ . . .+kr+r)−τ(k1+1) èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïàðàìåòðàìè (k2 + . . . + kr + r − 1, 1). Èç ðàâåíñòâà (4.2.16) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû

RM1, RM2, . . . íåçàâèñèìû. Îòìåòèì, âåëè÷èíû RMi (i = 2, 3, . . .) èìåþò ãåîìåòðè÷åñêèå

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì p = 1
2
. Äëÿ íèõ òàêæå âåðíî

P (RM1 = k|H1 çàäàâàåìàÿ (4.2.14)) = eλθE
[
I(τ(k1 + 1) > λθ)e−τ(k1+1)

]
. (4.2.17)

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà τ(k + 1) èìååò ãàììà�ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (k + 1, 1), èç

óðàâíåíèÿ (4.2.17) ñëåäóåò, ÷òî

P (RM1 = k|H1) = eλθ
∫ ∞

λθ

1

k!
e−2xxkdx =

e−λθ

k!

∫ ∞

0

e−2t(t+ λθ)kdt

=
e−λθ

k!

k∑
i=0

Ci
k(λθ)

k−i
∫ ∞

0

e−2ttidt = e−λθ
k∑
i=0

(
1

2

)i+1
(λθ)k−i

(k − i)!
.

Äàííûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê çàâåðøåíèþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2.4.�

Èç òåîðåì 4.2.1, 4.2.3 ñëåäóåò, ÷òî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí RM2, RM3, . . . îäè-

íàêîâî êàê â ñëó÷àå îñíîâíîé ãèïîòåçû H0, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (4.2.1), òàê è â

ñëó÷àå àëüòåðíàòèâû ñäâèãà H1, îïðåäåëÿåìîé (4.2.14). Òåñò, îñíîâàííûé íà âåëè÷èíàõ

RM2, RM3, . . . , íå áóäåò èìåòü ñìûñëà. Çäåñü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåñòîì, îñíîâàííûì

íà RM1. Ïóñòü β
α
RP (θ) (θ > 0) � ôóíêöèÿ ìîùíîñòè òåñòà, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå RP(1).

Èç óðàâíåíèÿ (4.2.15) ñëåäóåò, ÷òî

βαRP (θ) = P (RM1 ≥ sP |H1) = 1− e−λθ
sP−1∑
k=0

k∑
i=0

(
1

2

)i+1
(λθ)k−i

(k − i)!
. (4.2.18)

Ïðè α = 0.05 è λ = 1 èç òàáëèöû 4.1 íàõîäèì, ÷òî sP = 5 (r = 1 è α = 5%). Èç (4.2.18)
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ïîëó÷àåì, ÷òî

β0.05
RP (θ) = 1 + e−θ

4∑
k=0

θk(2k−5 − 1)

k!
.

Ãðàôèê ôóíêöèè β0.05
RP (θ) (θ ∈ (0, 2)) ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 4.4.

2 4 6 8

0.2

0.4

0.6

0.8

Ðèñ. 4.4: Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè βαRP (θ) ïðè àëüòåðíàòèâå ñäâèãà è r = 1, α = 5%

4.2.8 Òåñòû, â ñëó÷àå íåäîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ðåêîðäîâ

Äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè RP(r) íåîáõîäèìî èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî

X-ðåêîðäîâ. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà äîñòàòî÷íî

ðàñïîëàãàòü íàáëþäåíèÿìè Y (r) èX(sP ), ãäå sP � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå òåñòà, îñíîâàííîãî

íà ñòàòèñòèêå äîìèíèðîâàíèÿ Y -ðåêîðäîâ. Â ñàìîì äåëå, ìû îòâåðãàåì H0, îïðåäåëÿåìóþ

ðàâåíñòâîì (4.2.1), â ïîëüçó H1, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì (4.2.2), òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà X(sP ) ≤ Y (r). Íàïðèìåð, èç òàáëèöû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî òåñò, îñíîâàííûé íà RP(3),

ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 5% òðåáóåò çíàíèÿ Y (3) è X(9). Âîçíèêàåò âîïðîñ � ìîæíî ëè

îðãàíèçîâàòü òåñò, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå äîìèíèðîâàíèÿ Y -ðåêîðäîâ, â ñëó÷àå, êîãäà

ìû ðàñïîëàãàåì ñëåäóþùèìè íàáëþäåíèÿìè Y (1), . . . , Y (r) è X(1), . . . , X(m) (m < sP )?

Èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî íåò. Ïîäòâåðäèì íàø îòâåò ôîðìàëüíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Äëÿ ýòîãî èññëåäóåì âåëè÷èíû

RMi,m = #{j ∈ {1, 2, . . . ,m} : Y (i− 1) < X(j) ≤ Y (i)} (i = 1, . . . , r)

è

RP(r,m) =
r∑
i=1

RMi,m,

ãäå, êàê è ïðåæäå, Y (0) = −∞. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí RM1,m, . . . , RMr,m

ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà 4.2.5. Äëÿ k1, . . . , kr = 0, 1, . . . ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí

RM1,m, . . . , RMr,m çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

P (RM1,m = k1, . . . , RMr,m = kr|H0 : FX = FY )

=


(
1
2

)k1+...+kr+r , k1 + . . .+ kr < m,(
1
2

)m+r−1
, k1 + . . .+ kr = m,

0, k1 + . . .+ kr > m.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.5. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà k1 + . . .+ kr < m, ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî:

P (RM1,m = k1, . . . , RMr,m = kr) = P (RM1 = k1, . . . , RMr = kr).

Åñëè æå k1 + . . .+ kr = m, òî

P (RM1,m = k1, . . . , RMr−1,m = kr−1, RMr,m = kr)

=
∞∑
i=kr

P (RM1 = k1, . . . , RMr−1,m = kr−1, RMr,m = i).

Òåïåðü íàøà òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2.1.�

Èç òåîðåìû 4.2.4 ïîëó÷àåì, ÷òî

P (RP(r,m) < s|H0) =

 P (RP(r) < s|H0 : FX = FY ) =
∑s−1

j=0 C
j
r+j−1

(
1
2

)j+r
, s ≤ m,

1, s > m.

Äëÿ óðîâíÿ α êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü òåñòà, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå RP(r,m), èìååò âèä

{sP (r,m), sP (r,m) +1, . . .}, ãäå sP (r,m) � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî s, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

P (RP(r,m) ≥ s|H0 : FX = FY )

=

[
1−

s−1∑
j=0

Cj
r+j−1

(
1

2

)j+r]
× I(s ≤ m) = α∗ ≤ α.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè s ≤ m, òî sP (r,m) = sP . Òåñò, îñíîâàííûé íà RP(r,m), ýêâèâàëåíòåí òåñòó,

îñíîâàííîìó íà RP(r). Â äðóãîì ñëó÷àå, êîãäà sP (r,m) = m+1, òåñò, îñíîâàííûé íà RP(r,m),
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íèêîãäà íå îòâåðãàåò íóëåâóþ ãèïîòåçó H0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè m < sP (êîëè÷åñòâî X-ðåêîðäîâ íåäîñòàòî÷íî), òî íåâîç-

ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü êðèòåðèé äëÿ òåñòèðîâàíèÿ H0, çàäàâàåìîé ðàâåíñòâîì

(4.2.1). Ïóñòü, íàïðèìåð, îáðàòíûå âûáîðêè ñîñòîÿò èç íàáëþäåíèé Y (1), Y (2), Y (3) è

X(1), X(2), . . . , X(7). Èç òàáëèöû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî äàííûõ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïðîâåðêè H0

íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 5%. Äëÿ äàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñòà-

òèñòèêó RP(2,7) è îòâåðãàòü H0, åñëè X(7) ≤ Y (2). Äëÿ ñòàòèñòèêè RP(3,7) ìû ìîæåì

èñïîëüçîâàòü óðîâåíü 10% è îòâåðãàòü H0, åñëè X(7) ≤ Y (3).
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� 4.3 Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà, ñîäåðæàùàÿñÿ â ðåêîðäàõ

4.3.1 Ââåäåíèå

Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x | θ). Â ïîñëåäíèå ãîäû âî ìíîãèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðàáîòàõ

îáñóæäàëàñü òåìàòèêà èíôîðìàöèè Ôèøåðà (FI), ñîäåðæàùåéñÿ â ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòè-

êàõ, â ðåêîðäíûõ è ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ. Óïîìÿíåì çäåñü ñëåäóþùèå ïóáëèêàöèè:

[21], [105], [106], [108], [204] è [228]. Ñì. òàêæå ññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ.

Â âûøåïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, ïðåäëàãàëîñü ñðàâíèâàòü FI, ñîäåðæàùó-

þñÿ â n ïåðâûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ, ñ FI, ñîäåðæàùåéñÿ â n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèÿõ.

Ðàáîòû [105], [106] è [108] ïðåäëàãàëè ñðàâíèâàòü FI, íàõîäÿùóþñÿ â n ïåðâûõ ðåêîðäíûõ

âåëè÷èíàõ è âðåìåíàõ, ñ FI, íàõîäÿùåéñÿ â n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèÿõ. Ñëåäóåò îòìå-

òèòü, ÷òî âûáîðêà, ñîñòîÿùàÿ èç n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé, ñîäåðæèò ïðèáëèçèòåëüíî

[lnn] ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, ãäå [y] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà y. Òàêèì îáðàçîì, äàæå

åñëè FI, íàõîäÿùàÿñÿ â n ïåðâûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ è âðåìåíàõ, è ïðåâîñõîäèò FI,

íàõîäÿùóþñÿ â â n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèÿõ, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ðåêîðäíûå âðåìåíà

è âåëè÷èíû áîëåå ïðèâëåêàòåëüíû äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ. ßñíî, ÷òî ðåêîðäíûå âå-

ëè÷èíû è âðåìåíà, ïîðîæäåííûå íåêîòîðîé âûáîðêîé, ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ Ôèøåðà,

êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò èíôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþñÿ â ñàìîé âûáîðêå.

Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êëàññè÷åñêàÿ âûáîðêà ìîæåò áûòü íåäîñòóïíà. Â òî

æå âðåìÿ ðåêîðäíûå âåëè÷èíû, âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå äàííîãî ýêñïåðèìåíòà, ìîãóò

áûòü èçâåñòíû. Âûáîðêà, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ðåêîðäíûõ

ñòàòèñòèê, áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ [164] è [165]. Òàêóþ âûáîðêó áûëî ïðåäëîæåíî

íàçûâàòü îáðàòíîé âûáîðêîé ïåðâîãî ðîäà. Ïîäîáíûå âûáîðêè îáñóæäàëèñü âî ââåäåíèå

äèññåðòàöèè.

Ïðè ïðîâåäåíèè íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòîâ äàæå ðåêîðäíûå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü íåäî-

ñòóïíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà ìû ïîëó÷àåì èíôîðìàöèþ òîëüêî

î êîëè÷åñòâå ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì èíòåðâàëàì. Â òàêîé ñèòó-

àöèè åñòåñòâåííî èçó÷àòü FI, ñîäåðæàùóþñÿ â ÷èñëàõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, ïðèíàäëåæà-

ùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì èíòåðâàëàì. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, êîãäà X1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
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0, 1, . . . , ìû ìîæåì èçó÷àòü FI, ñîäåðæàùóþñÿ â ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ ðàâíûõ êîëè÷åñòâó

ðåêîðäîâ èëè ñëàáûõ ðåêîðäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ òî÷êàì 0, 1, . . . Âûáîðêè ïîäîáíîãî âèäà

èçó÷àëèñü â ðàáîòå [204] è íàçâàëèñü îáðàòíûìè âûáîðêàìè âòîðîãî ðîäà.

Â ïàðàãðàôå 4.3 ìû âñÿêèé ðàç áóäåì óòî÷íÿòü êàêèå èìåííî ðåêîðäû, âåðõíèå èëè

íèæíèå, ðàññìàòðèâàþòñÿ. Òàê, âûðàæåíèÿ Xu(n) è Lu(n) áóäóò â ýòîì ïàðàãðàôå îáîçíà-

÷àòü âåðõíèå ðåêîðäíûå âåëè÷èíû è âðåìåíà, à X l(n) è Ll(n), ñîîòâåòñòâåííî, � íèæíèå.

Ïóñòü òàêæå In, In(R
u), In(R

uT u), In(M) è I(X1,n, . . . , Xi,n) áóäóò îáîçíà÷àòü FI, ñîäåð-

æàùóþñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ X1, . . . , Xn, âî âñåõ

âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîé âûáîðêå, âî âñåõ âåðõíèõ ðåêîðä-

íûõ âåëè÷èíàõ è âðåìåíàõ, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîé âûáîðêå, â ìàêñèìóìå âûáîðêè Mn è

â íèæíèõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ X1,n, . . . , Xi,n äàííîé âûáîðêè. Â ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ

íèæíèõ ðåêîðäîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâó l âìåñòî áóêâû u. Îòìåòèì, ÷òî èíôîðìàöèè

Ôèøåðà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ. Îäíàêî âî âñåõ îáîçíà÷åíèÿõ èíôîðìàöèè Ôèøåðà áóäåì

îïóñêàòü ýòó áóêâó.

Ðàáîòàÿ ñ îáðàòíûìè âûáîðêàìè ïåðâîãî ðîäà, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

Jn(R
u), Jn(R

uT u) è Jn(W ) äëÿ FI, ñîäåðæàùåéñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â n ïåðâûõ âåðõíèõ

ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ, â n ïåðâûõ âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ è âðåìåíàõ, à òàêæå â

n ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ. Äëÿ îáðàòíûõ âûáîðîê âòîðîãî ðîäà çàïèñü I(µu(a, b))

áóäåò îáîçíà÷àòü èíôîðìàöèþ Ôèøåðà, ñîäåðæàùóþñÿ â ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå µu(a, b), ò.å.

FI, îïðåäåëÿåìóþ ÷èñëîì âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (a, b).

Íàêîíåö, I(ξwn ) áóäåò îáîçíà÷àòü FI, ñîäåðæàùóþñÿ â âåëè÷èíå ξ
w
n , à I(ξ

w
n ) � èíôîðìàöèþ

Ôèøåðà, îïðåäåëÿåìóþ âåëè÷èíàìè ξw0 , . . . , ξ
w
n .

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ ðåãó-

ëÿðíîñòè, òî åñòü

I1 = E

(
∂ ln f(X | θ)

∂θ

)2

= −E
(
∂2 ln f(X | θ)

∂θ2

)
.

4.3.2 Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó÷àé

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x | θ)
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è ïëîòíîñòüþ f(x | θ) = F ′
x(x | θ). Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 4.3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè. Òîãäà

In > In(R
uT u) (n ≥ 2). (4.3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4.3.1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, òî

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (ñì. [108])

In(R
uT u) =

n∑
i=1

Ii(M)/i.

Î÷åâèäíî, ÷òî In = In(M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Mn ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòè-

ñòèêîé. Åñëè æå Mn � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, òî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ.

�

Íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâó (4.3.1), ñïðàâåäëèâî è äëÿ íèæíèõ ðåêîðäîâ.

Óìåñòíî òàêæå ïðèâåñòè ðåçóëüòàò ðàáîòû [108], â êîòîðîé ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé

àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé F (x | θ) è n > 1 ñïðàâåäëèâî:

Jn(R
u) < Jn(R

uT u), Jn(R
l) < Jn(R

lT l).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå F (x | θ) (ñ ïëîòíîñòüþ f(x | θ)) ïðèíàäëåæèò

ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé Exp1(θ) (èëè Exp2(θ)), åñëè ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ôóíêöèè

c(θ) è k(x), òàêèå ÷òî f(x|θ)
1−F (x|θ) = c(θ)k(x) (èëè f(x|θ)

F (x|θ) = c(θ)k(x)). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî

÷òîáû F ∈ Exp1(θ), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f(x | θ) = c(θ)k(x) exp{−c(θ)K(x)}.

Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ òîãî ÷òîáû F ∈ Exp2(θ), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f(x | θ) =

c(θ)k(x) exp{c(θ)K(x)}, ãäå K(x) =
∫ x
−∞ k(u)du äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ. Òàêèì îáðàçîì, Exp1(θ)

è Exp2(θ) âõîäÿò â áîëåå øèðîêîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, ïëîòíîñòè

êîòîðûõ èìåþò âèä:

f(x | θ) = h(x)c(θ)e
∑k

i=1 wi(θ)ti(x),

ãäå h, c > 0, wi, ti � íåêîòîðûå èçìåðèìûå ôóíêöèè.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ áûëè äîêàçàíû â ðàáîòå [21]:

(1) åñëè F ∈ Exp1(θ), òî In = Jn(R
u);
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(2) Xu(n) � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ θ â îáðàòíîé âûáîðêå ïåðâîãî ðîäà

Xu(1), . . . , Xu(n) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ∈ Exp1(θ).

Ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå (1) è (2), ñïðàâåäëèâû è äëÿ íèæíèõ ðåêîðäîâ è ñåìåéñòâà

ðàñïðåäåëåíèé Exp2(θ).

Â ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò Exp1(θ) èëè Exp2(θ), ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî I1 =
(
c′(θ)
c(θ)

)2
. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4.3.2. Ñòàòèñòèêà Xu(n) äîñòàòî÷íà äëÿ θ â îáðàòíîé âûáîðêå

Xu(1), . . . , Xu(n) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ∈ Exp1(θ). Â ýòîì ñëó÷àå

Jn(R
u) = n

(
c′(θ)

c(θ)

)2

. (4.3.2)

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ íèæíèõ ðåêîðäîâ è ñåìåéñòâà Exp2(θ).

Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà, ñîäåðæàùàÿñÿ â âåðõíèõ (íèæíèõ) ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ è

âðåìåíàõ, èçâëå÷åííûõ èç ïîïóëÿöèè, ïðèíàäëåæàùåé ýêñïîíåíöèàëüíûì ñåìåéñòâàì

Exp1(θ),Exp2(θ), îáñóæäàëàñü â íàøåé ðàáîòå [204]. Â òåîðåìå 4.3.1 ïðèâåäåí îäèí èç

ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 4.3.1. Ïðè ëþáîì n ≥ 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

In(R
uT u) =

(
c′(θ)

c(θ)

)2 n∑
i=1

1/i, F ∈ Exp2(θ), (4.3.3)

In(R
lT l) =

(
c′(θ)

c(θ)

)2 n∑
i=1

1/i, F ∈ Exp1(θ). (4.3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3.2. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (4.3.4). Ðàâåíñòâî (4.3.3) äîêàçû-

âàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

In(R
lT l) =

n−1∑
i=0

∫
R

[
−∂

2 ln f(x | θ)
∂θ2

− i
∂2 ln(1− F (x | θ))

∂θ2

]
{1− F (x | θ)}if(x | θ)dx , (4.3.5)

âçÿòûì èç ðàáîòû [108]. Â íàøåì ñëó÷àå åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

In(R
lT l) =

n−1∑
i=0

∫
R
[{− ln c(θ)}′′ + (i+ 1)K(x)c′′(θ)] c(θ)k(x)e−(i+1)c(θ)K(x)dx.
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Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ïîëó÷àåì (4.3.4).�

Â êîíòåêñòå ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ 4.3.1 èíòåðåñíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå

ðàçíîñòåé In − In(R
lT l) è In − In(R

uT u). Èç ñîîòíîøåíèé (4.3.3) è (4.3.4) âûòåêàåò, ÷òî

In − In(R
uT u) =

(
c′(θ)

c(θ)

)2

(n− lnn− γ − 1

2n
+O(1/n2)), F ∈ Exp2(θ),

In − In(R
lT l) =

(
c′(θ)

c(θ)

)2

(n− lnn− γ − 1

2n
+O(1/n2)), F ∈ Exp1(θ),

ãäå γ = 0.577 . . . � êîíñòàíòà Ýéëåðà. Åñëè æå F íå ïðèíàäëåæèò Exp1(θ) èëè Exp2(θ), òî

ðàçíîñòè In − In(R
lT l) è In − In(R

uT u) ìîãóò áûòü íàéäåíû ÷èñëåííî. Ïîëüçóÿñü (4.3.5),

åùå îäíèì ñîîòíîøåíèåì èç ðàáîòû [108]

In(R
uT u) =

n−1∑
i=0

∫
R

[
−∂

2 ln f(x | θ)
∂θ2

− i
∂2 ln(F (x | θ))

∂θ2

]
{F (x | θ)}if(x | θ)dx ,

à òàêæå ïàêåòîì MAPLE, ìû ïðîâåëè ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ðàçíîñòåé

In − In(R
uT u) è In − In(R

lT l)

äëÿ äâóõ èçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â ïðèìåðå 4.3.4.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû Øîððîêà (ëåììà 3.2.3) ìîæíî èñêàòü èíôîðìàöèþ Ôèøåðà, ñîäåð-

æàùóþñÿ â âåëè÷èíå µu(a, b). Â íàøåé ðàáîòå [204] áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 4.3.1. Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà (î íåèçâåñòíîì ïàðàìåòðå θ), ñîäåðæàùàÿñÿ â âå-

ëè÷èíå µu(a, b), îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

I(µu(a, b)) =
(λ′θ(a, b, θ))

2

λ(a, b, θ)
,

ãäå λ(a, b, θ) = − ln
(

1−F (b,θ)
1−F (a,θ)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.3.1. Ïóñòü

fi(a, b, θ) = P (µu(a, b) = i) =
e−λ(a,b,θ)λi(a, b, θ)

i!
.
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Òîãäà

I(µu(a, b)) =
∞∑
k=0

fk(a, b, θ)

(
−∂

2 ln fk(a, b, θ)

∂θ2

)
=

∞∑
k=0

e−λ
λk

k!
{λ′′θθ − k(lnλ)′′θθ} =

(λ′θ)
2

λ
.

�

Ðåçóëüòàò ëåììû 4.3.1 ñïðàâåäëèâ è äëÿ íèæíèõ ðåêîðäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå λ(a, b, θ) =

− ln
(
F (a,θ)
F (b,θ)

)
.

Èçó÷åíèå èíôîðìàöèè Ôèøåðà, ñîäåðæàùåéñÿ â ðåêîðäíûõ ñòàòèñòèêàõ, âàæíî äëÿ

ïîñòðîåíèÿ îöåíîê, îñíîâàííûõ íà ðåêîðäíûõ ñòàòèñòèêàõ. Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò â ýòîì

íàïðàâëåíèè áûëà ðàáîòà [164], â êîòîðîé áûëè ïðåäëîæåíû íåñìåùåííûå îöåíêè äëÿ

ïàðàìåòðîâ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äàííûå îöåíêè îñíîâûâàëèñü íà íèæíèõ

ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ, à òàêæå íà íèæíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ è âðåìåíàõ êàê ïðèíàä-

ëåæàùèõ äàííîé âûáîðêå, òàê è âçÿòûõ èç îáðàòíûõ âûáîðîê ïåðâîãî ðîäà. Ïîçäíåå â

ðàáîòå [108] äîêàçàëè àñèìïòîòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü âûøåóïîìÿíóòûõ îöåíîê. Â ðàáî-

òå [105] ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû íà ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Exp1(θ) è Exp2(θ). Â

äàííîì êîíòåêñòå öåëåñîîáðàçíî óïîìÿíóòü ðàáîòû [47], [48], [49], â êîòîðûõ ïðåäëàãàëèñü

ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé, èìåþùèõ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèåñÿ

õâîñòû.

Èìåÿ îáðàòíûå âûáîðêè âòîðîãî ðîäà è èñïîëüçóÿ ëåììó 3.2.3 è ëåììó 4.3.1, ìîæíî

ñòðîèòü ýôôåêòèâíûå îöåíêè, îñíîâàííûå íà âåëè÷èíàõ µu è µl. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàññìàò-

ðèâàòü ñåðèè íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Êàæäûé èç òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñîäåðæèò ñâîè

âåëè÷èíû µu è µl.

Ïðèìåðû ðàçäåëà 4.3.3.

Ïðèìåð 4.3.1. Ïóñòü

F (x, θ) = 1− e−c(θ)x (x > 0, c(θ) > 0 ∀θ).

Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèíàäëåæèò Exp1(θ). Èç ðàáîòû [21], à òàêæå èç ôîðìóëû
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(4.3.2), ñëåäóåò, ÷òî

In = Jn(R
u) = n

(
c′(θ)

c(θ)

)2

.

Â äàííîì ñëó÷àå ñòàòèñòèêà Xu(n) äîñòàòî÷íà äëÿ θ â îáðàòíîé âûáîðêå ïåðâîãî ðîäà

Xu(1), . . . , Xu(n). Ïóñòü c(θ) = 1/θ. Îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì. [164])

áóäåò èìåòü âèä

θ̂(1)n =
Xu(n)

n
.

Îíà áóäåò íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé è ýôôåêòèâíîé îöåíêîé. Èç ðàâåíñòâà (4.3.4)

ñëåäóåò, ÷òî

In(R
lT l) =

(
c′(θ)

c(θ)

)2 n∑
i=1

1/i.

Â ðàáîòå [164] áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ïàðàìåòðà θ (îñíîâàííàÿ íà íèæ-

íèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ è âðåìåíàõ):

θ̂(2)n =

∑N l
n

i=1∆
l
iX

l(n)

(N l
n + 1)E

(
N l

n

N l
n+1

) ,
çäåñü ∆l

i = Ll(i + 1) − Ll(i), i = 1, . . . , N l
n − 1,∆l

N l
n
= n + 1 − Ll(N l

n) è N l
n � îáîçíà÷à-

åò êîëè÷åñòâî íèæíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ñðåäè X1, . . . , Xn. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòà

îöåíêà èìååò íàèìåíüøóþ äèñïåðñèþ ñðåäè âñåõ îöåíîê âèäà: g(N l
n)
∑N l

n
i=1∆

l
iX

l(i), ãäå g

� íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì ñåðèþ èç n íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ìû ïî-

ëó÷àåì âûáîðêó, èçâëåêàåìóþ èç ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîïóëÿöèè. Ïóñòü c(θ) = θ, è â òå-

÷åíèè i-ãî ýêñïåðèìåíòà ìû ìîæåì ïîäñ÷èòûâàòü êîëè÷åñòâî âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âåëè-

÷èí, ïîïàäàþùèõ â èíòåðâàë (a, b). Èç ëåììû 4.3.1 ñëåäóåò, ÷òî λ(a, b, θ) = θ(b − a) è

I(µui (a, b)) =
b−a
θ
. Ïî ïîñòðîåíèþ îöåíêà

θ̂(3)n =

∑n
i=1 µ

u
i (a, b)

n(b− a)

áóäåò íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé è ýôôåêòèâíîé. Â ñëó÷àå åäèíñòâåííîãî ýêñïåðèìåí-

òà ìîæíî ðàññìîòðåòü îöåíêó θ̂
(4)
b = µu(a,b)

b−a (b > a). Î÷åâèäíî, ÷òî

Eθ̂
(4)
b = θ è Dθ̂

(4)
b =

1

I(µu(a, b))
→ 0
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äëÿ b→ ∞.

Ïðèìåð 4.3.2. Ïóñòü

F (x | θ) = xθ (0 < x < 1, θ > 0).

Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèíàäëåæèò Exp2(θ). Ñòàòèñòèêà X
l(n) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé

äëÿ ïàðàìåòðà θ â âûáîðêå X l(1), . . . , X l(n).

Îòìåòèì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà, îñíîâàííàÿ íà âåðõíèõ ðåêîðä-

íûõ âåëè÷èíàõ è âðåìåíàõ, áûëà ïðåäëîæåíà â [105]. Ïóñòü âåëè÷èíà µli(a, b) íàáëþäàåòñÿ

â ñåðèè èç n íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Òîãäà θ̂
(5)
n =

∑n
i=1 µ

l
i(a,b)

n ln(b/a)
(0 < a < b < 1) áóäåò

íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé è ýôôåêòèâíîé îöåíêîé äëÿ θ. Â ñëó÷àå åäèíñòâåííîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà ðàññìîòðèì îöåíêó θ̂
(6)
b = µl(a,b)

ln(b/a)
. Çäåñü Eθ̂

(6)
b = θ è D θ̂

(6)
b = 1

I(µl(a,b))
→ 0, ïðè

a→ 0+.

Óìåñòíî óïîìÿíóòü ñëåäóþùåå. Â ñëó÷àå, êîãäà F ∈ Exp1(θ) (Exp2(θ)), îöåíêà ïàðà-

ìåòðà θ, îñíîâàííàÿ íà âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ è âðåìåíàõ (íèæíèõ ðåêîðäíûõ

âåëè÷èíàõ è âðåìåíàõ), åùå íå íàéäåíà.

Ïðèìåð 4.3.3. Â ýòîì ïðèìåðå ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ ïðåäåëüíîãî ýêñ-

òðåìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà. Èç òàáëèöû 4.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

äàííûõ ðàñïðåäåëåíèé (ïîäîáíûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü è äëÿ äðóãèõ èçâåñòíûõ ðàñïðå-

äåëåíèé è êàðòèíà áûëà àíàëîãè÷íîé) ðàçíîñòè In − In(R
lT l) è In − In(R

uT u) èìåþò

íàèìåíüøèå çíà÷åíèé ïðè n = 2. Åñëè óâåëè÷èâàòü n, òî îíè áûñòðî ðàñòóò.
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Òàáëèöà 4.4: ×èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ ïðåäåëüíîãî ýêñòðåìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà

ðàñïðåäåëåíèÿ n θ2(In − In(R
lT l)) θ2(In − In(R

uT u))
1 0 0
2 0.608 0.965

F (x) = exp(−e−θx) 3 1.402 2.089
−∞ < x <∞, θ > 0 4 2.28 3.269

5 3.204 4.483
10 8.139 10.851
20 18.729 24.539
30 29.936 39.014
40 41.62 53.995
50 53.695 69.337
100 118.197 149.214

Âåéáóëëà 1 0 0

F (x) = 1− e−x
θ

2 0.621 0.254
x > 0, θ > 0 3 1.419 0.91

4 2.306 1.677
5 3.245 2.5
10 8.323 6.973
20 19.155 16.564
30 30.283 26.487
40 41.533 36.589
50 52.851 46.813
100 109.886 99.02

4.3.3 Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà, ñîäåðæàùàÿñÿ â ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ è â

÷èñëàõ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Â ðàçäåëå 4.3.3 ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ 0, 1, . . ., òàêèå ÷òî F (n | θ) < 1 äëÿ ëþáîãî

n ≥ 0. Ïîñëåäíåå óñëîâèå íåîáõîäèìî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè. Íàïîìíèì

(ñì. ôîðìóëó 3.2.4), ÷òî ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí

èìååò âèä:

P{Xw(1) = k1, . . . , X
w(n) = kn} =

(
n−1∏
i=1

pki
qki

)
pkn , 0 ≤ k1 ≤ . . . ≤ kn,

à íåçàâèñèìûå ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûå ÷èñëà ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ξwi (ñì.

ëåììó 3.2.4 è ïðåäñòàâëåíèå 3.2.1) ñâÿçàíû ñî ñëàáûìè ðåêîðäíûìè âåëè÷èíàìè ðàâåí-



Ãëàâà 4. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû, ñâÿçàííûå ñ ðåêîðäàìè 121

ñòâîì

P{Xw(n) > m} = P{ξw0 + ξw1 + . . .+ ξwm < n} (n ≥ 1 m ≥ 0).

Î÷åâèäíî, ÷òî FI, ñîäåðæàùàÿñÿ â n ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Jn(W ) =
∑

0≤k1≤...≤kn

− ∂2

∂θ2
lnP{Xw(1) = k1, . . . , X

w(n) = kn} ×

P{Xw(1) = k1, . . . , X
w(n) = kn}. (4.3.6)

Îòìåòèì, ÷òî â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ Jn(W ) ìîæíî èñêàòü íåïîñðåäñòâåííî, ïîëüçóÿñü ñîâ-

ìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí è ôîðìóëîé (4.3.6). Ýòî äåëàåòñÿ

íèæå â ïðèìåðå 4.3.4 äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Àíàëèòè÷åñêîå íàõîæäåíèå

Jn(W ) (n > 1) äëÿ áîëüøèíñòâà äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàòðóäíèòåëüíî. Â ýòîì ñëó-

÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû.

Ïóñòü Lθ � êëàññ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé F (n | θ), èìåþùèõ õâîñòû:

qn = qn(θ) = (1− g(θ)α1)(1− g(θ)α2) · · · (1− g(θ)αn), n ≥ 1,

ãäå g(θ) > 0 � íåêîòîðàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, αi (i ≥ 1) � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü, òàêàÿ ÷òî ∀ θ, i ñïðàâåäëèâî: g−1(θ) > αi è
∑∞

i=1 αi = ∞. Îòìåòèì, ÷òî åñëè

αi = 1 (i ≥ 1), òî ðàñïðåäåëåíèå F (n | θ) ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì.

Òåîðåìà 4.3.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòàòèñòèêà Xw(n) áûëà äîñòàòî÷íîé äëÿ ïàðàìåòðà

θ â âûáîðêå Xw(1), . . . , Xw(n), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû F ∈ Lθ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3.2. Äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ äàííîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé

èìååì:

P{Xw(1) = k1, . . . , X
w(n) = kn}

=

(
n−1∏
i=1

αki+1

)
[(1− g(θ)α1) . . . (1− g(θ)αkn)g

n(θ)αkn+1] .

Èç ôàêòîðèçàöèîííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñòàòèñòèêà Xw(n) áóäåò äîñòàòî÷íîé äëÿ

ïàðàìåòðà θ.
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Íåîáõîäèìîñòü. Èç äîñòàòî÷íîñòè ñòàòèñòèêè Xw(n) ñëåäóåò, ÷òî

∀n ≥ 2,

(
n−1∏
i=1

pki(θ)

qki(θ)

)
pkn(θ) = h1(k1, . . . , kn)h2(kn | θ),

ãäå h1, h2 � íåêîòîðûå èçìåðèìûå ôóíêöèè. Ïîëó÷àåì, ÷òî îòíîøåíèå
pki (θ)

qki (θ)
èìååò âèä

αkig(θ). Èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò, ÷òî F ∈ Lθ.�

Ïóñòü äàíà îáðàòíàÿ âûáîðêà âòîðîãî ðîäà, òî åñòü äàíû âåëè÷èíû ξw0 , . . . , ξ
w
n . Ðåçóëüòàò

ëåììû 4.3.2 ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

I(ξwn ) = I(ξw0 ) + . . .+ I(ξwn )

è ëåììû 3.2.4.

Ëåììà 4.3.2. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

I(ξwn ) =
∂2

∂θ2
ln qn+1(θ) +

n∑
i=0

1− βi(θ)

βi(θ)

(
− ∂2

∂θ2
ln(1− βi(θ))

)
. (4.3.7)

4.3.4 Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà, ñîäåðæàùàÿñÿ â âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ

Â ðàçäåëå 4.3.4 ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ 0, 1, . . ., ïðè÷åì F (n | θ) < 1 äëÿ ëþáîãî n ≥ 0.

Ïóñòü Xu(1), Xu(2) . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí. Äëÿ âåðõíèõ

ðåêîðäíûõ âåëè÷èí îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ϑi, ϑi,n (i = 0, 1, . . .) ðàâåíñòâàìè:

ϑi,n = k, åñëè k èç n ïåðâûõ âåðõíèõ ðåêîðäíûõ

âåëè÷èí çàðåãèñòðèðîâàíî â òî÷êå i (k = 0, 1),

ϑi = k, åñëè k âåðõíèõ ðåêîðäíûõ

âåëè÷èí çàðåãèñòðèðîâàíî â òî÷êå i (k = 0, 1).
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Îïðåäåëèì òàêæå ñóììû ýòèõ âåëè÷èí

Si,n =
i∑

j=0

ϑj,n, Si =
i∑

j=0

ϑj, S−1,n ≡ S−1 ≡ 0.

Èçâåñòíî (ñì. ëåììó 3.2.2), ÷òî âåëè÷èíû ϑi íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè

ñ ïàðàìåòðàìè 1 − βi. Âåëè÷èíû ϑi,n òàêæå èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè. Îäíàêî îíè

çàâèñèìû. Èõ óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

P{ϑk,n = 1|Sk−1,n} =

 1− βk, åñëè Sk−1,n < n,

0, åñëè Sk−1,n = n.
(4.3.8)

Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà (ϑ0,n, . . . , ϑk,n) | Sk,n < n) òî æå, ÷òî è áåçóñëîâíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå âåêòîðà (ϑ0, . . . , ϑk), òî åñòü

P{ϑ0,n = δ0, ϑ1,n = δ1, . . . , ϑk,n = δk | Sk,n < n} =
k∏
i=0

(1− βi)
δiβ1−δi

i , (4.3.9)

ãäå δi = 0, 1

Òåîðåìà 4.3.3. Èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà, ñîäåðæàùàÿñÿ â n ïåðâûõ âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âå-

ëè÷èíàõ, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

Jn(R
u) =

∞∑
k=0

P{Sk−1 < n} 1

(1− βk)βk

(
∂(1− βk)

∂θ

)2

.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3.3. Ïîëüçóÿñü (4.3.8), çàïèøåì ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

âåëè÷èí ϑk,n:

P{ϑ0,n = δ0, ϑ1,n = δ1, . . .}

=
∞∏
k=0

[
(1− βk)

δkβ1−δk
k I{Sk−1,n<n} + I{δk=0}I{Sk−1,n=n}

]
.

Ïîñêîëüêó FI, ñîäåðæàùàÿñÿ â n ïåðâûõ âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ, ðàâíà FI, ñîäåð-

æàùåéñÿ â ϑ0,n, ϑ1,n, . . ., ïîëó÷àåì, ÷òî

Jn(R
u) =

∞∑
k=0

P{Sk−1,n < n}
(
−(1− βk)

∂2 ln(1− βk)

∂θ2
− βk

∂2 ln βk
∂θ2

)
.

Èç ôîðìóëû (4.3.9) ñëåäóåò ðàâåíñòâî P{Sk−1,n < n} = P{Sk−1 < n}. Äëÿ çàâåðøåíèÿ
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äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü îòìåòèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà

−(1− βk)
∂2 ln(1− βk)

∂θ2
− βk

∂2 ln βk
∂θ2

=
1

βk(1− βk)

(
∂(1− βk)

∂θ

)2

.

�

Ïðèìåðû ðàçäåëà 4.3.4.

Ïðèìåð 4.3.4. Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

P{X1 = k} = g(θ)(1− g(θ))k (k ≥ 0, θ > 1).

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (4.3.6), ïîëó÷àåì, ÷òî

In = Jn(W ) = n

[
− ∂2

∂θ2
ln g(θ) +

1− g(θ)

g(θ)

(
− ∂2

∂θ2
ln(1− g(θ))

)]

= n
(g′(θ))2

g2(θ)(1− g(θ))

Çäåñü FI, ñîäåðæàùàÿñÿ â n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèÿõ è â n ïåðâûõ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ

âåëè÷èíàõ, îäèíàêîâà. Èç (4.3.7) ñëåäóåò, ÷òî

I(ξwn ) = (n+ 1)

[
− ∂2

∂θ2
ln(1− g(θ)) +

g(θ)

(1− g(θ))

(
− ∂2

∂θ2
ln g(θ)

)]
.

Ïóñòü g1(θ) = 1/θ. Òîãäà îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, îñíîâàííàÿ íà n ïåðâûõ

ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ, áóäåò èìåòü âèä: θ̂
(7)
n = Xw(n)

n
+ 1. Î÷åâèäíî, ÷òî θ̂

(7)
n �

íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ è ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà. Çäåñü Xw(n) � ìèíèìàëüíàÿ äî-

ñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà â îáðàòíîé âûáîðêå ïåðâîãî ðîäà Xw(1), . . . , Xw(n). Åñëè æå

g2(θ) =
θ
θ+1

(θ > 0), òî βi =
1

1+θ
è Eξi = θ. Îöåíêà θ̂

(8)
n =

ξw0 +ξw1 +...+ξwn
n+1

áóäåò íåñìåùåííîé,

ñîñòîÿòåëüíîé è ýôôåêòèâíîé äëÿ θ.

Ðàññìîòðèì èíôîðìàöèþ Ôèøåðà, ñîäåðæàùóþñÿ â âåðõíèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ.

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà

Jn(R
u) = n

(g′(θ))2

g2(θ)(1− g(θ))

Äåéñòâèòåëüíî, èç òîãî ÷òî âåëè÷èíà Sk−1 èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
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ìåòðàìè k è g(θ), à òàêæå èç òåîðåìû 4.3.3, ñëåäóåò, ÷òî

Jn(R
u) =

(g′(θ))2

g(θ)(1− g(θ))

(
n+

∞∑
k=n

n−1∑
i=0

P{Sk−1 = i}

)

(g′(θ))2

g(θ)(1− g(θ))

(
n+

n−1∑
i=0

∞∑
k=i

Ci
kg

i(θ)(1− g(θ))k−i −
n−1∑
i=0

n−1∑
k=i

C i
kg

i(θ)(1− g(θ))k−i

)
.

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì
∑∞

k=iC
i
kp
i(1− p)k−i = 1/p, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

Jn(R
u) =

(g′(θ))2

g(θ)(1− g(θ))

(
n+

n

g(θ)
− n

)

Èòàê, äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì: FI, ñîäåðæàùàÿñÿ â n ïåðâûõ âåðõ-

íèõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ, FI, ñîäåðæàùàÿñÿ â n ïåðâûõ ñëàáûõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èíàõ è

FI, ñîäåðæàùàÿñÿ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ, îäèíàêîâà.

Ïðèìåð 4.3.5. Ïóñòü qi(θ) =
1

(i+1)(θ+1)i
(i ≥ 0, θ > 0). Òîãäà βi(θ) =

i+1
(i+2)(θ+1)

è

Eξwi = θ +
θ + 1

i+ 1
, (4.3.10)

E(ξwi − θ)2 =
(i2 + 4i+ 5)θ2 + (i2 + 5i+ 8)θ + i+ 3

(i+ 1)2
. (4.3.11)

Ïóñòü, êàê è â ïðèìåðå 4.3.4, θ̂
(9)
n =

ξw0 +ξw1 +...+ξwn
n+1

. Ïóñòü A(n, θ) = (θ+1)
n+1

∑n
i=0

1
i+1

. Èç

(4.3.10) è (4.3.11) ñëåäóåò, ÷òî Eθ̂
(9)
n = θ + A(n, θ) (θ̂

(9)
n � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåí-

íàÿ îöåíêà) è Dθ̂
(9)
n = θ(θ+1)

n+1
+O

((
lnn
n

)2)
. Ïîëüçóÿñü (4.3.7), ïîëó÷àåì ôîðìóëó

I(ξwn ) =
n+ 1

θ(θ + 1)
+O(lnn).

Ïîñêîëüêó I(ξwn )Dθ̂
(9)
n → 1, θ̂

(9)
n � àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà. Îòìåòèì, ÷òî

äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ θ, ε > 0, ñóùåñòâóåò N , òàêîé ÷òî ∀ n > N ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî A(n, θ) < ε. Äëÿ n > N ìîæíî çàïèñàòü

P (| θ̂(9)n − θ |> ε) < P (| θ̂(9)n − θ − A(n, θ) |> ε− A(n, θ)).
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Èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ñëåäóåò, ÷òî

P (| θ̂(9)n − θ |> ε) <
E(θ̂

(9)
n − Eθ̂

(9)
n )2

(ε− A(n, θ))2
<

∑n
i=0D ξwi

(n+ 1)2(ε− A(N + 1, θ))
=

(θ + 1)(n+ 1) +O(lnn)

(n+ 1)2(ε− A(N + 1, θ))
→ 0 (n→ ∞).

Ïîñëåäíåå àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò ñîñòîÿòåëüíîñòü θ̂
(9)
n .
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� 4.4 Òåñò, îñíîâàííûé íà ðåêîðäàõ ñ ïîäòâåðæäåíèåì

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷åíû äâå íåçàâè-

ñèìûå ìåæäó ñîáîé âûáîðêè, ñîñòîÿùèå èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïåðâàÿ âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ X-âûáîðêîé (ñì. ïàðàãðàô 3.1) ñ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F , à âòîðàÿ � (X,Y )-âûáîðêîé ñ íåïðåðûâíûìè F è G. Ïóñòü

L̃x(2) îáîçíà÷àåò âòîðîå ðåêîðäíîå âðåìÿ ñ ïîäòâåðæäåíèåì, ïîëó÷åííîå èç ïåðâîé âûáîð-

êè, à L̃x,y(2) � âòîðîå ðåêîðäíîå âðåìÿ ñ ïîäòâåðæäåíèåì, ïîëó÷åííîå èç âòîðîé âûáîðêè.

Ìû ïðåäëîæèì òåñò, îñíîâàííûé íà ðåêîðäíûõ âðåìåíàõ ñ ïîäòâåðæäåíèåì, êîòîðûé ïîç-

âîëèò îòëè÷èòü îäíó âûáîðêó îò äðóãîé, òî åñòü îïðåäåëèòü ïðèñóòñòâóþò ëè â äàííîé

âûáîðêå íåòèïè÷íûå íàáëþäåíèÿ Yj. Òåñò áóäåò îñíîâàí íà îöåíêå, ïîëó÷åííîé ïî ìåòîäó

ìîìåíòîâ. Êàê óæå óïîìèíàëîñü â ðàçäåëå 3.2.7, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå L̃x(n) (n ≥ 2)

íå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî èç (3.2.18) ñëåäóåò, ÷òî

ET x =
1

2(k + 1)
,

ãäå T x = 1
L̃x(2)+1

.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ F è G èìåþò îäèí è òîò æå íîñèòåëü èXi

st
< Yj,

ãäå
st
< îáîçíà÷àåò ñòîõàñòè÷åñêîå ñðàâíåíèå âåëè÷èèí Xi è Yj. Äàííîå ñðàâíåíèå ïîäðàçó-

ìåâàåò, ÷òî íàáëþäåíèÿ Yj èìåþò áîëüøå øàíñîâ ñòàòü ðåêîðäíûìè âåëè÷èíàìè â âûáîðêå

(X, Y ). Çàäàäèì îñíîâíóþ ãèïîòåçó H0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

âûáîðêà ñîñòîèò òîëüêî èç íàáëþäåíèé Xi.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà H0, òî ìû èìååì X-âûáîðêó. Çàäàäèì àëüòåð-

íàòèâíóþ ãèïîòåçó H1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïåðâûì íàáëþäåíèåì âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ X1,

ñðåäè îñòàëüíûõ íàáëþäåíèé åñòü õîòÿ áû îäíî íàáëþäåíèå Yj.

Òî åñòü, åñëè ñïðàâåäëèâà H1, òî ìû èìååì (X, Y )-âûáîðêó. Ïîñêîëüêó Xi

st
< Yj, ðàçóìíî

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà H1, òî âòîðîå ðåêîðäíîå âðåìÿ ïîÿâèòñÿ
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ðàíüøå. Òî åñòü T x
st
< T x,y, ãäå T x,y = 1

L̃x,y(2)+1
. Åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà H1, òî âåëèêè

øàíñû, ÷òî áîëüøèíñòâî ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà çíà÷åíèé T áóäåò áîëü-

øå, ÷åì ET x = 1
2(k+1)

. Äàííûå ðàññóæäåíèÿ ïîìîãàþò îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü:

T > c + 1
2(k+1)

, ãäå c > 0 � íàäëåæàùåå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå è T � ñðåäíåå çíà÷åíèå âû-

áîðêè T1, . . . , TN . Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå c ìîæåò áûòü íàéäåíî ïðèáëèçèòåëüíî ñ ïîìîùüþ

öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Â ñàìîì äåëå, äëÿ óðîâíÿ α èìååì:

α = P

(
T > c+

1

2(k + 1)
| H0

)
= P

(
T x1 + . . .+ T xN − N

2(k+1)√
D(T x1 + . . .+ T xN)

>
cN√

D(T x1 + . . .+ T xN)
| H0

)

≈ P

(
Z >

cN√
D(T x1 + . . .+ T xN)

| H0

)
,

ãäå Z � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Äëÿ áîëüøèõ N ñïðàâåäëèâî ïðè-

áëèæåííîå ðàâåíñòâî

1− Φ

(
c
√
N√

DT x1

)
≈ α, (4.4.1)

ãäå Φ � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ N ≥ 100, α1 = 0.1, α2 =

0.05, α3 = 0.01 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé k èç ôîðìóëû (4.4.1) ïîëó÷åíà òàáëèöà êðèòè÷åñêèõ

çíà÷åíèé (òàáëèöà 4.5).

Ïðèìåð 4.4.1. (à) Ìû ïðîâåëè 2 ýêñïåðèìåíòà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ìû

ãåíåðèðîâàëè äâå (X, Y )-âûáîðêè ïî 1000 íàáëþäåíèé â êàæäîé. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå

áîëüøèíñòâî íàáëþäåíèé èìåëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F1(x) = 1 − e−x, íî 7-å, 10-å,

13-å è 15-å íàáëþäåíèÿ èìåëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F2(y) = 1 − e−y/7 (y > 0). Âî âòî-

ðîì ýêñïåðèìåíòå áîëüøèíñòâî íàáëþäåíèé èìåëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F1, íî 7-å,

10-å, 13-å, 15-å, 18-å, 21-å, 24-å è 27-å íàáëþäåíèÿ èìåëè F2. Ìû ïðèìåíÿëè êëàññè÷å-

ñêèé òåñò Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà; êîä â ïðîãðàììå Matlab kstest(x, [x expcdf(x, 1)], α).

Ýòîò òåñò äîëæåí áûë îïðåäåëèòü � èçâëå÷åíà ëè äàííàÿ âûáîðêà èç ñîâîêóïíîñòè ñ

çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì F1. Â íàøåé íûíåøíåé òåðìèíîëîãèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû

èìååì X-âûáîðêó (ãèïîòåçà H0). Â ðåçóëüòàòå 2-õ ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ òåñò

íå îòâåðãàë H0 ïðè ëþáîì α. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûé òåñò íå îáíàðóæèë ïîñòîðîííèõ

ýëåìåíòîâ â âûáîðêå, ïîñêîëüêó èõ êîëè÷åñòâî áûëî "íåçíà÷èòåëüíûì".
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Òàáëèöà 4.5: Òàáëèöà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé

α1 = 0.1 α2 = 0.05 α3 = 0.01

k = 1 T > 0.2905 T > 0.3022 T > 0.3237

k = 2 T > 0.1766 T > 0.1795 T > 0.1847

k = 4 T > 0.1065 T > 0.1084 T > 0.1119

k = 6 T > 0.0764 T > 0.0778 T > 0.0804

k = 8 T > 0.0594 T > 0.0606 T > 0.0626

k = 10 T > 0.0486 T > 0.0495 T > 0.0512

k = 15 T > 0.0336 T > 0.0343 T > 0.0355

k = 20 T > 0.0255 T > 0.0260 T > 0.0269

k = 25 T > 0.0206 T > 0.0210 T > 0.0217

k = 35 T > 0.0149 T > 0.0152 T > 0.0157

Ïîñêîëüêó íåòèïè÷íûå íàáëþäåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â âûáîðêå "áîëüøèìè" çíà÷åíèÿìè,

ìû îæèäàëè, ÷òî òåñò, îñíîâàííûé íà âòîðîì ðåêîðäíîì âðåìåíè ñ ïîäòâåðæäåíèåì,

ïîìîæåò âûÿâèòü èõ íàëè÷èå.

(á) Ìû ïðîâåëè ñëåäóþùèå äâà ýêñïåðèìåíòà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ìû

ãåíåðèðîâàëè 100000 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòîÿùèõ èç 1000 íàáëþäåíèé, ïðèíàäëåæà-

ùèõ (X, Y )-âûáîðêàì. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå áîëüøèíñòâî íàáëþäåíèé èìåëè ðàñïðåäå-

ëåíèå F1, íî íàáëþäåíèÿ 7-å, 10-å, 13-å è 15-å èìåëè ðàñïðåäåëåíèå F2 (ïðè ýòîì X
st
< Y ).

Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå áîëüøèíñòâî íàáëþäåíèé èìåëè ðàñïðåäåëåíèå F1, íî íàáëþäå-

íèÿ 7-å, 10-å, 13-å, 15-å, 18-å, 21-å, 24-å è 27-å èìåëè ðàñïðåäåëåíèå F2.

Ïóñòü T
(4)

è T
(8)

îáîçíà÷àþò âûáîðî÷íûå ñðåäíèå âåëè÷èíû äëÿ âûáîðîê, ñîñòîÿùèõ

èç íàáëþäåíèé Ti ñ êîëè÷åñòâîì íåòèïè÷íûõ íàáëþäåíèé â âûáîðêå 4 è 8, ñîîòâåòñòâåí-

íî.

Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà (ïðè k = 1) ìû ïîëó÷àëè, ÷òî T
(4)

= 0.2571 è T
(8)

=



Ãëàâà 4. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû, ñâÿçàííûå ñ ðåêîðäàìè 130

0.2475. Èç òàáëèöû 4.5 ñëåäîâàëî, ÷òî íå áûëî îñíîâàíèé îòâåðãàòü ãèïîòåçó H0 ïðè

òàáëè÷íûõ α êàê â ïåðâîì, òàê è âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòàõ.

Ïðè k = 2 ïîëó÷àëè, ÷òî T
(4)

= 0.1764 è T
(8)

= 0.1772. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå íå

áûëî îñíîâàíèé îòâåðãàòü H0. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå ìû îòâåðãàëè H0 ïðè óðîâíå

çíà÷èìîñòè α1 = 0.1.

Ïðè k = 4 ïîëó÷àëè, ÷òî T
(4)

= 0.1102 è T
(8)

= 0.1113. Â îáîèõ ýêñïåðèìåíòàõ íå

áûëî îñíîâàíèé îòâåðãàòü H0 íà óðîâíå α3 = 0.01 è áûëè îñíîâàíèÿ îòâåðãàòü íà H0

óðîâíÿõ α1 = 0.1 è α2 = 0.05.

Ïðè k = 6 ïîëó÷àëè, ÷òî T
(4)

= 0.0804 è T
(8)

= 0.0822. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå íå áûëî

îñíîâàíèé îòâåðãàòü H0 ïðè α3 = 0.01 è áûëè îñíîâàíèÿ îòâåðãàòü H0 ïðè α1 = 0.1

è α2 = 0.05. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå ìû îòâåðãàëè H0 äëÿ âñåõ òàáëè÷íûõ óðîâíåé

çíà÷èìîñòè.

Ïðè k = 8 ïîëó÷àëè, ÷òî T
(4)

= 0.0621 è T
(8)

= 0.0645. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå íå

áûëî îñíîâàíèé îòâåðãàòü H0 íà óðîâíå α3 = 0.01 è áûëè îñíîâàíèÿ îòâåðãàòü H0 íà

óðîâíÿõ α1 = 0.1 è α2 = 0.05. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå ìû îòâåðãàëè H0 íà âñåõ óðîâíÿõ,

äàííûõ â òàáëèöå.

Ïðè k = 10 ïîëó÷àëè, ÷òî T
(4)

= 0.0504 è T
(8)

= 0.0526. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå íå

áûëî îñíîâàíèé îòâåðãàòü H0 íà óðîâíå α3 = 0.01 è áûëè îñíîâàíèÿ îòâåðãàòü H0 íà

óðîâíÿõ α1 = 0.1 è α2 = 0.05. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå ìû îòâåðãàëè H0 íà âñåõ óðîâíÿõ.

Ïðè k = 15 ïîëó÷àëè, ÷òî T
(4)

= 0.0337 è T
(8)

= 0.0359. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå íå

áûëî îñíîâàíèé îòâåðãàòü H0 íà óðîâíå α3 = 0.01 è áûëè îñíîâàíèÿ îòâåðãàòü H0 íà

óðîâíÿõ α1 = 0.1 è α2 = 0.05. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå ìû îòâåðãàëè H0 íà âñåõ óðîâíÿõ.

Ïðè k = 20 ïîëó÷àëè, ÷òî T
(4)

= 0.0252 è T
(8)

= 0.0267. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå íå

áûëî îñíîâàíèé îòâåðãàòü H0 íà êàêîì-ëèáî óðîâíå. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå íå áûëî

îñíîâàíèé îòâåðãàòü H0 ïðè α3 = 0.01 è áûëè îñíîâàíèÿ îòâåðãàòü H0 ïðè α1 = 0.1 è

α2 = 0.05.

Ïðè k = 25 ïîëó÷àëè, ÷òî T
(4)

= 0.0203 è T
(8)

= 0.0215. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå íå

áûëî îñíîâàíèé îòâåðãàòü H0 íà êàêîì-ëèáî óðîâíå. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå íå áûëî

îñíîâàíèé îòâåðãàòü H0 ïðè α3 = 0.01 è áûëè îñíîâàíèÿ îòâåðãàòü H0 ïðè α1 = 0.1 è

α2 = 0.05.
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Ïðè k = 35 ïîëó÷àëè, ÷òî T
(4)

= 0.0143 è T
(8)

= 0.0144. Çäåñü íå áûëî îñíîâàíèé

îòâåðãàòü H0 â êàêîì-ëèáî èç äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Àíàëèçèðóÿ ýòè ýêñïåðèìåíòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäó-

þùèé âûâîä. Êîãäà k � "ìàëî" (k = 1, 2 â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå è k = 1 âî âòîðîì ýêñïåðè-

ìåíòå), òåñò íå ìîæåò îïðåäåëèòü íàëè÷èå íåòèïè÷íûõ íàáëþäåíèé, ïîñêîëüêó âåëè÷èíû

X
(1)
1 , . . . , X

(1)
k ïîÿâëÿþòñÿ äî òîãî ìîìåíòà êàê â âûáîðêå ïîÿâëÿþòñÿ íåòèïè÷íûå íàáëþ-

äåíèÿ. Êîãäà k � "âåëèêî" (k = 35), ïî ñðàâíåíèþ ñ êîëè÷åñòâîì íåòèïè÷íûõ íàáëþäåíèé,

òåñò òàêæå íå îïðåäåëÿåò íàëè÷èå â âûáîðêå íåòèïè÷íûõ íàáëþäåíèé, ïîñêîëüêó èõ êî-

ëè÷åñòâî "íåçíà÷èòåëüíî". Òåñò èíôîðìèðóåò íàñ î íàëè÷èå ïîñòîðîííèõ íàáëþäåíèé â

âûáîðêå, êîãäà èõ êîëè÷åñòâî "áëèçêî" ê âåëè÷èíå k. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.

Óòâåðæäåíèå 4.4.1. Ïóñòü Xm,k (1 ≤ m ≤ k) � ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà, ïîëó÷åííàÿ

èç âûáîðêè íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí X1, . . . , Xk ñ ðàñïðåäåëåíèåì F , è X ′
m,m � ïîðÿäêîâàÿ

ñòàòèñòèêà, ïîëó÷åííàÿ èç âûáîðêè íåçàâèñèìûõ X ′
1, . . . , X

′
m ñ ðàñïðåäåëåíèåì F . Òîãäà

Xm,k

st
< X ′

m,m.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4.4.1. Äëÿ ëþáîãî x èìååì:

P (Xm,k < x) =
k∑

j=m

k!

j!(k − j)!
F j(x)(1− F (x))k−j.

Ïîëüçóÿñü çàìåíîé ν = j −m, ïåðåïèñûâàåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ñëåäóþùåì âèäå:

P (Xm,k < x) = Fm(x)
k−m∑
ν=0

(k −m)!

ν!(n−m− ν)!
F ν(x)(1− F (x))k−m−ν (k −m+ 1) . . . k

(ν + 1) . . . (ν +m)
.

Îòìåòèì, ÷òî (k−m+1)...k
(ν+1)...(ν+m)

> 1. Ïîýòîìó

P (Xm,k < x) > Fm(x) = P (X ′
m,m < x).

�

Îáñóäèì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü "÷èñòóþ" âòîðóþ ðåêîðäíóþ âåëè÷èíó. Â ïåðâîì ïðèìåðå



Ãëàâà 4. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû, ñâÿçàííûå ñ ðåêîðäàìè 132

ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ êàê ìèíèìóì 0.99 âåëè÷èíà X̃(2) (1 ≤ m ≤ k = 2)

ïðèíàäëåæèò X-âûáîðêå. Èç óòâåðæäåíèÿ 4.4.1 ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ ïî êðàéíåé

ìåðå 0.99 âåëè÷èíà X̃(2) (ïðè m = 2 è k ≥ 2) ïîëó÷åíà èç X-âûáîðêè. Âî âòîðîì ïðèìåðå

âñå ýòî ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ m = k = 1.

Ãåíåðèðîâàíèå ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì.

Ïðèìåð 4.4.2. Åñëè F = F1, òî ãåíåðèðîâàíèå ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ñ ïîäòâåðæäåíèåì

ìîæåò îñíîâûâàòüñÿ íà ôîðìóëå, çàïèñàííîé â ëåììå 3.2.4. Ìû ãåíåðèðóåì âåëè÷èíó

X̃(n) êàê âçâåøåííóþ ñóììó âåëè÷èí, èìåþùèõ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Çäåñü ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé êîä ïðîãðàììû Matlab:

clear; S = 0; define k,m, n;

for i = 1 : m x = − log(rand(1, n)); mu(i) = sum(x)/(k − i+ 1);

S = S +mu(i); end;

Â çàâåðøåíèè, ïîëîæèì X̃(n) = S.

Â îáùåì âèäå ãåíåðèðîâàíèå X̃(n) îñíîâûâàåòñÿ íà èäåå, ïðåäëîæåííîé â äîêàçàòåëü-

ñòâå ëåììû 3.2.8. Ìû âíà÷àëå ãåíåðèðóåì X̃(1) = X1 ñ ðàñïðåäåëåíèåì F . Ïðè n ≥ 2 ìû,

ñîîòâåòñòâåííî, ãåíåðèðóåì X
(n−1)
1 , . . . , X

(n−1)
k ñ ðàñïðåäåëåíèåì

G(x | xn−1) =
F (x)− F (xn−1)

1− F (xn−1)
(x ≥ xn−1).

Ìû ïðèìåíÿåì ïðîöåäóðó ñîðòèðîâêè è ïîëó÷àåì ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè

X
(n−1)
1,k ≤ . . . ≤ X

(n−1)
k,k .

Â êà÷åñòâå X̃(n) âûáèðàåì ñòàòèñòèêó X
(n−1)
m,k . Íèæå ýòîò ìåòîä ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà

ïðèìåðå ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî.

Ïðèìåð 4.4.3. Ïóñòü F (x) = 1− 1
(x+1)2

(x > 0). Òîãäà

G(x | xn−1) = 1−
(
1 + xn−1

1 + x

)2

(x ≥ xn−1).
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Ðåêîðäû ñ ïîäòâåðæäåíèåì ìîæíî ãåíåðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî êîäà ïðîãðàììû

Matlab:

define n, k, m;

x(1) = 1/sqrt(rand(1))− 1;

for j = 2 : n

for i = 1 : k y(i) = (x(j − 1) + 1)/sqrt(rand(1))− 1; end;

z = sort(y); x(j) = z(m); end;



Ãëàâà 5 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ÷èñëà âåëè÷èí,

ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ

� 5.1 Ââåäåíèå ãëàâû 5

Ãðèí è Êíóò, ïîñâÿòèâøèå ñòðàíèöû 111�114 ñâîåé êíèãè [98] (Greene and Knuth 1982)

âîïðîñàì ïîëó÷åíèÿ îäèíàêîâûõ ýêçàìåíàöèîííûõ áàëëîâ ó÷àùèìèñÿ, íåâîëüíî çàòðîíó-

ëè ïðîáëåìàòèêó ñîâïàäåíèé ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, èçâëåêàåìûõ èç äèñêðåòíûõ âûáîðîê.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíè-

ìàþùèå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

K(n) =
n∑
i=1

I{Xi =Mn},

ãäå Mn � ìàêñèìóì äàííîé âûáîðêè. Âåëè÷èíà K(n) ðàâíà ÷èñëó ÷ëåíîâ âûáîðêè, ñîâïà-

äàþùèõ ñ ìàêñèìóìîì. Âåëè÷èíó K(n) ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîëè÷åñòâî

ïîáåäèòåëåé íåêîòîðîãî ñîðåâíîâàíèÿ, èìåâøåãî n ó÷àñòíèêîâ. Âåëè÷èíà K(n) âïîñëåä-

ñòâèè àêòèâíî èçó÷àëàñü. Ñðåäè ìíîãèõ ïóáëèêàöèé ïî ýòîé òåìàòèêå óïîìÿíåì ëèøü

íåêîòîðûå, âíåñøèå íàèáîëüøèé âêëàä â åå ðàçâèòèå: [45], [55], [80], [109], [159], [160] è

[161].

Èññëåäîâàíèÿ êîëè÷åñòâà ñîâïàäåíèé ìàêñèìóìîâ â äèñêðåòíîì ñëó÷àå âûçâàëè èíòå-

ðåñ ê èçó÷åíèþ íåïðåðûâíîãî àíàëîãà âåëè÷èíûK(n). Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà íåçàâè-

ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí ñ îáùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F . Ïýéêñ è Ñòüþòåë [152] (Pakes and Steutel 1997) è Õìàëàäçå, Íàäàðåøâèëè è Íèêàáàäçå

[116] (Khmaladze, Nadareishvili and Nikabadze 1997) ïðåäëîæèëè èññëåäîâàòü âåëè÷èíó

K(n, a) = #{j : Xj ∈ (Mn − a,Mn)} (1 ≤ j ≤ n, a > 0),

134
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ÿâëÿþùóþñÿ íåïðåðûâíûì àíàëîãîì âåëè÷èíû K(n). Âåëè÷èíà K(n, a) îïèñûâàåò êîëè-

÷åñòâî íàáëþäåíèé âûáîðêè, ïîïàäàþùèõ â ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (Mn − a,Mn).

Îêàçàëîñü, ÷òî âåëè÷èíà K(n, a) òåñíî ñâÿçàíà ñ "âåðõíèìè" ñïåéñèíãàìè (ñïåéñèíãè

âèäà δn(n − k, n − j) = Xn−k,n − Xn−j,n (0 ≤ k < j) ÷àñòî íàçûâàþò "âåðõíèìè"), ïî-

ñòðîåííûìè ïî ïîðÿäêîâûì ñòàòèñòèêàì. Ïðèâåäåì çäåñü ïðåäñòàâëåíèå, ïðåäëîæåííîå â

[152],

P{δn(n, n− j) ≤ a} = P{K(n, a) ≥ j} (a > 0, 0 ≤ j ≤ n− 1).

Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èç ðåçóëüòàòîâ äëÿ âåëè÷èí K(n, a) ðåçóëüòàòû

äëÿ ñïåéñèíãîâ. Ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñïåéñèíãàõ ñîäåðæèòñÿ â îáçîðíîé ñòàòüå [158],

à òàêæå â êíèãå [73].

Â ðàáîòå [151] îïðåäåëèëè ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó K−(n, k, a):

K−(n, k, a) = #{j : Xj ∈ (Xk,n − a,Xk,n)},

ãäå 0 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n è a > 0. Îòìåòèì, ÷òî

K−(n, n, a) = K(n, a) è 0 ≤ K−(n, k, a) ≤ k − 1.

Â ýòîé ãëàâå ìû òàêæå ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó K+(n, k, a), ââåäåííóþ â [203].

Ýòà âåëè÷èíà ðàâíà ÷èñëó ÷ëåíîâ âûáîðêè X1, . . . , Xn, ïîïàäàþùèõ â ñëó÷àéíûé èíòåðâàë

(Xk,n, Xk,n+ a). Äîïîëíèì ñïèñîê ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àëèñü ñâîéñòâà âåëè÷èí K− è K+,

ñëåäóþùèìè ðàáîòàìè: [101], [102], [103], [104], [111], [116], [127], [128], [149], [150], [159],

[160] è [213].

Â ãëàâå 3 èçó÷àëèñü äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξwi , ðàâíûå ÷èñëàì ñëàáûõ ðå-

êîðäíûõ âåëè÷èí, ïîïàäàþùèì â òî÷êè i (i ≥ 1). Äëÿ íåêîòîðîãî a > 0 îïðåäåëèì ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû ξn(a) (n ≥ 1) ðàâåíñòâîì:

ξn(a) = #{j : L(n) < j < L(n+ 1), Xj ∈ (X(n)− a,X(n)]} (n ≥ 1).

Ïîñëåäíèå áóäóò íåïðåðûâíûìè àíàëîãàìè âåëè÷èí ξwi . Îòìåòèì, ÷òî

0 ≤ ξn(a) ≤ L(n+ 1)− L(n)− 1 = ∆(n+ 1)− 1 ï.í., (5.1.1)
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ξn(0) = 0 è ξn(∞) = ∆(n+ 1)− 1,

ãäå ∆(n) � ìåæðåêîðäíûå âðåìåíà. Âåëè÷èíó ξn(a) íàçîâåì ÷èñëîì âåëè÷èí, ðåãèñòðè-

ðóåìûõ îêîëî n-îé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû. Âåëè÷èíó ξn(a) áóäåì òàêæå íàçûâàòü ÷èñëîì

îêîëîðåêîðäíûõ âåëè÷èí. Âåëè÷èíû ξn(a) è èõ ñóììû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â àêòóàð-

íîé è ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå. Ïóñòü Xi � ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû è sn(a) � ñóììà

âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî n-îé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû, ò.å. sn(a) =
∑L(n+1)−1

i=L(n)+1 Xi, ãäå

Xi ∈ (X(n)− a,X(n)]. Äàííàÿ ñóììà ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ñóììà ñòðàõîâûõ

òðåáîâàíèé, ïîïàäàþùèõ â ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (X(n) − a,X(n)]. Ýòè òðåáîâàíèÿ áóäóò

ðåãèñòðèðîâàòüñÿ òîëüêî ïîñëå íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Ýòîò ìîìåíò

îáîçíà÷åí òðåáîâàíèåì, ïðåâîñõîäÿùèì âñå ïðåäûäóùèå òðåáîâàíèÿ, èëè, â íàøèõ òåðìè-

íàõ, ÿâëÿåòñÿ n-ûì ðåêîðäíûì âðåìåíåì L(n). Â ñèëó íåêîòîðûõ îáñòîÿòåëüñòâ (òåêóùåãî

çàêîíîäàòåëüñòâà è ò.ï.) ðåãèñòðàöèÿ ýòèõ òðåáîâàíèé ïðåêðàùàåòñÿ â ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ

ñëåäóþùåãî ðåêîðäíîãî òðåáîâàíèÿ L(n + 1). Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé

ñóììà "áîëüøèõ" ñòðàõîâûõ âûïëàò sn(a), à îíà ìîæåò äîñòèãàòü äî 90% îò ñóììû âñåõ

âûïëàò, ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Âåëè÷èíû ξn(a) è èõ ñóììû èçó÷àëèñü â

ðàáîòàõ [29], [97], [114] è [200].

Äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå ãëàâû 5 ñëåäóþùåå. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè÷èí

K−(n, n − k, a), K+(n, n − k, a) (n → ∞) èññëåäóåòñÿ â ïàðàãðàôå 5.2. Â ïàðàãðàôå 5.3

ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðîäîëæåíû. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a = an → 0+ è k = kn → ∞.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îêîëîðåêîðäíûõ âåëè÷èí è ñóìì îêîëîðåêîðäíûõ âåëè÷èí áó-

äóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ïàðàãðàôå 5.4. Â ïàðàãðàôå 5.5 äàþòñÿ ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå

ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ. Âñå "ãðîìîçäêèå" äîêàçàòåëüñòâà ãëàâû 5 âûíåñåíû

â îòäåëüíûé ïàðàãðàô 5.6 (ïðèëîæåíèå ãëàâû 5).

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâëåííûé â ãëàâå 5, îïóáëèêîâàí àâòîðîì äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòû â ñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ: [198], [200], [201], [203], [206], [211], [213], [221] è [222].
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� 5.2 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ÷èñëà âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ

îêîëî ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê

Â ðàçäåëå 5.2.1 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí K− è K+. Çäåñü æå äàíû íåêî-

òîðûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ K−(n, n − k, a) è K+(n, n − k, a) ïðè ôèêñèðîâàííîì k è

n → ∞. Ìû òàêæå äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü ñîñåäíèõ "âåðõíèõ" ñïåé-

ñèíãîâ, ïîñòðîåííûõ ïî ïîðÿäêîâûì ñòàòèñòèêàì.

5.2.1 Ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí K−, K+ è ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ íèõ

Ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû K−(n, k, a), íàéäåííîå â ðàáîòå [151], èìååò ñëåäóþùèé âèä

(1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ j ≤ k − 1):

P{K−(n, k, a) = j}

= nCk−1
n−1C

j
k−1

∫
R
{F (x− a)}k−j−1 {F (x)− F (x− a)}j {1− F (x)}n−k dF (x) (5.2.1)

= Cj
k−1

∫
R

[
F (x− a)

F (x)

]k−j−1 [
1− F (x− a)

F (x)

]j
dFk,n(x),

ãäå Fk,n(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ k-îé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåí-

ñòâîì (1.3.2). Ìîæíî òàêæå ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé (ñì. [203]):

P{K−(n, k, a) ≥ j}

= nCk−1
n−1C

j
n−k

∫
R
{F (x)}k−1 {F (x+ a)− F (x)}j {1− F (x+ a)}n−k−j dF (x).

Â ðàáîòàõ [149], [151] è [152] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû K−(n, n − k, a) (çíà÷åíèå k ≥ 0 ôèêñèðîâàíî, n → ∞) ïîëíîñòüþ çàâèñèò îò

ïîâåäåíèÿ õâîñòà èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäå-

ëîì (1.2.1). Õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ "òîíêèì" (äëÿ äàííîãî a > 0), åñëè β(a) = 0,

"ñðåäíèì," åñëè 0 < β(a) < 1 è "òîëñòûì," åñëè β(a) = 1. Íèæå ïðèâåäåì òåîðåìó, ïîëó-

÷åííóþ â [149].
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Òåîðåìà 5.2.1. (à) Ïóñòü rF = ∞ è ðàñïðåäåëåíèå F èìååò "ñðåäíèé" õâîñò. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî k ≥ 0 ñïðàâåäëèâî:

K−(n, n− k, a)
d→ nb(k + 1, β(a)) (n→ ∞),

ãäå nb(k, p) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïàðàìåòðàìè (k, p).

(á) Ïóñòü rF = ∞ è F èìååò "òîëñòûé" õâîñò. Òîãäà K−(n, n− k, a)
p→ 0.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 5.2.1 (a) ñïðàâåäëèâà è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè F .

Íàëîæèâ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà F , ìîæíî ïðåâðàòèòü òåîðåìó 5.2.1 (á) â ñèëüíóþ

ïðåäåëüíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.2.2. Ïóñòü rF = ∞ è β(a) = 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû

K−(n, n− k, a)
ï.í.→ 0 (n→ ∞)

(äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ k ≥ 0 è a > 0), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∫
R

F (x+ a)− F (x− a)

(1− F (x− a))2
dF (x) <∞. (5.2.2)

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òåîðåìû 5.2.2 áûëè âïåðâûå ïîëó÷åíû ïðè k = 0 â ðàáîòå [127]. Â

íàøåé ðàáîòå [203] îíè áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé k ≥ 0. Â ýòîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ìû

âïåðâûå ïðèâîäèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿK−(n, n−k, a)
ï.í.→ 0. Ýòî ñòàëî

âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ëåììàì ãëàâû 2, êîòîðûå áûëè äîêàçàíû íåäàâíî. Äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 5.2.2 ñì. â ïàðàãðàôå 5.6.

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó K+(n, k, a) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K+(n, k, a) = #{j : Xj ∈ (Xk,n, Xk,n + a)},

ãäå 1 ≤ j ≤ n, 0 ≤ K+(n, k, a) ≤ n− k è a > 0. Äàííàÿ âåëè÷èíà ðàâíà ÷èñëó íàáëþäåíèé

âûáîðêè X1, . . . , Xn, ïîïàäàþùèõ â ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (Xk,n, Xk,n + a). Ðàñïðåäåëåíèå
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âåëè÷èíû K+ èìååò âèä:

P{K+(n, k, a) = l}

= nCk−1
n−1C

l
n−k

∫
R
{F (x+ a)− F (x)}l {1− F (x+ a)}n−k−l {F (x)}k−1 dF (x) (5.2.3)

= Cj
n−k

∫
R

[
1− F̄ (x+ a)

F̄ (x)

]j [
F̄ (x+ a)

F̄ (x)

]n−k−j
dFk,n(x).

Â òåîðåìàõ 5.2.3 è 5.2.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå K+. Ïîëüçóÿñü ìå-

òîäàìè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.2.1, íåñëîæíî äîêàçàòü òåîðåìó 5.2.3.

Òåîðåìà 5.2.3. Ïóñòü rF = ∞ è ïðåäåë â (1.2.1) ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì β(a) ∈ (0, 1). Òîãäà

äëÿ ëþáîãî ïîñòîÿííîãî k ≥ 0 ñïðàâåäëèâî:

P{K+(n, n− k, a) = l} → C l
k {β(a)}

k−l {1− β(a)}l (0 ≤ l ≤ k).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî K+(n, n − k, a)
p→ 0 ïðè β(a) = 1 è K+(n, n − k, a)

p→ k ïðè

β(a) = 0.

Òåîðåìà 5.2.4. Ïóñòü rF <∞. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ a > 0 è k ≥ 0 ñïðàâåäëèâî:

K+(n, n− k, a)
ï.í.→ k (n→ ∞),

K−(n, n− k, a)

n

ï.í.→ 1− F (a) (n→ ∞).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2.4. Â ñàìîì äåëå, åñëè âåëè÷èíà X1 îãðàíè÷åíà ñïðàâà,

òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ k ≥ 0, a > 0 è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâî:

P{Xn−k,n > rF − a} = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïîðÿäêîâûå ñòà-

òèñòèêè Xn−k+1,n, . . . , Xn,n ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (Xn−k,n, Xn−k,n + a), òî åñòü

K+(n, n− k, a)
ï.í.→ k.

Ïðè áîëüøèõ n è ôèêñèðîâàííîì k ñòàòèñòèêà Xn−k,n ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà "áëèçêà"
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ê ïðàâîìó êðàþ íîñèòåëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ rF . Åñëè óâåëè÷èâàòü ðàçìåð âûáîðêè n, òî

íà÷èíàåò ðàáîòàòü ñõåìà Áåðíóëëè, ãäå âåðîÿòíîñòüþ "óñïåõà" áóäåò âåëè÷èíà 1 − F (a).

Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.2.4.�

Ïðèâåäåì ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí K− è K+.

Ëåììà 5.2.1. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí K− è K+ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

P{K−(n, k, a) = j,K+(n, k, b) = l} =
n!

j!(k − j − 1)!l!(n− k − l)!

×
∫
R
{F (x)− F (x− a)}j {F (x− a)}k−j−1

×{F (x+ b)− F (x)}l {1− F (x+ b)}n−k−l dF (x), (5.2.4)

ãäå 0 ≤ j ≤ k − 1, 0 ≤ l ≤ n− k, a > 0, b > 0 è 1 ≤ k ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.2.1 ñì. â ïàðàãðàôå 5.6.

Òåîðåìà 5.2.5. Ïóñòü rF = ∞ è ïðåäåë (1.2.1) ñóùåñòâóåò äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ

a, b > 0. Òîãäà âåëè÷èíû K−(n, n − k, a) è K+(n, n − k, b) (âåëè÷èíà k ≥ 0 ïîñòîÿííà)

àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2.5 ñì. â ïàðàãðàôå 5.6. Èç òåîðåìû 5.2.5 è çàìå÷àíèÿ 1.2.1

ñëåäóåò âàæíîå ñëåäñòâèå äëÿ ñïåéñèíãîâ.

Ñëåäñòâèå 5.2.1. Ïóñòü rF = ∞ è äëÿ ÷èñåë k, l, j ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà j ≥ 1 è 1 ≤

l ≤ k+1, k ≥ 0. Ïóñòü òàêæå ïðåäåë (1.2.1) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ a1, a2 > 0, òàêèõ ÷òî

îòíîøåíèå a1/a2 � èððàöèîíàëüíî. Òîãäà ñîñåäíèå "âåðõíèå"ñïåéñèíãè δn(n−k+l−1, n−k),

δn(n− k, n− k − j + 1) àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîñåäíèõ ñïåéñèíãîâ äëÿ êëàññà ðàñïðåäåëåíèé áëèç-

êîãî ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [158]. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ íåçàâèñè-

ìîñòü äëÿ óäàëåííûõ ñïåéñèíãîâ, ò.å. ïîñòðîåííûì ïî íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì ïîðÿä-

êîâûì ñòàòèñòèêàì, îáñóæäàëàñü â ðàáîòå [178].
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� 5.3 Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷èñëà âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ

îêîëî ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ

Â ïàðàãðàôå 5.3 áóäåì èçó÷àòü ïîâåäåíèå âåëè÷èí K−(n, kn, an), K+(n, kn, an), ïðåäïî-

ëàãàÿ, ÷òî kn, an ìåíÿþòñÿ ñ ðîñòîì n, ïðè÷åì kn → ∞, an → 0+, kn/n → α ∈ [0, 1]. Â

ðàçäåëå 5.3.1 ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå K−(n, kn, an), K+(n, kn, an) â ýêñïî-

íåíöèàëüíîì ñëó÷àå. Ýòîò ýêñïîíåíöèàëüíûé ñëó÷àé áóäåò ñëóæèòü ñâîåîáðàçíûì îðèåí-

òèðîì äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Ðàçäåëû 5.3.2 � 5.3.4 ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ àñèìïòî-

òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âåëè÷èí K−(n, kn, an), K+(n, kn, an) äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé

F ïðè α = 0, α ∈ (0, 1) è α = 1, ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè Y1, . . . , Yn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òàêèõ ÷òî Y1
d
= −X1, òî Yk,n

d
= −Xn−k+1,n (k = 1, . . . , n).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

KX
− (n, k, a)

d
= KY

+ (n, n− k + 1, a) è KX
+ (n, k, a)

d
= KY

− (n, n− k + 1, a),

ãäå âåðõíèå èíäåêñû X è Y ñîîòíîñÿò âåëè÷èíû K−, K+ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xi èëè Yj.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷àÿ ïîâåäåíèå K+(n, kn, a) ïðè kn/n→ α ∈ (0, 1), ìû òàêæå èññëåäóåì

è K−(n, kn, a) ïðè kn/n → 1 − α. Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà

α = 0 èëè α = 1, íåîáõîäèìî òàêæå ó÷èòûâàòü êîíå÷íû ëè âåëè÷èíû lF è rF .

5.3.1 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè÷èí K−(n, kn, an) è K+(n, kn, an) â ñëó÷àå

ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû ñ îáùåé ñòàíäàðòíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Èç ôîðìóëû (5.2.1) íàõîäèì, ÷òî

P{K−(n, k, a) = j} = Cj
n−k+j(1− e−a)je−(n−k+1)a, j = 0, . . . , k − 2

è

P{K−(n, k, a) = k − 1} = 1−
k−2∑
j=0

P{K−(n, k, a) = j}.
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Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå K−(n, k, a) â òî÷êàõ 0, 1, . . . , k − 2 ñîâïàäàåò ñ îòðèöàòåëü-

íûì áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (n−k+1, e−a). Îñòàòîê âåðîÿòíîñòíîé

ìàññû ñîñðåäîòî÷åí â òî÷êå k− 1. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ êàòîì îòðèöàòåëüíîãî

áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå k − 2. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ òàêèì ðàñïðåäå-

ëåíèåì, â äàëüíåéøåì, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå nbk−2(n−k+1, e−a). Îòìåòèì, ÷òî

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå:

K−(n, k, a)
p→ k − 1 (n→ ∞).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè n−kn → ∞ è kn → ∞ ñïðàâåäëèâî:

K−(n, kn, a)
p→ ∞.

Â òåîðåìå 5.2.1 îòìå÷àëîñü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà K−(n, n− k, a) ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäå-

ëåíèþ ê nb(k + 1, e−a).

Äëÿ íåêîòîðîãî λ > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îïðåäåëèì

a = an = − ln(1− λ/n) > 0.

Èç ôîðìóëû Ñòèðëèíãà ñëåäóåò, ÷òî n! ∼ (n
e
)n
√
2πn. Îòêóäà

P{K−(n, k, an) = j} ∼ (n− k + j)j

j!

(
λ

n

)j (
1− λ

n

)n−k+1

→ e−λ
λj

j!
, j = 0, 1, . . . , k − 2.

Ñîîòâåòñòâåííî,

K−(n, k, an)
d→ pok−2(λ),

ãäå pok−2(λ) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ êàò ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì

λ â òî÷êå k − 2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ n, kn → ∞ è α = 0, òî

P{K−(n, kn, an) = j} ∼ (n− kn + j)j

j!

(
λ

n

)j (
1− λ

n

)n−kn+1

→ e−λ
λj

j!
, j ≥ 0.
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Òàêèì îáðàçîì,

K−(n, kn, an)
d→ po(λ),

ãäå po(λ) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

Ïóñòü kn/n→ α ∈ (0, 1). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî λ > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îïðåäåëèì

an = − ln(1− λ
(1−α)n) > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ≥ 0 ñïðàâåäëèâî:

P{K−(n, kn, an) = j} ∼ (n− kn + j)j

j!

(
λ

(1− α)n

)j (
1− λ

(1− α)n

)n−kn+1

→ e−λ
λj

j!
.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ âåëè÷èíû K−(n, kn, an) ÿâëÿåòñÿ

ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

Èç (5.2.2) ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû K+(n, k, a):

P{K+(n, k, a) = j} = Cj
n−k(1− e−a)je−(n−k−j)a, j ≥ 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè n− kn → ∞, òî K+(n, k, a)
p→ ∞. Äëÿ íåêîòîðîãî λ > 0 è äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n îïðåäåëèì a = an = − ln(1− λ/n) > 0. Òîãäà ïðè kn/n→ 0 ñïðàâåäëèâî

K+(n, kn, an)
d→ po(λ).

Åñëè kn/n→ α ∈ (0, 1) è an = − ln(1− λ
(1−α)n), òî ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ âåëè÷è-

íû K+(n, kn, an) òàêæå áóäåò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà kn/n→ α, α ∈ (0, 1], n− kn → ∞ è an = − ln(1− λ
n−kn ).

Ðåçþìèðóåì ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïóàññîíîâñêîå ïðå-

äåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ âåëè÷èí K−(n, kn, an) è K+(n, kn, an), ìû ïîäáèðàëè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü an → 0+, çàâèñÿùóþ, îïðåäåëåííûì îáðàçîì, îò α-êâàíòèëè ýêñïîíåíöèàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ãäå α = limn→∞ kn/n. Ïðè èññëåäîâàíèè îáùåãî ñëó÷àÿ ìû áóäåì

ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ýòîé æå èäååé.

5.3.2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè÷èí K−, K+ â ñëó÷àå, êîãäà α = 0

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F � íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, òàêîå ÷òî

lF = 0.
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Óòâåðæäåíèå 5.3.1. Ïóñòü kn, n→ ∞ è α = 0. Òîãäà

K−(n, kn, a)
p→ ∞,

K+(n, kn, a)
p→ ∞. (5.3.1)

Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.3.1 íàõîäèòñÿ â ïàðàãðàôå 5.6. Ñõîäèìîñòü

â (5.3.1) ìîæåò áûòü òàêæå îáúÿñíåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà Xkn,n

(ïðè n, kn → ∞ è α = 0) ñòðåìèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê 0. Ïðè áîëüøèõ n ïîâåäåíèå âåëè-

÷èíû K+(n, kn, a) àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ áèíîìèàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Yn, èìåþùåé

ïàðàìåòð p ≈ F (a). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Yn ñòðåìèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê áåñêîíå÷íîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, K+(n, kn, a) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 5.3.1. Ïóñòü F èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ F−1 â ïðàâîé îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Äëÿ λ > 0 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an → 0+ (n → ∞) ðàâåíñòâîì an = F−1(λ/n).

Åñëè

lim
x→0+, y→0+

F (x+ y)− F (x)

F (y)
= 1, (5.3.2)

òî äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 ñïðàâåäëèâî:

K−(n, k, an)
d→ pok−2(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3.1 ïðåäñòàâëåíî â ïàðàãðàôå 5.6.

Çàìå÷àíèå 5.3.1. Åñëè F èìååò íåïðåðûâíóþ íåíóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ â ïðàâîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè 0, òî óñëîâèå (5.3.2) âûïîëíÿåòñÿ. Òàêîìó óñëîâèþ, íàïðèìåð, óäîâëåòâî-

ðÿåò ðàñïðåäåëåíèå

F (x) = 1− (1 + x2)e−x (x > 0).

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ k = kn → ∞.

Òåîðåìà 5.3.2. Ïóñòü n, kn → ∞, α = 0 è F èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ F−1 â ïðàâîé

îêðåñòíîñòè 0. Äëÿ λ > 0 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an → 0+ ðàâåíñòâîì an =

F−1(λ/n). Åñëè

lim
n→∞,x→0+

[
F (x+ an)− F (an)

F (x)

]kn
= 1,
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òî

K−(n, kn, an)
d→ po(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3.2 íå áóäåò ïðåäñòàâëåíî â ïàðàãðàôå 5.6, ïîñêîëüêó îíî

ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3.1. Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ

îñòàâøèõñÿ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàôà òàêæå íå áóäóò ïðåäñòàâëåíû â ïàðàãðàôå 5.6,

ïîñêîëüêó îíè î÷åíü "ãðîìîçäêèå". Çàèíòåðåñîâàííîãî ÷èòàòåëÿ ìû îòñûëàåì ê íàøåé

ðàáîòå [213], ãäå ýòè äîêàçàòåëüñòâà äàíû â ïîëíîì îáúåìå. Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ïðè-

âåäåì ðåçóëüòàòû áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 5.3.3. Ïóñòü kn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèþ kn
n
→ α = 0, è F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùàÿ îáðàòíóþ

ôóíêöèþ â ïðàâîé îêðåñòíîñòè 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an → 0+ îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

an = F−1(λ/n), λ > 0. Åñëè óñëîâèå (5.3.2) èç òåîðåìû 5.3.1 âûïîëíÿåòñÿ, òî

K+(n, kn, an)
d→ po(λ).

5.3.3 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè÷èí K−, K+ â ñëó÷àå, êîãäà α ∈ (0, 1)

Ýòîò ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ α = 0. Çäåñü âåëè÷èíû K− è K+ ñòðåìÿòñÿ ïî âå-

ðîÿòíîñòè ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïîñòîÿííîì a > 0 è ñòðîãî âîçðàñòàþùåì â îêðåñòíîñòè

α-êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèå F .

Óòâåðæäåíèå 5.3.2. Ïóñòü α ∈ (0, 1) è ñóùåñòâóåò γ, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

F (γ) = α. Ïóñòü F � íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñòðîãî âîçðàñòàþùåå â îêðåñòíîñòè

γ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîñòîÿííîãî a > 0 ñïðàâåäëèâî:

K−(n, kn, a)
p→ ∞, K+(n, kn, a)

p→ ∞.
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Òåîðåìà 5.3.4. Ïóñòü α ∈ (0, 1) è ñóùåñòâóåò γ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ F (γ) = α.

Ïóñòü F � íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñòðîãî âîçðàñòàþùåå â îêðåñòíîñòè γ. Ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü an → 0+ (n→ ∞) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì an = γ − F−1(α− λ/n). Ïðåäïîëî-

æèì òàêæå, ÷òî

lim
x→γ,y→0+

F (x)− F (x− y)

F (γ)− F (γ − y)
= 1. (5.3.3)

Òîãäà

K−(n, kn, an)
d→ po(λ).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç äâîéñòâåííîñòè, èçâåñòíîé äëÿ âåëè÷èí K− è K+.

Òåîðåìà 5.3.5. Ïóñòü α ∈ (0, 1) è ñóùåñòâóåò γ, òàêîé ÷òî F (γ) = α. Ïóñòü F �

íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñòðîãî âîçðàñòàþùåå â îêðåñòíîñòè γ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an → 0+ îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì an = F−1(α+ λ/n)− γ. Åñëè

lim
x→γ,y→0+

F (x+ y)− F (x)

F (γ + y)− F (γ)
= 1, (5.3.4)

òî

K+(n, kn, an)
d→ po(λ).

Çàìå÷àíèå 5.3.2. Ïóñòü ïëîòíîñòü f(x) ñóùåñòâóåò â îêðåñòíîñòè γ, íåïðåðûâíà â

òî÷êå γ è f(γ) ̸= 0. Òîãäà óñëîâèÿ (5.3.3) è (5.3.4) âûïîëíÿþòñÿ.

5.3.4 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå K+ â ñëó÷àå, åñëè α = 1

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè÷èíû K−(n, n − k, an) îáñóæäàëîñü â íåêîòîðûõ ïóá-

ëèêàöèÿõ, ñì., íàïðèìåð, [149] èëè [151]. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû

äëÿ âåëè÷èíû K−(n, kn, an) (α = 1, kn ̸= n−k, rF = ∞) åùå íèêåì íå ïîëó÷åíû. Îòìåòèì,

÷òî åñëè rF <∞, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ âåëè÷èí K− è K+ ìîãóò áûòü ïîëó-

÷åíû èç ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè. Ïóñòü α = 1 è rF = ∞. Ñôîðìóëèðóåì åäèíñòâåííûé

ðåçóëüòàò, êîòîðûé óäàëîñü ïîëó÷èòü äëÿ K+(n, kn, an) (ñì. [213]).
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Òåîðåìà 5.3.6. Ïóñòü F � íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, rF = ∞, α = 1 è mn = n−kn → ∞.

Ïóñòü an � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

lim
x→∞

1− F (x+ an)

1− F (x)
= 1− λ

mn

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

lim
x→∞,y→0+

1− F (x+ y)

1− F (x)
= 1.

Òîãäà

K+(n, kn, an)
d→ po(λ).

Çàìå÷àíèå 5.3.3. Îòìåòèì, ÷òî åñëè kn/n → α ∈ (0, 1), òî mn → ∞. Îïðåäåëèì γ

ðàâåíñòâîì F (γ) = α (çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî F−1 ñóùåñòâóåò â îêðåñòíîñòè γ).

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ðàâåíñòâîì

lim
x→γ

1− F (x+ an)

1− F (x)
= 1− λ

mn

.

Òîãäà èç óñëîâèÿ

lim
x→γ,y→0+

1− F (x+ y)

1− F (x)
= 1

âûòåêàåò, ÷òî K+(n, kn, an) ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê po(λ).
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� 5.4 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÷èñåë îêîëîðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Âî ââåäåíèè ãëàâû 5 áûëè îïðåäåëåíû ÷èñëà îêîëîðåêîðäíûõ âåëè÷èí ξn(a). Îòìå-

÷àëîñü, ÷òî âåëè÷èíû ξn(a) è èõ ñóììû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â àêòóàðíîé è ôèíàíñîâîé

ìàòåìàòèêå. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ âåëè÷èí. Â

ðàçäåëå 5.4.1 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ξn(a). Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âå-

ëè÷èí ξn(a) (n → ∞) â ñëó÷àå, êîãäà íîñèòåëü F îãðàíè÷åí ñïðàâà, èçó÷àåòñÿ â ðàçäå-

ëå 5.4.2. Â ðàçäåëå 5.4.3 ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íîñèòåëü F

� íåîãðàíè÷åí.

5.4.1 Ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñåë îêîëîðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Ëåììà 5.4.1. Ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ξn(a) (a > 0, n ≥ 1) ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííûì ãåî-

ìåòðè÷åñêèì

P{ξn(a) = k} =

∫
R
β(x− a, a){1− β(x− a, a)}k dFn(x), (5.4.1)

ãäå k ≥ 0, 0 ≤ β(x, a) = F (x+a)

F (x)
≤ 1 è Fn(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X(n), îïðåäåëÿåìàÿ

(3.2.2).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.4.1. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî

P{ξn(a) = k} =

∫
R
P{ξn(a) = k | X(n) = x} dFn(x).

Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè P{ξn(a) = k | X(n) = x} ìîæíî ñíîâà âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì

"óñå÷åíèé" (ñì. [11]). Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xi (i ≥ L(n) + 1) óäàëÿåì âñå òå Xi, êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó Xi ≤ x− a. Íîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xi1 , Xi2 , . . . (L(n)+ 1 ≤

i1 < i2 < . . .) ñîñòîèò òîëüêî èç òåõ Xi, êîòîðûå íå ìåíüøå x − a. Äàííàÿ ïðîöåäóðà

íå âëèÿåò íà êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî X(n) â èíòåðâàëå

(x− a, x]. Îïðåäåëèì íåçàâèñèìûå Yj (j ≥ 1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{Yj ≤ y} = {Xij ≤ y | Xij ≥ x− a} äëÿ y ≥ x− a.
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Òîãäà

P{ξn(a) = k | X(n) = x} = P{Y1 ≤ x, . . . , Yk−1 ≤ x.Yk > x},

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è âûòåêàåò (5.4.1).�

Ëåììà 5.4.2. Ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ

(ξn(a1), . . . , ξn+t−1(at)) è (ξn(a1), ξn+t−1(at))

èìåþò âèä:

P{ξn(a1) = k1, . . . , ξn+t−1(at) = kt}

=

∫
R

∫ ∞

xn

· · ·
∫ ∞

xn+t−2

β(xn − a1, a1){1− β(xn − a1, a1)}k1 . . . β(xn+t−1 − at, at)

×{(1− β(xn+t−1 − at, at))}kt dH1(xn+t−1, xn+t−2) . . . dH1(xn+1, xn)dFn(xn) (5.4.2)

è

P{ξn(a1) = k1, ξn+t−1(at) = kt} =

∫
R

∫ ∞

xn

β(xn − a1, a1){1− β(xn − a1, a1)}k1

×β(xn+t−1 − at, at){1− β(xn+t−1 − at, at)}ktdHt(xn+t−1, xn)dFn(xn).

Çäåñü a1 > 0, . . . , at > 0, k1 ≥ 0, . . . , kt ≥ 0, t ≥ 1 è

Ht(y, x) =
1

(t− 1)!

∫ − ln(F̄ (y)/F̄ (x))

0

e−u ut−1 du (y ≥ x).

Ëåììà 5.4.2 ìîæåò áûòü äîêàçàíà òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è ëåììà 5.4.1.

5.4.2 Ñëó÷àé rF <∞

Ïóñòü rF = inf{x : F (x) = 1}, τ � ñòàíäàðòíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà. Â òåîðåìå 5.4.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè÷èíû ξn(a) â ñëó÷àå,

êîãäà íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ F îãðàíè÷åí ñïðàâà.
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Òåîðåìà 5.4.1. Åñëè rF <∞, òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî a > 0 è n→ ∞ ñïðàâåäëèâî:

(1)

ξn(a)
ï.í.→ ∞, (5.4.3)

(2) F̄ (X(n))ξn(a)
d→ F̄ (rF − a)τ è

(3) ln ξn(a)
n

p→ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.4.1. (1) Èç (5.4.1) ñëåäóåò, ÷òî

P{ξn(a) ≤ k} =

∫
R

[
1− {1− β(x− a, a)}k+1

]
dFn(x).

Òîãäà

∞∑
n=1

P{ξn(a) ≤ k} =

∫
R

F̄ k+1(x− a)− (F̄ (x− a)− F̄ (x))k+1

F̄ (x)F̄ k+1(x− a)
dF (x)

=

∫
R

∑k
i=0 F̄

k−i(x− a){F̄ (x− a)− F̄ (x)}i

F̄ k+1(x− a)
dF (x).

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

∞∑
n=1

P{ξn(a) ≤ k} ≤ (k + 1)

∫
R

dF (x)

F̄ (x− a)
. (5.4.4)

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà â (5.4.4) ìîæåò áûòü îöåíåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(k + 1)

∫ rF

−∞

dF (x)

F̄ (x− a)
<

k + 1

F̄ (rF − a)
<∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî P{ξn(a) ≤ k á.÷.} = 0. Èç

ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü (5.4.3).

(2) Ïîëüçóÿñü ëåììîé 5.4.1, íàõîäèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ξn(a):

Esξn(a) = E

[
β(X(n)− a, a)

1− s(1− β(X(n)− a, a))

]
. (5.4.5)
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Ïðèíèìàÿ â (5.4.5) s ðàâíûì e−tF̄ (X(n)) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

β(X(n)− a, a)
ï.í.∼ F̄ (X(n))

F̄ (rF − a)
(n→ ∞),

e−tF̄ (X(n)) ï.í.= 1− tF̄ (X(n))(1 + o(1)) (n→ ∞),

ïîëó÷àåì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (5.4.5), ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ åäèíèöà ñòðåìèòñÿ ê (1+F̄ (rF−a)t)−1. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà

äëÿ F̄ (rF − a)τ . Îòêóäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 5.4.1 (2).

(3) Òåîðåìà 5.4.1 (3) âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.4.1 (2), ïîñêîëüêó − ln F̄ (X(n))
p∼ n (n→ ∞).

�

Ñðàâíèì ýòîò ñëó÷àé (F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è rF <∞) ñ åãî äèñêðåòíûì àíàëîãîì, òî

åñòü êîãäà X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå öåëî÷èñëåííûå âåëè÷èíû,

ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , N . Çäåñü (ñì. ëåììó 3.2.4) èçâåñòíî, ÷òî ξwN = ∞ ï.í.

Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêæå èíòåðåñíûì âçãëÿíóòü íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè-

÷èíû ∆(n) â êîíòåêñòå íåðàâåíñòâà (5.1.1) è òåîðåìû 5.4.1. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [3]),

÷òî ∆(n)
ï.í.∼ en (n→ ∞) äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé F .

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî rF = ∞.

5.4.3 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ÷èñåë îêîëîðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Ðàññìîòðèì ïðåäåë (1.2.1). Îí èñïîëüçîâàëñÿ â ïàðàãðàôå 5.2 äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ñâîéñòâ âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî "âåðõíèõ" ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Ýòîò

ïðåäåë ïîëåçåí è ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÷èñåë îêîëîðåêîðäíûõ âåëè-

÷èí.

Òåîðåìà 5.4.2. (1) Åñëè β(a) = 0, òî ξn(a)
p→ ∞ (n→ ∞).

(2) Åñëè ïðåäåë â (1.2.1) ñóùåñòâóåò ñ 0 < β(a) < 1, òî ξn(a)
d→ g(β(a)), ãäå g(p) �

ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì p.

(3) Åñëè β(a) = 1, òî ξn(a)
p→ 0 (n→ ∞).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.4.2. Äîêàæåì âíà÷àëå óòâåðæäåíèå (2). Ïóñòü ïðåäåë â

(1.2.1) ñóùåñòâóåò ñ 0 < β(a) < 1. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííî-
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ãî x0 (x0 < rF ) ñïðàâåäëèâî:

Fn(x0) → 0 (n→ ∞). (5.4.6)

Óðàâíåíèå (5.4.1), äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ a > 0, k ≥ 0 è äîñòàòî÷íî áëèçêîì ê rF

çíà÷åíèþ x0, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

P{ξn(a) = k} =

∫ x0

−∞
β(x− a, a){1− β(x− a, a)}k dFn(x)

+

∫ ∞

x0

β(a){1− β(a)}k dFn(x) + o(1).

Èç (5.4.6) ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà,

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Âòîðîé æå � îòëè÷àåòñÿ îò β(a){1− β(a)}k íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè-

÷èíó. Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé è âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (2) òåîðåìû 5.4.2.

Óòâåðæäåíèÿ (1) è (3) òåîðåìû 5.4.2 ëåãêî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óòâåðæäåíèÿ (2).

Äîñòàòî÷íî óñòðåìèòü âåëè÷èíó β(a) ê íóëþ è åäèíèöå, ñîîòâåòñòâåííî.�

Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå (5.4.6) ê ðàâåíñòâó Eξn(a) =
∫
R

1−β(x−a,a)
β(x−a,a) dFn(x), ïîëó÷àåì òåîðå-

ìó 5.4.3.

Òåîðåìà 5.4.3. (1) Åñëè β(a) = 0, òî Eξn(a) → ∞.

(2) Åñëè 0 < β(a) < 1, òî Eξn(a) → 1−β(a)
β(a)

.

(3) Åñëè β(a) = 1, òî Eξn(a) → 0.

Ïîëó÷åííûå âûøå òåîðåìû 5.4.2, 5.4.3 ìîæíî ïðîêîììåíòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Êîãäà β(a) = 0, õâîñò èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ "òîíêèé". Ðåêîðäíàÿ âåëè÷èíà

X(n) ñ ðîñòîì n äâèæåòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî èç "íà÷àëà" õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å.

X(n) ïðèíèìàåò "îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèå" çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíûé èíòåð-

âàë (X(n) − a,X(n)] ñ ðîñòîì n ïîëó÷àåò ïî÷òè ïîñòîÿííóþ ïîðöèþ îò ðàñòóùåãî ÷èñëà

íàáëþäåíèé XL(n)+1, · · · , XL(n+1)−1. Äàííîå ÷èñëî íàáëþäåíèé ∆(n) − 1 ñòðåìèòñÿ ê ∞

ïðè n → ∞, è ïîýòîìó ξn(a) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê ∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ, îáëàäàþùåãî "òîëñòûì" õâîñòîì (β(a) = 1), n-àÿ ðåêîðäíàÿ âåëè÷èíà äîñòèãàåò

áîëüøèõ çíà÷åíèé (X(n) ïðûãàåò â "êîíåö õâîñòà"). Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ âûáîð-

êè XL(n)+1, . . . , XL(n+1)−1 ïðåäñòàâëÿåò áîëüøóþ òðóäíîñòü ïîïàñòü â ýòîò "îòäàëåííûé"
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èíòåðâàë (X(n)− a,X(n)], êîòîðûé è îêàçûâàåòñÿ ïóñòûì.

Íàëîæèâ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà F , òåîðåìû 5.4.2 (1) è (3) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü

â ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû (ñì. òåîðåìû 5.4.4 è 5.4.5).

Òåîðåìà 5.4.4. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî a > 0

I1(a) =

∫
R

F̄ (x)− F̄ (x+ a)

F̄ 2(x)
dF (x) <∞. (5.4.7)

Òîãäà

(à) β(a) = 1 äëÿ ëþáîãî a > 0,

(á) ξn(b)
ï.í.→ 0 äëÿ 0 < b ≤ a.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.4.4. (à) Îòìåòèì, ÷òî åñëè (5.4.7) ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêî-

òîðîãî a > 0, òî (5.4.7) òàêæå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîãî ã èç èíòåðâàëà [0, a]. ×òî, â ñâîþ

î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî F̄ (x)−F̄ (ã+x)

F̄ (x)
→ 0 ∀ã ∈ [0, a], èëè β(x, ã) → 1 äëÿ êàæäîãî ã ∈ [0, a].

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.4.4 (à) òåïåðü ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 1.2.1.

(á) Îáîçíà÷èì An = {ξn(a) > 0}. Òîãäà

∞∑
n=1

P{An} =

∫
R

F̄ (x− a)− F̄ (x)

F̄ (x)F̄ (x− a)
dF (x).

Åñëè β(a) = 1, òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ýêâèâàëåíòåí èíòåãðàëó â (5.4.7). Òàêèì îáðàçîì,

èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â (5.4.7) è ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü

òåîðåìû 5.4.4 (á).�

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (5.2.2) è (5.4.7) ýêâèâàëåíòíû. Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 5.4.4 âîçíèêàåò

âîïðîñ � êàêèì îáðàçîì óñëîâèå I1(a) < ∞ ñâÿçàíî ñ òåîðèåé ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ

ôóíêöèé?

Ïóñòü Rρ � êëàññ èçìåðèìûõ, ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé

φ(x) (x > 0) ñ ïîêàçàòåëåì ρ ∈ (−∞,∞). Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîò-

íîøåíèå limx→∞ φ(λx)/φ(x) = λρ (λ > 0). Ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå φ(x) = xρL(x) (x > 0), ãäå L(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ.

Êëàññ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç R0. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî êàíîíè-
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÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå Êàðàìàòû

L(x) = C(x) exp

[∫ x

1

(ϵ(y)/y)dy

]
,

ãäå C(x) → C > 0 è ϵ(x) → 0 ïðè x→ ∞. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî L (èëè φ) � íîðìèðîâàííàÿ

ìåäëåííî (ïðàâèëüíî) ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, åñëè C(x) ≡ C. Êëàññû òàêèõ ôóíêöèé

îáîçíà÷èì ÷åðåç R̄0 è R̄ρ, ñîîòâåòñòâåííî. Íàçîâåì φ îáîáùåííîé ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ

ôóíêöèåé, åñëè ñóùåñòâóþò c ≥ d, òàêèå ÷òî

λ−c ≤ lim inf
x→∞

φ(λx)/φ(x) ≤ lim sup
x→∞

φ(λx)/φ(x) ≤ λ−d (0 < λ ≤ 1).

Äàííîå îïðåäåëåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ìîäèôèêàöèåé îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííûõ ïðàâèëüíî ìå-

íÿþùèõñÿ ôóíêöèé, ïðåäëîæåííîå íà ñòðàíèöå 65 â ñïðàâî÷íèêå [52], ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò

íàøèì äàëüíåéøèì öåëÿì. Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç R̃.

Íàêîíåö, íàçîâåì r(x) � áûñòðî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé, åñëè

lim
y→∞

r(λx)/r(x) = ∞ (= 0), äëÿ λ > 1 (0 < λ < 1).

Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç R∞. Äëÿ íèõ òàêæå ñïðàâåäëèâî êàíîíè÷åñêîå

ïðåäñòàâëåíèå r(x) = C(x) exp
(∫ x

1
(δ(z)/z)dz

)
, ãäå δ(x) → ∞ è C(x) → C > 0 (x → ∞).

Åñëè C(x) ≡ C, òî r(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó íîðìèðîâàííûõ áûñòðî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé

R̄∞.

Çàìå÷àíèå 5.4.1. Â ðàáîòå [149] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû íåïðåðûâíîå F

îáëàäàëî "òîëñòûì," "ñðåäíèì" èëè "òîíêèì" õâîñòîì (äëÿ âñåõ a > 0), íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû F̄ (lnx) ÿâëÿëàñü, ñîîòâåòñòâåííî, ìåäëåííî, ïðàâèëüíî èëè áûñòðî

ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé.

Ïóñòü F̄ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ. Ïîñêîëüêó F̄ (∞) = 0, òî
∫∞
1
(ϵ(y)/y)dy =

−∞. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ϵ(x) ∈ Rρ, òî −1 ≤ ρ ≤ 0.

Ëåììà 5.4.3. Ïóñòü F̄ (x) = 1/L(ex), ãäå L(y) ∈ R̄0 è ϵ(x) ∈ R̃. Òîãäà äëÿ âñåõ a > 0 ëèáî

I1(a) <∞, ëèáî I1(a) = ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.4.3. Èç óñëîâèÿ L(y) ∈ R̄0 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî a > 0
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ñïðàâåäëèâî:

(
F (x− a)

/
F (x)

)
− 1 ∼

∫ exp(x)

exp(x−a)
(ϵ(y)/y)dy = Ia,x (x→ ∞).

Èç òåîðåìû î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè îáîáùåííûõ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé (ñì.

ñ. 66 ñïðàâî÷íèêà [52], èëè ñ. 92 êíèãè [18]) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x

ñïðàâåäëèâî:

aϵ(ex)(1 + o(1)) < Ia,x < aϵ(ex)ead(1 + o(1)).

Òîãäà

(a/b)e−bd ≤ lim inf
x→∞

F (x− a)− F (x)

F (x− b)− F (x)
≤ lim sup

x→∞

F (x− a)− F (x)

F (x− b)− F (x)
≤ (a/b)ead.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè I1(b) <∞ (= ∞) äëÿ íåêîòîðîãî b > 0, òî I1(a) <∞ (= ∞) äëÿ âñåõ

a > 0.�

Â ðàáîòå [150] ïðåäëàãàëèñü íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåí-

ñòâà (5.4.7). Òàê, íàïðèìåð, åñëè F̄ ∈ R−α ïðè α ≥ 0, òî (5.4.7) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ a > 0.

Åñëè F̄ (x) = exp(−φ(x)), ãäå φ(x) ∈ Rα, òî (5.4.7) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ a > 0, 0 ≤ α < 1/2

è íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè α > 1/2.

Òåîðåìà 5.4.5. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî a > 0 ñïðàâåäëèâî:

I2(a) =

∫
R

dF (x)

F̄ (x− a)
<∞. (5.4.8)

Òîãäà

(à) β(a) = 0 äëÿ ëþáîãî a > 0,

(á) ξn(b)
ï.í.→ ∞ äëÿ âñåõ b ≥ a.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.4.5. (à) Îòìåòèì, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî (5.4.8) ñïðàâåäëè-

âî äëÿ íåêîòîðîãî a > 0, òî (5.4.8) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ã èç èíòåðâàëà [a,∞). Òàêèì

îáðàçîì, β(x, ã) → 0 äëÿ êàæäîãî ã ∈ [a,∞]. Ïðèìåíÿÿ çàìå÷àíèå 1.2.1, íàõîäèì, ÷òî

β(a) = 0 äëÿ âñåõ a > 0.

(á) Óòâåðæäåíèå (á) òåîðåìû ñëåäóåò èç (5.4.4) è (5.4.8).�
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íå âñå ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùèå "òîíêèå" õâîñòû, óäîâëåòâîðÿþò

(5.4.8). Â ïðèìåðå 5.5.3 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå ëèøü ïðè íåêîòîðûõ a óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.4.8). Íåðàâåíñòâî (5.4.8) îçíà÷àåò, ÷òî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò

"ñâåðõòîíêèé" õâîñò. Ýòîò ñëó÷àé íàïîìèíàåò ñëó÷àé, êîãäà rF <∞ (ñì. ïðèìåð 5.5.5).

5.4.4 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñóìì îêîëîðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå Xi

(i ≥ 1) ïðèíèìàþò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è rF = ∞. Ïóñòü sn(a) îáîçíà÷àåò ñóì-

ìó âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî n-îé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû, ò.å. sn(a) =
∑L(n+1)−1

i=L(n)+1 Xi, ãäå

Xi ∈ (X(n) − a,X(n)]. Äàííàÿ ñóììà, êîãäà Xi > 0, ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ,

ïîñêîëüêó îíà ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ñóììà ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé, ïîïàäà-

þùèõ â ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (X(n) − a,X(n)]. Ýòè òðåáîâàíèÿ áóäóò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ

òîëüêî ïîñëå íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Ýòîò ìîìåíò îáîçíà÷åí òðåáîâà-

íèåì, ïðåâîñõîäÿùèì âñå ïðåäûäóùèå òðåáîâàíèÿ, èëè, â íàøèõ òåðìèíàõ, ÿâëÿåòñÿ n-ûì

ðåêîðäíûì âðåìåíåì L(n). Â ñèëó íåêîòîðûõ îáñòîÿòåëüñòâ (òåêóùåãî çàêîíîäàòåëüñòâà

è ò.ï.) ðåãèñòðàöèÿ ýòèõ òðåáîâàíèé ïðåêðàùàåòñÿ â ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ ñëåäóþùåãî ðå-

êîðäíîãî òðåáîâàíèÿ L(n+ 1).

Ïîäîáíûå âîïðîñû èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [101], [102], [104], [103], [128], [149] è [200]. Â

äàííîì êîíòåêñòå öåëåñîîáðàçíî òàêæå îòìåòèòü ðàáîòó [32], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëèñü

ñóììû ðåêîðäíûõ âåëè÷èí.

Ïîíÿòèå ñóììû îêîëîðåêîðäíûõ âåëè÷èí ìîæíî îáîáùèòü. Îïðåäåëèì ñóììó ñóìì

îêîëîðåêîðäíûõ âåëè÷èí Ssn,m,ā ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ssn,m,ā = sn(a1) + . . . + sn+m−1(am),

ãäå ā � âåêòîð, èìåþùèé êîîðäèíàòû a1, . . . , am > 0. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Ssn,m,ā ÿâëÿåòñÿ

ñóììîé âñåõ íàáëþäåíèé, ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåêîðäíûõ âåëè÷èí

X(n), . . . , X(n+m− 1).

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè÷èíû sn(a) âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïà-

ðàãðàôà è íåðàâåíñòâà

{X(n)− a}ξn(a) < sn(a) ≤ X(n)ξn(a),

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Èç àñèìï-
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òîòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ X(n)
ï.í.→ ∞ âûòåêàåò, ÷òî

sn(a)

X(n)

ï.í.∼ ξn(a). (5.4.9)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 5.4.2.

Òåîðåìà 5.4.6. (1) Åñëè F èìååò "òîíêèé" õâîñò, ò.å. β(a) = 0, òî sn(a)
X(n)

p→ ∞.

(2) Åñëè 0 < β(x, a) → β(a) < 1, òî sn(a)
X(n)

d→ g(β(a)), ãäå g(β(a)) � ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðå-

äåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì β(a).

(3) Åñëè F èìååò "òîëñòûé" õâîñò, ò.å. β(a) = 1, òî sn(a)
X(n)

p→ 0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè òåîðåì 5.4.4, 5.4.5 òàêæå ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü äëÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû sn(a)/X(n). Òàê, íàïðèìåð, åñëè (5.4.7) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî

a > 0, òî sn(b)/X(n)
ï.í.→ 0 äëÿ b ∈ (0, a].

Òåîðåìû 5.4.7, 5.4.9 èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâå-

äåíèÿ âåëè÷èíû Sn,m(ā). Ïî íàøåìó ìíåíèþ, îíè òàêæå ïðåäñòàâëÿþò è ñàìîñòîÿòåëüíûé

èíòåðåñ.

Òåîðåìà 5.4.7. (a) Åñëè F̄ ∈ R∞, òî äëÿ ëþáîãî m = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè-

÷åñêîå ñîîòíîøåíèå: X(n+m)/X(n)
p→ 1.

(á) Ïóñòü äëÿ âñåõ b > 1

I3(b) =

∫
R

F̄ (bx)

F̄ 2(x)
dF (x) <∞. (5.4.10)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî m = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî:

X(n+m)/X(n)
ï.í.→ 1. (5.4.11)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.4.7. (a) Èçâåñòíî, ñì., íàïðèìåð, [15], ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ðåêîðäíûõ âåëè÷èí îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà, ïðè÷åì

P{X(n+ 1) > y|X(n) = x} = F̄ (y)/F̄ (x) (y ≥ x).
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Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî Fn(x) è ïîëàãàÿ y = bx (b > 1), ïîëó÷àåì, ÷òî

I4 = P{X(n+ 1)/X(n) > b} =

∫
R

F̄ (bx)

F̄ (x)
dFn(x). (5.4.12)

Ïîñêîëüêó F̄ � áûñòðî ìåíÿþùÿÿñÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 ìîæíî âû-

áðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé x0, òàêîé ÷òî
F̄ (bx)

F̄ (x)
< ε (∀x > x0). Òîãäà

I4 ≤
∫ x0

−∞

F̄ (bx)

F̄ (x)
dFn(x) + ε(1− Fn(x0)) → ε.

Îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà X(n + 1)/X(n)
p→ 1. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû 5.4.7 (à) âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

X(n+m)

X(n)
=
X(n+ 1)

X(n)
· X(n+ 2)

X(n+ 1)
· · · X(n+m)

X(n+m− 1)
. (5.4.13)

Èç (5.4.13) âûòåêàåò, ÷òî âåëè÷èíà X(n+m)
X(n)

ñòðåìèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê åäèíèöå.

(á) Ñóììèðîâàíèå ïî n â ðàâåíñòâå (5.4.12) ïðèâîäèò íàñ ê ðàâåíñòâó

∞∑
n=1

P{X(n+ 1)/X(n) > b} = I3(b),

Óòâåðæäåíèå (á) òåîðåìû 5.4.7 ïðè m = 1 ñëåäóåò òåïåðü èç ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè.

Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì (5.4.13), íåñëîæíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü (5.4.11) ïðè ëþáîì

m ≥ 2.�

Íà ïðèìåðå ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà (ñì. ïðèìåð 5.5.3) íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

áûñòðî ìåíÿþùèåñÿ õâîñòû ðàñïðåäåëåíèé ìîãóò áûòü "òîíêèìè," "ñðåäíèìè" è äàæå

"òîëñòûìè" â íàøåé êëàññèôèêàöèè. Èç õîäà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.4.7 (á) ñëåäóåò,

÷òî óñëîâèå (5.4.10) ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ

X(n+ 1)/X(n) → 1

(â ñìûñëå ïîëíîé ñõîäèìîñòè). Äàííîå çàìå÷àíèå ìîæíî îáîáùèòü. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ
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íåêîòîðîãî m ≥ 1 âûïîëíÿëîñü àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

X(n+m)/X(n) → 1

(â ñìûñëå ïîëíîé ñõîäèìîñòè), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ òîãî æå m ≥ 1 âû-

ïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî:

I3,m(b) =

∫
R

F̄ (bx)

F̄ 2(x)

[
− ln

(
F̄ (bx)

F̄ (x)

)]m−1

dF (x) <∞ (b > 1). (5.4.14)

Â òåîðåìå 5.4.8 ïðåäëîæåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû 5.4.7

è íåðàâåíñòâà (5.4.14)

Òåîðåìà 5.4.8. (a) Ïóñòü β(a) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ a > 0. Åñëè 0 ≤ β(a) < 1, òî

F̄ ∈ R∞. Åñëè æå F̄ (x) = [C(x) exp(φ(x))]−1, ãäå φ ∈ R̄l, 0 < l < 1 è C(x) → C > 0, òî

β(a) = 1 è F̄ ∈ R∞.

Ïóñòü F̄ ∈ R̄∞ è δ(x) � ôóíêöèÿ èç êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áûñòðî ìåíÿþùèõñÿ

ôóíêöèé.

(á) Åñëè
∫∞
1
(δ(x))−γdx <∞ äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0, òî (5.4.10) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ b > 1.

(â) Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ âñåõ b > 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∫ bx
x
(δ(y)/y)dy = O(δ(x)), òî

I3,m(b) <∞ ïðè ëþáûõ b > 1,m ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.4.8. (à) Åñëè b > 1 è a > 0, òî äëÿ x ≥ a/(b−1) ñïðàâåäëè-

âî bx > x+a. Èç (1.2.1) ñëåäóåò, ÷òî lim supx→∞ F̄ (bx)/F̄ (x) ≤ β(a). Îäíàêî, åñëè β(a) < 1,

òî β(a) → 0 (a→ ∞). Îòêóäà F̄ ∈ R∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 5.4.8 (à) çàìåòèì, ÷òî

β(x, a) =
C(x)

C(x+ a)
· exp

(
xl(L(x)− L(x+ a))− L(x+ a)(xl − (x+ a)l)

)
Î÷åâèäíî, ÷òî L(x+ a)(xl− (x+ a)l) → 0 (x→ ∞, 0 < l < 1). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.4.8 (à)

ñïðàâåäëèâà ëåììà 3.1, âçÿòàÿ èç ðàáîòû [150]. Òàì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî L(x+ a)−L(x) =

o
(
L(x)
x

)
, ãäå L(x) ∈ R̄0. Îòêóäà x

l(L(x)− L(x+ a)) → 0 (0 < l < 1). Ïîýòîìó β(x, a) → 1.

(á) Èç êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ áûñòðî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé íàõîäèì, ÷òî

F ′(x) = (δ(x)/x)F̄ (x). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî x ñïðàâåäëèâî
∫ bx
x

δ(u)
u
du ≥
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δ(x) ln b. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (5.4.10) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè
∫∞
1
δ(x)e−δ(x) ln bdx < ∞. Â òî æå

âðåìÿ äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ≥ γ + 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî e−δ(x) ln b ≤ k!(δ(x) ln b)−k.

Îòêóäà è âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (á) òåîðåìû 5.4.8.

(â) Äåéñòâóÿ ìåòîäàìè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.4.8 (á), íàõîäèì, ÷òî I3,m(b) ≤

(ln b)m−1
∫∞
1
(δ(x))me−δ(x) ln bdx. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû,

èç íåðàâåíñòâà e−δ(x) ln b ≤ k!(δ(x) ln b)−k (k > γ +m), ïîëó÷àåì æåëàåìîå.�

Ïîëüçóÿñü ìåòîäàìè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.4.7, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.4.9. (a) Åñëè F̄ ∈ R0, òî äëÿ âñåõ m = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî:

X(n+m)/X(n)
p→ ∞.

(á) Ïóñòü äëÿ âñåõ b > 1

I4(b) =

∫
R

F̄ (x)− F̄ (bx)

F̄ 2(x)
dF (x) <∞. (5.4.15)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî m = 1, 2, . . .

X(n+m)/X(n)
ï.í.→ ∞.

Åñëè b > 1, òî x+ a < bx äëÿ ëþáîãî a è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x. Îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî åñëè (5.4.15) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî b > 1, òî I1(a) < ∞ äëÿ âñåõ a > 0. Ñëå-

äîâàòåëüíî, β(a) = 1. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óñëîâèå (5.4.15) îïðåäåëÿåò ïîäêëàññ ðàñïðåäå-

ëåíèé, îáëàäàþùèõ "ñâåðõòîëñòûì" õâîñòîì. Äëÿ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé íîâàÿ ðåêîðäíàÿ

âåëè÷èíà "ïðûãàåò" íàñòîëüêî äàëåêî âïåðåä ïðåäûäóùåé, ÷òî èõ îòíîøåíèå ñòðåìèòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì ïðîäîëæåíèåì òåîðåìû 5.4.1. Îí òàêæå

áóäåò ïîëåçåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèå âåëè÷èíû Ssn,m,ā.
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Òåîðåìà 5.4.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåë â (1.2.1) ñóùåñòâóåò äëÿ a, b > 0, òàêèõ

÷òî a/b � èððàöèîíàëüíî. Òîãäà

(ξn(a1), . . . , ξn+m−1(am))
d→ (g1(β(a1)), . . . , gm(β(am)) (n→ ∞),

ãäå gi(p) � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì p è êîìïîíåíòû âåêòîðà,

ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, íåçàâèñèìû. Â ÷àñòíî-

ñòè, sξn,m,ā
d→ sgm,ā, ãäå

sξn,m,ā = ξn(a1) + . . .+ ξn+m−1(am), sgm,ā = g1(β(a1)) + . . .+ gm(β(am).

Ïðè ýòîì ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ sgm,ā èìååò âèä:

E
[
ts

g
m,ā

]
=

m∏
i=1

β(ai)

1− (1− β(ai))t
. (5.4.16)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.4.10. Èç ëåììû 5.4.2 ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξn+i−1(ai) (i = 1, . . . ,m) óñëîâíî íåçàâèñèìû è èìåþò ãåîìåòðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðè óñëîâèè {X(n) = xn, . . . , X(n+m− 1) = xn+m−1}. Òîãäà èõ ñîâìåñòíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ

ôóíêöèÿ èìååò âèä:

E

[
m∏
i=1

t
ξn+i−1(ai)
i

]
= E

[
m∏
i=1

β(X(n+ i− 1)− ai, ai)

1− (1− β(X(n+ i− 1)− ai, ai))ti

]
.

Ïîñêîëüêó β(X(n+i−1)−ai, ai)
ï.í.→ β(ai), òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

�

Ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû sgm,ā ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Â ÷àñò-

íîñòè, åñëè âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà ā = (a1, . . . , an) ðàçëè÷íû, òî

P
(
sgm,ā = k

)
=

m∑
i=1

αi(m) β(ai) (1− β(ai))
k , k = 0, 1, . . . , (5.4.17)

ãäå

αi(m) =
β(m) (1− β(ai))

m

β(ai)
∏m

j=1

j ̸=i
(β(aj)− β(ai))

, i = 1, . . . ,m, (5.4.18)



Ãëàâà 5. Âåëè÷èíû, ðåãèñòðèðóåìûå îêîëî ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ 162

β(m) =
∏m

i=1 β(ai). Åñëè æå a1 = . . . = am, òî ðàñïðåäåëåíèå s
g
m,ā ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì

áèíîìèàëüíûì. Èç òåîðåì 5.4.7 (à), 5.4.10 è óñëîâèÿ (5.4.9) âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.4.11. Ïóñòü F̄ � áûñòðî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ è ïðåäåë â (1.2.1) ñóùåñòâóåò

äëÿ a, b > 0, òàêèõ ÷òî a/b � èððàöèîíàëüíî. Òîãäà Ssn,m,ā/X(n)
d→ sgm,ā, ãäå âåëè÷èíà S

s
n,m,ā

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì Ssn,m,ā = sn(a1)+ . . .+ sn+m−1(am) è âåëè÷èíà sgm,ā îïðåäåëÿåòñÿ

ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé (5.4.16).

(1) (a) Â ÷àñòíîñòè, åñëè 0 < β(a) < 1 è âñå êîìïîíåíòû ā ðàçëè÷íû, òî ðàñïðåäå-

ëåíèå çàäàåòñÿ (5.4.17) è (5.4.18).

(á) Åñëè æå a1 = · · · = am = a, òî

P{sgm,ā = k} = Ck
m−1+k{β(a)}m{1− β(a)}k (k ≥ 0).

(2) Åñëè β(a) = 0, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ā ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè âåðíî:

Ssn,m,ā/X(n)
p→ ∞.

(3) Åñëè β(a) = 1, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ā ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè âåðíî:

Ssn,m,ā/X(n)
p→ 0.
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� 5.5 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 5.5.1. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå Êîøè F (x) = 1
2
+ 1
π
arctg x. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå

èìååò "òîëñòûé" (äëÿ ëþáîãî a) õâîñò, ò.ê. β(x, a) ∼ x2+1
(x+a)2+1

→ 1. Çíà÷èò, ÷àñòè (3)

òåîðåì 5.4.2, 5.4.3 âûïîëíÿþòñÿ. Äëÿ áîëüøèõ x ñïðàâåäëèâî

F (x+ a)− F (x) =
1

π
arctg

(
a

1 + x(x+ a)

)
∼ a

πx2
(a > 0).

Îòêóäà

∫ ∞

x0

F̄ (x)− F̄ (x+ a)

F̄ 2(x)
dF (x) ∼ a

π

∫ ∞

x0

1

x4
{

1
2
− 1

π
arctg x

}2dx . (5.5.1)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

x

{
1

2
− 1

π
arctg x

}
→ 1

π
(x→ ∞),

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èíòåãðàë â (5.5.1) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì a > 0. Òàêèì îáðàçîì,

óñëîâèÿ (5.2.2) è (5.4.7) âûïîëíÿþòñÿ. Òîãäà K−(n, n − k, a)
ï.í.→ 0 äëÿ ëþáûõ ôèêñèðî-

âàííûõ a > 0 è k ≥ 0, ñîñåäíèå "âåðõíèå" ñïåéñèíãè áóäóò àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâèñèìû

è ξn(a)
ï.í.→ 0 (äëÿ ëþáîãî a > 0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ

"ñâåðõòîëñòûì". Â ñàìîì äåëå,

∫ ∞

x0

F̄ (x)− F̄ (bx)

F̄ 2(x)
dF (x) ∼ b− 1

πb

∫ ∞

x0

1

x3
{

1
2
− 1

π
tg x

}2 dx .
Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ýêâèâàëåíòåí ðàñõîäÿùåìóñÿ èíòåãðàëó

∫∞
x0

1
x
dx, òî åñòü óñëîâèå

(5.4.15) íå âûïîëíÿåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ìå-

íÿþùåéñÿ ôóíêöèåé ñ ïîêàçàòåëåì -1.

Ïðèìåð 5.5.2. Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî F (x) = 1− x−α (x > 1, α > 0). Ýòî ðàñïðåäåëåíèå

òàêæå èìååò "òîëñòûé" õâîñò òàê, êàê β(x − a, a) = (1 − a/x)α → 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

K−(n, n−k, a)
p→ 0 è ξn(a)

p→ 0. Ñîñåäíèå "âåðõíèå" ñïåéñèíãè àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâèñè-

ìû. Óñëîâèå (5.2.2) âûïîëíÿåòñÿ (ñì. [127]) è ïîýòîìó K−(n, n−k, a)
ï.í.→ 0 è ξn(a)

ï.í.→ 0.

Òåîðåìà 5.4.4 ñïðàâåäëèâà äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,

õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ "ñâåðõòîëñòûì" è ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ

ôóíêöèåé.
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Ïðèìåð 5.5.3. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà: F (x) = 1−e−xα (x > 0, α > 0). Ïðè

ëþáîì α > 0 ñïðàâåäëèâî F̄ ∈ R∞. Çäåñü âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

5.5.3.1 Ðàñïðåäåëåíèå èìååò "ñâåðõòîíêèé" õâîñò (ïðè ëþáîì a > 0), åñëè α > 1. Â

ñàìîì äåëå, ∫ ∞

x0

dF (x)

F̄ (x− a)
= α

∫ ∞

x0

exp {−xα + (x− a)α} xα−1dx <∞.

Òàêèì îáðàçîì, K+(n, n−k, a)
p→ k è ξn(a)

ï.í.→ ∞. Èç òåîðåìû 5.4.11 (2) çàêëþ÷àåì, ÷òî

Ssn,m,ā/X(n)
p→ ∞.

5.5.3.2 Ïðè α = 1 ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì ýêñïîíåíöèàëüíûì. Çäåñü

F èìååò "ñðåäíèé" õâîñò, ïðè÷åì β(x, a) = e−a. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷å-

ñêèå ñîîòíîøåíèÿ: K+(n, n−k, a)
d→ b(k, e−a) è K−(n, n−k, a)

d→ nb(k+1, e−a). Óòâåðæäå-

íèÿ (2) òåîðåì 5.4.2, 5.4.3, 5.4.6 è òåîðåìà 5.4.7 ñïðàâåäëèâû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Óñëîâèå

(5.4.10) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî b > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, X(n +m)/X(n)
ï.í.→ 1 (m ≥ 1).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíåå àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ è â

ñìûñëå ïîëíîé ñõîäèìîñòè. Äëÿ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâà òàêæå è òåîðå-

ìà 5.4.11 (1).

5.5.3.3 Åñëè 0 < α < 1, òî F èìååò "òîëñòûé" õâîñò, òî åñòü K±(n, n − k, a)
p→ 0

è ξn(a)
p→ 0. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.4.7) ïðè 0 < α < 1/2. Òîãäà

K−(n, n − k, a)
ï.í.→ 0 è ξn(a)

ï.í.→ 0. Óñëîâèå (5.4.10) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî 0 < α < 1,

ò.å. X(n+m)/X(n)
ï.í.→ 1 (m ≥ 1). Èç òåîðåìû 5.4.11 (3) çàêëþ÷àåì, ÷òî Ssn,m,ā/X(n)

p→

0.

Ïðèìåð 5.5.4. Ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå F (x) = Φ(x) = 1√
2π

∫ x
−∞ e−u

2/2du.

Èçâåñòíî, ÷òî 1 − Φ(x) ∼ e−x2/2
√
2πx

(x → ∞). Ñîîòâåòñòâåííî, F̄ ∈ R∞ è β(x − a, a) ∼
x−a
x

e−xa+a
2/2 → 0. Õâîñò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ "òîíêèé," òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå K+(n, n−k, a)
p→ k. "Âåðõíèå" ñîñåäíèå ñïåéñèíãè àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâè-

ñèìû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî (5.4.8) âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ

� "ñâåðõòîíêèé". Òåîðåìû 5.4.5, 5.4.7 ñïðàâåäëèâû äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èç

òåîðåìû 5.4.11 (2) ñëåäóåò, ÷òî Ssn,m,ā/X(n)
p→ ∞.

Ïðèìåð 5.5.5. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå F (x) = x (0 < x < 1). Ðàñïðåäåëåíèå "áåç-

õâîñòîâîå". Çäåñü ñïðàâåäëèâà òåîðåìû 5.2.4 è 5.4.1. Òîãäà K−(n, n − k, a)
ï.í.→ ∞,

K−(n, n − k, a)
ï.í.→ k è ξn(a)

ï.í.→ ∞ äëÿ a ≥ 0. Ñïåéñèíãè, ïîñòðîåííûå ïî ïîðÿäêîâûì
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ñòàòèñòèêàì, ñèììåòðè÷íî çàâèñèìû (ñì. [158]).

Ïðèìåð 5.5.6. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå òàêæå èìååò "òîëñòûé" õâîñò:

F (x) = 1− ln 2

lnx
(x > ln 2).

Çäåñü β(x− a, a) = ln(x−a)
lnx

→ 1 äëÿ ëþáîãî a > 0. Õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ � "ñâåðõòîëñòûé".

Â ñàìîì äåëå,

∫
R

F̄ (x)− F̄ (bx)

F̄ 2(x)
dF (x) =

∫ ∞

ln 2

ln b

x lnx ln(bx)
<∞ (b > 1).

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ëþáîãî a > 0 ñïðàâåäëèâî K−(n, n − k, a)
ï.í.→ 0, ξn(a)

ï.í.→ 0 è

X(n+m)/X(n)
ï.í.→ ∞ (m ≥ 1). Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå F̄ ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî

ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé.

Ïðèìåð 5.5.7. Ïóñòü F̄ (x) = exp(−xL(x)), ãäå L(x) ∈ R̄0 è L(x) → ∞ (x → ∞). Äëÿ

a > 0 èìååì:

xL(x)− (x− a)L(x− a) = aL(x)− (x− a)(L(x)− L(x− a)) =

aL(x)(1 + o(1)) → ∞ (x→ ∞).

Ñëåäîâàòåëüíî, β(a) = 0 è ñïðàâåäëèâû òåîðåìû 5.4.2 (1), 5.4.3 (1) è 5.4.6 (1). Ïîñêîëüêó

F ′(x) = F̄ (x)L(x)(1+o(1)), òî óñëîâèå (5.4.8) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Î2(a) =

∫ ∞

e

L(x)e−aL(x)dx <∞.

Ïóñòü, íàïðèìåð, L(x) = (ln x)c (c > 0 è x ≥ e). Òîãäà

Î2(a) = c−1

∫ ∞

1

y1/ce−ay+y
1/c

dy

=


∞ , ïðè c < 1, a > 0,

<∞ , ïðè c = 1, a > 1

<∞ , ïðè c > 1, a > 0,

.
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Ïðèìåð 5.5.8. Ïðîèëëþñòðèðóåì òåîðåìó 5.4.8 ïðèìåðîì. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ:

F̄ (x) ∈ R∞ è δ(x) = 1 + ln(ln x) (x ≥ e). Ïóñòü òàêæå l = ln b > 0. Òîãäà

∫ bx

x

δ(u)

u
du = l +

∫ l+lnx

lnx

ln ydy = l (1 + ln(ln x)) + o(1) = O(δ(x)) → ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, I3,m(b) <∞ (m ≥ 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b > e.

Åñëè æå âûáðàòü δ(x) = ln x, òî äëÿ âñåõ b > 1 ñïðàâåäëèâî I3,m(b) <∞ (m ≥ 1).
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� 5.6 Ïðèëîæåíèå ãëàâû 5

5.6.1 Äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 5.2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2.2. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà îïèðàåòñÿ íà ëåì-

ìó 2.2.4. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

An = {K−(n, n− k, a) ̸= 0} è Acn = {K−(n, n− k, a) = 0} (n ≥ k).

Èç òåîðåìû 5.2.1 (á) ñëåäóåò, ÷òî åñëè β(a) = 1, òî P (An) → 0. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

ôèêñèðîâàííîãî k ≥ 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K−(n, n− k, a) (n ≥ k) îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà.

Ñîáûòèå AcnAn+1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

AcnAn+1 = {K−(n, n− k, a) = 1, K−(n+ 1, n+ 1− k, a) = 2}

= {K−(n, n− k, a) = 1, Xn−k+1,n < Xn−k,n + a, Xn+1 > Xn−k,n − a}
∪

{K−(n, n− k, a) = 1, Xn−k+1,n > Xn−k,n + a, Xn−k,n − a < Xn+1 < Xn−k,n + a}.

Èìååì:

P (AcnAn+1)

= nCk
n−1

∫
R

{F (x− a)}n−k−1 [{1− F (x− a)}
(
(1− F (x))k − (1− F (x+ a))k

)
+ {F (x+ a)− F (x− a)} (1− F (x+ a))k

]
dF (x)

= nCk
n−1

∫
R

{F (x− a)}n−k−1
[
{1− F (x− a)} {1− F (x)}k − {1− F (x+ a)}k+1

]
dF (x).

Îòêóäà

∞∑
n=k+1

P (AcnAn+1) = (k + 1)

∫
R

{1− F (x− a)} {1− F (x)}k − {1− F (x+ a)}k+1

{1− F (x− a)}k+2
dF (x).

(5.6.1)

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì

n(c− b)bn−1 ≤ cn − bn ≤ n(c− b)cn−1. (5.6.2)
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×èñëèòåëü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (5.6.1) íå ïðåâîñõîäèò

(1− F (x− a))k+1 − (1− F (x+ a))k+1 .

Èç (5.6.2) ñëåäóåò, ÷òî

∞∑
n=k+1

P (AcnAn+1) ≤ (k + 1)2
∫
R

F (x+ a)− F (x− a)

(1− F (x− a))2
dF (x).

Ðàâåíñòâî (5.6.1) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∞∑
n=k+1

P (AcnAn+1)

= C + (k + 1)

∫ ∞

x0

{1− F (x− a)} {1− F (x)}k − {1− F (x+ a)}k+1

{1− F (x− a)}k+2
dF (x), (5.6.3)

ãäå

C = (k + 1)

∫ x0

−∞

{1− F (x− a)} {1− F (x)}k − {1− F (x+ a)}k+1

{1− F (x− a)}k+2
dF (x)

� íåêîòîðîå ÷èñëî. Èíòåãðàë â (5.6.3) ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ, åñëè â íåì çàìåíèòü

1− F (x) íà 1− F (x+ a). Òîãäà

∞∑
n=k+1

P (AcnAn+1) ≥ C +
k + 1

(1 + ε)k

∫ ∞

x0

F (x+ a)− F (x− a)

(1− F (x− a))2
dF (x).

Èç ëåììû 2.2.4 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â (5.2.2) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì

è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ

K−(n, n− k, a)
ï.í.→ 0.

�

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå F àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíî. Ïîëüçóÿñü ëåììîé 1.3.1, îá óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ

X(1) = (X1,n, . . . , Xk−1,n) è X(2) = (Xk+1,n, . . . , Xn,n)
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ïðè óñëîâèè {Xk,n = x}, ïîëó÷àåì, ÷òî

P{K−(n, k, a) = j,K+(n, k, b) = l}

= Cj
k−1C

l
n−k

∫
R
{G(x)−G(x− a)}j Gk−j(x− a)fn,k(x)T

l(x+ b) {1− T (x+ b)}n−k−l dx

=
n!

j!(k − j − 1)!l!(n− k − l)!

∫
R
{F (x)− F (x− a)}j F k−j−1(x− a)

×{F (x+ b)− F (x)}l {1− F (x+ b)}n−k−l f(x)dx.

Ðåçóëüòàò îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå F íåïðåðûâíî.�

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2.5. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè K−(n, k, a), K+(n, k, a) è âåê-

òîðà (K−(n, k, a), K+(n, k, b)) ëåãêî íàõîäèòñÿ èç (5.2.1), (5.2.3) è (5.2.4), ñîîòâåòñòâåííî.

Îíè èìåþò âèä:

Π−(n, k, a, s) = nCk−1
n−1

∫
R
{(1− s)F (x− a) + sF (x)}k−1{1− F (x)}n−kdF (x),

Π+(n, k, a, s) = nCk−1
n−1

∫
R
[s {F (x+ a)− F (x)}+ 1− F (x+ a)]n−k {F (x)}k−1 dF (x),

EsK−(n,k,a,s)tK+(n,k,b,t) = nCk−1
n−1

×
∫
R

{
1− (1− s)F̄ (x− a)− sF̄ (x)

}k−1 (
(1− t)F̄ (x+ b) + tF̄ (x)

)n−k
dF (x). (5.6.4)

Ïóñòü ïðåäåë (1.2.1) ñóùåñòâóåò è õâîñò F̄ ÿâëÿåòñÿ "ñðåäíèì" äëÿ íåêîòîðûõ a > 0 è

b > 0. Òîãäà èç òåîðåì 5.2.1(a), 5.2.3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè n→ ∞ ñïðàâåäëèâî:

Π−(n, n− k, a, s)Π+(n, n− k, b, t) →
(

β(a)

1− s(1− β(a))

)k+1

(β(b) + t(1− β(b)))k. (5.6.5)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü x0, òàêîé ÷òî äëÿ âñåõ x > x0 ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà:

(1− ε) · β(b) · F̄ (x) < F̄ (x+ b) < (1 + ε) · β(b) · F̄ (x),

1− ε

β(a)
· F̄ (x) < F̄ (x− a) <

1 + ε

β(a)
· F̄ (x).
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Òîãäà èç (5.6.4) âûòåêàåò, ÷òî

Ln(x0) + nCk
n−1 {(1− t)(1− ε)β(b) + t}k

×
∫ ∞

x0

{
1−

(
(1− s)(1 + ε)

β(a)
+ s

)
F̄ (x)

}n−k−1

{F̄ (x)}kdF (x) (5.6.6)

≤ EsK−(n,n−k,a)tK+(n,n−k,b) ≤ Ln(x0) + nCk
n−1 {(1− t)(1 + ε)β(b) + t}k

×
∫ ∞

x0

{
1−

(
(1− s)(1− ε)

β(a)
+ s

)
F̄ (x)

}n−k−1

{F̄ (x)}kdF (x), (5.6.7)

ãäå

Ln(x0) = nCk
n−1

∫ x0

−∞

{
1− (1− s)F̄ (x− a)− sF̄ (x)

}n−k−1 (
(1− t)F̄ (x+ b) + tF̄ (x)

)k
dF (x).

Îòìåòèì, ÷òî Ln(x0) → 0 ïðè ïîñòîÿííîì x0 è n → ∞. Èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå

â (5.6.6) è (5.6.7), k ðàç ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì, ÷òî

o(1) +

(
β(a)

(1− s)(1 + ε) + sβ(a)

)k+1

{(1− t)(1− ε)β(b) + t}kn

×
∫ ∞

x0

{
1−

(
(1− s)(1− ε)

β(a)
+ s

)
F̄ (x)

}n−1

dF (x)

≤ EsK−(n,n−k,a)tK+(n,n−k,b)

≤ o(1) +

(
β(a)

(1− s)(1− ε) + sβ(a)

)k+1

{(1− t)(1 + ε)β(b) + t}kn

×
∫ ∞

x0

{
1−

(
(1− s)(1 + ε)

β(a)
+ s

)
F̄ (x)

}n−1

dF (x).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

EsK−(n,n−k,a)tK+(n,n−k,b) →
(

β(a)

1− s(1− β(a))

)k+1

(β(b) + t(1− β(b)))k.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà 0 < β(a) < 1 è 0 < β(b) < 1, ñõîäèìîñòü â

ïîñëåäíåì âûðàæåíèè è ñõîäèìîñòü â (5.6.5) îçíà÷àåò, ÷òî EsK−(n,n−k,a)EtK+(n,n−k,b) è

EsK−(n,n−k,a)tK+(n,n−k,b) èìåþò îäèí è òîò æå ïðåäåë. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà β(a) èëè β(b) ðàâíû 0

èëè 1, òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü

K−(n, n− k, a) è K+(n, n− k, b) äîêàçàíà.�
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5.6.2 Äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 5.3

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

cn,k,j =
n!

(n− k)!(k − j − 1)!j!
, n ≥ 1, k ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, . . . , k − 1}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé âñïîìîãà-

òåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 5.6.1. Ïóñòü k � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, kn → ∞, α = 0 è 0 < d < 1. Òîãäà

(à) cn,k,jd
n−k → 0 (n→ ∞),

(á) cn,kn,jd
n−kn → 0 (n→ ∞).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììà 5.6.1. (à) Îòìåòèì, ÷òî

0 ≤ n!

(n− k)!(k − j − 1)!
dn−k <

nkdn−k

(k − j − 1)!
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞.

(á) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ n, ìîæíî çàïèñàòü

n!

(n− kn)!(kn − j − 1)!j!
dn−kn ∼ 1√

2πj!

(
n

n− kn

)n(
n− kn
kn

)kn
kj+1/2
n dn−kn

≤ 1√
2πj!

exp

{
kn ln(e+ ε) + kn ln

(
n− kn
kn

)
+ (j + 1/2) ln kn − (n− kn)(− ln d)

}
.

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ýêñïîíåíòå,

(n− kn)

[
kn

n− kn
ln(e+ ε)− kn

n− kn
ln

(
kn

n− kn

)
+

(j + 1/2)

n− kn
ln kn − (− ln d)

]

ñòðåìèòñÿ ê −∞, ò.ê. âñå ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (êðîìå ïîñëåäíåãî),

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îòðèöàòåëüíî.�

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.3.1. Îòìåòèì, ÷òî åñëè kn → ∞ è α = 0, òî

P{Xkn,n < a} → 1



Ãëàâà 5. Âåëè÷èíû, ðåãèñòðèðóåìûå îêîëî ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ 172

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî a > 0, òî åñòü P{K−(n, kn, a) = kn − 1} → 1. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî j ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå P{K−(n, kn, a) = j} → 0. Ïðîâåðèì òåïåðü (5.3.1).

Ðàâåíñòâî (5.2.3) äëÿ a > 0, 0 ≤ j ≤ n− k, 1 ≤ k ≤ n ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

P{K+(n, k, a) = j} = cn,k+j,j

∫ ∞

0

[F (x+ a)− F (x)]j [1− F (x+ a)]n−k−j [F (x)]k−1dF (x).

Òîãäà

P{K+(n, k, a) = j}

≤ cn,k+j,j[1− F (a)]n−k−j
∫ ∞

0

[1− F (x)]j[F (x)]k−1dF (x) ≤ cn,k+j,j[1− F (a)]n−k−j.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ëåììó 5.6.1 (à), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ a > 0, j ≥ 0

è n, kn → ∞, òàêèõ ÷òî α = 0, ñïðàâåäëèâî: P{K+(n, kn, a) = j} → 0 . Èç ïîñëåäíåãî

àñèìïòîòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò ñõîäèìîñòü K+(n, kn, a)
p→ ∞.�

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3.1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè lF = 0 è j = 0, . . . , k − 2 ñïðàâåä-

ëèâî:

P{K−(n, k, a) = j} = cn,k,j

∫ ∞

a

[F (x− a)]k−j−1[F (x)− F (x− a)]j[1− F (x)]n−kdF (x)

= cn,k,j

∫ ∞

a

[
1− F̄ (x)

β(x− a, a)

]k−j−1 [
1

β(x− a, a)
− 1

]j
[F̄ (x)]n−k+jdF (x)

è

P{K−(n, k, a) = k − 1} = 1−
k−2∑
j=0

P{K−(n, k, a) = j}.

Ïîñêîëüêó äëÿ j = 0, . . . , k − 2 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

P (n, k, an, j) = cn,k,j

∫ ∞

an

[
1− F̄ (x)

F̄ (an)

]k−j−1 [
1

F̄ (an)
− 1

]j [
F̄ (x)

]n−k+j
dF (x)

= Cj
n−k+j[F̄ (an)]

n−k+1[1− F̄ (an)]
j

=
(n− k + 1) . . . (n− k + j)

njj!

[(
1− λ

n

)]n−k+1

λj → e−λ
λj

j!
(n→ ∞),

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

|P (K−(n, k, an) = j)− P (n, k, an, j)|
n→∞−→ 0 ïðè j = 0, . . . , k − 2.
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Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x0 > 0 (êîòîðûé áóäåò âûáðàí íèæå), äëÿ an < x0 è äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n èìååì:

|P (K−(n, k, an) = j)− P (n, k, an, j)| ≤ I1 + I2 + I3,

ãäå

I1 = I1(n, k, j, an, x0) = cn,k,j

∫ ∞

x0

[F (x− an)]
k−j−1[F (x)− F (x− an)]

j
[
F̄ (x)

]n−k
dF (x),

I2 = I2(n, k, j, an, x0) = cn,k,j

∫ ∞

x0

[
1− F̄ (x)

F̄ (an)

]k−j−1 [
1

F̄ (an)
− 1

]j [
F̄ (x)

]n−k+j
dF (x)

è

I3 = I3(n, k, j, an, x0) = cn,k,j

∫ x0

an

|G1(n, k, j, an, x)−G2(n, k, j, an, x)|
[
F̄ (x)

]n−k+j
dF (x).

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ:

G1(n, k, j, an, x) =

[
1− F̄ (x)

β(x− a, an)

]k−j−1 [
1

β(x− a, an)
− 1

]j
,

G2(n, k, j, an, x) =

[
1− F̄ (x)

F̄ (an)

]k−j−1 [
1

F̄ (an)
− 1

]j
.

Äëÿ îöåíêè I1 âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

I1(n, k, j, an, x0) ≤ cn,k,j
[
F̄ (x0)

]n−k ∫ ∞

x0

[F (x− an)]
k−j−1 dF (x) < cn,k,j

[
F̄ (x0)

]n−k
.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.6.1, ïîëó÷àåì, ÷òî I1(n, k, j, an, x0) → 0 (n → ∞). Îöåíèì I2. Äëÿ

0 ≤ j ≤ k − 2 ìîæíî çàïèñàòü

I2(n, k, j, an, x0) = cn,k,j[F (an)]
j
[
F̄ (an)

]n−k+1
∫ F̄ (x0)

F̄ (an)

0

(1− y)k−j−1yn−k+j dy

≤ cn,k,j[F (an)]
j
[
F̄ (an)

]n−k+1
∫ F̄ (x0)

F̄ (an)

0

yn−k+j dy

= cn,k,j
[
F̄ (x0)

]n−k+j+1 1

n− k + j + 1

(
λ

n

)j (
1− λ

n

)−j

→ 0
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Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ âñëåäñòâèå ëåììû 5.6.1. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë I3.

Ïðè 0 ≤ j ≤ k − 2 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

I3(n, k, j, an, x0) ≤ I31(n, k, j, an, x0) + I32(n, k, j, an, x0) + I33(n, k, j, an, x0) ,

ãäå

I31(n, k, j, an, x0) = cn,k,j

∫ x0

an

∣∣∣∣∣
(
1− F̄ (x)

β(x− a, an)

)k−j−1

−
(
1− F̄ (x)

F̄ (an)

)k−j−1
∣∣∣∣∣

×

∣∣∣∣∣
(

1

β(x, an)
− 1

)j
−
(

1

F̄ (an)
− 1

)j∣∣∣∣∣ [F̄ (x)]n−k+j dF (x) ,

I32(n, k, j, an, x0) = cn,k,j

∫ x0

an

∣∣∣∣∣
(
1− F̄ (x)

β(x− a, an)

)k−j−1

−
(
1− F̄ (x)

F̄ (an)

)k−j−1
∣∣∣∣∣

×
(

1

F̄ (an)
− 1

)j [
F̄ (x)

]n−k+j
dF (x),

I33(n, k, j, an, x0) = cn,k,j

∫ x0

an

(
1− F̄ (x)

F̄ (an)

)k−j−1

×

∣∣∣∣∣
(

1

β(x− a, an)
− 1

)j
−
(

1

F̄ (an)
− 1

)j∣∣∣∣∣ [F̄ (x)]n−k+j dF (x).
Îöåíèì I33. Èç óñëîâèÿ (5.3.2) ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞,x→0,x>an

(
1

β(x− a, an)
− 1

)(
1

F̄ (an)
− 1

)−1

= 1.

Òîãäà äëÿ j = 0, . . . , k − 2 ñïðàâåäëèâî:

∀ε>0 ∃N1 ∃x̂0 ∀n≥N1 ∀x∈(an,x̂0)

∣∣∣∣∣∣
[(

1

β(x− a, an)
− 1

)(
1

F̄ (an)
− 1

)−1
]j

− 1

∣∣∣∣∣∣ < ε. (5.6.8)

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (5.6.8) äëÿ n ≥ N1, 0 ≤ j ≤ k − 2 è 0 < x0 ≤ x̂0, çàïèøåì

I33(n, k, j, an, x0) < cn,k,jε

(
1

F̄ (an)
− 1

)j ∫ x0

an

(
1− F̄ (x)

F̄ (an)

)k−j−1 [
F̄ (x)

]n−k+j
dF (x)
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= cn,k,j · ε · [F (an)]j ·
[
F̄ (an)

]n−k+1
∫ 1

F̄ (x0)

F̄ (an)

(1− y)k−j−1yn−k+j dy

≤ cn,k,j · ε · [F (an)]j ·
[
F̄ (an)

]n−k+1
∫ 1

0

(1− y)k−j−1yn−k+j dy

= ε · Cj
n−k+j [F (an)]

j ·
[
F̄ (an)

]n−k+1
= P (nb(n− k + 1, F̄ (an)) = j) · ε ≤ ε,

ãäå nb � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùåå îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-

ðàìåòðàìè n− k + 1 è F̄ (an). Ïîêàæåì, ÷òî I32 ≤ ε. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî

(
1− F̄ (x)

β(x− a, an)

)(
1− F̄ (x)

F̄ (an)

)−1

= F̄ (an) ·
[
F (an + x− an)− F (an)

F (x− an)

]−1

.

Ïîñêîëüêó F̄ (an) = 1 − λ
n

n→∞−→ 1, ïðèìåíÿÿ (5.3.2) ê âûðàæåíèþ, ñòîÿùåìó â êâàäðàòíûõ

ñêîáêàõ, ïîëó÷àåì ïðè j = 0, 1, . . . , k − 2, ÷òî

∀ε>0∃N2∃x̃0>0∀n≥N2∀x∈(an,x̃0)

∣∣∣∣∣∣
[(

1− F̄ (x)

β(x− a, an)

)(
1− F̄ (x)

F (an)

)−1
]k−j−1

− 1

∣∣∣∣∣∣ < ε. (5.6.9)

Òîãäà äëÿ ëþáûõ n ≥ N2, 0 ≤ j ≤ k − 2 è 0 < x0 ≤ x̃0 ñïðàâåäëèâî:

I32(n, k, j, an, x0) < cn,k,jε

(
1

F̄ (an)
− 1

)j ∫ x0

an

(
1− F̄ (x)

F̄ (an)

)k−j−1 [
F̄ (x)

]n−k+j
dF (x) ≤ ε.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî àíàëîãè÷íî òîìó, êîòîðîå óæå âñòðå÷àëîñü ïðè îöåíêå I33. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî I31 < ε, âîñïîëüçóåìñÿ (5.6.8) è (5.6.9) . Äëÿ âñåõ

n ≥ N = max{N1, N2}, 0 ≤ j ≤ k − 2 è x0 = min{x̂0, x̃0} ñïðàâåäëèâî:

I31 < cn,k,j · ε2
(

1

F̄ (an)
− 1

)j ∫ x0

an

(
1− F̄ (x)

F̄ (an)

)k−j−1 [
F̄ (x)

]n−k+j
dF (x) ≤ ε2 < ε.

�



Ãëàâà 6 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñåðèé, îñíîâàííûõ íà

ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ è ðåêîðäàõ

� 6.1 Ââåäåíèå

Òåðìèí "ñåðèÿ óñïåõîâ" áûë, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå èñïîëüçîâàí ïðè îïèñàíèè èñïû-

òàíèé Áåðíóëëè. Ïîíÿòèå "óñïåõà" âïîñëåäñòâèè âàðüèðîâàëîñü. "Óñïåõîì" íàçûâàëè ïî-

ïàäàíèå âåëè÷èí â çàäàííóþ îáëàñòü, îïðåäåëåííûé ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ âåëè÷èí è ò.ä.

Ãëàâíûì îáðàçîì "ñåðèè óñïåõîâ" èçó÷àëèñü â ðàìêàõ òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà. Ïîëó÷åí-

íûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿëèñü â áèîñòàòèñòèêå, ìåäèöèíå, áèîëîãèè, òåîðèè íàäåæíîñòè.

Ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ ïî äàííîìó âîïðîñó ñîäåðæèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â êíèãàõ [4], [19],

[41], [57], [93]. Â íàøåé ðàáîòå âìåñòî òåðìèíà "ñåðèÿ óñïåõîâ" ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

òåðìèí ñåðèÿ.

Ñåðèè, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ è ðåêîðäàõ, ðàññìàòðèâàëèñü â íåäàâ-

íèõ ðàáîòàõ: [83], [84], [85], [88], [208], [214], [224], [225], [226]. Â íàøèõ ðàáîòàõ [208] è

[214] áûëè ïðåäëîæåíû ïîíÿòèÿ ñåðèé, îáðàçóåìûõ ñïåéñèíãàìè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è

ðåêîðäîâ, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ýòîé ãëàâå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ âûáîðêè äâóõ âèäîâ. Âûáîðêè ïåðâîãî âè-

äà � îáû÷íûå âûáîðêè, ñîñòîÿùèå èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí

X1, . . . , Xn ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Èõ íèõ ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè X1,n ≤ . . . ≤ Xn,n. Âûáîðêè âòîðîãî âèäà (â äàííîé ðàáîòå

îíè íàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè âûáîðêàìè ïåðâîãî ðîäà, ñì. [164] è [165]) áóäóò âûáîðêàìè,

ñîñòîÿùèìè èç ðåêîðäíûõ âåëè÷èí X(1), . . . , X(n). Îíè îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ òîãäà, êîãäà

êëàññè÷åñêèå âûáîðêè íåäîñòóïíû.

Ñåðèè, îñíîâàííûå íà ñïåéñèíãàõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê Xi,n − Xi−1,n è ñïåéñèíãàõ

ðåêîðäíûõ âåëè÷èí X(j)−X(j− 1), îïðåäåëÿëèñü, ñîîòâåòñòâåííî, â ðàáîòàõ [214] è [208]

176
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ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ε > 0 îïðåäåëèì âåëè÷èíû νεi,n è ξ
ε
i ðàâåíñòâàìè

νε1,n = 1, νεn+1,n = 1, ξε1 = 1, ξεn+1 = 1,

νεi,n =

 1, åñëè Xi,n −Xi−1,n > ε, i = 2, . . . , n,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

è

ξεn =

 1, åñëè X(n)−X(n− 1) > ε, n ≥ 2,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñïåéñèíãîâ, îáðàçîâàííûõ ïîðÿäêîâûìè ñòàòè-

ñòèêàìè

Xi,n −Xi−1,n, . . . , Xj,n −Xj−1,n

(îáðàçîâàííûõ ðåêîðäíûìè âåëè÷èíàìè X(i)−X(i− 1), . . . , X(j)−X(j − 1)), ôîðìèðóåò

ñåðèþ äëèíîé j − i− 1 (i+ 1 ≤ j ≤ n+ 1), åñëè

νεi,n = 1, νεi+1,n = . . . = νεj−1,n = 0, νεj,n = 1

(ξεi = 1, ξεi+1 = . . . = ξεj−1 = 0, ξεj = 1). Òàêèå ñåðèè áóäåì òàêæå íàçûâàòü ñåðèÿìè "ìàëûõ"

ñïåéñèíãîâ. Îòìåòèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà îáðàòíîé âûáîðêè n çíà÷åíèÿ âåëè÷èí

ξεj íå ìåíÿþòñÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè íå çàâèñÿò îò n.

Ïóñòü

Rε,ν
i,j =

j∑
l=i

νεl,n, (1 ≤ i < j ≤ n) Rε,ν
n = Rε,ν

1,n,

Rε,ξ
n =

n∑
l=1

ξεl .

Âåëè÷èíû Rε,ν
n è Rε,ξ

n íàçîâåì ÷èñëîì âñåõ ñåðèé, îáðàçîâàííûõ ñïåéñèíãàìè äàííîé âû-

áîðêè è îáðàòíîé âûáîðêè ïåðâîãî ðîäà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñïåéñèíãîâ

ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê (èëè ðåêîðäîâ) îáðàçóåò âñåãî îäíó ñåðèþ, åñëè νεi,n = 0 (èëè ξεi = 0)

äëÿ âñåõ i = 2, . . . , n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëèíà ñåðèè ðàâíà íóëþ, åñëè ìåæäó äâóìÿ åäè-

íèöàìè íåò íóëåé. Îáîçíà÷åíèÿ Lε,νn è Lε,ξn áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ äëèíû ñàìîé äëèííîé

ñåðèè, îñíîâàííîé ñïåéñèíãàìè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

1 = i1 < i2 < . . . < ij ≤ n � íîìåðà âñåõ åäèíèö, ïîëó÷åííûõ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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νε1,n, . . . , ν
ε
n,n (èëè ξ

ε
1, . . . , ξ

ε
n). Îïðåäåëèì äëèíó ñàìîé äëèííîé ñåðèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Lε,νn =)Lε,ξn = max{i2 − i1 − 1, i3 − i2 − 1, . . . , ij − ij−1 − 1, n− ij}.

Êàê ìû âèäèì, ñåðèþ îáðàçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñïåéñèíãîâ, êîòîðûå íå ïðåâîñõîäÿò

âåëè÷èíó ε > 0. Äëÿ ëó÷øåãî âîñïðèÿòèÿ ââåäåííûõ ïîíÿòèé ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð 6.1.1. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 20 ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, ïîëó-

÷åííûõ èç ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà [0, 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

0.0842, 0.0937, 0.1009, 0.1280, 0.1595, 0.1964, 0.2063, 0.2320, 0.2480︸ ︷︷ ︸,
0.3467, 0.3754, 0.3831︸ ︷︷ ︸, 0.6403, 0.6489︸ ︷︷ ︸, 0.7652, 0.8015, 0.8095︸ ︷︷ ︸, 0.8867︸ ︷︷ ︸, 0.9895, 0.9901︸ ︷︷ ︸ .

Äëÿ ε = 0.05 èìååì: R0.05,ν
20 = 6, L0.05,ν

20 = 8.

Äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå ãëàâû 6 ñëåäóþùåå. Â ïàðàãðàôå 6.2 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëå-

íèÿ âåëè÷èí νi,n è ξn. Òàì æå äàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, êàñàþùàÿñÿ ðåêîðäíûõ

âåëè÷èí. Â ïàðàãðàôå 6.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì. Â

ýòîì ïàðàãðàôå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èññëåäîâàíèå ôîðìû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F ìîæíî

ïðîâîäèòü ïðè ïîìîùè ñåðèé, îñíîâàííûõ íà ñïåéñèíãàõ. Òàê, íàïðèìåð, ïðåäåëüíîå ïîâå-

äåíèå âåëè÷èíû Rε,ν
n óêàçûâàåò íà êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà F . Â ïàðàãðàôå 6.4

ôîðìóëèðóþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ âåëè÷èí Rε,ν
n è Rε,ξ

n â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî

íîñèòåëÿ. Â ïàðàãðàôå 6.5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé è ðàâíîìåðíûé ñëó÷àè, â

êîòîðûõ ñïåéñèíãè, îáðàçóåìûå ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè, ñîîòâåòñòâåííî, íåçàâèñèìû

è ñèììåòðè÷íî çàâèñèìû. Â ýêñïîíåíöèàëüíîì ñëó÷àå, ñïåéñèíãè, îáðàçóåìûå ðåêîðäíûìè

âåëè÷èíàìè, òàêæå íåçàâèñèìû. Íàêîíåö, â ïàðàãðàôå 6.6 ìû ïðåäëàãàåì ñòàòèñòè÷åñêèé

êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà ñåðèÿõ, îáðàçóåìûõ ñïåéñèíãàìè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê.

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâëåííûé â ãëàâå 6, îïóáëèêîâàí àâòîðîì äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòû â ñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ: [208], [214], [224], [225] è [226].
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� 6.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F � ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîå ðàñïðå-

äåëåíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí νεi,n è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

âåëè÷èíû Rε,ν
n èìåþò âèä:

P{νεi,n = 1} = nCi−2
n−1

∫
R
F i−2(x)(1− F (ε+ x))n−i+1dF (x) (i = 2, . . . , n)

è

ERε,ν
n = n

∫
R
[1− F (ε+ x) + F (x)]n−1 dF (x). (6.2.1)

Â ýòîé ãëàâå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Fn|k(y | x) = P (X(n) ≤ y | X(k) = x),

ãäå y > x, n > k è

Fi−1,i,j−1,j(xi−1, xi, xj−1, xj) = P (X(i− 1) ≤ xi−1, X(i) ≤ xi, X(j − 1) ≤ xj−1, X(j) ≤ xj),

ãäå i < j − 1. Â êíèãå [31] ïðèâîäÿòñÿ ðàâåíñòâà

dFn(x) =
[− ln(1− F (x))]n−1

(n− 1)!
dF (x),

dFn|k(y | x) =

[
− ln

(
1−F (y)
1−F (x)

)]n−k−1

(n− k − 1)!
dF (y)

è

dFi−1,i,j−1,j(xi−1, xi, xj−1, xj) =
dFi−1(xi−1)

1− F (xi−1)
dF (xi)

dFj−1|i(xj−1 | xi)
1− F (xj−1)

dF (xj).

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

P{ξεi = 1} =

∫
R
β(x, ε)dFi−1(x), (6.2.2)
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P{ξεi = 1, ξεj = 1} =

∫
R

(∫ ∞

xi−1+ε

(∫ ∞

xi

β(xj−1, ε)dFj−1|i(xj−1 | xi)
)
dF (xi)

)
dFi−1(xi−1)

1− F (xi−1)
(6.2.3)

è

ERε,ξ
n =

n∑
i=1

P (ξεi = 1) = 1 +

∫
R
β(x, ε)d

n−1∑
i=1

Fi(x), (6.2.4)

ãäå β(x, a) = 1−F (x+a)
1−F (x)

. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Rε,ξ ñ ïîìîùüþ ïðåäåëà

Rε,ξ = lim
n→∞

Rε,ξ
n .

Èç (6.2.4) íàõîäèì, ÷òî

ERε,ξ = 1 +

∫
R
β(x, ε)

[
lim
n→∞

n−1∑
i=1

[− ln(1− F (x))]i−1

(i− 1)!

]
dF (x)

= 1 +

∫
R
β(x, ε)

dF (x)

1− F (x)
= 1 +

∫
R

1− F (x+ ε)

(1− F (x))2
dF (x). (6.2.5)
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� 6.3 Îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ F îãðàíè÷åí.

6.3.1 Ñåðèè, îñíîâàííûå íà ñïåéñèíãàõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê

Îñòàíîâèìñÿ âíà÷àëå íà àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ âåëè÷èíû Lε,νn . Ñïðàâåäëèâî ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 6.3.1. Ïóñòü íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ F îãðàíè÷åí õîòÿ áû ñ îäíîé ñòî-

ðîíû. Òîãäà Lε,νn
ï.í.→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 6.3.1. Ïóñòü íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åí ñëåâà.

Ïóñòü kn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî kn → ∞ è kn/n → 0. Òîãäà

X1,kn
ï.í.→ lF è Rε,ν

1,kn

ï.í.→ 1, Lε,ν1,kn
ï.í.→ ∞.�

Ïîëó÷èì åùå îäèí ðåçóëüòàò äëÿ âåëè÷èíû Lε,νn .

Óòâåðæäåíèå 6.3.2. Ïóñòü F � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñòðîãî ìîíîòîííàÿ íà íåêî-

òîðîì èíòåðâàëå. Òîãäà Lε,νn
ï.í.→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 6.3.2. Âûáåðåì α, β (0 < α < β < 1), òàêèìè ÷òî

F−1(α) è F−1(β) ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó íà êîòîðîì ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ñòðî-

ãî ìîíîòîííà, ïðè÷åì F−1(β) − F−1(α) < ε, ãäå F−1(γ) � γ-êâàíòèëü F . Î÷åâèäíî, ÷òî

X[αn],n
ï.í.→ F−1(α), X[βn],n

ï.í.→ F−1(β) è Rε,ν
[αn],[βn]

ï.í.→ 0, ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x. Èç

ïîñëåäíåé ñõîäèìîñòè âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ.�

Äàëåå äî êîíöà ýòîãî ðàçäåëà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íîñèòåëü F îãðàíè÷åí ñ äâóõ

ñòîðîí, ïðè÷åì ε+ lF < rF . Èç óòâåðæäåíèÿ 6.3.1 èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Lε,νn
ï.í.→ ∞.

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà Rε,ν
n .
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Òåîðåìà 6.3.1. Ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ïîñòîÿííà íà k (k ≥ 0) íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ

äëèíîé íå ìåíåå ε;

2.

ERε,ν
n → k + 1;

3.

Rε,ν
n

ï.í.→ k + 1 (6.3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.3.1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîêàæåì, ÷òî 1. ⇔

2.; 1.+ 2.⇒ 3.⇒ 1.

1. ⇒ 2. Èòàê, ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ïîñòîÿííà íà k (k ≥ 0) íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ èíòåðâàëàõ (ai, bi), òàêèõ ÷òî lF < a1 < b1 < . . . < ak < bk < rF , ε + ai < bi. Âíå

ýòèõ èíòåðâàëîâ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé íà èíòåðâàëàõ äëèíîé

ìåíüøåé ε. Èç (6.3.1) èìååì:

ERε,ν
n = n

k+1∑
i=1

∫ ai−ε

bi−1

[1− F (ε+ x) + F (x)]n−1 dF (x)+

n
k+1∑
i=1

∫ ai

ai−ε
[1− F (ai) + F (x)]n−1 dF (x) = o(1) + k + 1,

ãäå b0 = lF è ak+1 = rF .

2. ⇒ 1. Äîêàæåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü èç ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ

ERε,ν
n → k + 1 âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ïîñòîÿííà íà k1 ̸= k (k1 ≥ 0)

íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ äëèíîé íå ìåíüøåé ε. Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî

òîãäà ERε,ν
n → k1 + 1. Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ.

1. + 2. ⇒ 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ïîñòîÿííà íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ

èíòåðâàëàõ äëèíîé íå ìåíüøåé ε. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâî

Rε,ν
n ≥ k + 1 ï.í. Èç íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà è ñõîäèìîñòè ERε,ν

n → k + 1 ñëåäóåò, ÷òî

Rε,ν
n

p→ k + 1. Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Rε,ν
n ≥ Rε,ν

n+1 ï.í. Äàííûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê ñïðàâåäëèâîñòè àñèìïòîòè÷åñêî-

ãî ñîîòíîøåíèÿ Rε,ν
n

ï.í.→ k + 1.
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3.⇒ 1. ìîæíî ïîêàçàòü òåì æå ìåòîäîì, êîòîðûé óæå èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà 2.⇒ 1.�

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùàÿ îãðàíè÷åííûé ñ äâóõ ñòîðîí íîñè-

òåëü, ïîñòîÿííà íà áåñêîíå÷íîì ÷èñëå èíòåðâàëîâ, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò k ≥ 0,

òàêîå ÷òî ERε,ν
n → k + 1 è Rε,ν

n
ï.í.→ k + 1. Åñëè æå íîñèòåëü íåîãðàíè÷åí è ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííà íà áåñêîíå÷íîì ÷èñëå èíòåðâàëîâ äëèíîé íå ìåíåå ε, òî ÷èñëî

âñåõ ñåðèé "ìàëûõ" ñïåéñèíãîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê äëÿ ýòîãî ε ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-

íîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Èòàê, ìû âûÿñíèëè, ÷òî èíòåðâàë ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ âûçûâàåò ïðåðûâàíèå ñåðèè ñïåéñèíãîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê.

6.3.2 Ñåðèè, îñíîâàííûå íà ñïåéñèíãàõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íîñèòåëü F îãðàíè÷åí ñïðàâà, òî åñòü rF <∞.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà Rε,ξ
n îãðàíè÷åíà, à Lε,ξn ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Óòâåðæäåíèå 6.3.3. Åñëè íîñèòåëü F îãðàíè÷åí ñïðàâà, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

âåëè÷èíà Rε,ξ
n îãðàíè÷åíà, à Lε,ξn

ï.í.→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 6.3.3. Èç ñâîéñòâ ðåêîðäîâ ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ

åäèíèöà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n ñïðàâåäëèâîX(n) > rF−ε. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà

ïîëó÷àåì, ÷òî ξεi
ï.í.
= 0 äëÿ âñåõ i > n.�

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå åñòü ïðîñòîå ñëåäñòâèå ôîðìóëû (6.2.5).

Óòâåðæäåíèå 6.3.4. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå F îãðàíè÷åíî ñïðàâà, òî

ERε,ξ = 1 +

∫ rF−ε

−∞

1− F (x+ ε)

(1− F (x))2
dF (x) <∞. (6.3.2)

Ïóñòü T ε,ξn (1 ≤ T ε,ξn ≤ n) � íîìåð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñðåäè âåëè÷èí ξε1, . . . , ξ
ε
n),

êîòîðàÿ ïîñëåäíåé ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, è T ε,ξ ≥ 1 � âðåìÿ ïåðâîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû,

òàêîé ÷òî X(T ε,ξ) > rF − ε. Äëÿ n ≥ 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

íåðàâåíñòâà:

T ε,ξn ≤ T ε,ξ, (6.3.3)
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Lε,ξn ≤ T ε,ξn −Rε,ξ
n (6.3.4)

Ðàñïðåäåëåíèå T ε,ξ, íàéäåííîå ñ ïîìîùüþ ëåììû Øîððîêà (ëåììà 3.2.3), ïðåäñòàâëåíî â

ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå 6.3.5. Ðàñïðåäåëåíèå T ε,ξ èìååò âèä:

P (T ε,ξ = k) =
e−λλk−1

(k − 1)!
(k ≥ 1),

ãäå λ = − ln(1− F (rF − ε)).

Îòìåòèì, ÷òî

ET ε,ξ = 1− ln(1− F (rF − ε)). (6.3.5)

Ïóñòü Lε,ξ = limn→∞ Lε,ξn . Èç (6.3.3) è (6.3.4) íàõîäèì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ âåëè÷èíû Lε,ξ:

ELε,ξ ≤ ET ε,ξ − ERε,ξ.

Ê ñîæàëåíèþ, ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ñèëüíî çàâûøåíà, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 6.3.1. Ïóñòü F � ñòàíäàðòíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå è ε = 0.1. Èç (6.3.2)

è (6.3.5) ñëåäóåò, ÷òî

ER0.1,ξ = 1 +

∫ 0.9

0

1− x− 0.1

(1− x)2
dx = 2.4026,

ET 0.1,ξ = 1 + ln 10 = 3.3026,

è

EL0.1,ξ ≤ 0.9.

Ìû ñðàâíèì ýòè òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè èç ýêñïå-

ðèìåíòà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïðåæäå âñåãî, ìû êðàòêî îïèøåì êàê ãåíåðèðóþòñÿ ðåêîðäû X(1), X(2), . . ., ïîëó÷åí-

íûå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ X1, X2, . . . ñ íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Âíà÷àëå ìû ãåíåðèðóåì X(1) = X1 ñ ðàñïðåäåëåíèåì

F . Çàòåì, äëÿ äàííûõ n ≥ 2 è X(n− 1) = x(n− 1), âåëè÷èíà X(n) ïîëó÷àåòñÿ êàê åäèí-

ñòâåííàÿ ãåíåðàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ìåòîä óñå÷åíèé, ïðåäëîæåííûé â
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[11])
F (x)− F (x(n− 1))

1− F (x(n− 1))
äëÿ x > x(n− 1).

Â íàøåì ïðèìåðå ìû ãåíåðèðîâàëè 20 000 ðàç âåëè÷èíû X(1), . . . , X(10) èç ñòàíäàðòíîãî

ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü R
0.1,ξ

10 è L
0.1,ξ

10 � âûáîðî÷íûå ñðåäíèå âåëè÷èíû äëÿ îá-

ùåãî êîëè÷åñòâà ñåðèé è äëèíû íàèáîëüøåé ñåðèè. Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

R
0.1,ξ

10 = 2.4065 è L
0.1,ξ

10 = 0.3616.

Ìû âèäèì, ÷òî çíà÷åíèå ER0.1,ξ áëèçêî ê çíà÷åíèþ R
0.1,ξ

10 . Â òî æå âðåìÿ, âåðõíÿÿ îöåíêà

0.9 äëÿ EL0.1,ξ äàëåêà îò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ L
0.1,ξ

10 .
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� 6.4 Íåîãðàíè÷åííûé íîñèòåëü

6.4.1 Àñèïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèé, îñíîâàííûõ íà ñïåéñèíãàõ

ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê

Â ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàëàñü òåîðèÿ âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî ïîðÿäêîâûõ ñòà-

òèñòèê è ðåêîðäîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÷èñëà âåëè÷èí, ðåãèñòðè-

ðóåìûõ îêîëî âåðõíèõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ, èñïîëüçîâàëñÿ ïðåäåë (1.2.1).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäåë

lim
x→−∞

F (x)

F (x+ b)
= γ(b) ∈ [0, 1] (lF = −∞, b > 0) (6.4.1)

äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÷èñëà âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî íèæíèõ

ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Êàê è ïðåæäå, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðàâûé õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ

"òîëñòûé," åñëè β(a) = 1, "ñðåäíèé," åñëè 0 < β(a) < 1 è "òîíêèé," åñëè β(a) = 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì γ(b) áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü ëåâûé õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìåòîäû è ïîäõîäû òåîðèè âåëè÷èí, ðåãèñòðèðóåìûõ îêîëî ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è

ðåêîðäîâ, íàõîäÿò ïðèìåíåíèå è äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñåðèé "ìàëûõ"

ñïåéñèíãîâ. Ïðèâåäåì, áåç äîêàçàòåëüñòâà, äâà ïðåäåëüíûõ ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííûõ â íà-

øåé ðàáîòå [214]. Òàì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè β(ε) = 1 èëè γ(ε) = 1, òî Rε,ν
n

p→ ∞. Êðîìå

òîãî, ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè
∫
R
F̄ (x)−F̄ (x+ε)

F̄ 2(x)
dF (x) < ∞ â [214] äîêàçûâàëàñü ñïðà-

âåäëèâîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ Rε,ν
n

ï.í.→ ∞. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëåâîãî õâîñòà

ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûå ðåçóëüòàòû òàêæå ñïðàâåäëèâû, ò.å., åñëè
∫
R
F (x)−F (x−ε)

F 2(x)
dF (x) <∞,

òî Rε,ν
n

ï.í.→ ∞.

Êàê ìû âèäèì, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå Rε,ν
n çàâèñèò îò "òîëùèíû" õâîñòà ðàñïðå-

äåëåíèÿ F . Ïîëó÷èì äðóãèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ Rε,ν
n .

Òåîðåìà 6.4.1. Ïóñòü îáà ïðåäåëà â (1.2.1) è (6.4.1) ñóùåñòâóþò. Òîãäà

ERε,ν
n → γ(ε)

1− γ(ε)
+ 1 +

β(ε)

1− β(ε)
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.4.1. Ïóñòü γ(ε), β(ε) ∈ (0, 1). Òîãäà äëÿ ìàëûõ δ1, δ2 > 0
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ñóùåñòâóþò x1, x2, òàêèå ÷òî

γ(ε)− δ1 <
F (x)

F (x+ ε)
< γ(ε) + δ1 (x < x1), (6.4.2)

β(ε)− δ2 <
F̄ (x+ ε)

F̄ (x)
< β(ε) + δ2 (x > x2). (6.4.3)

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè (6.4.2) è (6.4.3), èç ðàâåíñòâà (6.2.1) ïîëó÷àåì, ÷òî

ERε,ν
n < n

∫ x1

−∞

[
1− 1− γ(ε)− δ1

γ(ε) + δ1
F (x)

]n−1

dF (x)

+n

∫ x2

x1

[1− F (ε+ x) + F (x)]n−1 dF (x) + n

∫ ∞

x2

[
1− (1− β(ε)− δ2)F̄ (x)

]n−1
dF (x)

→ γ(ε) + δ1
1− γ(ε)− δ1

+ 0 +
1

1− β(ε)− δ2
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ERε,ν
n ìîæåò áûòü îöåíåíî ñíèçó. Èç äàííûõ îöåíîê âûòåêàåò ñïðà-

âåäëèâîñòü òåîðåìû 6.4.1 ïðè γ(ε), β(ε) ∈ (0, 1). Ïðè γ(ε), β(ε) ðàâíûõ íóëþ è åäèíèöå

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.4.1 èìååò ëèøü íåáîëüøèå îòëè÷èÿ.�

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáà õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ "òîíêèå," òî ERε,ν
n → 1. Åñëè æå õîòÿ áû

îäèí èç íèõ "òîëñòûé," òî ERε,ν
n → ∞. Ïîÿâëåíèå ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ïðîêîì-

ìåíòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîãäà îáà õâîñòà òîíêèå, âûáîðêà ñîáèðàåòñÿ â "ñåðå-

äèíå" íîñèòåëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè ìàëû è ìû

ïîëó÷àåì òîëüêî îäíó ñåðèþ "ìàëûõ" ñïåéñèíãîâ. Åñëè, ñêàæåì, ïðàâûé õâîñò ðàñïðå-

äåëåíèÿ "òîëñòûé," òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðõíèìè ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè âåëèêè è

ìû ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ñåðèé.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè β(ε) = γ(ε) = 0, òî èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ñëåäóåò, ÷òî Rε,ν
n

p→ 1.

Äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6.4.2. Ïóñòü β(ε) = γ(ε) = 0 è, êðîìå òîãî,

∫
R

F̄ (x+ ε)

F̄ 2(x)
dF (x) <∞,

∫
R

F (x− ε)

F 2(x)
dF (x) <∞.

Òîãäà

Rε,ν
n

ï.í.→ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.4.2. Ïóñòü An = {Rε
n > 1 + δ} (0 < δ < 1). Î÷åâèäíî, ÷òî

P (An) → 0. Äàëåå,
∞∑
n=1

P (AcnAn+1) =
∞∑
n=1

P{Rε,ν
n = 1, Rε,ν

n+1 ≥ 2}

=
∞∑
n=1

P{νε1,n = 1, νε2,n = . . . = νεn,n = 0, Xn+1 < X1,n − ε}

+
∞∑
n=1

P{νε1,n = 1, νε2,n = . . . = νεn,n = 0, Xn+1 > Xn,n + ε} = S1 + S2.

Îöåíèì âòîðóþ ñóììó ñâåðõó

S2 =
∞∑
n=1

∫
R
P{ξε2,n = . . . = ξεn,n = 0, Xn+1 > x+ ε | Xn,n = x}dFn,n(x),

ãäå Fn,n(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Xn,n. Ïîëó÷àåì, ÷òî

S2 <
∞∑
n=1

∫
R
F̄ (x+ ε)dFn,n(x)

=

∫
R
F̄ (x+ ε)d

(
1

F̄ (x)

)
=

∫
R

F̄ (x+ ε)

F̄ 2(x)
dF (x).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

S1 <

∫
R

F (x− ε)

F 2(x)
dF (x).

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ëåììîé 2.2.1. Ðåçóëüòàò òåîðåìû 6.4.2 òàêæå ñëåäóåò èç ëåììû 2.2.4,

ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Rε,ν
n îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà.�

Îòìåòèì, ÷òî åñëè íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åí ñ îäíîé ñòîðîíû (ñêàæåì ñëåâà), à

ñ äðóãîé ñòîðîíû íåîãðàíè÷åí, òî ðåçóëüòàòû òåîðåì 6.4.1 è 6.4.2 ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé

âèä. Åñëè β(ε) ∈ [0, 1], òî ERε
n → 1

1−β(ε) . Åñëè β(ε) = 0 è
∫
R
F̄ (x+ε)

F̄ 2(x)
dF (x) <∞, òî Rε,ν

n
ï.í.→ 1.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 6.4.2 ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè-

÷åñêîå ñîîòíîøåíèå Lε,ν
n

n

ï.í.→ 1.
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6.4.2 Àñèïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèé, îñíîâàííûõ íà ñïåéñèíãàõ

ðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Â ýòîì ðàçäåëå âûâåäåì íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñåðèé, îñíîâàííûõ íà

ñïåéñèíãàõ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí.

Èç (6.2.2) ñëåäóåò, ÷òî åñëè β(ε) = 1 (= 0), òî P (ξεn = 1) → 1 (→ 0). Ïóñòü β(ε) = 0.

Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

P (Rε,ξ
n = 1) = P (ξε2 = 0, · · · , ξεn = 0) ≤ P (ξεn = 0),

òî P (Rε,ξ
n = 1) → 1. Äàííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, â êîòîðûé ðàç, ìîæíî îáúÿñ-

íèòü, àíàëèçèðóÿ "òîëùèíó" õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ F . Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

β(ε) = 1, òî Rε,ξ
n

p→ ∞. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðàññìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

ERε,ξ
n .

Òåîðåìà 6.4.3. Ïóñòü ïðåäåë â (1.2.1) ñóùåñòâóåò è β(ε) ∈ [0, 1]. Òîãäà

ERε,ξ
n

n
→ β(ε).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.4.3. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà 0 <

β(ε) < 1. Âûáåðåì ôèêñèðîâàííûé x0, òàêîé ÷òî β(x, ε) ≤ β(ε) + δ1 äëÿ âñåõ x > x0. Èç

òåîðèè ðåêîðäîâ èçâåñòíî, ÷òî X(n)
ï.í.→ ∞. Âûáåðåì N , òàêèì ÷òî P (X(n− 1) ≤ x0) < δ2

äëÿ n > N . Èç (6.2.2) èìååì:

ERε,ξ
n

n
<

ERε,ξ
N

n
+

∑n
i=N+1

∫ x0
−∞ dFi−1(x)

n
+

∑n
i=N+1

∫∞
x0
(β(ε) + δ1)dFi−1(x)

n

< o(1) +
(n−N − 1)(β(ε) + δ1)(1− δ2)

n
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ERε,ξ
n

n
ìîæåò áûòü îöåíåíî ñíèçó.�

Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç (6.3.4) è òåîðåìû 6.4.3.

Ñëåäñòâèå 6.4.1. Ïóñòü β(ε) = 1. Òîãäà

ELε,ξn = o(n).
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Â òåîðåìå 6.4.4 äàåòñÿ ñèëüíûé ïðåäåëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ Rε,ξ
n .

Òåîðåìà 6.4.4. Ïóñòü F � àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, β(ε) ∈ (0, 1] è β(x, ε)

ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé x. Òîãäà

Rε,ξ
n

n

ï.í.→ β(ε).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.4.4. Âíà÷àëå ìû ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàò Ýòåìàäè [86]

(Etemadi 1983) (ñì. òàêæå îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà â êíèãå [58]), êîòîðûé áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû.

Ëåììà 6.4.1. Ïóñòü Yn � íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû, òàêèå ÷òî supn≥1EYn < ∞,∑∞
n=1

DYn
n2 <∞ è cov(Yn, Ym) ≤ 0. Òîãäà

∑n
i=1 Yi−

∑n
i=1 EYi

n

ï.í.→ 0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëåììà 6.4.1 ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå, êîãäà cov(Yn, Ym) ≤ 0 äëÿ

âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è m.

Ïîñêîëüêó 0 ≤ Dξεi ≤ 1, òåîðåìà 6.4.4 ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.4.3 è ëåììû 6.4.1, åñëè

âûáðàòü Yn = ξεn è ïîêàçàòü, ÷òî cov(ξ
ε
i , ξ

ε
j ) ≤ 0.

Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ôóíêöèÿ β(x, ε) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé x. Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî F � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ F−1(x)

ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà. Èç (6.2.4) ïîëó÷àåì, ÷òî

P (ξεi = 1) =

∫
R
β(x, ε)dFi−1(x)

=

∫ 1

0

1− F (F−1(1− u) + ε)

u

(− lnu)i−2

(i− 2)!
du. (6.4.4)

Ñíîâà ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (6.2.3):

P
(
ξεi = 1, ξεj = 1

)
=

∫
R

{∫ ∞

xi−1+ε

(∫ ∞

xi

β(xj−1, ε)dFj−1|i(xj−1 | xi)
)
dF (xi)

}
dFi−1(xi−1)

1− F (xi−1)
.

Ïîëüçóÿñü çàìåíîé
1−F (xj−1)

1−F (xi)
= u, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

∫ ∞

xi

β(xj−1, ε)dFj−1|i(xj−1 | xi)
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=

∫ 1

0

1− F (F−1(1− [1− F (xi)]u) + ε)

u

(− lnu)j−i−2

(j − i− 2)!
du

≤
∫ 1

0

1− F (F−1(1− u) + ε)

u

(− lnu)j−i−2

(j − i− 2)!
du = P (ξεj−i = 1).

Òîãäà, èç ïîñëåäíåé îöåíêè è (6.4.4), ñëåäóåò, ÷òî

P (ξεi = 1, ξεj = 1) ≤ P (ξεi = 1)P (ξεj−i = 1).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè β(x, ε) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé x, òî

f(x)

1− F (x)
≥ f(x+ ε)

1− F (x+ ε)
.

Òîãäà

P (ξεi = 1) =

∫
R

1− F (x+ ε)

1− F (x)

(− ln(1− F (x)))i−2f(x)

(i− 2)!
dx

=

∫
R

(− ln(1− F (x)))i−1f(x+ ε)

(i− 1)!
dx

≤
∫
R

1− F (x+ ε)

1− F (x)

(− ln(1− F (x)))i−2f(x)

(i− 2)!
dx = P (ξεi+1 = 1).

Îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

P (ξεi = 1, ξεj = 1) ≤ P (ξεi = 1)P (ξεj = 1),

êîòîðîå è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.�

Ìû çíàåì, ÷òî åñëè õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ "òîíêèé," òî Rε
n

p→ 1. Íàëîæèâ íà õâîñò ðàñïðå-

äåëåíèÿ F̄ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñèëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ

Rε,ξ
n .

Òåîðåìà 6.4.5. Ïóñòü ∫
R

1− F (x+ ε)

(1− F (x))2
dF (x) <∞. (6.4.5)

Òîãäà

Rε,ξ
n

ï.í.→ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.4.5. Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2.2.4. Ïóñòü ñîáûòèå An
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èìååò âèä: An = {Rε,ξ
n > 1+δ} (0 < δ < 1). Îòìåòèì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â (6.4.5)

âûòåêàåò, ÷òî β(ε) = 0, ò.å. P (An) → 0. Êðîìå òîãî, èìååì:

S =
∞∑
n=1

P (AcnAn+1) =
∞∑
n=1

P (Rε,ξ
n = 1, Rε,ξ

n+1 ≥ 2) =
∞∑
n=1

P (ξε1 = 1, ξε2 = · · · = ξεn = 0, ξεn+1 = 1).

Îöåíèì

S =
∞∑
n=1

∫
R
P (ξε1 = 1, ξε2 = · · · = ξεn = 0, X(n+ 1) > x+ ε | X(n) = x)dFn(x)

ñâåðõó. Èìååì

S <

∞∑
n=1

∫
R

1− F (x+ ε)

1− F (x)
dFn(x) =

∫
R

1− F (x+ ε)

(1− F (x))2
dF (x).

�



Ãëàâà 6. Ñåðèè, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ è ðåêîðäàõ 193

� 6.5 Ñåðèè â ýêñïîíåíöèàëüíîì è ðàâíîìåðíîì ñëó÷àÿõ

6.5.1 Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà F � ñòàíäàðòíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, âåëè÷èíû

νεi,n ñèììåòðè÷íî çàâèñèìû è

P{νεi,n = 1} = (1− ε)n, P{νεi,n = 1, νεj,n = 1} = (1− 2ε)n.

Â íàøåé ðàáîòå [214] áûëà ñôîðìóëèðîâàíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ âåëè-

÷èíû Rεn,ν
n (εn → 0), êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ è èçëîæèì. Ïóñòü X1, . . . , Xkn � íåçàâèñèìûå

ðàâíîìåðíî íà [0, 1] ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è kn → ∞ ïðè n→ ∞. Ðàññìîò-

ðèì ñõåìó ñåðèé, ãäå ε = εn áóäåò óìåíüøàòüñÿ ïî ìåðå ðîñòà êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé â

êàæäîé ñåðèè, òàê ÷òî 0 < εn <
1

kn−1
. Ìû òàêæå ââåäåì ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûå ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû ηεnn,i:

ηεnn,i =
νεni,n − (1− εn)

kn√
(1− εn)

kn − (1− εn)
2kn

(2 ≤ i ≤ kn).

Îòìåòèì, ÷òî

Eηεnn,i = 0, E
(
ηεnn,i
)2

= 1.

Âåëè÷èíû ηεnn,i áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 6.5.1. Ïóñòü mn < kn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ ÷òî

limn→∞
mn

kn
= α ∈ (0, 1) .

1) Ïóñòü εn = λ
kn−1

, ãäå kn → ∞ è λ ∈ (0, 1). Òîãäà

P

{
Rεn,ν
mn

− e−λmn√
(e−λ − e−2λ)mn

≤ x

}
→ 1√

2π(1− α)

x∫
−∞

e−
y2

2(1−α)dy.

2) Ïóñòü ε = o( 1
kn
) è εnk

3/2
n → ∞. Òîãäà

P

{
Rεn,ν
mn

−mn

mn

√
α−1εn

≤ x

}
→ 1√

2π(1− α)

x∫
−∞

e−
y2

2(1−α)dy.



Ãëàâà 6. Ñåðèè, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ è ðåêîðäàõ 194

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.5.1. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìîå íàì ñëåäñòâèå èç ðàáîòû [65].

Ñëåäñòâèå 6.5.1. Ïóñòü äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n = 1, 2, . . . ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yn,i

(i = 1, . . . , kn, kn → ∞) ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëî-

âèÿì:

EYn,i = 0, (6.5.1)

EY 2
n,i = 1. (6.5.2)

Åñëè mn < kn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

limn→∞
mn

kn
= α ∈ (0, 1),

EY 4
n,1 = o(kn) (6.5.3)

è

cov(Y 2
n,1, Y

2
n,2) = o(1), (6.5.4)

òî

P

{∑mn

i=1 Yn,i√
mn

≤ x

}
→ 1√

2π(1− α)

x∫
−∞

e−
y2

2(1−α)dy.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.5.1 ïðèìåíèì ñëåäñòâèå 6.5.1 ê âåëè÷èíàì ηεnn,i. Îòìåòèì,

÷òî óñëîâèÿ (6.5.1) è (6.5.2) ñïðàâåäëèâû äëÿ âåëè÷èí ηεnn,i â îáåèõ ÷àñòÿõ òåîðåìû 6.5.1.

Ïðîâåðèì óñëîâèå (6.5.3). Èìååì:

∣∣ηεnn,i∣∣ ≤ 2√
(1− εn)

kn (1− (1− εn)kn)
ï.í. (6.5.5)

Åñëè ñïðàâåäëèâà ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 6.5.1, òî

(1− εn)
kn → e−λ (6.5.6)

è (ηεnn,i)
4 ≤ 16

(e−λ(1−e−λ))
2 ï.í. äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (6.5.3)

ñïðàâåäëèâî äëÿ ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 6.5.1.

Äëÿ âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:

(1− εn)
kn → 1, 1− (1− εn)

kn ∼ εnkn → 0. (6.5.7)
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Èç íåðàâåíñòâà (6.5.5) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî (ηεnn,i)
4 ≤ 16

k2nε
2
n
ï.í. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (6.5.3) âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ âòîðîé ÷àñòè

òåîðåìû 6.5.1.

Òåïåðü ïðîâåðèì óñëîâèå (6.5.4). Èìååì:

∣∣cov((ηεnn,1)2, (ηεnn,2)2)∣∣ = ∣∣E((ηεnn,1)2(ηεnn,2)2)− 1
∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
E
[
(ξεnn,1 − (1− εn)

kn)2(ξεnn,2 − (1− εn)
kn)2

]
((1− εn)

kn − (1− εn)
2kn)2

− 1

∣∣∣∣∣∣ .
Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì, ÷òî

∣∣cov((ηεnn,1)2, (ηεnn,2)2)∣∣
=

((1− εn)
2kn − (1− 2εn)

kn)(1− 4 (1− εn)
kn (1− (1− εn)

kn))

((1− εn)
kn − (1− εn)

2kn)2
.

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì ak − bk ≤ (a− b)ak−1k (0 < b < a), íàõîäèì, ÷òî

∣∣cov((ηεnn,1)2, (ηεnn,2)2)∣∣ ≤ ε2nkn

((1− εn)
kn − (1− εn)

2kn)2
.

Äëÿ îáåèõ ÷àñòåé òåîðåìû 6.5.1 ñïðàâåäëèâî:

∣∣cov((ηεnn,1)2, (ηεnn,2)2)∣∣ ≤ O

(
1

kn

)
→ 0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

1
√
mn

mn∑
i=1

ηεnn,i =
Rεn
mn

−mn (1− εn)
kn√

mn (1− εn)
kn (1− (1− εn)kn)

.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà, ïðèìåíèì (6.5.6) (äëÿ ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû) è (6.5.7)

(äëÿ âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû) ê (1− εn)
kn è 1− (1− εn)

kn .�

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü óñèëåííûé çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ âåëè÷èíû Rεn,ν
n (ñì. [214]).



Ãëàâà 6. Ñåðèè, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ è ðåêîðäàõ 196

Òåîðåìà 6.5.2. Ïóñòü ε = εn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê ÷òî nεn → λ ≥ 0. Òîãäà

Rεn,ν
n

n

ï.í.→ e−λ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.5.2. Îòìåòèì, ÷òî cov(ξεi,n, ξ
ε
j,n) = (1− 2ε)n − (1− ε)2n < 0.

Îïóñòèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.5.2. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî îíî òàêæå áàçèðóåòñÿ íà

ëåììå Ýòåìàäè [86] (ëåììà 6.4.1).�

Â çàâåðøåíèå ýòîãî ðàçäåëà ïðèâåäåì ëåììó, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íèæå â ïàðà-

ãðàôå 6.6 ïðè ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû.

Ëåììà 6.5.1. Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå

[0, a] (a > 0) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Òîãäà äëÿ 0 < ε < a
n−1

, k = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâî:

P (Rε,ν
n = k) = Ck−1

n−1

n−k∑
j=0

(−1)jCj
n−k

(
1− (k + j − 1)ε

a

)n
. (6.5.8)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.5.1. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû νεi,n ñèììåòðè÷íî çàâèñèìû, èìå-

åì:

P (Rε,ν
n = k) = Ck−1

n−1P (ν
ε
2,n = 1, . . . , νεk,n = 1, νεk+1,n = 0, . . . , νεn,n = 0).

Òîãäà

P (Rε,ν
n = k) = Ck−1

n−1

n−k∑
j=0

(−1)jCj
n−kP (ν

ε
2,n = 1, . . . , νεk+j,n = 1)

= Ck−1
n−1

n−k∑
j=0

(−1)jCj
n−kP (X2,n −X1,n > ε, . . . , Xk+j,n −Xk+j−1,n > ε).

Ïîëüçóÿñü èçâåñòíîé ôîðìóëîé (ñì., íàïðèìåð, [19] èëè [195])

P (X2,n −X1,n > x1, . . . , Xk+j,n −Xk+j−1,n > xk+j−1) =

(
1− x1 + . . .+ xk+j−1

a

)n
,

ïîëó÷àåì æåëàåìîå.

�
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6.5.2 Ýêñïîíåíöèàëüíûé ñëó÷àé

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F � ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-

ìåòðîì 1/λ > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî çäåñü âåëè÷èíû νε2,n, . . . , ν
ε
n,n íåçàâèñèìû è

P{νεi,n = 1} = e−(n−i+1)ελ,

ERε,ν
n =

n∑
i=1

e−(n−i+1)ελ, DRε,ν
n =

n∑
i=2

(
e−(n−i+1)ελ − e−2(n−i+1)ελ

)
. (6.5.9)

Â ðàáîòå íàøåé [214] áûëî ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

Rε,ν
n

ï.í.→ eλε

eλε − 1
.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ε > 0 ôèêñèðîâàíî, òîDRε,ν
n → const. Ñîîòâåòñòâåííî, íå óäàåòñÿ ñôîð-

ìóëèðîâàòü öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó è óñèëåííûé çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà

äëÿ âåëè÷èíû Rε,ν
n .

Îäíàêî, ïîçâîëèâ ε ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, ìîæíî ïîëó÷èòü è ýòè ðåçóëüòàòû. Ðàññìîòðèì

ñëó÷àé ε = εn → 0 áîëåå ïîäðîáíî.

Óòâåðæäåíèå 6.5.1. 1. Ïóñòü εn → 0, ïðè÷åì

nεn → c ∈ (0,∞]. (6.5.10)

Òîãäà

εnR
εn,ν
n

ï.í.→ 1− e−cλ

λ
, (6.5.11)

P

{
λεnR

εn,ν
n − (1− e−cλ)

(1− e−cλ)
√
λεn

≤ x

}
→ Φ(x)

è

lim
n→∞

sup
λεnR

εn,ν
n − (1− e−cλ)

(1− e−cλ)
√
2λεn | ln | ln εn ||

ï.í.
= 1,

ãäå Φ � ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

2. Ïóñòü εn → 0, ïðè÷åì

nεn → 0.



Ãëàâà 6. Ñåðèè, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ è ðåêîðäàõ 198

Òîãäà
Rεn,ν
n

n

ï.í.→ 1. (6.5.12)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 6.5.1. Î÷åâèäíî, ÷òî çäåñü âåëè÷èíû ξεni,n íåçàâèñèìû è

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Òîãäà ñì., íàïðèìåð, ïðèëîæåíèå êíèãè [3], Rεn,ν
n

ERεn,ν
n

ï.í.→ 1. Ñõîäè-

ìîñòü â (6.5.11) è (6.5.12) âûòåêàåò èç àíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Rεn,ν
n â (6.5.9).

Åñëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (6.5.10), òî äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû Rεn,ν
n ñòðåìèòñÿ ê áåñ-

êîíå÷íîñòè. Òîãäà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó è óñèëåííûé

çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ âåëè÷èíû Rεn,ν
n . Èõ âèä âûòåêàåò èç àíàëèçà ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè â (6.5.9).�
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� 6.6 Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ ñåðèé "ìàëûõ" ñïåéñèíãîâ, îáðàçóåìûõ ïîðÿäêîâûìè

ñòàòèñòèêàìè, ìû ïðîâåðèì ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà èçâëå÷åíà èç ñîâîêóïíîñòè, èìå-

þùåé ñòàíäàðòíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñóùåñòâóþò òðàäèöèîííûå ìåòîäû ïðî-

âåðêè ïîäîáíîãî ðîäà ãèïîòåç, èñïîëüçóþùèå êëàññè÷åñêèå âûáîðêè. Îäíàêî çäåñü ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûáîðêà íàì íåèçâåñòíà, à èçâåñòíû òîëüêî ñïåéñèíãè, îáðàçóåìûå ïî-

ðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèñõîäèò

èñïûòàíèå èçäåëèé íà íàäåæíîñòü è íàáëþäåíèå çà èñïûòóåìîé ïàðòèåé íà÷èíàåòñÿ íå

ñ ìîìåíòà íà÷àëà ðàáîòû èçäåëèé, à â íåêîòîðûé íåîïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ìû

íå áóäåì çíàòü ìîìåíòà íà÷àëà ðàáîòû, òî åñòü íå áóäåì çíàòü âûáîðêó, íî áóäåì çíàòü

âðåìåíà ìåæäó âûõîäàìè èçäåëèé èç ñòðîÿ, òî åñòü áóäåì çíàòü ñïåéñèíãè.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïîíÿòèå, ïðåäëîæåííîå â ðàáîòå [20], ñì. òàêæå [87] è [171]. Ïóñòü

X è Y � äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F è G, ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðâîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò áîëüøèé ðàçáðîñ è áóäåì èñïîëüçîâàòü

çàïèñü F
disp
> G, åñëè äëÿ âñåõ 0 ≤ α < β ≤ 1 (â ñëó÷àå −lF = rF = +∞ êðàéíèå

íåðàâåíñòâà ñòðîãèå)

F−1(β)− F−1(α) ≥ G−1(β)−G−1(α).

Â èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðå ñëîâîñî÷åòàíèþ "áîëüøèé ðàçáðîñ" ñîîòâåòñòâóåò òåðìèí

"more dispersed". Îòìåòèì, ÷òî åñëè F
disp
> G, òî DX > DY . Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ,

íåâåðíî.

Ëåììà 6.6.1. Ïóñòü F è G � ñòðîãî ìîíîòîííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è F
disp
> G.

Òîãäà äëÿ âñåõ ε > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ERε,ν
n,X ≥ ERε,ν

n,Y .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.6.1. Åñëè F
disp
> G è îáå ôóíêöèè ñòðîãî ìîíîòîííû, òî èç

òåîðåìû 2.B.15 ðàáîòû [171] ñëåäóåò, ÷òî Xi,n − Xi−1,n

st

≥ Yi,n − Yi−1,n, i = 2, . . . , n, ãäå
st

≥

îáîçíà÷àåò ñòîõàñòè÷åñêîå ñðàâíåíèå äâóõ âåëè÷èí. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò,

÷òî P {Xi,n −Xi−1,n > x} ≥ P {Yi,n − Yi−1,n > x} äëÿ âñåõ x. Âñïîìíèâ, ÷òî

E
(
Rε,ν
n,X

)
= 1 +

n∑
i=2

P {Xi,n −Xi−1,n > ε} ,
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ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò ëåììû.�

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ñåðèé "ìàëûõ" ñïåéñèíãîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè

ãèïîòåçû H0 : F
disp
= G. Êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçîé áóäåò ãèïîòåçà H1 : F

disp
> G. Î÷åâèäíî,

÷òî ãèïîòåçó H0 ñëåäóåò îòâåðãàòü, åñëè ðàçíîñòü R
ε,ν
n,X −Rε,ν

n,Y âåëèêà.

Ïîëüçóÿñü âûøåèçëîæåííûì, ìû õîòèì ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî F � ñòàíäàðòíîå

ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû, ÷òî F � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå,

çàäàííîå íà îòðåçêå [0, a] (a > 1). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè F ðàâíîìåðíîå íà [0, a] ðàñïðå-

äåëåíèå, òî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò áîëüøèé ðàçáðîñ, ÷åì ñòàíäàðòíîå ðàâíîìåðíîå

ðàñïðåäåëåíèå. Äëÿ äàííîãî α, îïðåäåëèì cα êàê èíôèìóì òåõ c, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâó P (Rε,ν
n,X > c | H0) ≤ α. Åñëè íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå Rε,ν

n,X áîëüøå ÷åì cα, òî ìû

îòâåðãàåì íóëåâóþ ãèïîòåçó è ãîâîðèì, ÷òî F � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, çàäàííîå íà

îòðåçêå [0, a] (a > 1). Èç (6.5.8) íàõîäèì ôóíêöèþ ìîùíîñòè òåñòà ïðè a ≥ 1:

β(a) = Pa(R
ε,ν
n,X > cα) =

n∑
l=⌈cα⌉

Ck−1
n−1

n−k∑
j=0

(−1)jCj
n−k

(
1− (k + j − 1)ε

a

)n
,

ãäå ⌈y⌉ � îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå y. Î÷åâèäíî, ÷òî

ôóíêöèÿ ìîùíîñòè âîçðàñòàåò ïî a è òåñò ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííûì. Ñ ïîìîùüþ β(1)

ìîæíî ñîñòàâèòü òàáëèöó êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ α. Òàê, íàïðèìåð, ïðè

α = 0.05, ε = 0.0625 íàõîäèì òàáëè÷íîå çíà÷åíèå R0.0625,ν
15 = 9. Ìû ïðîâåëè ñëåäóþùèé

ýêñïåðèìåíò ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðè a = 1.02 ìû ãåíåðèðîâàëè 15 ðàâíîìåð-

íûõ âåëè÷èí è ïîëó÷àëè ñëåäóþùèå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè:

0.0185 0.1763 0.2311 0.4447 0.4565 0.4860 0.6068 0.6154

0.7382 0.7621 0.7919 0.8214 0.8913 0.9218 0.9501.

Íåñëîæíî íàéòè, ÷òî çäåñü R0.0625,ν
15,X = 6. Òàêèì îáðàçîì, íåò îñíîâàíèé îòâåðãàòü íóëåâóþ

ãèïîòåçó.
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� 7.1 Ââåäåíèå

Â ãëàâå 7 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ êîíêîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòè-

ñòèê è ðåêîðäîâ. Èíòåðåñ ê êîíêîìèòàíòàì ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ ïðîÿâëÿåò-

ñÿ â ñòðàõîâîì áèçíåñå, êîãäà êîíêîìèòàíòû íàèáîëüøèõ ñòðàõîâûõ âûïëàò òàêæå ìîãóò

âûçâàòü áîëüøèå ðàñõîäû äëÿ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, â òåîðèè íàäåæíîñòè, êîãäà ñëîæíûå

ñèñòåìû ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò è âûõîä èç ñòðîÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò ñèñòå-

ìû ïðèâîäèò ê ïðåêðàùåíèþ ðàáîòû âñåé ñèñòåìû, â áèîñòàòèñòèêå, ïðè èññëåäîâàíèè

ïîáî÷íûõ ýôôåêòîâ îò äåéñòâèÿ ëåêàðñòâ, è â íåêîòîðûõ äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Â ýòîé ãëàâå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî (X, Y ), (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn), . . . � íåçà-

âèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âåêòîðû ñ äâóìåðíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ F (x, y) è ìàðãèíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ H(x) è G(y). Â àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ïëîòíîñòè ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x, y), h(x) è g(y). Ïóñòü X1,n ≤ X2,n ≤ . . . ≤ Xn,n � ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè, îáðàçîâàííûå

âûáîðêîé X1, X2, . . . , Xn, à X(n) (n ≥ 1) � ðåêîðäíûå âåëè÷èíû, ïîëó÷åííûå èç âûáîðêè

X1, X2, . . . Äëÿ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, îáðàçîâàííûõ âåëè÷èíàìèXi,

îïðåäåëèì êîíêîìèòàíòû ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê Y[1,n], Y[2,n], . . . , Y[n,n] è ðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Y [n] (n ≥ 1). Ïóñòü Xi = Xj,n. Òîãäà Y[j,n] = Yi íàçûâàåòñÿ êîíêîìèòàíòîì ïîðÿäêîâîé ñòà-

òèñòèêè Xj,n. Åñëè æå Xm = X(k), òî Y [k] = Ym íàçûâàåòñÿ êîíêîìèòàíòîì ðåêîðäíîé

âåëè÷èíû X(k). Êîíêîìèòàíòû ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ Äýé-

âèäà [70] (David 1973) è Áõàòòà÷àðèè [50] (Bhattacharya 1974). Êîíêîìèòàíòû ðåêîðäíûõ

âåëè÷èí, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå îáñóæäàëèñü â ðàáîòå Õîó÷åíçà [110] (Houchens 1984).

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè P (Y[n−k,n] < y) â ñëó÷àå, êîãäà k ≥ 0 ëèáî

201
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ôèêñèðîâàíî, ëèáî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (ïðè n → ∞), èçó÷àëîñü âî ìíîãèõ ðàáî-

òàõ, ñì., íàïðèìåð, [5],[50], [51], [66], [71], [72], [73], [96] è [179], ñì. òàêæå ññûëêè â ýòèõ

ðàáîòàõ. Â êíèãå Äýéâèäà è Íàãàðàäæè [73] (David and Nagaraja 2003) îïèñûâàëèñü îáëà-

ñòè ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé âåëè÷èí Y[n−k,n] (ïðè ôèêñèðîâàííîì k).

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðàáîò, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðå-

ìû äëÿ êîíêîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ, áûëî íåìíîãî. Óïîìÿíåì çäåñü

ñòàòüþ [96], â êîòîðîé áûëè ïîëó÷åíû ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ðàçíîñòåé ìåæäó

ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè è èõ êîíêîìèòàíòàìè, ñòàòüþ [166], â êîòîðîé ðàññìàòðèâà-

ëèñü ïðèíöèïû èíâàðèàíòíîñòè äëÿ êîíêîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, è íàøè ðàáîòû

[196], [227], â êîòîðûõ îáñóæäàëèñü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà âåëè÷èí Y[n−k,n], â òîì ÷èñ-

ëå ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû. Ìîæíî òàêæå óïîìÿíóòü íàøó ðàáîòó [197], â êîòîðîé

èçó÷àëèñü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíêîìèòàíòîâ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí.

Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèì àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíêîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòà-

òèñòèê è ðåêîðäîâ. Àêöåíò áóäåò ñäåëàí íà ñèëüíûõ ïðåäåëüíûõ ðåçóëüòàòàõ. Â ïàðàãðà-

ôå 7.2 îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà êîíêîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðä-

íûõ âåëè÷èí, â òîì ÷èñëå äàþòñÿ èõ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàì æå ïðåäëàãàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ

äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïðåäëàãàåìàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëåçíà ïðè èçó÷åíèè àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîíêîìèòàíòîâ âåðõíèõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ. Â ïàðàãðà-

ôå 7.3 ôîðìóëèðóþòñÿ ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ Y[n−k,n] â ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíà

k ôèêñèðîâàíà. Â ïàðàãðàôå 7.4 ïðåäñòàâëåíû äàëüíåéøèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòà-

òû äëÿ êîíêîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäóåòñÿ ñõîäèìîñòü ïî

âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y[n−kn,n], ãäå kn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñ-

êîíå÷íîñòè. Â ýòîì ïàðàãðàôå òàêæå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå âåëè÷èí CnY[n−k,n], ãäå Cn �

íåñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ïàðàãðàôå 7.5 èññëåäóåòñÿ ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü êîíêî-

ìèòàíòîâ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå ãëàâû 7 ðåçóëüòàòû ïðåäû-

äóùèõ ïàðàãðàôîâ èëëþñòðèðóþòñÿ ïðèìåðàìè. Òàì æå îáñóæäàþòñÿ ìåòîäû ãåíåðàöèè

êîíêîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 7 èçëàãàþòñÿ àâòîðîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â ñëåäóþùèõ ïóáëè-

êàöèÿõ: [196], [197], è [227].
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� 7.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèÿ êîíêîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è

ðåêîäíûõ âåëè÷èí. Çàòåì ïðåäëîæèì êëàññèôèêàöèþ äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé óäîáíóþ

äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîíêîìèòàíòîâ âåðõíèõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è

ðåêîäíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü Z[1,n] = (X1,n, Y[1,n]), . . . , Z[n,n] = (Xn,n, Y[n,n]). Íåñëîæíî íàéòè ñîâìåñòíóþ

ïëîòíîñòü êîíêîìèòàíòîâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåêòîðîâ

Z[1,n], . . . , Z[n,n]:

fZ[1,n],...,Z[n,n]
= n!f(x1, y1) . . . f(xn, yn) (lF < x1 < . . . < xn < rF , yi ∈ R), (7.2.1)

fY[1,n],Y[2,n],...,Y[n,n]
= n!

∫
. . .

∫
lF<x1<...<xn<rF

f(x1, y1) . . . f(xn, yn)dx1 . . . dxn. (7.2.2)

Èç (7.2.1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1 < . . . < xk < xk+1, yi ∈ R, ãäå k = 1, . . . , n − 1,

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

fZ[k+1,n]|Z[k,n],...,Z[1,n]
(xk+1, yk+1 | xk, yk, . . . , x1, y1) = (n− k)f(xk+1, yk+1)

(1−H(xk+1))
n−k−1

(1−H(xk))n−k
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Z[1,n], . . . , Z[n,n] îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà. Èíòåãðèðóÿ â

(7.2.2), íàõîäèì ðàñïðåäåëåíèå Y[n−k,n]:

P (Y[n−k,n] < y) =
n!

(n− k − 1)!k!

∫
R
(1−H(x))kHn−k−1(x)F (dx, y), (7.2.3)

ãäå ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà çàïèñàíà äëÿ áîëåå îáùåãî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ. Íåñëîæíî íàéòè

ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåêòîðîâ Z[1,1], Z[2,2], . . . , Z[n,n]:

fZ[1,1],Z[2,2],...,Z[n,n]
= f(x1, y1)f(x2, y2) . . . f(xn, yn) (lF < x1 < . . . < xn < rF , yi ∈ R).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Z[n,n] (n ≥ 1) òàêæå îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà. Ïóñòü

Z[1] = (X(1), Y [1]), . . . , Z[n] = (X(n), Y [n]).
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Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü êîíêîìèòàíòîâ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí è ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåêòî-

ðîâ Z[1], . . . , Z[n] (ñì. [146]) èìååò âèä:

fZ[1],...,Z[n](x1, y1, . . . , xn, yn)

=
f(x1, y1)

1−H(x1)
. . .

f(xn−1, yn−1)

1−H(xn−1)
f(xn, yn) (lF < x1 < . . . < xn < rF , yi ∈ R),

fY [1],...,Y [n](y1, . . . , yn)

=

∫
. . .

∫
lF<x1<...<xn<rF

f(x1, y1)

1−H(x1)
. . .

f(xn−1, yn−1)

1−H(xn−1)
f(xn, yn)dx1 . . . dxn. (7.2.4)

Èíòåãðèðóÿ â (7.2.4), íàõîäèì ðàñïðåäåëåíèå Y [n] (ñì. [197]):

P (Y [n] < y) = Gn(y) =
1

(n− 2)!

∫
R

G(y)− F (x, y)

1−H(x)
[− ln(1−H(x))]n−2dH(x). (7.2.5)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà çàïèñàíà äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ.

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå èçâåñòíî èç êíèãè Äýéâèäà è Íàãàðàäæè [73] (David and

Nagaraja 2003, ñ. 346).

Çàìå÷àíèå 7.2.1. Ïóñòü

lim
x→r−H

P (Y ≤ y | X = x) = T (y), (7.2.6)

ãäå T (y) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà ïðè k ≥ 0 è n→ ∞ ñïðàâåäëèâî

P (Y[n−k,n] ≤ y) → T (y).

Â çàìå÷àíèè 7.2.1 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè ïðåäåë â (7.2.6) ñóùåñòâóåò è ðàâåí íåêîòîðî-

ìó ðàñïðåäåëåíèþ, òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå áóäåò ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Y[n−k,n] (n→ ∞).

Ïðåäåë, ñõîæèé ñ ïðåäåëîì â (7.2.6), ðàññìàòðèâàëñÿ â íàøèõ ðàáîòàõ [196] è [197]:

lim
x→r−H

G(y)− F (x, y)

1−H(x)
= ℘(y) ∈ [0, 1]. (7.2.7)
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Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà â (7.2.6) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà â (7.2.7), ïðè÷åì

℘(x) = T (x). Ïðåäåë â (7.2.7) èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòàõ [196] è [197] äëÿ êëàññèôèêàöèè

äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Âåëè÷èíà ℘ êëàññèôèöèðóåò ðàñïðåäåëåíèÿ F ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì.

(i) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ [−∞,∞] ñïðàâåäëèâî:

℘(y) = 0 (y < c) è ℘(y) = 1 (y > c).

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå F íàçûâàåòñÿ c-êîíêîìèòàíò-ñòàáèëüíûì.

(ii) Åñëè òàêîé c íå ñóùåñòâóåò, òî F íàçûâàåòñÿ êîíêîìèòàíò-íåñòàáèëüíûì ðàñïðåäåëå-

íèåì. Íàïðèìåð, åñëè X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî ℘(y) = G(y) è F �

êîíêîìèòàíò-íåñòàáèëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñóòü äàííîé êëàññèôèêàöèè áóäåò îáúÿñíåíà

â íà÷àëå ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà.

Ëåììà 7.2.1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàìå÷àíèÿ 7.2.1 (ñì. íàøè ðàáîòû [196], [197]).

Ëåììà 7.2.1. Ïóñòü ïðåäåë â (7.2.7) ñóùåñòâóåò. Òîãäà ïðè n→ ∞ è k ≥ 0 ñïðàâåäëèâî:

P (Y[n−k,n] < y) → ℘(y)

è

P (Y [n] < y) → ℘(y).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.2.1. Äîêàæåì òîëüêî âòîðîé ðåçóëüòàò ýòîé ëåììû. Ïåðâûé

ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (ñì. [196]). Âûáåðåì x0, òàêèì ÷òî G(y)−F (x,y)
1−H(x)

≤ ℘(y)+ε

äëÿ âñåõ x > x0. Ðàâåíñòâî (7.2.5) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Gn(y) = I1 + I2,

ãäå

I1 =
1

(n− 2)!

∫ x0

lF

G(y)− F (x, y)

1−H(x)
[− ln(1−H(x))]n−2dH(x)

≤ [− ln(1−H(x0))]
n−2

(n− 2)!
→ 0 (n→ ∞)
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è

I2 =
1

(n− 2)!

∫ rF

x0

G(y)− F (x, y)

1−H(x)
[− ln(1−H(x))]n−2dH(x)

≤ ℘(y) + ε

(n− 2)!

∫ rF

x0

[− ln(1−H(x))]n−2dH(x) ≤ (℘(y) + ε)(1 + o(1)).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îöåíèâ Gn(y) ñíèçó, ìîæíî çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.�
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� 7.3 Ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ Y[n−k,n]

Â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðàôà àðãóìåíòèðóåì êëàññèôèêàöèþ, ïðèâåäåííóþ â ïðåäûäóùåì

ïàðàãðàôå. Èç ëåììû 7.2.1 ñëåäóåò, ÷òî êîãäà F � êîíêîìèòàíò-íåñòàáèëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå, ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ Y[n−k,n] è Y [n]. Ñëåäîâà-

òåëüíî, Y[n−k,n] èY [n] íå ñõîäÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê êàêîé-ëèáî êîíñòàíòå, òî åñòü ðàñïðå-

äåëåíèå F ÿâëÿåòñÿ íåñòàáèëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíêîìèòàíòîâ âåðõíèõ ïîðÿäêîâûõ

ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå F íàçûâàåòñÿ êîíêîìèíàíò-

ñòàáèëüíûì.

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ êîíêîìèòàíòîâ âåðõíèõ

ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê â ñëó÷àå, êîãäà F � c-êîíêîìèòàíò-ñòàáèëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî

åñòü Y[n−k,n]
p→ c. Ïóñòü F � rG-êîíêîìèòàíò-ñòàáèëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Çäåñü β(y) = 0 äëÿ

âñåõ y < rG è Y[n−k,n]
p→ rG (n → ∞). Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñèëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ Y[n−k,n]. Âíà÷àëå ìû ðàññìîòðèì

òàêóþ òåîðåìó äëÿ Y[n,n].

Òåîðåìà 7.3.1. Ïóñòü äëÿ âñåõ y < rG ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ℘(y) = 0. Ñõîäèìîñòü

Y[n,n]
ï.í.→ rG (n→ ∞)

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∫
R

G(y)− F (x, y)

(1−H(x))2
[dH(x)− F (dx, y)] <∞ (7.3.1)

äëÿ âñåõ y < rG.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.3.1. Ïóñòü

An = {Z[n,n] ∈ Π(−∞,∞)×(−∞,y)},

ãäå Π(a,b)×(c,d) � îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè a, b, c è d. Èç (7.2.3) ñëåäóåò, ÷òî

P (An) = P (Y[n,n] < y) = n

∫
R
Hn−1(x)F (dx, y).
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Èç ëåììû 7.2.1 âûòåêàåò, ÷òî P (Y[n,n] < y) → 0. Ïîëüçóÿñü ñèììåòðèåé è íåçàâèñèìîñòüþ,

ïîëó÷àåì ôîðìóëó

P (AcnAn+1) = P (Y[n,n] ≥ y, Y[n+1,n+1] < y)

= n

∫
R

∫ ∞

y

P (X2 < x, . . . , Xn < x,Xn+1 ∈ Π(x,rF )×(lF ,y))F (dx, dv)

= n

∫
R
Hn−1(x)(G(y)− F (x, y))[dH(x)− F (dx, y)],

Òîãäà
∞∑
n=1

P (AcnAn+1) =

∫
R

G(y)− F (x, y)

(1−H(x))2
[dH(x)− F (dx, y)].

Òåîðåìà 7.3.1, î÷åâèäíî, òåïåðü ñëåäóåò èç ëåììû 2.2.4.�

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 7.3.1.

Òåîðåìà 7.3.2. Ïóñòü äëÿ âñåõ ε > 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

℘(c− ε) = 0 (7.3.2)

è

℘(c+ ε) = 1 (7.3.3)

(÷òî, êîíå÷íî æå, ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî Y[n,n]
p→ c ïðè n→ ∞). Äëÿ òîãî ÷òîáû

Y[n,n]
ï.í.→ c (n→ ∞),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåãðàëû

∫
R

G(c+ ε)− F (x, c+ ε)

(1−H(x))2
[dH(x)− F (dx, c+ ε)] (7.3.4)

è ∫
R

G(c− ε)− F (x, c− ε)

(1−H(x))2
[dH(x)− F (dx, c− ε)] (7.3.5)

ñõîäèëèñü ïðè âñåõ ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.3.2. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (7.3.2). Ðàññìîòðèì ñîáûòèå Dn =
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{Y[n,n] ≤ c−ε}. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.3.1 è ëåììû 2.2.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû

P (Dn á.÷.) = 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (7.3.5).

Ðàññìîòðèì ñîáûòèå Qn = {Y[n,n] > c + ε}. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (7.3.3). Èç äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåìû 7.3.1 è ëåììû 2.2.5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû P (Qn á.÷.) = 0, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (7.3.4). Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñïðàâåä-

ëèâîñòü òåîðåìû 7.3.2.�

Èññëåäóåì òåïåðü ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü âåëè÷èíû Y[n−k,n] (k ≥ 0, n → ∞). Íà ïåðâûé

âçãëÿä òàêîå îáîáùåíèå áóäåò ïðîñòûì è ôîðìàëüíûì. Îäíàêî çäåñü âîçíèêàþò òåõíè-

÷åñêèå ñëîæíîñòè. Íå óäàåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ

ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y[n−k,n] (k > 0). Ìû îãðàíè÷èìñÿ ïîèñêîì äîñòà-

òî÷íûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 7.3.3. Ïóñòü äëÿ âñåõ y < rG âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ℘(y) = 0 è ñïðàâåäëèâî

óñëîâèå (7.3.1). Òîãäà

Y[n−k,n]
ï.í.→ rG (n→ ∞, k ≥ 0).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.3.3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P (Y[n−k,n] ≥ y, Y[n−k+1,n+1] < y) = P (Y[n−k,n] ≥ y, Y[n−k+1,n] < y, Y[n−k+1,n+1] < y)

+ P (Y[n−k,n] ≥ y, Y[n−k+1,n] ≥ y, Y[n−k+1,n+1] < y).

Ñíîâà ïîëüçóÿñü íåçàâèñèìîñòüþ è ïðèíöèïîì ñèìììåòðèè, ïîëó÷àåì, ÷òî

P (Y[n−k,n] ≥ y, Y[n−k+1,n] < y, Y[n−k+1,n+1] < y) =
n!

(n− k − 1)!(k − 1)!

×
∫
R

∫ rG

y

∫ rH

x

∫ y

lG

P (X3 ≤ x, . . . , Xn−k+1 ≤ x,Xn−k+2 > x1, . . . , Xn > x1, En+1)

F (dx1, dv1)F (dx, dv),

ãäå

En+1 =
{
(Xn+1, Yn+1) ∈ Π(x,rH ]×[lG,y] ∪ Π(x1,rH ]×(y,rG]

}
è Π(a,b]×(c,d] � ïîëóîòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè a, b, c, d. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
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çàïèøåì:

P (Y[n−k,n] ≥ y, Y[n−k+1,n] ≥ y, Y[n−k+1,n+1] < y) =
n!

(n− k − 1)!(k − 1)!

×
∫
R

∫ rG

y

∫ rH

x

∫ rG

y

P (X3 ≤ x, . . . , Xn−k+1 ≤ x,Xn−k+2 > x1, . . . , Xn > x1, Ẽn+1)

F (dx1, dv1)F (dx, dv),

ãäå

Ẽn+1 =
{
(Xn+1, Yn+1) ∈ Π(x,x1]×[lG,y]

}
.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

P (Y[n−k,n] ≥ y, Y[n−k+1,n] < y, Y[n−k+1,n+1] < y)

=
n!

(n− k − 1)!(k − 1)!

∫
R

∫ rG

y

[H(x)]n−k−1∫ rH

x

∫ y

lG

[1−H(x1) + F (x1, y)− F (x, y)](1−H(x1))
k−1 F (dx1, dv1)F (dx, dv)

è

P (Y[n−k,n] ≥ y, Y[n−k+1,n] ≥ y, Y[n−k+1,n+1] < y)

=
n!

(n− k − 1)!(k − 1)!

∫
R

∫ rG

y

[H(x)]n−k−1

∫ rH

x

∫ rG

y

[F (x1, y)− F (x, y)](1−H(x1))
k−1 F (dx1, dv1)F (dx, dv).

Îöåíèâàÿ âåðîÿòíîñòü P (Y[n−k,n] ≥ y, Y[n−k+1,n] < y, Y[n−k+1,n+1] < y), îòìåòèì, ÷òî

∫ rH

x

∫ y

lG

[1−H(x1) + F (x1, y)− F (x, y)](1−H(x1))
k−1 F (dx1, dv1)

≤ (1−H(x))k
∫ rH

x

∫ y

lG

F (dx1, dv1) ≤ (1−H(x))k[G(y)− F (x, y)].

Îöåíèâàÿ âåðîÿòíîñòü P (Y[n−k,n] ≥ y, Y[n−k+1,n] ≥ y, Y[n−k+1,n+1] < y), îòìåòèì, ÷òî

∫ rH

x

∫ rG

y

[F (x1, y)− F (x, y)](1−H(x1))
k−1 F (dx1, dv1)

≤ (1−H(x))k−1

∫ rH

x

∫ rG

y

[G(y)− F (x, y)] F (dx1, dv1)

≤ (1−H(x))k[G(y)− F (x, y)].
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Òîãäà

P (Y[n−k,n] ≥ y, Y[n−k+1,n+1] < y)

≤ 2n!

(n− k − 1)!(k − 1)!

∫
R
(1−H(x))kHn−k−1(x)(G(y)− F (x, y))[dH(x)− F (dx, y)].

Ìû ïðèøëè ê íåðàâåíñòâó

∞∑
n=k+1

P (Y[n−k,n] ≥ y, Y[n−k+1,n+1] < y)

≤ 2(k + 1)k

∫
R

G(y)− F (x, y)

(1−H(x))2
[dH(x)− F (dx, y)].

Òåîðåìà 7.3.3 ñëåäóåò òåïåðü èç ëåììû 2.2.1 (èëè èç ëåììû 2.2.4). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî

âûáðàòü An = {Y[n−k,n] < y}.�

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 7.3.1.

Òåîðåìà 7.3.4. Ïóñòü äëÿ âñåõ ε > 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (7.3.2) è (7.3.3). Ïóñòü îáà

èíòåãðàëà (7.3.4) è (7.3.5) ñõîäÿòñÿ äëÿ âñåõ ε > 0. Òîãäà

Y[n−k,n]
ï.í.→ c (n→ ∞).

Ìû îñòàâèì äàííóþ òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà, ïîñêîëüêó òàêîå äîêàçàòåëüñòâî ÿâ-

ëÿëîñü áû î÷åâèäíîé ìîäèôèêàöèåé äîêàçàòåëüñòâ âûøåïðèâåäåííûõ òåîðåì.
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� 7.4 Äàëüíåéøèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ Y[n−k,n]

7.4.1 Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ êîíêîìèòàíòîâ âåðõíèõ ïîðÿäêîâûõ

ñòàòèñòèê Y[n−k,n] â ñëó÷àå, êîãäà k ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k = kn → ∞ ïðè n→ ∞. Â ëåììå 7.4.1 áóäóò íàéäåíû óñëîâèÿ äëÿ

ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ê íåêîòîðîé êîíñòàíòå âåëè÷èíû Y[n−kn,n]. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ðàñïðåäåëåíèå F àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå. Ïóñòü Fx(x, y) � ïëîòíîñòü-ðàñïðåäåëåíèå

âåêòîðà (X, Y ), òî åñòü Fx(x, y) = F ′
x(x, y). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî y < rG

lim
x→r−H

Fx(x, y)

h(x)
= ℘1(y), (7.4.1)

ãäå h � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ H. Îòìåòèì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà â (7.4.1)

âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà â (7.2.7) è ℘(y) = ℘1(y)

Ëåììà 7.4.1. Ïóñòü F � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðåäåë â

(7.4.1) ñóùåñòâóåò è ðàâåí íóëþ äëÿ âñåõ y < rG. Ïóñòü kn � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî kn → ∞, n − kn → ∞, kn/n → 0 ïðè n → ∞.

Òîãäà

Y[n−kn,n]
p→ rG (n→ ∞).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.4.1. Ïîñêîëüêó ïðåäåë â (7.4.1) ðàâåí íóëþ, äëÿ ëþáîãî ìà-

ëîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü xε, òàêîé ÷òî

F ′
x(x, y) < εh(x) (x > xε, y < rG). (7.4.2)

Èç (7.2.3) ñëåäóåò, ÷òî

P (Y[n−kn,n] < y) = I1(y) + I2(y),

ãäå

I1(y) =
n!

(n− kn − 1)!kn!

∫ rH

xε

(1−H(x))knHn−kn−1(x)F (dx, y)

è

I2(y) =
n!

(n− kn − 1)!kn!

∫ xε

lH

(1−H(x))knHn−kn−1(x)F (dx, y).
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Èç (7.4.2) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî y < rG ñïðàâåäëèâî:

I1(y) <
n!ε

(n− kn − 1)!kn!

∫ rH

xε

(1−H(x))knHn−kn−1(x)h(x)dx < ε.

Äëÿ ëþáîãî y < rG èìååì:

I2(y) <
n!

(n− kn − 1)!kn!
[H(xε)]

n−kn−1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 5.6.1. Ïîñêîëüêó H(xε) < 1, òî I2(y) → 0 äëÿ âñåõ y < rG.�

7.4.2 Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ CnY[n−k,n]

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå CnY[n−k,n], ãäå Cn � íåñëó-

÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ìû ðàññìîòðèì âëèÿíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Cn íà àñèìïòî-

òè÷åñêîå ïîâåäåíèå CnY[n−k,n].

Òåîðåìà 7.4.1. Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ 0-êîíêîìèòàíò-ñòàáèëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî

åñòü Y[n−k,n]
p→ 0.

1. Ïóñòü An → +∞, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî y > 0 ñïðàâåäëèâî:

n[G(y/An)−G(−y/An)] → 0 (n→ ∞).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k ≥ 0

An | Y[n−k,n] |
p→ ∞ (n→ ∞).

2. Ïóñòü Bn → +∞, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî y > 0 ñïðàâåäëèâî:

∞∑
n=1

n[G(y/Bn)−G(−y/Bn)] <∞.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k ≥ 0 èìååì:

Bn | Y[n−k,n] |
ï.í.→ ∞ (n→ ∞).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.4.1. Îòìåòèì, ÷òî äàæå åñëè lG è rG êîíå÷íû, íîñèòåëü

ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû AnY[n−k,n] íåîãðàíè÷åí. Èç (7.2.3) ñëåäó-

åò, ÷òî
n−1∑
k=0

P (a < Y[n−k,n] ≤ b) = n(G(b)−G(a)).

Òîãäà

P (a < Y[n−k,n] ≤ b) ≤ n(G(b)−G(a)). (7.4.3)

Èç (7.4.3) ïîëó÷àåì, ÷òî

P (−y < AnY[n−k,n] ≤ y) ≤ n(G(y/An)−G(−y/An)) (y > 0, An > 0).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 7.4.1 ñïðàâåäëèâî. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåî-

ðåìû 7.4.1 ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ (7.4.3) è

ïåðâîé ÷àñòüþ ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè.�

Ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 7.4.2. Ïóñòü F � ∞-êîíêîìèòàíò-ñòàáèëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (èëè −∞-

êîíêîìèòàíò-ñòàáèëüíîå ðàñïðåäåëåíèå), ò.å. Y[n−k,n]
p→ ∞ (èëè Y[n−k,n]

p→ −∞ ).

1. Ïóñòü an → 0+, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî y > 0 ñïðàâåäëèâî:

n[1−G(y/an) +G(−y/an)] → 0 (n→ ∞).

Òîãäà anY[n−k,n]
p→ 0.

2. Ïóñòü bn → 0+, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî y > 0 ñïðàâåäëèâî:

∞∑
n=1

n[1−G(y/bn) +G(−y/bn)] <∞.

Òîãäà bnY[n−k,n]
ï.í.→ 0.

Çàìå÷àíèå 7.4.1. Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àå,

êîãäà k = kn → ∞ ïðè n→ ∞.
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� 7.5 Ñèëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ êîíêîìèòàíòîâ ðåêîðäîâ

Â ëåììå 7.2.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðåäåë â (7.2.7) ñóùåñòâóåò è ðàâåí ℘(y), òî

P (Y [n] < y) → ℘(y). Ñôîðìóëèðóåì ñèëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ âåëè÷èíû Y [n].

Òåîðåìà 7.5.1. Ïóñòü äëÿ âñåõ y < rG ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ℘(y) = 0. Ñõîäèìîñòü

Y [n]
ï.í.→ rG (n→ ∞)

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ y < rG âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7.3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.5.1. Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà F � àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ðàáîòå [146] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíû Y [n] îá-

ðàçóþò öåïü Ìàðêîâà. Èíòåãðèðóÿ â (7.2.5), íàõîäèì, ÷òî

fY [n−1],Y [n](yn−1, yn) =
1

(n− 2)!

×
∫ ∫

lF<xn−1<xn<rF

[− ln(1−H(xn−1)]
n−2

1−H(xn−1)
f(xn−1, yn−1)f(xn, yn)dxn−1dxn. (7.5.1)

Ïîëüçóÿñü (7.5.1), ïîëó÷àåì, ÷òî

∞∑
n=1

P (AcnAn+1) =
∞∑
n=1

P (Y [n] ≥ y, Y [n+ 1] < y)

=

∫
R

G(y)− F (x, y)

(1−H(x))2
[h(x)− Fx(x, y)] dx.

Òåîðåìà 7.5.1 òåïåðü ñëåäóåò èç ëåììû 2.2.4.�

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 7.5.1.

Òåîðåìà 7.5.2. Ïóñòü äëÿ âñåõ ε > 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (7.3.2) è (7.3.3) (÷òî,

êîíå÷íî æå, ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî Y [n]
p→ c ïðè n→ ∞). Äëÿ òîãî ÷òîáû

Y [n]
ï.í.→ c (n→ ∞),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåãðàëû (7.3.4) è (7.3.5) ñõîäèëèñü ïðè âñåõ ε > 0.
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Ìû îïóñòèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.5.2, ïîñêîëüêó îíî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïî-

âòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.3.2.
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� 7.6 Ïðèìåðû è ìåòîäû ãåíåðèðîâàíèÿ

7.6.1 Ïðèìåðû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðåäëîæèì òðè ïðèìåðà, ïðèçâàííûõ ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðå-

çóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ ýòîé ãëàâû.

Ïðèìåð 7.6.1. Ïóñòü

F (x, y) = 1− e−x − 1− e−x(y+1)

y + 1
(x > 0, y > 0).

Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä:

H(x) = 1− e−x (x > 0) è G(y) = 1− 1

y + 1
(y > 0).

Äëÿ ëþáîãî y > 0 ñïðàâåäëèâî:

℘(y) = lim
x→∞

(
1− e−xy

y + 1

)
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, F � 0-êîíêîìèòàíò-ñòàáèëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è Y[n−k,n]
p→ 0. Áîëåå òîãî,

äëÿ âñåõ ε > 0, ∫
R

G(ε)− F (x, ε)

(1−H(x))2
[dH(x)− F (dx, ε)]

=

∫ ∞

0

(
1− e−εx

ε+ 1

)
e−εxdx <∞.

Èç (7.3.1), òåîðåìû 7.3.2 è òåðåìû 7.5.1 ñëåäóåò, ÷òî Y[n−k,n]
ï.í.→ 0 è Y [n]

ï.í.→ 0.

Äëÿ ëþáîãî y > 0 ñïðàâåäëèâî:

n[G(y/An)−G(−y/An)] =
ny

y + An
.

Èç òåîðåìû 7.4.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè An, òàêîé ÷òî n/An → 0, ñïðà-

âåäëèâî:

An | Y[n−k,n] |
p→ ∞.
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Àíàëîãè÷íî, åñëè
∑∞

n=1 n/Bn <∞, òî

Bn | Y[n−k,n] |
ï.í.→ ∞.

Ïðèìåð 7.6.2. Ïóñòü F � äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè σx =

σy = 1, µx = µy = 0 è äâóìåðíîé ïëîòíîñòüþ

f(x, y) =
1

2π
√
1− ρ2

exp

[
− 1

2(1− ρ2)

(
x2 + y2 − 2ρxy

)]
.

Â ñëó÷àå, êîãäà ρ = 0, âåëè÷èíû X è Y � íåçàâèñèìû è ℘(y) = G(y). Çäåñü èìååì: H =

G = Φ, ãäå Φ � ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå F � êîíêîìèòàíò�

íåñòàáèëüíîå.

Â ðàáîòå [197] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

G(y)− F (x, y)

1−H(x)
∼ Φ

(
y − ρx√
1− ρ2

)
→

 0, åñëè ρ > 0, x→ ∞,

1, åñëè ρ < 0, x→ ∞.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ρ > 0, òî F � ∞-êîíêîìèòàíò-ñòàáèëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Åñëè æå

ρ < 0, òî F � −∞-êîíêîìèòàíò-ñòàáèëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïîêàæåì, ÷òî êîãäà ρ > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y[n−k,n] ñòðåìèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ

åäèíèöà ê áåñêîíå÷íîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî êîãäà H � ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå è h � åãî ïëîòíîñòü, òî

1−H(x) ∼ h(x)/x (x→ ∞).

Òàêèì îáðàçîì,

G(y)− F (x, y)

(1−H(x))2
h(x) ∼ xFx(x, y)

2h(x)
=
x

2
H

(
y − ρx√
1− ρ2

)
. (7.6.1)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî áîëüøîãî íàòóðàëüíîãî k,

xkH(c1 − c2x) → 0 (x→ ∞), (7.6.2)
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ãäå c2 > 0, c1 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Òàêæå ñïðàâåäëèâî, ÷òî

∫
R

G(y)− F (x, y)

(1−H(x))2
[dH(x)− F (dx, y)] (7.6.3)

≤
∫
R

G(y)− F (x, y)

(1−H(x))2
dH(x).

Èç (7.6.1) è (7.6.2) ñëåäóåò, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå, ÷åì 1/xk (x → ∞), ãäå k � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë, ñòîÿùèé â (7.6.3), ñõîäèòñÿ. Èç òåîðåìû 7.3.3 ñëåäóåò, ÷òî

Y[n−k,n]
ï.í.→ ∞.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ρ < 0, òî

Y[n−k,n]
ï.í.→ −∞.

Èç òåîðåìû 7.5.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ρ > 0 ñïðàâåäëèâî Y [n]
ï.í.→ ∞. Åñëè æå ρ > 0, òî

Y [n]
ï.í.→ ∞. Îòìåòèì, ÷òî

n[1−H(y/an) +H(−y/an)] ∼
2ann√
2πy

e
−y2

2a2n (an → 0+).

Åñëè an → 0+, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî y > 0

lnn+ ln an − a−2
n y2 → −∞,

òî èç òåîðåìû 7.4.2 ñëåäóåò, ÷òî

anY[n−k,n]
p→ 0.

Àíàëîãè÷íî, åñëè bn → 0+, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî y > 0

∞∑
n=1

bnne
− y2

b2n <∞,

òî

bnY[n−k,n]
ï.í.→ 0.
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Ïðèìåð 7.6.3. Ïóñòü

F (x, y) =

∫ x

0

∫ y

0

1

u2
e−u−v/u

2

dvdu (x > 0, y > 0).

Ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè áóäóò ðàñïðåäåëåíèÿ:

H(x) = 1− e−x, G(y) = 1−
∫ ∞

0

e−u−y/u
2

du.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî

Fx(x, y) = e−x(1− e−y/x
2

)

è

℘1(y) = lim
x→∞

(1− e−y/x
2

) = 0 (y ≥ 0).

Òàêèì îáðàçîì, ℘(y) = 0 äëÿ ëþáîãî y. Ó íàñ åñòü ∞-êîíêîìèòàíò-ñòàáèëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå, òî åñòü Y[n−k,n]
p→ ∞. Èññëåäóåì äàëåå èíòåãðàë

∫
R

G(y)− F (x, y)

(1−H(x))2
[dH(x) − F (dx, y)]

=

∫
R

∫∞
x
e−u(1− e−y/u

2
)du

e−2x
[e−x(1− e−y/x

2

)]dx.

Èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå (ïðè ôèêñèðîâàííîì y è áîëüøèõ x) ýê-

âèâàëåíòíà ôóíêöèè 1− ey/x
2 ∼ y

x2
. Èç òåîðåìû 7.3.3 çàêëþ÷àåì, ÷òî Y[n−k,n]

ï.í.→ ∞. Èç

òåîðåìû 7.5.2 ïîëó÷àåì, ÷òî Y [n]
ï.í.→ ∞.

7.6.2 Ãåíåðèðîâàíèå êîíêîìèòàíòîâ âåðõíèõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ

Ìåòîäû ãåíåðèðîâàíèÿ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå

èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ, èçëàãàëèñü â ðàçäåëå 6.3.2. Îáñóäèì òàêæå ãåíåðèðîâàíèå âåðõ-

íèõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê ìåòîäîì îáðàòíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿH(x). Ïóñòü

U1 � ãåíåðàöèÿ ñòàíäàðòíîé ðàâíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Â ñèëó òîãî, ÷òî ìàêñè-

ìóì âûáîðêè X1, . . . , Xn èìååò ðàñïðåäåëåíèå H
n(x), âåëè÷èíó Xn,n ìîæíî ïîëó÷èòü êàê

H−1(U
1/n
1 ), ãäå H−1 � ôóíêöèÿ îáðàòíàÿ ê H. Èç ëåììû 1.3.1 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè Xn,n = xn,
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òî âåëè÷èíà Xn−1,n ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì â âûáîðêå X̃1, . . . , X̃n−1 ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ Q(xn−1) = H(xn−1)/H(xn) (xn−1 < xn). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Xn−1,n ìîæíî ïîëó÷èòü

êàê H−1(U
1/n
1 U

1/(n−1)
2 ), ãäå U1 è U2 � ãåíåðàöèè ñòàíäàðòíûõ ðàâíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí. Òàêèì îáðàçîì, Xn−k,n ìîæíî ïîëó÷èòü êàê H
−1(U

1/n
1 . . . U

1/(n−k)
k+1 ), ãäå U1, . . . , Uk+1

� ãåíåðàöèè ñòàíäàðòíûõ ðàâíîìåðíûõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, åñëè H(x) = x (0 < x < 1),

òî Xn−k,n ãåíåðèðóåòñÿ êàê U
1/n
1 . . . U

1/(n−k)
k+1 , åñëè H(x) = 1 − e−x (x > 0), òî Xn−k,n ãå-

íåðèðóåòñÿ êàê − ln(1 − U
1/n
1 . . . U

1/(n−k)
k+1 ), åñëè H(x) = 1 − x−α (x > 1, α > 0), òî Xn−k,n

ãåíåðèðóåòñÿ êàê (1− U
1/n
1 . . . U

1/(n−k)
k+1 )−1/α.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êàê ãåíåðèðóþòñÿ êîíêîìèòàíòû ðåêîðäîâ è âåðõíèõ ïîðÿäêîâûõ

ñòàòèñòèê. Èç ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 7.2 ñëåäóåò, ÷òî óñëîâíûå ïëîòíîñòè êîíêîìèòàíòîâ

ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ èìåþò âèä:

fY[1,n],...,Y[n,n]|X1,n,...,Xn,n(y1, . . . , yn | x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

f(yi | xi) (x1 < . . . < xn)

è

fY [1],...,Y [n]|X(1),...,X(n)(y1, . . . , yn | x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

f(yi | xi) (x1 < . . . < xn),

ãäå f(y | x) = f(x, y)/h(x), òî åñòü êîíêîìèòàíòû ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäîâ óñëîâ-

íî íåçàâèñèìû. Ïóñòü óñëîâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y | x) èìååò îáðàòíóþ ôóíê-

öèþ. Òîãäà êîíêîìèòàíòû ðåêîðäîâ è âåðõíèõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê ìîæíî ãåíåðèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ãåíåðèðóåì X(n) êàê áûëî ïðåäëîæåíî â ðàçäåëå 6.3.2 (èëè ãåíåðè-

ðóåì Xn−k,n êàê ýòî äåëàëîñü âûøå â ýòîì ðàçäåëå), çàòåì ïîëó÷àåì Y [n] (èëè Y[n−k,n])

êàê F−1(U | X(n)) (èëè F−1(U | Xn−k,n)), ãäå U � ãåíåðàöèÿ ñòàíäàðòíîé ðàâíîìåðíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ñíîâà ðàññìîòðèì ïðèìåð 7.6.1. Çäåñü èìååì: F (y | x) = 1 − e−xy (x, y > 0). Òîãäà

êîíêîìèòàíò âåðõíåé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè Y[n−k,n] ãåíåðèðóåòñÿ êàê

− lnU

− ln(1− U
1/n
1 . . . U

1/(n−k)
k+1 )

,

à êîíêîìèòàíò ðåêîðäíîé âåëè÷èíû Y [n] ãåíåðèðóåòñÿ êàê

− lnU

− lnU1 − . . .− lnUn
,
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ãäå âåëè÷èíà U è âåëè÷èíû Ui � ãåíåðàöèè ñòàíäàðòíîé ðàâíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.



Ãëàâà 8 Õàðàêòåðèçàöèîííûå òåîðåìû äëÿ ïîðÿäêîâûõ è

ðåêîðäíûõ ñòàòèñòèê

� 8.1 Ââåäåíèå

Ãëàâà 8 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ ïàðàãðàôîâ. Âî ââåäåíèå

êðàòêî èçëàãàþòñÿ èçâåñòíûå õàðàêòåðèçàöèîííûå ðåçóëüòàòû, îñíîâàííûå íà ñâîéñòâàõ

ïîðÿäêîâûõ è ðåêîðäíûõ ñòàòèñòèê. Ïî òðàäèöèè, îáðàçîâàâøåéñÿ â ýòîé ðàáîòå, àêöåíò

äåëàåòñÿ íà õàðàêòåðèçàöèîííûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè àâ-

òîðîì äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå ãëàâû 8 ñëåäóþùåå. Â

ïàðàãðàôå 8.2 ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðèçàöèè ðàñïðåäåëåíèé ñâîéñòâàìè ñëàáûõ ðåêîðäîâ.

Â ïàðàãðàôå 8.3 ïðèâîäÿòñÿ õàðàêòåðèçàöèè, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ. Â

ïàðàãðàôå 8.4 äàíû õàðàêòåðèçàöèè, îñíîâàííûå íà âòîðîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíå è ìàêñè-

ìóìå âûáîðêè.

Ñâîéñòâà ïîðÿäêîâûõ è ðåêîðäíûõ ñòàòèñòèê ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè

ðàñïðåäåëåíèé. Ïðèâåäåì çäåñü íåêîòîðûå ïóáëèêàöèè â êîòîðûõ ñîäåðæàëèñü õàðàêòå-

ðèçàöèè, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ: [39], [89], [112], [113], [115], [121], [136],

[137], [138], [140], [173] è [181].

Õàðàêòåðèçàöèîííûå çàäà÷è äàííîé òåìàòèêè ïîäíèìàëèñü è îñâåùàëèñü â êíèãàõ Êà-

ãàíà, Ëèííèêà è Ðàî [7] (1972), Ãàëàìáîøà è Êîòöà [94] (Galambos and Kotz 1978), Ãàëàì-

áîøà [3] (1984), Ðàî è Øàíáõàãà [162] (Rao C. R. and Shanbhag 1993), Àõñàíóëëàõà [24] (

Ahsanullah 1995), Àðíîëüäà, Áàëàêðèøíàíà è Íàãàðàäæè [30], [31] (Arnold, Balakrishnan

and Nagaraja 1992, 1998), Íåâçîðîâà [15] (2000), Äýéâèäà è Íàãàðàäæè [73] (David and

Nagaraja 2003).

Ñðåäè ìíîæåñòâà ïóáëèêàöèé, èñïîëüçîâàâøèõ ñâîéñòâà ðåêîðäîâ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè

ðàñïðåäåëåíèé, ìîæíî âûäåëèòü ðàáîòû: [22], [23], [25], [135], [40], [100], [117], [120], [138],

223
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[140], [143], [144], [189] è [191].

Ñ 1993 ãîäà ñëàáûå ðåêîðäû òàêæå ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèé. Ïðè-

âîäèìàÿ íèæå òåîðåìà 8.1.1, îïóáëèêîâàííàÿ àâòîðîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â [191],

ÿâèëàñü ïåðâûì ðåçóëüòàòîì, èñïîëüçóþùèì ñâîéñòâà ñëàáûõ ðåêîðäîâ äëÿ õàðàêòåðè-

çàöèè ðàñïðåäåëåíèé. Îáîáùåíèÿ ýòîé òåîðåìû áûëè ïîëó÷åíû ïîçäíåå â ðàáîòàõ [27],

[28], [129] è [183]. Ñëåäóåò óïîìÿíóòü ðàáîòû [60], [68], [69], [75], [79], â êîòîðûõ òàêæå

ðàññìàòðèâàëèñü õàðàêòåðèçàöèè, îñíîâàííûå íà ñëàáûõ ðåêîðäàõ.

Âî ââåäåíèå ãëàâû 8 ïðèâåäåì íåêîòîðûå èçâåñòíûå õàðàêòåðèçàöèîííûå òåîðåìû äëÿ

ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäíûõ âåëè÷èí. Ýòè ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äî-

êàçàòåëüñòâàõ ýòîé ãëàâû. Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X1, X2, . . . � íåçà-

âèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì F , íîñèòåëü êîòîðîãî èìååò âèä ℑ = [lF , rF ], ãäå −∞ ≤ lF < rF ≤ ∞.

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè èëè ñîñåäíèìè ðå-

êîðäíûìè âåëè÷èíàìè äàâíî èñïîëüçóåòñÿ â õàðàêòåðèçàöèîííûõ òåîðåìàõ. Ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ôåðãþñîíîì [89] (Ferguson 1967).

Òåîðåìà 8.1.1. Ñîîòíîøåíèå

E{Xi,n | Xi+1,n = x} = λ · x+ ρ (8.1.1)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ λ è ρ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðå-

ðûâíîå F ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òðåõ òèïîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî

ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòàáà):

F1(x) = xθ (0 < x < 1, 0 < λ < 1),

F2(x) = ex (x < 0, λ = 1),

F3(x) = (−x)θ (x < −1, λ > 1),

ãäå θ = 1
n
· λ
1−λ .

Äîêàçûâàÿ ýòó òåîðåìó, Ôåðãþñîí ïîêàçûâàë, ÷òî åäèíñòâåííûìè íåïðåðûâíûìè ðå-
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øåíèÿìè óðàâíåíèÿ (i ≥ 1) ∫ x
lF
udF i(u)

F i(x)
= λ · x+ ρ, x ∈ ℑ, (8.1.2)

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òðåõ òèïîâ: F1, F2 èëè F3. Î÷åâèäíûì äâîé-

ñòâåííûì ðåçóëüòàòîì äëÿ òåîðåìû 8.1.1 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 8.1.2, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè â

ñòàòüÿõ [89], [137] èëè êíèãå [7].

Òåîðåìà 8.1.2. Ñîîòíîøåíèå

E{Xi+1,n|Xi,n = x} = γ · x+ σ (8.1.3)

ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ γ è σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðå-

ðûâíîå F ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì îäíîãî èç òðåõ ñëåäóþùèõ òèïîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî

ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòàáà):

F4(x) = 1− (−x)δ (−1 < x < 0, 0 < γ < 1),

F5(x) = 1− e−x (x > 0, γ = 1),

F6(x) = 1− xδ (x > 1, γ > 1),

ãäå δ = 1
n−i ·

γ
1−γ .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû íóæíî áûëî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíñòâåííûìè íåïðå-

ðûâíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòàáà)

−
∫ rF
x
ud(1− F (u))n−i

(1− F (x))n−i
= γ · x+ σ, (x ∈ ℑ, n− i ≥ 1) (8.1.4)

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè F4, F5 èëè F6. Ñîáðàâ âìåñòå ýòè ðåçóëüòàòû, Íàãàðàäæè [137]

(Nagaraja 1988a) ïîëó÷èë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 8.1.3. Ðàâåíñòâà (8.1.1) è (8.1.3) ñïðàâåäëèâû îäíîâðåìåííî äëÿ íåêîòîðîãî i

(1 ≤ i < n) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíîå F ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì.
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Çàìå÷àíèå 8.1.1. Ðàñïðåäåëåíèÿ Fi (1 ≤ i ≤ 6) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (8.1.2)

è (8.1.4). Îíè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû íà ñâîèõ íîñèòåëÿõ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî

ðåøåíèÿ èñêàëèñü â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Äëÿ ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû. Ïðèâåäåì òåîðåìó, äî-

êàçàííóþ Íàãàðàäæè â ðàáîòàõ [135] è [137] (Nagaraja 1977, 1988a).

Òåîðåìà 8.1.4. Ñîîòíîøåíèÿ

E{X(n+ 1) | X(n) = x} = λ · x+ ρ,

E{X(n) | X(n+ 1) = x} = γ · x+ σ

âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ λ, ρ, γ, σ è n ≥ 1 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíîå F ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X1 | Xi,n = x áûëî íàéäåíî â ðàáîòå [140]:

P{X1 ≤ u | Xi,n = x} =

 i−1
n

· F (u)
F (x)

, u < x,

i
n
+ n−i

n
· F (u)−F (x)

1−F (x)
, u ≥ x.

(8.1.5)

Äàííîå óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò àòîì 1/n â òî÷êå x. Èç (8.1.5) áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî

Ti,n(x) = E{X1 | Xi,n = x}

=
x

n
+
i− 1

n
·
∫ x
lF
udF (u)

F (x)
+
n− i

n
·
∫ b
x
udF (u)

1− F (x)
. (8.1.6)

Â ñòàòüå [140] áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî E{X1 | Xi,n} åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò

èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå F . Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò èç [140].

Òåîðåìà 8.1.5. Ïóñòü X1, . . . , Xn è Y1, . . . , Yn � äâå íåçàâèñèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íåïðåðûâíûìè F è G, ñî-

îòâåòñòâåííî, ïðè÷åì îáà ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò îäèí íîñèòåëü ℑ = [lF , rF ], −∞ ≤ lF <

lF ≤ ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî EX1 ñóùåñòâóåò è ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, òàêàÿ ÷òî äëÿ

íåêîòîðîãî α (0 < α < 1) ñïðàâåäëèâî:

F (x0) = G(x0) = α, (8.1.7)
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E{X1 | X1 ≤ x0} = E{Y1 | Y1 ≤ x0}. (8.1.8)

Äëÿ òîãî ÷òîáû F = G, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàâåíñòâî

i− 1

n
·
∫ x
lF
udF (u)

F (x)
+
n− i

n
·
∫ rF
x
udF (u)

1− F (x)
=
i− 1

n
·
∫ x
lF
udG(u)

G(x)
+
n− i

n
·
∫ rF
x
udG(u)

1−G(x)

âûïîëíÿëîñü ïðè âñåõ x ∈ ℑ.

Àâòîðû òåîðåìû 8.1.5 òàêæå âûñêàçàëè ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óñëîâèÿ (8.1.7), (8.1.8) ìî-

ãóò áûòü ëèáî îïóùåíû, ëèáî, ïî êðàéíåé ìåðå, îñëàáëåíû. Ïðèâåäåì åùå îäèí ðåçóëüòàò

èç ðàáîòû [140].

Òåîðåìà 8.1.6. Ïóñòü X(2)−M2 è M2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Òîãäà èñõîä-

íîå íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå F ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðàñïðåäåëåíèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî

òèïà.

Âî ââåäåíèè ìû êðàòêî ðàññìîòðåëè íåêîòîðûå èçâåñòíûå õàðàêòåðèçàöèîííûå ðåçóëü-

òàòû, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ è ðåêîðäàõ. Â ïîñëåäóþùèõ òðåõ ïàðàãðà-

ôàõ ìû ïðèâåäåì íàøè ðåçóëüòàòû. Ìû íà÷íåì ñ õàðàêòåðèçàöèé, îñíîâàííûõ íà ñëàáûõ

ðåêîðäàõ.

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâëåííûé â ãëàâå 8, îïóáëèêîâàí àâòîðîì äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòû â ñòàòüÿõ: [189], [191], [202] è [223].
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� 8.2 Õàðàêòåðèçàöèîííûå òåîðåìû äëÿ ñëàáûõ ðåêîðäîâ â

äèñêðåòíîì ñëó÷àå

Ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà 8.2.1, îïóáëèêîâàííàÿ â [191], ÿâèëàñü ïåðâûì ðåçóëüòàòîì,

èñïîëüçóþùèì ñâîéñòâà ñëàáûõ ðåêîðäîâ äëÿ õàðàêòðåðèçàöèè ðàñïðåäåëåíèé. Îáîáùå-

íèÿ ýòîé òåîðåìû áûëè ïîëó÷åíû ïîçäíåå â ðàáîòàõ [27], [28], [183], [129]. Ñëåäóåò óïîìÿ-

íóòü òàêæå ðàáîòû [60], [68], [69], [75] è [79], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü äðóãèå õàðàêòå-

ðèçàöèè, îñíîâàííûå íà ñëàáûõ ðåêîðäàõ.

Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ

0, 1, . . ., ñ îáùåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F , òàêîé ÷òî rF = ∞. Ïîëîæèì

Y w(n) = Xw(n+ 1)−Xw(n) (n ≥ 1).

Òåîðåìà 8.2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X1 èìåëà ðàñïðåäåëåíèå âèäà

P{X1 ≥ m} =

∏m
i=1(α+ (i− 1)β)∏m
i=1(1 + α+ iβ)

(m = 1, 2, . . .) (8.2.1)

( äëÿ íåêîòîðûõ α > 0 è β ≥ 0), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

E{Y w(n)|Xw(n) = l} = α + βl (8.2.2)

äëÿ âñåõ l = 0, 1, . . . (n ≥ 1).

Çàìå÷àíèå 8.2.1. Ïðè β = 0 ìû ïîëó÷àåì õàðàêòåðèçàöèîííóþ òåîðåìó äëÿ ãåîìåòðè-

÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.2.1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ â ðàáîòå [177],

P{Y w(n) ≥ m|Xw(n) = l} = qm+l/ql (m = 0, 1, . . . , l = 0, 1, . . . , qn = P (X1 ≥ n))

è èçâåñòíîå ðàâåíñòâî

E{Y w(n)|Xw(n) = r} =
∞∑
m=1

P{Y w(n) ≥ m|Xw(n) = r},
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ïîëó÷àåì, ÷òî

E{Y w(n)|Xw(n) = l} =
1

ql

∞∑
m=1

qm+l. (8.2.3)

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü X1 èìååò ðàñïðåäåëåíèå âèäà (8.2.1). Òîãäà ðàâåíñòâî (8.2.3)

çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E{Y w(n)|Xw(n) = l}

=

∏l
i=1(1 + α+ iβ)∏l
i=1(α+ (i− 1)β)

×
∞∑
m=1

∏m+l
i=1 (α + (i− 1)β)∏m+l
i=1 (1 + α + iβ)

=
∞∑
m=1

∏m+l
i=l+1(α + (i− 1)β)∏m+l
i=l+1(1 + α + iβ)

= (α + lβ)
∞∑
m=1

∏m+l−1
i=l+1 (α+ (i− 1)β)∏m+l
i=l+1(1 + α + iβ)

,

ãäå
∏l

i=l+1(α+ iβ) = 1. Íåîáõîäèìîñòü òåïåðü ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

∞∑
m=1

∏m+l−1
i=l+1 (α + (i− 1)β)∏m+l
i=l+1(1 + α + iβ)

= 1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñîîòíîøåíèå (8.2.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåí-

íûõ α è β. Äëÿ l ≥ 0 îïðåäåëèì ôóíêöèþ

J(l) =
∞∑
m=1

P{X1 ≥ m+ l}.

Òîãäà

J(l) = J(l + 1) + P{X1 ≥ l + 1}.

Èç (8.2.2) è (8.2.3) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

J(l) = (α + βl)P{X1 ≥ l}

è

J(l + 1) = (α + β(l + 1))P{X1 ≥ l + 1},
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ïðèâîäÿùåå íàñ ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

P{X1 ≥ l + 1} =
α + βl

1 + α + β(l + 1)
P{X1 ≥ l} (l = 0, 1, . . .),

èç êîòîðîãî è âûòåêàåò âèä ðàñïðåäåëåíèÿ â (8.2.1). Â çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû 8.2.1 îïðåäåëèì çîíó äåéñòâèÿ ïàðàìåòðîâ α è β. Èìååì 0 ≤ J(0) = α ( α = 0

âûðîæäåííûé ñëó÷àé). Äàëåå, α+ βl ≥ 0 äëÿ âñåõ l = 0, 1, . . ., îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî β ≥ 0.

�

Òåîðåìà 8.2.1 áûëà îáîáùåíà â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ. Ïðèâåäåì îäíî èç òàêèõ îáîáùå-

íèé, ïîëó÷åííîå â [183].

Òåîðåìà 8.2.2. Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, ïðèíèìà-

þùèõ çíà÷åíèÿ 0, 1, . . ., ñ îáùåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ α > 0

è β > −1 ñïðàâåäëèâî:

E{Y w(n)|Xw(n)} ï.í.= α + βXw(n).

Åñëè α > 0 è −1 < β < 0, òî rF = −α/β � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X1

èìååò ðàñïðåäåëåíèå âèäà:

P{X1 ≥ m} =
C

−α/β−j
−1−1/β−α/β−j

C
−α/β
−1−1/β−α/β

.
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� 8.3 Õàðàêòåðèçàöèè, îñíîâàííûå íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîX1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì F , íîñèòåëü êî-

òîðîãî èìååò âèä ℑ = [lF , rF ], ãäå −∞ ≤ lF < rF ≤ ∞. Ïóñòü EX1 ñóùåñòâóåò è E = EX1.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê îñíîâíîìó õàðàêòåðèçàöèîííîìó ðåçóëüòàòó ïàðàãðàôà, ñôîð-

ìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó 8.3.1.

Ëåììà 8.3.1. Ïóñòü äëÿ âñåõ x ∈ ℑ ñïðàâåäëèâî:

E{X1 | Xi,n = x} =Mi,n(x), (8.3.1)

ãäå Mi,n(x) (n ≥ 2, i ∈ {1, . . . , n}) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íà ℑ ôóíêöèÿ. Òîãäà àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå F îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (8.3.1) åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.3.1. Ïðè i = 1 èëè i = n ëåììà 8.3.1 ôàêòè÷åñêè áû-

ëà äîêàçàíà â [121], ñì. òàêæå [122] è [135]. Äîêàæåì åå äëÿ îñòàâøèõñÿ çíà÷åíèé i

(1 < i < n, n ≥ 3). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ 1 < i < n, n ≥ 3:

wi,n =
i− 1

n− 1
, 0 < wi,n = 1− vi,n < 1,

I(x) =

∫ x

lF

udF (u), Ri,n(x) =
n

n− 1
·
(
Ti,n(x)−

x

n

)
.

Èç ðàâåíñòâà (8.1.6) ñëåäóåò, ÷òî

Ri,n(x) = wi,n ·
I(x)

F (x)
+ vi,n ·

E − I(x)

1− F (x)
. (8.3.2)

Ôóíêöèè I(x)/F (x) è (E − I(x))/(1 − F (x)) èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [89], [121], [134] è

[135]. Åñëè F � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî îáå ýòè ôóíêöèè òàêæå àáñîëþòíî

íåïðåðûâíû. Êðîìå òîãî, îíè íå óáûâàþò íà ℑ. Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ri,n òàêæå

ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé è íåóáûâàþùåé. Èçâåñòíî, ÷òî

lim
x→l+F

I(x)

F (x)
= lF , lim

x→r−F

E − I(x)

1− F (x)
= rF ,
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è äëÿ ëþáîãî x ∈ (lF , rF ) ñïðàâåäëèâî:

I(x)

F (x)
< x <

E − I(x)

1− F (x)
,

lF <
I(x)

F (x)
< E. (8.3.3)

Ïóñòü èíòåðâàë [a, b] (lF < a ≤ b < rF ) ñîñòîèò èç òåõ x, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ wi,n-îé êâàí-

òèëüþ F , òî åñòü

F (x) = wi,n ∀x ∈ [a, b].

Èç (8.3.2) íàõîäèì, ÷òî ∀x ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî: Ri,n(x) = E. Ôóíêöèÿ I(x) ïîñòîÿííà íà

ýòîì èíòåðâàëå è

I(x) = I(a) ∀x ∈ [a, b]. (8.3.4)

Óðàâíåíèå (8.3.2) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà. Â ñàìîì äåëå, èç (8.3.2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ x ∈ (lF , a)
∪
(b, rF ) ñïðàâåäëèâî:

I(x) = Ri,n(x) · F (x) + vi · (E −Ri,n(x)) + vi · wi ·
E −Ri,n(x)

F (x)− wi
, (8.3.5)

ãäå

lim
x→a−

E −Ri,n(x)

F (x)− wi
= lim

x→b+

E −Ri,n(x)

F (x)− wi

=
I(a)− wiE

wivi
= ε.

Äëÿ x, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó [a, b], I(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (8.3.4). Íåðàâåíñòâî

lF − E

vi
< ε < 0,

ñïðàâåäëèâîå âñëåäñòâèå (8.3.3), çàäàåò ãðàíèöû äëÿ ε. Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè (8.3.5)

ïðè x ∈ (lF , a)
∪
(b, rF ), ïîëó÷àåì, ÷òî

F ′(x) = ψ(x, F ) =
R′
i,n(x) · F (x) · (1− F (x)) · (F (x)− wi)

(F (x)− wi)2 · (Ri,n(x)− x) + vi · wi · (Ri,n(x)− E)
. (8.3.6)
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Â òîì ñëó÷àå, êîãäà x ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (a, b), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

F ′(x) = 0. (8.3.7)

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàäàâàåìîå (8.3.6) è (8.3.7), ÿâëÿåòñÿ Àáåëåâûì è ðåøåíèå

â êâàäðàòóðàõ ìîæåò áûòü íàéäåíî òîëüêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ òåîðåìîé Êîøè, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ è åãî åäèíñòâåííîñòü ãàðàíòèðóåòñÿ âåçäå íà

(lF , a)
∪
(b, rF ) òàê, êàê ψ(x, F ) è

∂ψ(x,F )
∂F

� íåïðåðûâíûå íà (lF , a)
∪
(b, rF ) ôóíêöèè. Íà èí-

òåðâàëå [a, b] ìû èìååì åùå îäíî îñîáîå ðåøåíèå F (x) = wi (lF < x < rF ). Âûáèðàÿ èç

îáùåãî ðåøåíèÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ìû åäèíñòâåí-

íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåì F ÷åðåç ôóíêöèþ Ri,n (èëè Ti,n). Ïîñêîëüêó Ri,n � íåóáûâàþùÿÿ

íà [lF , rF ] ôóíêöèÿ, òî Ti,n � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ. Òîãäà

Mi,n(x) = Ti,n(x)

äëÿ âñåõ x ∈ [lF , rF ]. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîMi,n(x) òàêæå åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò

F . Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ çàâåðøàþò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.3.1.�

Çàìå÷àíèå 8.3.1. Óðàâíåíèå (8.1.6) ðàññìàòðèâàëîñü íàìè êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå. Ôàêòè÷åñêè, óñëîâèÿ (8.1.7) è (8.1.8) òåîðåìû 8.1.5 îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíò E

ýòîãî óðàâíåíèÿ. Õîòÿ ìû äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàëè, ÷òî F àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ, íè îäíî èç óñëîâèé (8.1.7) èëè (8.1.8) íå ìîãëî áûòü îïóùåíî. Êîíå÷íî, äàííûå

óñëîâèÿ ìîæíî áûëî áû çàìåíÿòü íà êàêèå-ëèáî ðàâíîöåííûå.

Îòâåòèì íà âîïðîñ, ïîäíÿòûé â [140]. Îñíîâûâàÿñü íà çàìå÷àíèè 8.2.1, ìîæíî óòâåðæäàòü,

÷òî óñëîâèÿ (8.1.7) è (8.1.8) â òåîðåìå 8.1.5 íå ìîãóò áûòü îñëàáëåíû èëè îïóùåíû.

Çàìå÷àíèå 8.3.2. Ïîñêîëüêó Ti,n(x) â ëåììå 8.3.1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî

è aeyrwbz Mi,n(x) òàêæå àáñîëþòíî íåïðåðûâíà.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå, èñïîëüçóÿ ëåììó 8.3.1, ïîëó÷èì õàðàêòåðèçàöèþ ðàâíîìåðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Òåîðåìà 8.3.1. Ïóñòü ñîîòíîøåíèå

E{X1 | Xi,n = x} = λn(i) · x+ ρn(i) (n ≥ 2). (8.3.8)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ λn(i) > 0 è ρn(i) ïî êðàéíåé ìåðå ïðè äâóõ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé i (1 ≤ i ≤ n). Òîãäà àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå F ÿâëÿ-

åòñÿ ðàâíîìåðíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.3.1. Ïóñòü Mi,n(x) = λn(i) · x + ρn(i), ãäå λn(i) > 0 è ρn(i)

� íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè λn(i) > 0 ôóíêöèÿ Mi,n(x) ÿâëÿåòñÿ

âîçðàñòàþùåé. Â òåîðåìå 8.3.1 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî (8.3.8) ñïðàâåäëèâî äëÿ äâóõ

çíà÷åíèé i, ãäå n ≥ 2, 1 ≤ i ≤ n. Èç ëåììû 8.3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (lF , rF )

ñïðàâåäëèâî:

wi ·
I(x)

F (x)
+ vi ·

E − I(x)

1− F (x)
= Ri,n(x)

wj ·
I(x)

F (x)
+ vj ·

E − I(x)

1− F (x)
= Rj,n(x)

(1 ≤ i < j ≤ n). Ôóíêöèè Ri,n(x) è Rj,n(x) � ëèíåéíûå, ÷èñëà wi, wj, vi, vj � ôèêñèðîâàíû.

Ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèÿ I(x)/F (x) è (E− I(x))/(1−F (x)) òàêæå ëèíåéíû. Èñïîëüçóÿ

àðãóìåíòàöèþ, êîòîðàÿ óæå ïðèâîäèëàñü äëÿ (8.1.2) è (8.1.4), çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàñïðåäå-

ëåíèå F ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì, ïðèíàäëåæàùèì äâóì ðàçíûì êëàññàì ðàñïðåäåëåíèé

îäíîâðåìåííî: F1 è F4. Íàëàãàÿ íîñèòåëè ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé äðóã íà äðóãà, ïîëó÷àåì,

÷òî 0 < x < 1 è θ = δ = 1 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F .�
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� 8.4 Õàðàêòåðèçàöèÿ, èñïîëüçóþùàÿ âòîðóþ ðåêîðäíóþ

âåëè÷èíó è ìàêñèìóì âûáîðêè.

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F � íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îïðå-

äåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Sn = X(2) − Mn (n ≥ 1). Íåçàâèñèìîñòü âåëè÷èí S2 è M2

èñïîëüçîâàëàñü â òåîðåìå 8.1.6 äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ðàñïðåäåëåíèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òè-

ïà. Ðàññìîòðèì, ê ÷åìó ïðèâåäóò ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ n. Íàì

ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà.

Ëåììà 8.4.1. Äëÿ ëþáûõ x, y, ïðèíàäëåæàùèõ ℑ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

P{X(2) ≤ y |Mn = x} =


0, n = 1, 2, y < x (a),

1
n

∑n−1
l=2

n−l
(l−1)l

(
F (y)
F (x)

)l
, n ≥ 3, y < x (aa),

n−1
n

+ 1
n
F (y)−F (x)
1−F (x)

, n ≥ 1, y ≥ x (aaa).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå F àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíî.

(à) Ðåçóëüòàò î÷åâèäåí. Â ñàìîì äåëå, ñîáûòèå

{X(2) ≤ y, x < Mn ≤ x+ dx}

íå ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè n = 1, 2 è ëþáûõ x, y, òàêèõ ÷òî y < x. Ñëåäîâàòåëüíî,

P{X(2) ≤ y |Mn = x} = 0 (n = 1, 2, y < x ∈ ℑ).

(àà) Ïóñòü ñîáûòèÿ U1(y), V (i2), U(i2, y), V (i2, t, x), U(t, x), V (t, x) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-

þùèìè ðàâåíñòâàìè:

U1(y) = {X1 < y}, V (i2) =

i2−1∩
i=2

{Xi ≤ X1},

U(i2, y) = {X1 < Xi2 ≤ y}, V (i2, t, x) =
t−1∩

i=i2+1

{Xi < x},
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U(t, x) = {Xt ∈ (x, x+ dx]}, V (t, x) =
n∩

i=t+1

{Xi ≤ x+ dx}.

Äëÿ y < x, òàêèõ ÷òî f(x) > 0 ñïðàâåäëèâî:

P{X(2) ≤ y, x < Mn ≤ x+ dx} =

=
n∑
t=3

t−1∑
i2=2

P{U1(y)V (i2)U(i2, y)V (i2, t, x)U(t, x)V (t, x)}+ o(dx). (8.4.1)

Ïîÿñíèì ïðîèñõîæäåíèå ôîðìóëû (8.4.1). Î÷åâèäíî, ÷òî òîëüêî ñðåäè òåõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí Xi (1 ≤ i ≤ n), êîòîðûå ïîïàäàþò â èíòåðâàë (x, x + dx], ìîæåò âñòðåòèòü-

ñÿ ìàêñèìóì âûáîðêè X1, . . . , Xn. Ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ïåðâûé òàêîé Xi çàðåãèñòðè-

ðîâàí, îáîçíà÷èì ÷åðåç t (3 ≤ t ≤ n). Ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ âòîðîãî ðåêîðäíîãî âðåìåíè

îáîçíà÷èì ÷åðåç i2 (2 ≤ i2 < t). Ïîñêîëüêó âòîðàÿ ðåêîðäíàÿ âåëè÷èíà íå ïðåâîñõîäèò

Mn, îíà äîëæíà áûëà ïîÿâèòüñÿ äî Xt. Ñîáûòèÿ U1(y) è U(i2, y) îïèñûâàþò ïîÿâëåíèå

ïåðâîé è âòîðîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâåííî. Ñîáûòèå U(t, x) ñîñòîèò â ïîÿâëå-

íèå ïåðâîãî íàáëþäåíèÿ, êîòîðîå áûëî çàðåãèñòðèðîâàíî â èíòåðâàëå (x, x + dx]. Ñîáû-

òèå V (i2) ñîñòîèò èç èñïûòàíèé, êîòîðûå äàëè âåëè÷èíû, íå ïðåâîñõîäÿùèå ïåðâóþ ðå-

êîðäíóþ âåëè÷èíó (ìíîæåñòâî òàêèõ èñïûòàíèé ìîæåò áûòü ïóñòûì). Ñîáûòèå V (i2, t, x)

ôîðìèðóþò âåëè÷èíû Xi2+1, Xi2+2, . . . , Xt−1, ñðåäè êîòîðûõ íåêîòîðûå âåëè÷èíû ìîãóò

áûòü ðåêîðäíûìè (èõ ìíîæåñòâî òàêæå ìîæåò áûòü ïóñòûì). Ñîáûòèå V (t, x) ñîñòîèò

èç èñïûòàíèé Xt+1, Xt+2, . . . , Xn (ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïóñòûì). Ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé

U1(y)V (i2)U(i2, y)V (i2, t, x)U(t, x)V (t, x) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå äâå ðå-

êîðäíûå âåëè÷èíû, ïðèíàäëåæàùèå èíòåðâàëó (−∞, y], ïðè÷åì ìàêñèìóì âûáîðêè íàõî-

äèòñÿ â èíòåðâàëå (x, x+ dx]. Èç (8.4.1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òåõ x, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî f(x) > 0, ñïðàâåäëèâî:

P{X(2) ≤ y, x ≤Mn < x+ dx}

=
n∑
t=3

t−1∑
i2=2

(∫ y

−∞
(F (y)− F (u))F i2−2(u)f(u)du(f(x)dx+ o(dx))F n−i2−1(x+ dx)

)

= (f(x) + o(1))F n−1(x+ dx)dx
n−1∑
i2=2

n∑
t=i2+1

1

(i2 − 1)i2

(
F (y)

F (x+ dx)

)i2
= (f(x) + o(1))F n−1(x+ dx)dx

n−1∑
i2=2

n− i2
(i2 − 1)i2

(
F (y)

F (x+ dx)

)i2
.
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Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû íàõîäèì ïëîòíîñòü-ðàñïðåäåëåíèå G(y, x) âåêòîðà (X(2),Mn)

G(y, x) = f(x)F n−1(x)
n−1∑
l=2

n− l

(l − 1)l

(
F (y)

F (x)

)l
,

ãäå y ≤ x ∈ ℑ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîòíîñòüMn çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì nF
n−1(x)f(x), ïîëó÷àåì

(àà).

(ààà): Äëÿ ëþáûõ x ≤ y ∈ ℑ ñïðàâåäëèâî:

P{X(k) ≤ y |Mn = x}

=


∑n

i=1 P{N(n) = i, µ(x, y) ≥ k − i}, (n ≤ k) (á),

P{N(n) ≥ k}+
∑k−1

i=1 P{N(n) = i, µ(x, y) ≥ k − i}, (n > k) (áá).

Çäåñü, êàê è ïðåæäå, N(n) � ÷èñëî ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ñðåäè X1, X2, . . . , Xn, à µ(x, y) �

÷èñëî ðåêîðäîâ, ïîïàäàþùèõ â èíòåðâàë (x, y). Íàïîìíèì (ñì. ãëàâó 3), ÷òî ðàñïðåäåëåíèå

N(n) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì P{N(n) = i} = |Si
n|
n!
, ãäå Sin � ÷èñëà Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.4.1 (ààà) íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ. Â ïåðâîì

ñëó÷àå (aàà 1), äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ n > k = 2. Âî âòîðîì (ààà 2), äëÿ k = 2, n =

1, 2.

Ñëó÷àé (aàà 1). Çäåñü ñïðàâåäëèâî:

P{X(2) ≤ y |Mn = x} = P{N(n) ≥ 2}+ P{N(n) = 1, µ(x, y) ≥ 1}

= 1− P{N(n) = 1}+ P{N(n) = 1}P{µ(x, y) ≥ 1} (n ≥ 3). (8.4.2)

Ïîñëåäíåå ïðîèçâåäåíèå ïîÿâëÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî âåëè÷èíû N è µ íåçàâèñèìû. Â ñà-

ìîì äåëå, N(n) åñòü ÷èñëî ðåêîðäíûõ âåëè÷èí ñðåäè X1, X2, . . . , Xn, ò.å. ÷èñëî ðåêîðäíûõ

âåëè÷èí, çàðåãèñòðèðîâàííûõ â èíòåðâàëå (−∞, x]. Îäíàêî, ëåììà Øîððîêà (ëåììà 3.2.3)

óòâåðæäàåò, ÷òî µ(−∞, x] è µ(x, y] ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Èç

(8.4.2) íàõîäèì, ÷òî

P{X(2) ≤ y |Mn = x} = 1− 1/n+
1− P{µ(x, y) = 0}

n
.
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Ñëó÷àé (ààà 2). Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî (á). Èç êîòîðîãî íàõîäèì, ÷òî

P{X(2) ≤ y |Mn = x}

=

 P{µ(x, y) ≥ 1}, n = 1, k = 2, y ≥ x,

P{N(2) = 1, µ(x, y) ≥ 1}+ P{N(2) = 2, µ(x, y) ≥ 0}, n = k = 2, y ≥ x.

Îòêóäà

P{X(2) ≤ y |Mn = x} =

 (F (y)− F (x))/(1− F (x)), n = 1, k = 2, y ≥ x,

(F (y)− F (x))/(2(1− F (x))) + 1/2, n = k = 2, y ≥ x.

Â çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà îòìåòèì, ÷òî ëåììà ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå, êîãäà F �

íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå.�

Ëåììà 8.4.1 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 8.4.1. (1) Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû S−
n = min{0, Sn} è Mn íåçàâèñèìû äëÿ íåêîòî-

ðîãî n ≥ 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíîå íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå F ñîâïàäàåò

(ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòàáà) ñ F2.

(2) Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû S+
n = max{0, Sn} è Mn íåçàâèñèìû äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíîå íåïðåðûâíîå F ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðà-

ìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòàáà) ñ F5.

3) Âåëè÷èíû Sn è Mn íåçàâèñèìû äëÿ íåêîòîðîãî n = 1, 2, . . . òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà èñõîäíîå íåïðåðûâíîå F ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòà-

áà) ñ F5 è n = 1 ëèáî n = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4.1. (1)Äîñòàòî÷íîñòü ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî.

Ïîýòîìó äîêàæåì òîëüêî íåîáõîäèìîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî íîñèòåëåì ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷è-

íû S−
n ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (−∞; 0]. Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå S−

n ïîëó÷àåì èç ëåììû 8.4.1.

Èìååì:

P{S−
n ≤ y |Mn = x} =

 1
n

∑n−1
l=2

n−l
(l−1)l

(
F (x+y)
F (x)

)l
, y < 0, (k)

1, y ≥ 0, (kk)
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ãäå n ≥ 3, x ∈ ℑ. Äàííîå óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò àòîì 1/(n − 1) + 1/n
∑n−2

l=1 1/l â

òî÷êå 0. Íåçàâèñèìîñòü S−
n è Mn ïðåäïîëàãàåò, ÷òî (k) íå çàâèñèò îò x, ò.å.

n−1∑
l=2

cl (F (y + x)/F (x))l = H(y) y < 0, x ∈ ℑ, (8.4.3)

ãäå cl =
n−l

nl(l−1)
> 0 è H(y) � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ôàêòè÷åñêè H åñòü íåïðå-

ðûâíàÿ ÷àñòü óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû S−
n . Äîîïðåäåëèì åå â íóëå ñëåäóþùèì

îáðàçîì: H(0) =
∑n−1

l=2 cl = c (0 < c < 1). Òåïåðü, H(x) � íåïðåðûâíàÿ íà (−∞; 0] ôóíêöèÿ

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: H(0) = c > 0,

H(−∞) = 0. (8.4.4)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò x0 < 0 òàêîé, ÷òî

H(x) > 0 (8.4.5)

äëÿ âñåõ x (x0 < x ≤ 0). Ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå áóäåò ïîëåçíûì äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.4.1 (1).

Óòâåðæäåíèå 8.4.1. Ïóñòü íåêîòîðîå íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå F óäîâëåòâîðÿåò

(8.4.3) äëÿ ëþáîãî y ≤ 0 è êàæäîãî x ∈ ℑ = [lF , rF ]. Òîãäà lF = −∞ è rF < +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 8.4.1. Äîêàæåì âíà÷àëå âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïîêà-

æåì, ÷òî rF < +∞. Ïóñòü âåðíî îáðàòíîå, òî åñòü F (x) < 1 äëÿ ëþáîãî x. Ñîîòíîøåíèå

(8.4.3) ìîæåò áûòü çàïèñàíî äëÿ x = −2y > 0 (x ∈ ℑ) â âèäå

n−1∑
l=2

cl (F (−y)/F (−2y))l = H(y).

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
y→−∞

H(y) = c > 0.

Îäíàêî, ýòî ïðîòèâîðå÷èò (8.4.4). Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî F (x) < 1

(äëÿ ëþáîãî x) áûëî íåâåðíûì. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî rF < +∞, ìîæíî ïîëîæèòü rF = 0.
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Çàìå÷àíèå 8.4.1. Êîíå÷íî æå, åñëè rF < +∞ è çíà÷åíèå x = −2y > 0 âûáèðàåòñÿ äëÿ

(8.4.3) äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ìû òàêæå ïîëó÷àåì (8.4.5). Íî òîãäà íåëüçÿ ïðèìåíÿòü

(8.4.3), ïîñêîëüêó x íå ïðèíàäëåæèò ℑ.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî lF = −∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðíî îáðàòíîå. Òî åñòü, ñóùåñòâóåò

lF (−∞ < lF < 0), òàêîå ÷òî F (x) = 0 äëÿ ëþáîãî x ≤ lF è F (x) > 0 (lF < x < 0). Ïîëîæèâ

y = lF/m, x = lF − lF/m (m ≥ 2), ïîëó÷àåì, ÷òî

F (y + x)/F (x) = F (lF )/F (lF − lF/m) = 0.

Èç (8.4.3) âûòåêàåò, ÷òî H(lF/m) = 0 äëÿ ëþáîãî m ≥ 2. Òî åñòü, H(y) = 0 äëÿ ëþáîãî

y < 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (8.4.5). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî lF = −∞.�

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8.4.1 (1). Ïîëàãàÿ x = 0, x = y äëÿ óðàâíåíèÿ

(8.4.3), íàõîäèì, ÷òî
n−1∑
l=2

clF
l(y) = H(y),

n−1∑
l=2

cl (F (2y)/F (y))
l = H(y).

Âû÷èòàÿ èç îäíîãî ðàâåíñòâà äðóãîå, ïîëó÷àåì, ÷òî

n−1∑
l=2

cl
F 2l(y)− F l(2y)

F l(y)
= 0 (n ≥ 3). (8.4.6)

Âñå cl â (8.4.6) ïîëîæèòåëüíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî y ≤ 0 ñïðàâåäëèâî:

F 2(y) = F (2y).

Îáîáùàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

F k(y) = F (ky) (y ≤ 0, k ≥ 2). (8.4.7)

Åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì ðåøåíèåì (8.4.7) â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ

íîñèòåëü (−∞; 0], ìîæåò áûòü òîëüêî F2. Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 8.4.1 (1).�
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4.1. (2) Äîñòàòî÷íîñòü òåîðåìû 8.4.1 (2) ìîæåò áûòü ïðî-

âåðåíà íåïîñðåäñòâåííî.

Íåîáõîäèìîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S+
n ñîâ-

ïàäàåò ñ èíòåðâàëîì [0; +∞). Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå S+
n ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ëåì-

ìû 8.4.1. Îíî èìååò âèä:

P{S+
n ≤ y |Mn = x} = 0 , (y < 0)

(n− 1)/n+ (F (y + x)− F (x))/(n(1− F (x))) , (y ≥ 0)
,

ãäå x ∈ ℑ, n ≥ 1. Íåçàâèñèìîñòü âåëè÷èí S+
n è Mn ïðåäïîëàãàåò, ÷òî

(n− 1)/n+
F (x+ y)− F (x)

n(1− F (x))
= G(y), (8.4.8)

ãäå G � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ íà [0,+∞) ôóíêöèÿ. Èñïîëüçóÿ çàìåíó G1(y) = n(G(y)−

(n− 1)/n), ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå (8.4.8) â âèäå

1− F (x+ y)

1− F (x)
= G1(y) (y ≥ 0, x ∈ ℑ, n ≥ 1). (8.4.9)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì Êîøè. Åäèíñòâåííûì ðåøå-

íèåì, â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðà ñäâèãà è ìàñøòàáà),

ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå F5. Ìû îïóñêàåì çäåñü ñòàíäàðòíûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ïðîâå-

ðèòü ýòîò ôàêò. Ýòè ìåòîäû, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå [7]. Îäèí èç íèõ èñïîëüçóåò

òîò æå ïðèíöèï, êîòîðûé óæå ïðèìåíÿëñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.4.1 (1).

Â ñëó÷àå, åñëè áû ìû ïðîâîäèëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4.1 (2) ïîëíîñòüþ, ìû âû-

íóæäåíû áûëè áû äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 8.4.2. Ïóñòü íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå F äëÿ ëþáûõ y ≥ 0, x ∈ ℑ óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ (8.4.9). Òîãäà äëÿ åãî íîñèòåëÿ ℑ = [lF , rF ] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

lF > −∞, rF = +∞.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü lF òàêæå ìîæåò áûòü âûáðàí ðàâíûì 0. Ýòèì çàìå÷àíèåì ìû

çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4.1 (2).�
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4.1. (3) Äîñòàòî÷íîñòü ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ äëÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ F5 (n = 1, 2). Íåîáõîäèìîñòü ïðè n = 1, 2 âûòåêàåò èç òåîðåìû 8.4.1 (2). Â ñàìîì äåëå,

ïðè n = 1, 2 èìååì: S+
n = Sn ï.í.

Íåîáõîäèìîñòü. (n ≥ 3) Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì n ≥ 3 íå ñóùåñòâóåò

ðàñïðåäåëåíèÿ îáåñïå÷èâàþùåãî íåçàâèñèìîñòü Sn è Mn . ×àñòè (àà) è (ààà) ëåììû 8.4.1

ìîãóò áûòü çàïèñàíû ïðè n > 2 â ñëåäóþùåì âèäå:

P{Sn ≤ y |Mn = x} =


∑n−1

l=2 cl (F (y + x)/F (x))l , y < 0 (aa′),

(n− 1)/n+ (F (x+ y)− F (x))/(n(1− F (x))), y ≥ 0 (aaa′).

Íåçàâèñèìîñòü Sn è Mn (n > 2) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî îáå ÷àñòè (aa′), (aaa′) íå çàâèñÿò îò x.

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî óòâåðæäåíèÿ 8.4.1 è 8.4.2 ñïðàâåäëèâû îäíîâðå-

ìåííî äëÿ íåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F. Îäíàêî, òàêîå íåâîçìîæíî, â ñâÿçè

ñ òåì, ÷òî íèêàêîé íîñèòåëü íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì óòâåðæäåíèé 8.4.1, 8.4.2

îäíîâðåìåííî. Ýòèì çàìå÷àíèåì ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4.1 (3).�

Çàìå÷àíèå 8.4.2. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå P{X(2) ≤ y |Mn = x} èìååò

àòîì 1
n

∑n−1
i=1 1/i (n ≥ 2) â òî÷êå x.

Çàìå÷àíèå 8.4.3. Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X(k), ïðè äàííîì Mn, ìîæåò áûòü òàêæå

íàéäåíî è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k è n. Â îáùåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà áóäåò

èìåòü êðàéíå ãðîìîçäêèé âèä è, ñêîðåå âñåãî, íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ õàðàê-

òåðèçàöèé.
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