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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Рассматриваемая в работе задача электроимпедансной томографии

происходит из математической физики и имеет, помимо теоретического интереса, важные при-

ложения в акустике, геофизике, медицине, дефектоскопии и др.

Более конкретно, в диссертации рассматривается двумерная задача электроимпедансной

томографии (ЭИТ), которая состоит в восстановлении неизвестной электропроводящей обо-

лочки (поверхности) по следующим измерениям на ее границе. Наблюдатель может прикла-

дывать различные электрические потенциалы (напряжения) к границе оболочки. Они наводят

потенциалы внутри оболочки и индуцируют токи, текущие через нее. Индуцированные этими

потенциалами токи, текущие через границу, регистрируются наблюдателем. Прикладывая все-

возможные электрические потенциалы к границе, наблюдатель, образно говоря, “просвечивает”

оболочку токами. По этим измерениям требуется восстановить оболочку: ее размеры, форму,

возможное наличие внутренних отверстий и прочее.

Рис. 1: Электроимпедансная томография поверхностей.

В приведенной выше постановке задача ЭИТ является классической обратной задачей ма-

тематической физики. С самой общей точки зрения на их содержание, эти задачи состоят в

извлечении информации об объектах или системах по их реакции на внешнее воздействие (по

соответствию “вход ↦→ выход”). В нашем случае вход – это приложенный к границе потенциал,

а выход – текущий через границу ток, индуцированный потенциалом. Оператор реакции “вход

↦→ выход” называется оператором ДН (Дирихле ↦→ Нейман)-оператором подлежащей восста-

новлению поверхности.

Стоит отметить, что традиционно обратные задачи математической физики подразумевают

восстановление неизвестной функции (коэффициентов уравнений и т.п.) в известной области.

Особенностью рассматриваемой задачи является то, что восстановлению подлежит как сама

область (поверхность), так и метрика на ней. При такой постановке решение задачи всегда

определено не однозначно, а лишь с точностью до естественных преобразований (изометри-
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ческих/конформных диффеоморфизмов и т.п.), и под восстановлением неизвестной системы

(поверхности) подразумевается построение ее копии, которая имеет тот же оператор реакции

и, следовательно, неотличима от оригинала для наблюдателя.

Главная особенность рассматриваемого двумерного случая состоит в следующем. При подхо-

дящей формализации задача ЭИТ в размерности 2 обнаруживает глубокую и красивую связь

с функциональным анализом (банаховы алгебры, теория Гельфанда) и комплексным анали-

зом (теория римановых поверхностей, пространства модулей Тейхмюллера). В диссертации эта

связь разрабатывается и применяется в качестве инструмента для решения главных вопросов,

которые ставятся в рамках обратных задач математической физики: единственность решения,

алгоритмы построения решений, характеризация данных и устойчивость решений. Помимо это-

го решается ряд вопросов, специфических для двумерной ЭИТ.

Ответы, которые настоящая диссертация дает на упомянутые выше вопросы, в существен-

ном исчерпывают задачу электроимпедансной томографии поверхностей. В этом видится ее

основной результат, который описывается ниже более подробно.

Цели и задачи работы. Целью работы является исследование корректности (по Адамару)

задачи электроимпедансной томографии поверхностей, включающее в себя разработку методов

построения решений, вывод условий разрешимости и исследование устойчивости решений. Для

достижения поставленных целей решаются следующие задачи:

1. Обобщить алгебраический метод решения задачи ЭИТ поверхностей на неориентируемый

случай, получить критерий ориентируемости поверхности в терминах ее ДН-оператора.

2. Обобщить алгебраический метод решения задачи ЭИТ поверхностей на случай, в котором

ДН-оператор поверхности задан на (произвольно малом) сегменте границы.

3. Получить характеризацию ДН-операторов (условия разрешимости задачи ЭИТ).

4. Исследовать устойчивость решений задачи ЭИТ поверхностей относительно малых воз-

мущений ее данных (в естественных топологических пространствах).

5. Разработать алгоритм вычисления конформных инвариантов поверхности по ее ДН-опера-

тору, который не требует построения ее конформной копии.

Основные результаты работы, выносимые на защиту

1. Получено обобщение алгебраического метода решения задачи ЭИТ поверхностей на неори-

ентируемый случай. Получен критерий ориентируемости поверхности в терминах ее ДН-

оператора. Для неориентируемого случая получены формулы, связывающие топологию

поверхности с ее ДН-оператором.

2. Получено обобщение алгебраического метода решения задачи ЭИТ поверхностей на слу-

чай, в котором ДН-оператор задан на (произвольно малом) сегменте границы поверхности,
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а оставшаяся (неизвестная) часть границы может быть разбита на сегменты, на каждом

из которых задано либо однородное условие Дирихле, либо однородное условие Неймана.

При этом подлежащая восстановлению поверхность может быть как ориентируемой, так

и неориентируемой.

3. Получена характеризация ДН-операторов ориентируемых поверхностей с краем, то есть

условия, необходимые и достаточные для того, чтобы оператор Λ, действующий в про-

странстве гладких функций на замкнутой кривой Γ, был ДН-оператором некоторой ори-

ентируемой поверхности с краем Γ.

4. Как в ориентируемом, так и в неориентируемом случае доказана устойчивость решений

задачи ЭИТ поверхностей относительно малых возмущений ДН-операторов. Именно, до-

казан следующий результат: если (𝑀, 𝑔) – произвольная фиксированная поверхность с

краем Γ и ДН-оператором Λ и (𝑀 ′, 𝑔′) – диффеоморфная ей произвольная поверхность

с тем же краем и ДН-оператором Λ′, то близость Λ′ к Λ по операторной норме влечет

существование близкого к конформному диффеоморфизма между (𝑀, 𝑔) и (𝑀 ′, 𝑔′), не

двигающего точки общего края Γ. Кроме того, доказаны оптимальные оценки рассто-

яния Тейхмюллера между конформными классами (𝑀, 𝑔) и (𝑀 ′, 𝑔′) через операторную

норму разности их ДН-операторов. В то же время предъявлены контрпримеры, пока-

зывающие, что топология поверхности неустойчива относительно малых возмущений ее

ДН-оператора.

5. Получен алгоритм вычисления матрицы 𝑏-периодов дубля поверхности (𝑀, 𝑔) с краем по

ее ДН-оператору. В типичном случае матрица 𝑏-периодов содержит полную информацию

о конформном классе (𝑀, 𝑔) и может быть использована для вычисления любых дру-

гих конформных инвариантов (𝑀, 𝑔). Показано, что предложенный алгоритм устойчив к

малому шуму в граничных данных.

Научная новизна и практическая значимость. Все выносимые на защиту результаты

получены впервые. Развиты обобщения алгебраического подхода к ЭИТ поверхностей. Полу-

чена характеризация ДН-операторов. Доказана устойчивость решений двумерной задачи ЭИТ

в релевантной метрике (метрике Тейхмюллера). Получен алгоритм вычисления релевантных

координат решения в пространстве модулей, который является устойчивым к шуму в гранич-

ных данных. Эти результаты (вместе с известной теоремой Лассаса и Улмана о единственности

решений) показывают, что задача ЭИТ поверхностей корректна по Адамару, и в основном ис-

черпывают круг теоретических вопросов, связанных с двумерной ЭИТ. Развитые в диссертации

приемы могут быть использованы для разработки численных методов решения двумерной за-

дачи ЭИТ.

Публикации и личный вклад. Основные результаты по теме диссертации изложены в

статьях [1–12], опубликованных в журналах, рекомендованных ВАК. Вклад соискателя в ста-

тьи [1–3] состоит в выводе ключевых критериев, определяющих граничные следы голоморфных
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функций на двулистном накрытии неизвестной поверхности в терминах ее ДН-оператора; по-

следнее дало возможность применить ранее развитый М. И. Белишевым в [19] алгебраический

метод для построения конформной копии накрытия. Кроме того, соискателю принадлежат кри-

терий ориентируемости поверхности в [1], способ восстановления копии антиголоморфной ин-

волюции на накрытии, факторизацией по которой в [1–3] находится копия неизвестной поверх-

ности, а также сама конструкция разветвленного накрытия в [2], к восстановлению которого

сводится задача ЭИТ с данными, заданными на части границы. В статье [5] М. И. Белишеву

принадлежит наводящее соображение об использовании алгебраических свойств голоморфных

функций (условие i в теореме 1) в качестве характеристических условий на ДН-операторы.

Соискателю принадлежит конкретная реализация этой идеи: условия ii-vi в теореме 1 и её до-

казательство, основанное на соответствии между алгебраической версией принципа аргумента

и классической теоремой Бишопа-Опети-Вермера о локальной комплексной структуре на спек-

тре банаховой алгебры. В [7] соискатель ввел понятие проективного голоморфного вложения и

развил технику доказательства близости образов таких вложений для поверхностей с близкими

ДН-операторами, основанную на обобщенном принципе аргумента; эта техника предопредели-

ла результаты [7, 8]. В [8] соискатель разработал способ построения близкого к изометриче-

скому диффеоморфизма между образами голоморфных вложений поверхностей с близкими

ДН-операторами, основанный на минимизации модифицированной функции расстояния меж-

ду точками указанных вложений. Поскольку такие образы голоморфных вложений конформно

эквивалентны самим поверхностям, это позволило радикально улучшить результат [7] и дока-

зать главный результат [8] о близости поверхностей с близкими ДН-операторами по метрике

Тейхмюллера. Результаты работ [4, 6, 9–12] получены соискателем лично.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на следующих конфе-

ренциях и семинарах: International Conference “Days on Diffraction” (Санкт-Петербург, 2021,

2022, 2023, 2024), International Conference “Spectral Theory and Mathematical Physics” (Санкт-

Петербург, 2021), O.A. Ladyzhenskaya centennial conference on PDE’s (Санкт-Петербург, 2022),

International Conference “Quasilinear Equations, Inverse Problems and their Applications” (Сочи,

2022, Москва, 2023), международная конференция “Теория и численные методы решения обрат-

ных и некорректных задач” (Новосибирск, 2023, 2024), Петербургский семинар по дифракции

и распространению волн (2020, 2021, 2022, 2023, 2024, 2025), Санкт-Петербургский семинар по

теории операторов и теории функций (2021, 2022), Общеинститутский математический семинар

Санкт-Петербургского отделения Математического института им. В. А. Стеклова РАН (2022),

Петербургский геометрический семинар им. А. Д. Александрова (2022, 2025), семинар кафедры

высшей математики и математической физики СПбГУ (2025), Семинар “Алгебры в анализе”

Механико-математического факультета МГУ (2025).

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, пяти глав, заключения и

приложения. Полный объем диссертации составляет 235 страниц, список литературы содержит

69 наименований.
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Содержание работы

Во введении описываются методы исследования, структура и содержание работы.

В первой главе и на протяжении всей работы рассматривается задача электроимпедансной

томографии (ЭИТ) поверхностей, которая формулируется следующим образом. Пусть (𝑀, 𝑔)

– компактная поверхность с краем Γ и метрикой 𝑔. Обозначим через 𝑢𝑓 гармоническую функ-

цию со следом 𝑓 на границе Γ и определим ДН-оператор Λ поверхности (𝑀, 𝑔) правилом

Λ𝑓 := 𝜕𝜈𝑢
𝑓 |Γ, где 𝜈 – единичный вектор внешней нормали к Γ. Задача ЭИТ поверхностей

состоит в восстановлении неизвестной поверхности с краем по ее ДН-оператору. С физической

точки зрения задача ЭИТ состоит в восстановлении формы неизвестной тонкой однородной

проводящей оболочки путем приложения к ее границе всевозможных электрических потенци-

алов и измерения токов, текущих через границу.

Стоит отметить, что обычно обратные задачи состоят в восстановлении неизвестных функ-

ций (например, коэффициентов дифференциальных операторов) в известной области, в то вре-

мя как в задаче ЭИТ неизвестна сама область (поверхность𝑀), на которой определена метрика

𝑔, оператор Лапласа-Бельтрами ∆𝑔 и т.д. Поэтому неизвестная поверхность (𝑀, 𝑔) в принципе

не может быть восстановлена однозначно: если 𝑀 ′ – другая поверхность с тем же краем Γ и

𝛽 : 𝑀 ′ ↦→ 𝑀 – любой диффеоморфизм, не двигающий точки Γ, то поверхность (𝑀 ′, 𝛽*𝑔) имеет

тот же самый ДН-оператор Λ, что и (𝑀, 𝑔).

В двумерном случае имеются дополнительные степени свободы, связанные с конформной

инвариантностью уравнения Лапласа: поверхности (𝑀, 𝑔) и (𝑀,𝜌𝑔), где 𝜌 – положительный

конформный множитель, равный единице на Γ, имеют одинаковые ДН-операторы. В [21] дока-

зано, что любые две поверхности с общим краем и одинаковыми ДН-операторами связаны кон-

формным диффеоморфизмом, не двигающим точки края. Таким образом, под решением задачи

ЭИТ следует понимать класс [(𝑀, 𝑔)]Γ поверхности относительно вышеуказанной конформной

эквивалентности. Для того, чтобы задать такой конформный класс, достаточно построить лю-

бую конформную копию неизвестной поверхности (𝑀, 𝑔) или, что эквивалентно, любую такую

поверхность (𝑀 ′, 𝑔′) с краем Γ, что ее ДН-оператор совпадает с Λ.

В первом параграфе первой главы приводятся (в основном известные) вспомогательные

сведения, которые используются на протяжении всей работы. В частности, изложен алгебраиче-

ский подход М.И. Белишева [19] к построению конформной копии неизвестной ориентируемой

поверхности (𝑀, 𝑔) с краем по ее ДН-оператору. Идея этого подхода состоит в том, что в ка-

честве точек копии используются мультипликативные линейные функционалы (характеры) 𝜒

алгебры 𝒜(𝑀) голоморфных (и непрерывных вплоть до края) функций на 𝑀 ; комплексная

структура на 𝑀 однозначно определяется конформным классом метрики 𝑔 и выбором ориен-

тации на 𝑀 . Ввиду принципа максимума модуля, 𝒜(𝑀) изоморфна алгебре 𝒜(Γ) граничных

следов голоморфных функций, гладкие элементы которой являются решениями системы урав-

нений

𝜕𝛾 Im 𝜂 = ΛRe 𝜂, 𝜕𝛾 Re 𝜂 = −Λ Im 𝜂, (1)

7



полученной сужением условий Коши-Римана на Γ; здесь 𝜕𝛾 – дифференцирование по длине в

направлении единичного касательного вектора 𝛾, ориентация на 𝑀 выбрана так, что 𝛾 полу-

чается поворотом вектора внешней нормали 𝜈 на прямой угол против часовой стрелки.

Ключевым фактом является то, что спектры 𝒜(𝑀), 𝒜(Γ) (множества характеров, наде-

ленные канонической топологией Гельфанда) алгебр 𝒜(𝑀), 𝒜(Γ) являются гомеоморфными

копиями самой поверхности 𝑀 в то время как преобразования Гельфанда

𝑎̂ : 𝜒 ↦→ 𝑎̂(𝜒) := 𝜒(𝑎)

элементов 𝑎 указанных алгебр дают локальные координаты и определяют комплексные струк-

туры на 𝒜(𝑀), 𝒜(Γ). Оснащенные этими комплексными структурами, спектры 𝒜(𝑀), 𝒜(Γ)

биголоморфно (следовательно, конформно) эквивалентны исходной поверхности (𝑀, 𝑔). Тем

самым спектр 𝑀 ′ = 𝒜(Γ) определяется по ДН-оператору Λ и дает решение задачи ЭИТ.

Во втором параграфе первой главы алгебраический подход обобщается на неориенти-

руемый случай. Прежде всего выводится критерий ориентируемости поверхности в терминах

ее ДН-оператора.

Предложение 1. Поверхность (𝑀, 𝑔) с краем Γ и ДН-оператором Λ ориентируема если и

только если система (1) имеет непостоянные решения.

Если (𝑀, 𝑔) неориентируема, то алгебраический метод (в своей изначальной форме) непри-

меним, поскольку на (𝑀, 𝑔) отсутствуют голоморфные функции. Для того, чтобы свести дело

к применению алгебраического метода, рассматривается двулистное ориентируемое накрытие

(M,g) поверхности (𝑀, 𝑔), точками которого являются пары (𝑥,Φ), где 𝑥 ∈ 𝑀 и Φ – локальная

ориентация в точке 𝑥. Проекция 𝜋 : (𝑥,Φ) ↦→ 𝑥 является неразветвленным накрытием и мет-

рика g на M определяется таким образом, чтобы 𝜋 была локальной изометрией. Поверхность

M связна если и только если 𝑀 неориентируема; в противном случае M представляет собой

несвязное объединение двух копий 𝑀 . В частности, границу Γ := 𝜕M можно отождествить с

двумя копиями Γ× {±} границы Γ = 𝜕𝑀 .

Накрывающая поверхность M ориентируема и потому метрика g и выбор ориентации опре-

деляют комплексную структуру на M; в частности, определена алгебра голоморфных функций

𝒜(M) и алгебра следов 𝒜(Γ). Отображение 𝜏 : (𝑥,Φ) ↦→ (𝑥,−Φ) является антиголоморфной

инволюцией на (M,g) и потому порождает инволюцию 𝑤 ↦→ 𝑤† := 𝑤 ∘ 𝜏 алгебр 𝒜(M) и 𝒜(Γ).

Любой элемент 𝑤 ∈ 𝒜(M) представим в виде 𝑤 = 𝑤+ + 𝑖𝑤−, где 𝑤± = 𝑤†
± ∈ 𝒜(M). Тем

самым алгебра следов 𝒜(Γ) (вместе с инволюцией на ней) определяется своими эрмитовыми

элементами.

Поскольку 𝑔 = 𝜋*𝑔, для четных относительно инволюции 𝜏 функций на M справедливы

соотношения ∆g(𝑢 ∘𝜋) = (∆𝑔𝑢) ∘𝜋 и Λ(𝑓 ∘𝜋) = (Λ𝑓) ∘𝜋, где ∆g – оператор Лапласа-Бельтрами

на (M,g) и Λ – ДН-оператор (M,g). Тем самым ДН-оператор Λ исходной неориентируемой по-

верхности (𝑀, 𝑔) явным образом определяет сужение ДН-оператора Λ на четные относительно
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инволюции функции. В то же время не известно никаких явных формул, определяющих по Λ

действие Λ на нечетные относительно инволюции функции. Это является главным препятстви-

ем на пути применения алгебраического метода для построения конформной копии накрытия

(M,g). В самом деле, для определения граничных следов 𝜂 = f + 𝑖h = w|Γ эрмитовых голо-

морфных функций w = w† на (M,g) приходится решать систему

𝜕𝛾h = Λf , 𝜕𝛾f = −Λh. (2)

Вещественная часть f = 𝑓 ∘ 𝜋 четна относительно инволюции 𝜏 , поэтому для решения первого

уравнения в (2) достаточно знать только оператор Λ. В то же время мнимая часть h = −h ∘ 𝜏
нечетна относительно инволюции и потому правая часть Λh второго уравнения в (2) неиз-

вестна. Поэтому ключевым элементом обобщения алгебраического метода на неориентируемый

случай является следующий критерий, позволяющий находить граничные следы эрмитовых

голоморфных функций на накрытии (M,g) как решения определенных нелинейных уравне-

ний, содержащих ДН-оператор Λ исходной неориентируемой поверхности (𝑀, 𝑔). Для простоты

далее мы формулируем все результаты для случая связной границы Γ.

Предложение 2. Обозначим через 𝜕−1
𝛾 оператор интегрирования по длине, обращающий 𝜕𝛾

в пространстве 𝜕𝛾𝐶
∞(Γ;R) и положим 𝜎 = ±1 на Γ× {±}. Непостоянная гладкая функция

𝜂 = 𝑓 ∘ 𝜋 + 𝑖𝜎ℎ ∘ 𝜋

на Γ ≡ Γ × {+,−} является следом (эрмитовой) голоморфной функции на накрытии (M,g)

если и только если (𝑓, ℎ, 𝑐𝑓 ∈ R) является решением системы

1

2
Λ[𝑓 2 − (𝜕−1

𝛾 Λ𝑓)2]− 𝑓Λ𝑓 − (𝜕−1
𝛾 Λ𝑓)𝜕𝛾𝑓 = 𝑐𝑓 (𝜕𝛾 + Λ𝜕−1

𝛾 Λ)𝑓,

ℎ = 𝜕−1
𝛾 Λ𝑓 + 𝑐𝑓 .

(3)

При этом решения 𝑓 первого уравнения в (3) образуют линейное подпространство в 𝐶∞(Γ;R)
коразмерности −𝜒(𝑀), где 𝜒(𝑀) – эйлерова характеристика 𝑀 .

Ввиду предложения 2 ДН-оператор Λ определяет алгебру 𝒜(Γ) и инволюцию † на ней (а

также топологию 𝑀). Теперь применение алгебраического метода дает копию M′ = 𝒜(Γ) на-

крытия (M,g) (спектр алгебры 𝒜(Γ)), связанную с ним биголоморфизмом 𝛽 : M → M′. Кроме

того, инволюция † алгебры 𝒜(Γ) индуцирует инволюцию 𝜏 ′ на спектре M′ = 𝒜(Γ) по правилу

𝜏 ′(𝜒)(𝜂) := 𝜒(𝜂†). Инволюция 𝜏 ′ связана с исходной инволюцией 𝜏 на (M,g) биголоморфизмом

𝜏 ′ = 𝛽∘𝜏 ∘𝛽−1. Поэтому факторизацияM′ по 𝜏 ′ дает поверхность𝑀 ′ := M′/𝜏 ′, которая является

конформной копией исходной неориентируемой поверхности 𝑀 ≡ M/𝜏 . Тем самым построено

решение задачи ЭИТ.

Результаты второго параграфа первой главы получены в статьях [1, 3].
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Во второй главе получен (основанный на алгебраическом методе) алгоритм восстановления

неизвестной поверхности (𝑀, 𝑔) в случае, когда ДН-оператор Λb : 𝑓 ↦→ 𝜕𝜈𝑢
𝑓 |Γ задан на произ-

вольно малой (диффеоморфной отрезку или окружности) части Γ границы 𝜕𝑀 неизвестной

поверхности (𝑀, 𝑔) в то время как оставшаяся (неизвестная наблюдателю) часть 𝜕𝑀∖Γ грани-

цы разбита конечным числом точек на два непересекающихся открытых множества Γgr,Γis и

гармоническая функция 𝑢𝑓 со следом 𝑓 на Γ удовлетворяет граничным условиям 𝑢𝑓 = 0 на Γgr и

𝜕𝑢𝑓 = 0 на Γis. Пара b = (Γgr,Γis) называется разбиением края 𝜕𝑀 . С физической точки зрения

задача состоит в восстановлении формы неизвестной проводящей оболочки 𝑀 и типов гранич-

ных условий на 𝜕𝑀 в случае, когда наблюдателю доступна только часть Γ ее края в то время,

как неизвестные части края могут быть как заземлены, так и электрически изолированы.

Отметим, что определение неизвестных компонент края (границ дырок) поверхности по

ДН-оператору является самостоятельной задачей (см. [14, 15]). Обычно при решении такой за-

дачи поверхность 𝑀 вложена в известную поверхность 𝑀̃ , Γ = 𝜕𝑀̃ и целью является только

определение неизвестных компонент связности 𝜕𝑀∖Γ в 𝑀̃ . В отличие от вышеуказанной поста-

новки мы не предполагаем наличие какой-либо объемлющей поверхности и восстанавливаем (с

точностью до естественной конформной эквивалентности) как саму поверхность (𝑀, 𝑔), так и

неизвестные компоненты ее края.

Результатом применения вышеуказанного алгоритма является следующее утверждение о

разрешимости задачи ЭИТ.

Предложение 3. Пусть (𝑀, 𝑔) и (𝑀 ′, 𝑔′) – поверхности с общей частью края Γ и Λb и Λb′

– заданные на Γ ДН-операторы (𝑀, 𝑔) и (𝑀 ′, 𝑔′), отвечающие разбиениям b = (Γgr,Γ𝑖𝑠) и b′ =

(Γ′
gr,Γ

′
𝑖𝑠) границ 𝜕𝑀 и 𝜕𝑀 ′, соответственно. Тогда Λb = Λb′ если и только если существует

конформный диффеоморфизм 𝛽 : (𝑀, 𝑔) → (𝑀 ′, 𝑔′), не двигающий точки Γ и переводящий Γgr

в Γ′
gr и Γis в Γ′

is (то есть (𝑀 ′, 𝑔′, b′) является конформной копией (𝑀, 𝑔, b)).

В первом параграфе второй главы алгоритм построения конформной копии неизвест-

ной поверхности (𝑀, 𝑔) разрабатывается при дополнительных ограничениях на ее топологию

и разбиение края: 1) 𝑀 – ориентируема, 2) вся неизвестная часть 𝜕𝑀∖Γ границы либо зазем-

лена b = (Γgr,∅) =: gr либо электрически изолирована b = (∅,Γis) =: is, 3) Γ диффеоморфна

окружности. В этом случае схема построения конформной копии (𝑀, 𝑔) в общих чертах повто-

ряет алгоритм восстановления неориентируемой поверхности по ее ДН-оператору, полученный

в первой главе. Главным отличием является то, что роль двулистного ориентируемого накры-

тия играет поверхность M, полученная склеиванием двух копий 𝑀 × {±} поверхности (𝑀, 𝑔)

вдоль неизвестной части края 𝜕𝑀∖Γ. При этом проекция 𝜋̄ : (𝑥,±) ↦→ 𝑥 является разветвлен-

ным накрытием; точками ветвления являются точки склейки (𝑥,+) ≡ (𝑥,−), где 𝑥 ∈ 𝜕𝑀∖Γ.
Как и выше, M наделяется антиголоморфной инволюцией 𝜏 : (𝑥,±) ↦→ (𝑥,∓).

Как и раньше, основная сложность состоит в определении граничных следов 𝜂 эрмитовых

(относительно инволюции w ↦→ w† := w ∘ 𝜏) голоморфных функций на M. ДН-оператор Λ на-

крытия M удовлетворяет соотношениям Λ(𝑓 ∘ 𝜋) = (Λis𝑓) ∘ 𝜋 и Λ(𝜎 𝑓 ∘ 𝜋) = 𝜎 (Λgr𝑓) ∘ 𝜋 (где
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𝜎 = ±1 на Γ×{±}), поэтому для определения 𝜂 из условий Коши-Римана (2) на 𝜕M ≡ Γ×{−,+}
требуется знать оба ДН-оператора Λgr, Λis. Вместо этого выводится следующий критерий, позво-

ляющий определять 𝜂 как решения определенных нелинейных уравнений, включающих только

один из операторов Λgr, Λis.

Предложение 4. Гладкая непостоянная функция 𝜂 на 𝜕M ≡ Γ × {−,+} является следом

эрмитовой голоморфной функции M если и только если 𝜂 = 𝑓 ∘𝜋+ 𝑖𝜎 ℎ∘𝜋 и для 𝑓, ℎ выполнено

любое из следующих условий: 1) 𝑓, ℎ, 𝑐𝑓 ∈ R являются решениями уравнений (3) с Λis вместо

Λ; 2) (𝑓, ℎ) является решением системы

2Λgr(ℎ · 𝜕−1
𝛾 Λgrℎ) = 𝜕𝛾[(𝜕

−1
𝛾 Λgrℎ)2 − ℎ2], 𝜕𝛾𝑓 = −Λgrℎ.

Используя предложение 4, наблюдатель находит алгебру 𝒜(𝜕M) следов голоморфных функ-

ций наM и инволюцию на ней и строит биголоморфную копиюM′ накрытияM как спектр алгеб-

ры 𝒜(𝜕M). При этом инволюция алгебры 𝒜(𝜕M) определяет на спектре M′ копию 𝜏 ′ инволюции

𝜏 . Разрезая M′ вдоль множества неподвижных точек инволюции 𝜏 ′, наблюдатель получает две

конформных копии поверхности (𝑀, 𝑔) (решения задачи ЭИТ).

Во втором параграфе второй главы вышеуказанные ограничения на топологию и раз-

биение края поверхности снимаются за счет усложнения алгоритма. Для простоты здесь мы

формулируем результаты в предположении о том, что 𝜕𝑀 не содержит точек смены типа гра-

ничных условий, т.е. 𝜕Γ = 𝜕Γis = 𝜕Γgr = ∅. Сперва рассматривается двулистное ориентиру-

емое накрытие (M,g, 𝜋, 𝜏) поверхности (𝑀, 𝑔). Введем множества Γ := 𝜋−1(Γ) ≡ Γ × {−,+},
Γgr := 𝜋−1(Γgr) и Γis := 𝜋−1(Γis). Граничные следы голоморфных функций на (M,g) находятся

из следующего предложения.

Предложение 5. Для гладкой непостоянной функции 𝜂 на Γ следующие утверждения экви-

валентны:

1. 𝜂 является граничным следом некоторой эрмитовой голоморфной функции w = w† :=

w ∘ 𝜏 , принимающей вещественные значения на Γis и мнимые значения на Γgr;

2. 𝜂 = 𝑓 ∘ 𝜋 + 𝑖𝜎(𝜕−1
𝛾 Λb𝑓 + 𝑐𝑓 ), где (𝑓, 𝑐𝑓 ∈ R) является решением уравнения

Λb
(︁1
3
𝑓 3 − 𝑓(𝜕−1

𝛾 Λb𝑓 + 𝑐𝑓 )
2
)︁
=

(︀
𝑓 2 − (𝜕−1

𝛾 Λb𝑓 + 𝑐𝑓 )
2
)︀
Λb𝑓 + 2𝑓(𝜕−1

𝛾 Λ𝑔𝑓 + 𝑐𝑓 )𝜕𝛾𝑓.

Далее рассматривается разветвленное накрытие (M, 𝜋̄, 𝜏), где поверхность M получается

отождествлением точек x ∼ 𝜏(x), где 𝜋(x) ∈ 𝜕𝑀∖Γ, а проекция и инволюция удовлетворяют

условиям 𝜋̄(x/ ∼) = 𝜋(x), 𝜏(x/ ∼) = 𝜏(x)/ ∼. Тогда 𝜕M = Γ. Как обычно, инволюция 𝜏

индуцирует инволюцию w ↦→ w† := w ∘ 𝜏 на алгебрах 𝒜(M), 𝒜(𝜕M) голоморфных функций на

M и их граничных следов, соответственно. Эрмитовы (относительно инволюции †) элементы
𝒜(𝜕M) определяются из следующего критерия.
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Предложение 6. Гладкая функция 𝜁 на Γ является эрмитовым элементом 𝒜(𝜕M) если и

только если для всякой функции 𝜂, удовлетворяющей условию 1 предложения 5, произведение

𝜁𝜂 удовлетворяет тому же условию.

Тем самым определена алгебра 𝒜(𝜕M), а ее спектр дает биголоморфную копиюM′ накрытия

M. Инволюция † на 𝒜(𝜕M) определяет на M′ копию 𝜏 ′ инволюции 𝜏 . Поверхность 𝑀 ′ = M′/𝜏 ′

является конформной копией поверхности 𝑀 ≡ M/𝜏 и, тем самым, решением задачи ЭИТ.

Результаты первого и второго параграфа второй главы получены в статьях [2] и [6], соот-

ветственно.

В третьей главе дается характеризация ДН-операторов ориентируемых поверхностей с

краем. Именно, пусть Γ – гладкая замкнутая кривая и Λ – линейный оператор, действующий в

𝐶∞(Γ;R). Задача характеризации ДН-операторов состоит в предъявлении условий, необходи-

мых и достаточных для того, чтобы Λ был ДН-оператором некоторой гладкой ориентируемой

поверхности (𝑀, 𝑔) с гладкой метрикой 𝑔 и краем 𝜕𝑀 = Γ. Такие условия одновременно явля-

ются необходимыми и достаточными условиями разрешимости двумерной задачи ЭИТ.

Результатом третьей главы является следующий критерий разрешимости задачи ЭИТ. Пусть

Γ ориентирована произвольным образом и 𝜕𝛾 – оператор дифференцирования по длине на Γ, а

𝜕−1
𝛾 – оператор интегрирования на Γ, который аннулирует константы и обращает 𝜕𝛾 на линеале

𝜕𝛾𝐶
∞(Γ;R). Свяжем с Λ линейный оператор

Υ : 𝜁 ↦→ Υ𝜁 := (𝜕𝛾 − 𝑖Λ)𝜁, (4)

действующий в 𝐶∞(Γ;C). Для произвольных 𝜂 ∈ 𝐶∞(Γ;C) и 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ), введем отображение

Υ𝜂,𝑧 : 𝜁 ↦→ Υ𝜂,𝑧𝜁 := Υ
(︁ 𝜁

𝜂 − 𝑧1

)︁
в 𝐶∞(Γ;C); здесь и далее 1 – тождественная единица на Γ. Будем обозначать через ♯𝑆 мощность

множества 𝑆.

Теорема 7. Оператор Λ является ДН-оператором некоторой ориентируемой поверхности с

краем (Γ, 𝑑𝑙) если и только если выполнены следующие условия:

i. 1 ∈ KerΥ и 𝜁1𝜁2 ∈ KerΥ для любых 𝜁1, 𝜁2 ∈ KerΥ;

ii. closKerΥ ∩ 𝐶∞(Γ;C) = KerΥ (замыкание в 𝐶(Γ;C));

iii. для любых 𝜂 ∈ KerΥ и 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ) выполнено равенство

dim [Υ𝜂,𝑧(KerΥ)] =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜕𝛾𝜂

𝜂 − 𝑧1
𝑑𝑙 ; (5)

iv. для любой точки 𝑥 ∈ Γ существуют такая функция 𝜂𝑥 ∈ KerΥ и такая односвязная

окрестность 𝑈𝑥 ∋ 𝜂𝑥(𝑥), что
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a. 𝜕𝛾𝜂𝑥(𝑥) ̸= 0, число ♯ 𝜂−1
𝑥 ({𝑧}) конечно для всех 𝑧 ∈ C, а на Γ отсутствуют точки, в

которых аннулируются все производные 𝜕𝑘
𝛾𝜂𝑥 (𝑘 ⩾ 1).

b. 𝑈𝑥∖𝜂𝑥(Γ) состоит из двух связных компонент, причем Υ𝜂𝑥,𝑧1 = 0 на одной связной

компоненте и Υ𝜂𝑥,𝑧1 ̸= 0 на другой связной компоненте;

c. уравнение

Υ
(︁ 𝜁 − 𝑐1

𝜂𝑥 − 𝑧1

)︁
= 0 на Γ

разрешимо относительно 𝑐 для всех 𝑧 ∈ 𝑈𝑥 и 𝜁 ∈ KerΥ;

v. если 𝜁1, 𝜁2 ∈ KerΥ, 𝜁1/𝜁2 ∈ 𝐶∞(Γ;C) и существует такой полином 𝑃 , deg (𝑃 ) ⩾ 1, что

𝑃 (𝜁1/𝜁2) ∈ KerΥ, то 𝜁1/𝜁2 ∈ KerΥ;

vi. dim(𝜕𝛾 + Λ𝜕−1
𝛾 Λ)𝐶∞(Γ;R) < ∞;

vii. если 𝜁 ∈ KerΥ и 1/𝜁 ∈ KerΥ, то Λ log |𝜁| = 𝜕𝛾arg 𝜁.

Отметим, что частичная характеризация граничных данных задачи ЭИТ была получена

в [27] в терминах многомерного комплексного анализа. Грубо говоря, полученные в [27] усло-

вия определяют, являются ли тройка {(𝑓𝑘, ℎ𝑘)}𝑘=1,2,3 тройкой граничных данных задачи ЭИТ

для некоторой поверхности, то есть, выполнены ли равенства ℎ𝑘 = Λ𝑓𝑘 для некоторого ДН-

оператора Λ поверхности с краем Γ. Однако вопрос о том, как согласованы различные тройки

{(𝑓𝑘, ℎ𝑘)}𝑘=1,2,3, {(𝑓 ′
𝑘, ℎ

′
𝑘)}𝑘=1,2,3 между собой (то есть, связаны ли ℎ𝑘, ℎ

′
𝑘 и 𝑓𝑘, 𝑓

′
𝑘 действием одно-

го и того же ДН-оператора), в [27] не обсуждается. Поэтому характеризация [27] не является

характеризацией ДН-операторов в строгом смысле.

В отличие от вышеупомянутого результата, теорема 7 дает алгебраическую характеризацию

ДН-операторов, т.е. каждое условие теоремы 7 выражает определенное элементарное свойство

алгебры голоморфных функций. Отсюда немедленно следует необходимость условий теоремы

7.

Именно, если Λ является ДН-оператором некоторой ориентируемой поверхности 𝑀 с краем

Γ, то формула (4) задает оператор Υ, который проверяет условия Коши-Римана (1), то есть его

ядро KerΥ (соотв., его замыкание 𝒜 := closKerΥ) является множеством всех граничных следов

гладких (соотв., непрерывных) вплоть до края голоморфных функций на поверхности. Таким

образом, условие i выражает алгебраическую замкнутость множества голоморфных функций.

Условие ii вытекает из теоремы о повышении гладкости решений эллиптических краевых за-

дач (гармоническая функция с гладким следом является гладкой вплоть до края). Условие iii

получается из принципа аргумента для голоморфных функций

Ord(𝑤 − 𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑑𝜂

𝜂 − 𝑧1
(𝜂 = 𝑤|Γ, 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ)). (6)
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Здесь Ord(𝑤− 𝑧) обозначает полную кратность нулей голоморфной функции 𝑤− 𝑧 на 𝑀 и сов-

падает с размерностью факторалгебры 𝒜(𝑀)/(𝑤 − 𝑧)𝒜(𝑀) по главному идеалу (𝑤 − 𝑧)𝒜(𝑀)

или, что эквивалентно, с размерностью факторалгебры следов 𝒜(Γ)/(𝑤−𝑧)𝒜(Γ) = 𝒜/(𝜂−𝑧1)𝒜.
Выражая последнюю в операторных терминах, получаем равенство (5). Условие iv вытекает из

теоремы о дивизорах и выражает тот факт, что (глобально) голоморфные функции на поверх-

ности могут использоваться в качестве локальных координат вблизи точек края поверхности.

Условие v выражает элементарный факт: если отношение 𝜁1/𝜁2 двух голоморфных функций

имеет полюсы, то любой непостоянный полином 𝑃 (𝜁1/𝜁2) от 𝜁1/𝜁2 также имеет полюсы. Усло-

вие vi вытекает из установленной в [19] связи между топологией поверхности и ДН-оператором:

если Λ – ДН-оператор 𝑀 , то

dim(𝜕𝛾 + Λ𝜕−1
𝛾 Λ)𝐶∞(Γ;R) = dim

𝐶∞(Γ;R)
Re𝒜(Γ)

= 2gen(𝑀), (7)

где gen(𝑀) – род (число ручек) поверхности 𝑀 . Наконец, условие vii вытекает из следующего

факта. Если 𝑤 – голоморфная функция на 𝑀 со следом 𝜁 = 𝑤|Γ и 𝑤 не имеет нулей на 𝑀 , то

ее логарифм log𝑤 является, вообще говоря, многозначной голоморфной функцией на 𝑀 (мно-

гозначность возникает при аналитическом продолжении вдоль гомологически нетривиальных

петель на 𝑀). Тем не менее, ее вещественная часть log|𝑤| является однозначной гармонической
функцией на 𝑀 и первое из условий Коши-Римана (1) корректно определено на Γ и имеет вид

Λ log |𝜁| = 𝜕𝛾arg 𝜁.

Отметим, что каждое условие i–vii имеет смысл для произвольного линейного оператора Λ

на 𝐶∞(Γ;R). Доказательство достаточности условий теоремы 7 конструктивно: мы используем

эти условия для явного построения поверхности (𝑀, 𝑔) с краем Γ и ДН-оператором, совпадаю-

щим с Λ. Именно, искомая поверхность 𝑀 строится как спектр 𝑀 := ̂︀𝒜 унитальной банаховой

алгебры 𝒜 := clos𝐶(Γ;C)KerΥ, существование которой обеспечивается условиями i и ii При этом

точки 𝑥 кривой Γ отождествляются с характерами 𝜂 ↦→ 𝛿𝑥(𝜂) := 𝜂(𝑥); вложенная таким обра-

зом кривая Γ содержит шиловскую границу b ̂︀𝒜 спектра (наименьшее замкнутое подмножество

спектра, на котором достигают максимумов все преобразования Гельфанда 𝜂 элементов алгебры

𝒜).
Главная проблема состоит в том, что в общем случае спектр является лишь хаусдорфовым

компактным топологическим пространством, а преобразования Гельфанда 𝜒 ↦→ 𝜂(𝜒) := 𝜒(𝜂)

образуют подалгебру непрерывных функций на спектре, то есть из условий i и ii не следует

существование какой-либо структуры многообразия на спектре ̂︀𝒜. Ключевым фактом, на кото-

ром основано доказательство достаточности условий теоремы 7, является классическаятеорема

Бишопа-Опети-Вермера [23] об аналитической структуре на спектре коммутативной банаховой

алгебры.

Theorem (Бишоп-Опети-Вермер). Пусть 𝒜 – унитальная коммутативная банахова алгебра,

𝜂 ∈ 𝒜 и 𝑉 – связная компонента 𝜂
(︀ ̂︀𝒜)︀⧹︀

𝜂
(︀
b ̂︀𝒜)︀

. Если множество {𝑧 ∈ 𝑉 | ♯ 𝜂−1({𝑧}) < ∞}

14



имеет ненулевую меру Лебега, то ♯ 𝜂−1({𝑧}) ≤ 𝑁 < ∞ для всех 𝑧 ∈ 𝑉 , а прообраз 𝜂−1(𝑉 ) ⊂ ̂︀𝒜
множества 𝑉 имеет структуру одномерного комплексно-аналитического многообразия, на

котором все преобразования Гельфанда 𝜁 элементов 𝜁 ∈ 𝒜 голоморфны.

Из теоремы Бишопа-Опети-Вермера и условия iii вытекает существование структуры ри-

мановой поверхности по меньшей мере на частях 𝜂−1(C)∖𝜂−1(𝜂(Γ)) спектра 𝑀 , где 𝜂 – про-

извольный элемент 𝒜. Далее, условие iv используется, во-первых, для того, чтобы показать,

что вышеуказанные аналитические части покрывают весь спектр 𝑀 , за исключением кривой

Γ. Именно, если 𝜒 ∈ 𝜂−1(𝜂(Γ))∖Γ, то благодаря условию iv удается построить такую малую

деформацию 𝜂′ ∈ 𝒜 элемента 𝜂, что 𝜂′(𝜒) = 𝜒(𝜂′) ̸∈ 𝜂′(Γ). Во-вторых, благодаря условию iii

преобразования Гельфанда функций 𝜂𝑥 из условия iv дают карты в окрестности Γ, благодаря

которым спектр 𝑀 ′ наделяется структурой римановой поверхности с гладким краем. При этом

преобразования Гельфанда элементов 𝜂 ∈ 𝒜 образуют подалгебру в алгебре 𝒜(𝑀) голоморф-

ных (непрерывных вплоть до края) функций на 𝑀 , а сами элементы 𝒜 ∋ 𝜂 = 𝜂|Γ – подалгебру

𝒜 в алегбре граничных следов 𝒜(Γ) элементов 𝒜(𝑀). Поверхность 𝑀 наделяется конформной

(согласованной с комплексной структурой) метрикой 𝑔, так, чтобы вложение Γ в 𝑀 было изо-

метрическим. Пусть Λ̃ – ДН-оператор 𝑀 . Сравнивая условия Коши-Римана (1) (c Λ̃ вместо Λ)

на Γ для функций 𝜂 (где 𝜂 ∈ 𝒜∩𝐶∞(Γ;C) = KerΥ) с уравнением 0 = Υ𝜂 = (𝜕𝛾−𝑖Λ)𝜂, получаем,

что Λ совпадает с Λ̃ на всех функциях Re 𝜂, Im 𝜂, где 𝜂 ∈ KerΥ.

Далее, условие v означает, что алгебра 𝒜 не допускает конечномерных расширений (то есть

не может быть вложена ни в какую другую подалгебру 𝒜′ ̸= 𝒜 в 𝐶(Γ;C) так, чтобы раз-

мерность факторпространства 𝒜′/𝒜 была конечной). С другой стороны, условие vi означает,

что алгебра 𝒜(Γ) является конечномерным расширением 𝒜. Таким образом, 𝒜 = 𝒜(Γ), KerΥ

совпадает со множеством всех гладких граничных следов голоморфных функций на 𝑀 , а лю-

бая голоморфная (непрерывная вплоть до края) функция 𝑤 на 𝑀 является преобразованием

Гельфанда своего следа 𝑤|Γ ∈ 𝒜.
Пусть 𝑚 = gen(𝑀) – род поверхности 𝑀 . Для завершения доказательства осталось предъ-

явить 2gen(𝑀) линейно независимых по модулю 𝒜(Γ) функций 𝑓𝑘, таких, что Λ𝑓𝑘 = Λ̃𝑓𝑘. Мы

показываем, что такие 𝑓𝑘 можно выбрать среди функций вида 𝑓 = log|𝜁|, где 𝜁 = 𝑤|Γ и 𝑤 – голо-

морфные функции, не имеющие нулей на 𝑀 . Для таких 𝑓 равенство Λ𝑓 = Λ̃𝑓 получается срав-

нением с уравнениями Λ log |𝜁| = 𝜕𝛾arg 𝜁 из vii первого условия Коши-Римана Λ̃ log |𝜁| = 𝜕𝛾arg 𝜁

на Γ для (многозначных) голоморфных функций log𝑤. Тем самым завершается доказательство

равенства Λ = Λ̃ и теоремы 7.

Результат третьей главы получен в [5].

В четвертой главе исследуется устойчивость решений задачи ЭИТ относительно малых

возмущений данных. Вопрос устойчивости может быть сформулирован следующим образом:

является ли поверхность (𝑀 ′, 𝑔′) близкой (в естественном смысле) к поверхности (𝑀, 𝑔) если

ее ДН-оператор Λ′ близок к ДН-оператору Λ поверхности (𝑀, 𝑔)? Здесь ключевым является

вопрос, что следует понимать под близостью поверхностей.
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Для того, чтобы ввести естественную (в контексте задачи ЭИТ) меру близости поверхно-

стей, напомним, что две поверхности (𝑀, 𝑔) и (𝑀 ′, 𝑔′) с общим краем Γ имеют одинаковые

ДН-операторы если и только если существует конформный диффеоморфизм, который не дви-

гает точки Γ. Таким образом, естественно считать близкими те поверхности, между которы-

ми существует близкий к конформному диффеоморфизм, не двигающий точки общего края.

Величиной, характеризующей отклонение диффеоморфизма от конформного, является его ди-

латация, которая определяется следующим образом. Пусть 𝛽 : 𝑀 → 𝑀 ′ – диффеоморфизм.

Напомним, что отображение 𝛽 называется конформным в точке и 𝑥 ∈ 𝑀 если его дифференци-

ал 𝑑𝛽 : 𝑇𝑥𝑀 → 𝑇𝛽(𝑥)𝑀
′ переводит окружности в окружности (в соответствующих касательных

пространствах). В общем случае 𝛽 переводит окружность S𝑥 := {𝑎 ∈ 𝑇𝑥𝑀 | 𝑔(𝑎, 𝑎) = 1} в

касательном пространстве (𝑇𝑥𝑀, 𝑔) в некоторый эллипс 𝑑𝛽(S𝑥) в (𝑇𝛽(𝑥)𝑀
′, 𝑔′) с полуосями

𝑙+(𝑥) := max
𝑎∈S𝑥

√︀
𝑔′(𝑑𝛽(𝑎), 𝑑𝛽(𝑎)), 𝑙−(𝑥) := min

𝑎∈S𝑥

√︀
𝑔′(𝑑𝛽(𝑎), 𝑑𝛽(𝑎)).

Отношение

𝐾𝛽(𝑥) := 𝑙+(𝑥)/𝑙−(𝑥) ≥ 1

называется дилатацией отображения 𝛽 в точке 𝑥, а его максимум по всем 𝑥 ∈ 𝑀 – дилатацией 𝛽.

Из определения очевидно, что 𝐾𝛽 = 1 если и только если 𝛽 конформно, дилатация композиции

отображений не превосходит произведения их дилатаций, причем композиция с конформным

отображением не меняет дилатация и, наконец, дилатация обратного отображения равна дила-

тации исходного отображения.

Естественной мерой близости конформных классов 𝜇 := [(𝑀, 𝑔)]Γ и 𝜇′ := [(𝑀 ′, 𝑔′)]Γ поверх-

ностей (𝑀, 𝑔) и (𝑀 ′, 𝑔′) является расстояние Тейхмюллера между ними

𝑑𝑇 (𝜇, 𝜇
′) :=

1

2
inf
𝛽
log𝐾𝛽, (8)

где инфимум берется по всем (гладким) диффеоморфизмам 𝛽 : 𝑀 → 𝑀 ′ которые не двигают

точки общего края Γ. Ввиду приведенных выше свойств дилатации, величина 𝑑𝑇 (𝜇, 𝜇
′) кор-

ректно определена на конформных классах (не зависит от выбора представителей (𝑀, 𝑔) ∈ 𝜇 и

(𝑀 ′, 𝑔′) ∈ 𝜇′ этих классов) и является метрикой на ℳΓ
𝑜,𝑚. (Для отмеченных поверхностей без

края невырожденность 𝑑𝑇 (𝜇, 𝜇
′) = 0 ⇒ 𝜇 = 𝜇′ метрики 𝑑𝑇 следует из теоремы Тейхмюллера [16];

короткое и независимое доказательство того же факта для поверхностей с краем приведено в

диссертации).

Введем множество ℳΓ
𝑜,𝑚 конформных классов 𝜇 = [(𝑀, 𝑔)]Γ поверхностей (𝑀, 𝑔) с фик-

сированным краем (Γ, 𝑑𝑙) заданного топологического типа (𝑜,𝑚), где 𝑚 := gen(𝑀) – род 𝑀

(число ручек/вклеенных листов Мебиуса на 𝑀), 𝑜 = + если 𝑀 ориентируема и 𝑜 = − если

𝑀 неориентируема. Пространство ℳΓ
𝑜,𝑚, наделенное метрикой Тейхмюллера 𝑑𝑇 , является есте-

ственным пространством решений задачи ЭИТ. Отметим, что пространство (ℳΓ
𝑜,𝑚, 𝑑𝑇 ) является
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естественным обобщением классических пространств модулей римановых поверхностей (см.,

напр, [26, 28]) на случай поверхностей с фиксированным непустым краем.

Пусть 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) – пространство ограниченных операторов, действующих из
𝐻1/2(Γ;R) в 𝐻−1/2(Γ;R). Подмножество 𝒟Γ

𝑜,𝑚 ⊂ 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) всех ДН-операторов

поверхностей (𝑀, 𝑔) с общим краем Γ топологического типа (𝑜,𝑚) наделяется индуцированной

метрикой

𝑑𝑜𝑝(Λ
′,Λ) :=‖ Λ′ − Λ ‖𝐻1/2(Γ;R)→𝐻−1/2(Γ;R) . (9)

Тогда (𝒟Γ
𝑜,𝑚, 𝑑𝑜𝑝) является естественным пространством данных задачи ЭИТ. “Решающее” отоб-

ражение R : 𝒟Γ
𝑜,𝑚 → ℳΓ

𝑜,𝑚, которое сопоставляет ДН-оператору Λ поверхности (𝑀, 𝑔) ее кон-

формный класс [(𝑀, 𝑔)]Γ, является биекцией.

Главным результатом четвертой главы является следующая теорема об устойчивости реше-

ний задачи ЭИТ.

Теорема 8. Решающее отображение

R : (𝒟Γ
𝑜,𝑚, 𝑑𝑜𝑝) → (ℳΓ

𝑜,𝑚, 𝑑𝑇 )

непрерывно. Более того, это отображение поточечно билипшицево, то есть для всех Λ,Λ′ ∈
𝒟Γ

𝑜,𝑚 справедливы двусторонние оценки

𝑐(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ
′,Λ) ≤ 𝑑𝑇 (R(Λ′),R(Λ)) ≤ 𝐶(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ

′,Λ) (10)

с положительными константами, зависящими только от Λ.

Теорема 8 утверждает следующее: если поверхность (𝑀 ′, 𝑔′) диффеоморфна (𝑀, 𝑔), имеет

тот же край Γ, что и (𝑀, 𝑔), и её ДН-оператор Λ′ близок по операторной норме к ДН-оператору

Λ поверхности (𝑀, 𝑔), то между (𝑀, 𝑔) и (𝑀 ′, 𝑔′) существует диффеоморфизм, который не дви-

гает точки Γ и близок к конформному (имеет близкую к единице дилатацию). Таким образом,

решения задачи ЭИТ устойчивы (в естественном смысле) относительно малых возмущений

данных (при дополнительном условии, что топология рассматриваемых поверхностей фикси-

рована).

Отметим, что, хотя существует множество результатов об устойчивости восстановления по-

тенциала/электропроводности в известной области по ДН-оператору, заданному на границе

области (см., напр., [13, 17, 18, 20, 24]), известные результаты об устойчивости восстановления

неизвестной поверхности по ДН-оператору отсутствуют или крайне немногочисленны. Именно,

Алессандрини и др. ( [14, 15]) были получены оценки устойчивости (по хаусдорфову расстоя-

нию) восстановления границ неизвестных дырок 𝜔1, . . . , 𝜔𝑘 с заданными на них однородными

условиями Неймана в фиксированной области Ω в C (с фиксированной анизотропной электро-

проводностью 𝜎) по ДН-оператору поверхности
(︀
Ω∖

(︀⋃︀
𝑘 𝜔𝑘

)︀
, 𝜎

)︀
. Отметим, что методы [14, 15]

применимы только в такой упрощенной постановке, а полученные в [14,15] оценки недостаточно
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информативны, чтобы получить из них аналог теоремы 8 даже в случае gen(𝑀) = gen(𝑀 ′) = 0.

В первом параграфе четвертой главы теорема 8 доказывается в ориентируемом случае

𝑜 = +. Доказательство является конструктивным. Именно, пусть (𝑀, 𝑔) – поверхность с краем

Γ и ДН-оператором; будем писать (𝑀 ′, 𝑔′) ∈ B(𝑀, 𝑡), если (𝑀 ′, 𝑔′) – поверхность с тем же краем

Γ, 𝑀 ′ диффеоморфна (𝑀, 𝑔) и ее ДН-оператор Λ′ удовлетворяет неравенству

‖Λ− Λ′‖𝐻1/2(Γ;R)→𝐻−1/2(Γ;R) ≤ 𝑡.

Для достаточно малого 𝑡0 = 𝑡0(Λ) > 0 и всех (𝑀 ′, 𝑔′) ∈ B(𝑀, 𝑡0(Λ)) строятся “почти конформ-

ные” диффеоморфизмы 𝛽𝑀,𝑀 ′ : 𝑀 ↦→ 𝑀 ′, которые не двигают точки общего края Γ и дилатация

которых удовлетворяет неравенству

log𝐾𝛽𝑀,𝑀′ ≤ 𝐶(Λ)𝑡 ∀(𝑀 ′, 𝑔′) ∈ B(𝑀, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡0). (11)

Сначала исследуется устойчивость решений уравнений (1), определяющих следы голоморф-

ных функций, относительно малых возмущений Λ′ ДН-оператора Λ. Пусть ⟨𝑓⟩ обозначает сред-
нее значение функции 𝑓 на Γ. Обозначим через Tr𝒜∞(𝑀) пространство граничных следов

гладких (вплоть до края) голоморфных функций на (𝑀, 𝑔) и введем ортопроектор 𝑃 в 𝐿2(Γ;R)
на замыкание линеала ReTr𝒜∞(𝑀). Здесь и далее все объекты, относящиеся к поверхности

(𝑀 ′, 𝑔′), обозначаются штрихованными символами.

Предложение 9. При достаточно малом 𝑡0 = 𝑡0(Λ) формула

𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 := 𝑃 ′ Re 𝜂 + 𝑖𝜕−1
𝛾 Λ′𝑃 ′Re 𝜂 + ⟨Im 𝜂⟩,

определяет семейство {𝜄𝑀,𝑀 ′ | (𝑀 ′, 𝑔′) ∈ B(𝑀, 𝑡0)} вещественно-линейных отображений 𝜄𝑀,𝑀 ′ :

ReTr𝒜∞(𝑀) → ReTr′ 𝒜∞(𝑀 ′), удовлетворяющих оценкам

‖𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 − 𝜂‖𝐶𝑙(Γ;C) ≤ 𝑐(Λ, 𝑙)‖𝜂‖𝐶𝑙+1(Γ;C)𝑡 ∀ (𝑀 ′, 𝑔′) ∈ B(𝑀, 𝑡), 𝜂 ∈ Tr𝒜∞(𝑀), 𝑙 = 0, 1, . . . .

Отметим, что именно на этом шаге используется предположение о диффеоморфности 𝑀 ′ и

𝑀 : предложение 9 неверно при 𝜒(𝑀 ′) ̸= 𝜒(𝑀).

Далее рассматриваются голоморфные вложения

ℰ = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) : 𝑀 → C𝑛, ℰ ′ = (𝑤′
1, . . . , 𝑤

′
𝑛) : 𝑀

′ → C𝑛; (12)

здесь 𝑤𝑘 и 𝑤′
𝑘 – гладкие (вплоть до края) голоморфные функции на (𝑀, 𝑔) и (𝑀 ′, 𝑔′), соот-

ветственно. Ключевым свойством голоморфных вложений является то, что их образы ℰ(𝑀),

ℰ(𝑀 ′), наделенные метриками, индуцированными объемлющим пространством C𝑛, конформно

эквивалентны самим поверхностям (𝑀, 𝑔) и (𝑀 ′, 𝑔′), соответственно. Вложения (12) подчиня-
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ются дополнительному условию проективности. Именно, введем проекции

p𝜉 : C𝑛 → C, p𝜉𝜉 :=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜉𝑗𝜉𝑗,

где 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) и 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛). Будем говорить, что цилиндр p−1

𝜉
(𝒟) (где 𝒟 – область в

C) проективен относительно вложения ℰ , если p−1

𝜉
(𝒟) ∩ ℰ(𝑀) ̸= ∅ и сужение p𝜉 на p−1

𝜉
(𝒟) ∩

ℰ(𝑀) является вложением. Будем называть вложение ℰ проективным, если любая точка 𝜉 ∈
ℰ(𝑀) лежит в некотором проективном цилиндре. Любая компактная риманова поверхность 𝑀

с краем допускает проективное вложение в пространство C𝑛 достаточно высокой размерности

𝑛 = 𝑛(𝑀).

Ключевым свойством проективных вложений является то, что их образы ℰ(𝑀) могут быть

восстановлены по следам 𝜂𝑘 = 𝑤𝑘|Γ голоморфных функций с помощью обобщенного принципа

аргумента:
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜐
𝑑𝑤

𝑤 − 𝑧
=

∑︁
𝑥∈𝑤−1({𝑧})

ord𝑥(𝑤 − 𝑧) 𝜐(𝑥) (𝑧 ∈ C∖𝑤(Γ)), (13)

где 𝑤, 𝜐 – гладкие (вплоть до края) голоморфные функции на (𝑀, 𝑔) и ord𝑥(𝑤 − 𝑧) обозначает

кратность нуля функции 𝑤−𝑧 в точке 𝑥 ∈ 𝑀 . Если p−1

𝜉
(𝒟) – проективный цилиндр относительно

ℰ , то можно взять проекцию 𝑧 = p𝜉𝜉 в качестве координаты точки 𝜉 ∈ p−1

𝜉
(𝒟) ∩ ℰ(𝑀) и найти

все компоненты 𝜉𝑘 с помощью (13),

𝜉𝑘 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜂𝑘
𝑑𝜂𝜉

𝜂𝜉 − 𝑧

(︀
𝜂𝜉 = p𝜉 ∘ ℰ|Γ =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜉𝑗𝜂𝑗, 𝑧 ∈ 𝒟 ∩ 𝑤𝜉(𝑀)∖𝑤𝜉(Γ)
)︀
. (14)

Если замыкание цилиндра p−1

𝜉
(𝒟) не пересекается с ℰ(Γ), а следы 𝜂′𝑘 = 𝑤′

𝑘|Γ голоморфных

функций на (𝑀 ′, 𝑔′) и их первые производные близки к 𝜂𝑘, то из обычного принципа аргумента

(6) следует, что цилиндр p−1

𝜉
(𝒟) проективен и относительно вложения ℰ ′, а из формул (14)

(после замены всех объектов на штрихованные) – что точка 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) c той же проекцией,

что и 𝜉, 𝑧 = p𝜉𝜉
′ = p𝜉𝜉, близка к 𝜉 в C𝑛. Тем самым из близости граничных следов 𝜂′𝑘 =

𝑤′
𝑘|Γ и 𝜂𝑘 = 𝑤′

𝑘|Γ вытекает близость частей поверхностей ℰ ′(𝑀 ′) и ℰ(𝑀), лежащих в цилиндре

p−1

𝜉
(𝒟). Применение вышеуказанного аргумента для частей ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′), лежащих близко

к ℰ(Γ), усложняется из-за малого знаменателя в интеграле в левой части (14) и включает в

себя (довольно технические) оценки интегралов типа Коши и специальный выбор локальных

координат для точек ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′).

Индуцированное вложение ℰ ′ := (𝑤′
1, . . . , 𝑤

′
𝑛) поверхности (𝑀 ′, 𝑔′) определяется правилом

𝑤′
𝑘|Γ := 𝜄𝑀,𝑀 ′

(︀
𝑤𝑘|Γ

)︀
(𝑘 = 1, . . . , 𝑛). (15)

Напомним, что расстоянием Хаусдорфа 𝑑𝐻(𝐾,𝐿) между двумя компактными подмножествами

𝐾 и 𝐿 в C𝑛 называется такое наименьшее число 𝜖 ≥ 0, что 𝜖-окрестность 𝐾 содержит 𝐿 и
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𝜖-окрестность 𝐿 содержит 𝐾.

Предложение 10. Пусть ℰ := (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) – произвольное проективное голоморфное вложе-

ние (𝑀, 𝑔). При достаточно малом 𝑡0 = 𝑡0(Λ, ℰ) и любых (𝑀 ′, 𝑔′) ∈ B(𝑀, 𝑡0) отображение

ℰ ′ := (𝑤′
1, . . . , 𝑤

′
𝑛), определенное правилом (15), также является проективным вложением и

его образ ℰ ′(𝑀 ′) близок к ℰ(𝑀) по метрике Хаусдорфа

𝑑𝐻(ℰ(𝑀), ℰ ′(𝑀 ′)) ≤ 𝑐(ℰ ,Λ)𝑡 ∀(𝑀 ′, 𝑔′) ∈ B(𝑀, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡0).

Полученные на предыдущих шагах результаты используются для построения почти изомет-

рического диффеоморфизма

𝛼𝑀,𝑀 ′ : ℰ(𝑀) → ℰ ′(𝑀 ′). (16)

Естественно взять в качестве 𝛼𝑀,𝑀 ′ отображение, которое переводит точку 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) в бли-

жайшую к ней точку 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) в C𝑛. Однако такое отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ , вообще говоря, плохо

определено вблизи края ℰ(Γ) (и потому не инъективно и не сюръективно). По этой причине

𝜉′ = 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) определяется как точка минимума некоторой модифицированной функции рас-

стояния

E : ℰ(𝑀)× ℰ ′(𝑀 ′) → [0,+∞),

которая совпадает с с квадратом расстояния между 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) и 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) в C𝑛 если 𝜉 отделено

от ℰ(Γ). Если же 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) и 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) достаточно близки к ℰ(Γ), то E(𝜉, 𝜉′) совпадает с

квадратом расстояния между полугеодезическими координатами (𝜍, 𝑟) ∈ Γ× [0,+∞) точки 𝜉 на

ℰ(𝑀) (здесь ℰ(𝜍) есть ближайшая к 𝜉 точка края ℰ(Γ) и 𝑟 – длина кратчайшей геодезической

между 𝜉 и ℰ(𝜍)) и соответствующими полугеодезическими координатами (𝜍 ′, 𝑟′) ∈ Γ × [0,+∞)

точки 𝜉′ на поверхности ℰ ′(𝑀 ′).

Предложение 11. Пусть ℰ := (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) – произвольное проективное голоморфное вложе-

ние (𝑀, 𝑔) и ℰ ′ := (𝑤′
1, . . . , 𝑤

′
𝑛) – индуцированное вложение (𝑀 ′, 𝑔′). Тогда при достаточно ма-

лом 𝑡0 = 𝑡0(Λ, ℰ) и любых (𝑀 ′, 𝑔′) ∈ B(𝑀, 𝑡0) отображение (16) корректно определено (то есть

функция расстояния E(𝜉, ·) имеет единственную точку минимума при каждом 𝜉 ∈ ℰ(𝑀)) и

является диффеоморфизмом между поверхностями ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′), причем

𝛼𝑀,𝑀 ′ ∘ ℰ(𝑥) = ℰ ′(𝑥) ∀𝑥 ∈ Γ. (17)

Более того, 𝛼𝑀,𝑀 ′ отображение (16) почти изометрично при малых 𝑡 ≤ 𝑡0(Λ), то есть

sup
𝜉∈ℰ(𝑀), 𝐴∈𝑇𝜉ℰ(𝑀)

⃒⃒⃒⃒
⃒‖𝑑𝛼M,M′ [𝐴]‖𝑇𝛼M,M′ (𝜉)C𝑛

‖𝐴‖𝑇𝜉C𝑛

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑐(Λ)𝑡, ∀(𝑀 ′, 𝑔′) ∈ B(𝑀, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡0).

Отсюда, в частности, следует, что

|𝐾𝛼𝑀,𝑀′ − 1| ≤ 𝑐(Λ)𝑡, ∀(𝑀 ′, 𝑔′) ∈ B(𝑀, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡0). (18)
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“Почти конформные” диффеоморфизмы 𝛽𝑀,𝑀 ′ : 𝑀 ↦→ 𝑀 ′ вводятся правилом

𝛽𝑀,𝑀 ′ := ℰ ′−1 ∘ 𝛼𝑀,𝑀 ′ ∘ ℰ .

Поскольку отображения ℰ : 𝑀 → ℰ(𝑀) и ℰ ′ : 𝑀 ′ → ℰ ′(𝑀 ′) конформны, справедливы равенства

𝐾𝛽𝑀,𝑀′ = 𝐾𝛼𝑀,𝑀′ . Отсюда и из (18) вытекает требуемая оценка (11). Кроме того, 𝛽𝑀,𝑀 ′ не

двигают точки Γ ввиду равенства (17). Предъявлением диффеоморфизмов 𝛽𝑀,𝑀 ′ : 𝑀 ↦→ 𝑀 ′

завершается доказательство неравенства 𝑑𝑇 (𝜇
′, 𝜇) ≤ 𝐶(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ

′,Λ) в (10). Обратное неравенство

𝑑𝑇 (𝜇
′, 𝜇) ≥ 𝑐(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ

′,Λ) в (10) выводится непосредственно из определения (8) (предположение

об ориентируемости поверхностей при этом не используется); при 𝑑𝑇 (𝜇
′, 𝜇) = 0 из последнего

неравенства легко следует невырожденнность метрики 𝑑𝑇 в случае поверхностей с краем.

Во втором параграфе четвертой главы теорема 8 доказывается в неориентируемом

случае 𝑜 = −. Поскольку на неориентируемых поверхностях отсутствуют голоморфные функ-

ции (следовательно, голоморфные вложения), описанная выше схема рассуждений должна

применяться к двулистным ориентируемым накрытиям (M,g) и (M′,g′) поверхностей (𝑀, 𝑔),

(𝑀 ′, 𝑔′). Основная сложность состоит в построении “почти тождественного” соответствия 𝜄M,M′ :

Tr𝒜∞(M) → Tr𝒜∞(M′) между следами голоморфных функций, удовлетворяющего оценкам

sup
(𝑀 ′,𝑔′)∈B(𝑀,𝑡)

‖𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 − 𝜂‖𝐶𝑙(Γ;R) ≤ 𝑐(Λ,𝜂, 𝑙) 𝑡 ∀𝜂 ∈ Tr𝒜∞(M). (19)

Поскольку отсутствуют явные выражения для ДН-операторов накрытий в терминах ДН-опера-

торов самих неориентируемых поверхностей, для построения𝜄M,|𝑏𝑓𝑀 ′ применяется предложение

2. Тем самым построение 𝜄M,|𝑏𝑓𝑀 ′ сводится к исследованию устойчивости решений системы(3)

относительно малых возмущений Λ′ ДН-оператора Λ.

Хотя первое уравнение (3) нелинейно, оно обладает следующими свойствами, которые обес-

печивают устойчивость решений: 1) его можно переписать в форме 𝒢(𝑓) = 0, где 𝒢 – поло-

жительно однородное отображение порядка 𝛼 = 3, т.е. 𝒢(𝑐𝑓) = 𝑐𝛼𝒢(𝑓) для всех 𝑐 > 0 и 2)

решения уравнения 𝒢(𝑓) = 0 образуют линейное пространство (пространство вещественных

частей граничных следов на Γ ≡ Γ × {+} эрмитовых голоморфных функций на (M,g)) ко-

нечной коразмерности 𝜒 = −𝜒(𝑀) = −𝜒(𝑀 ′). Нелинейные отображения 𝒢 : 𝐸 → 𝐹 между

нормированными пространствами со свойствами 1) и 2) называются (𝜒, 𝛼)-допустимыми, а

множество Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ) всех таких отображений наделяется метрикой

𝜖(𝒢 ′,𝒢) = sup
‖𝑓‖𝐸=1

‖𝒢 ′(𝑓)− 𝒢(𝑓)‖𝐹 .

Ключевым фактом, обеспечивающим устойчивость решений уравнения (3), является следую-

щая лемма.

Лемма 12. Пусть 𝛼 ≥ 1 и 𝜒 ∈ N. Для всех 𝒢 ∈ Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ), существует такое положи-

тельное число 𝑡0 = 𝑡0(𝒢) и такое семейство {Y𝒢,𝒢′ | 𝒢 ∈ Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ), 𝜖(𝒢 ′,𝒢) ≤ 𝑡0} линейных
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отображений Y𝒢,𝒢′ : 𝒢−1({0}) → 𝒢 ′−1({0}), что

sup
𝜖(𝒢′,𝒢)≤𝑡

‖Y𝒢,𝒢′𝑓 − 𝑓‖𝐸 −→
𝑡→0

0, ∀𝑓 ∈ 𝒢−1({0}).

Если при этом 𝒢 допускает разложение 𝒢(𝑓 + ℎ) − 𝒢(𝑓) =
∑︀𝑛

𝑘=1 𝒢𝑓,(𝑘)(ℎ), где каждый 𝒢𝑓,(𝑘)

является непрерывным положительно однородным отображением степени однородности 𝑘 и

𝒢𝑓,(1) – линейный оператор с ядром Ker𝒢𝑓,(1) = 𝒢−1({0}), то справедливы оценки

sup
𝜖(𝒢′,𝒢)≤𝑡

‖Y𝒢,𝒢′(𝑓)− 𝑓‖𝐶𝑙(Γ;R) ≤ 𝑐(𝒢, 𝑓, 𝑙) 𝑡 ∀ 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}).

Благодаря лемме 12 удается построить отображения 𝜄M,M′ : Tr𝒜∞(M) → Tr𝒜∞(M′),

удовлетворяющие оценкам (19) и тем самым корректно определить индуцированное вложе-

ние “возмущенной” поверхности (M′,g′). Далее повторение схемы рассуждений из ориентиру-

емого случая приводит к построению почти изометрического диффеоморфизма 𝛼M,M′ меж-

ду ℰ(M) и ℰ ′(M′) и почти конформного диффеоморфизма 𝛽M,M′ между накрытиями (M,g),

(M′,g′). Для того, чтобы 𝛽M,M′ индуцировало почти конформный диффеоморфизм 𝛽M,M′ меж-

ду самими неориентируемыми поверхностями (𝑀, 𝑔) и (𝑀 ′, 𝑔′), необходимо выполнение условия

𝛽M,M′ ∘ 𝜏 = 𝜏 ′ ∘ 𝛽M,M′ , где 𝜏 и 𝜏 ′ – антиголоморфные инволюции на (M,g) и (M′,g′), соответ-

ственно. С этой целью все голоморфные вложения ℰ , ℰ ′, функции расстояния и т.п., подчиня-

ются дополнительным условия симметрии; в частности, ℰ∘𝜏 = ℰ и ℰ ′∘𝜏 ′ = ℰ ′, где верхняя черта

обозначает покомпонентное комплексное сопряжение в C𝑛. Последние два равенства означают,

что все вложения должны осуществляться с помощью эрмитовых (относительно соответству-

ющих инволюций) голоморфных функций. Это возможно благодаря тому, что по построению

каждое отображение 𝜄M,M′ : Tr𝒜∞(M) → Tr𝒜∞(M′) переводит эрмитовы элементы в эрмито-

вы. Отслеживая выполнение условий симметрии на каждом этапе доказательства, мы выводим

оценку (10) в случае 𝑜 = −.
В конце параграфа мы обобщаем результат об устойчивости на случай, в котором ДН-

оператор Λb задан на одной связной компоненте Γ края 𝜕𝑀 поверхности (𝑀, 𝑔) в то время, как

остальная часть края заземлена (b = gr) или электрически изолирована (b = is). Пространство

конформных классов ℳΓ,b
𝑜,𝑚,𝛽0

(относительно конформных диффеоморфизмов, не двигающих

точки Γ) поверхностей фиксированного топологического типа (𝑜,𝑚, 𝛽0) (где 𝑜 – ориентируе-

мость, 𝑚 – род и 𝛽0 – число связных компонент края) наделяется метрикой Тейхмюллера (8).

Пространство 𝒟Γ,b
𝑜,𝑚,𝛽0

соответствующих ДН-операторов Λb наделяется метрикой (9). Будем пи-

сать [(𝑀, 𝑔, b)] = R(Λb) если Λb является ДН-оператором (𝑀, 𝑔, b).

Предложение 13. Пусть b = gr или b = is. Отображение R : (𝒟Γ,is
𝑜,𝑚,𝛽0

, 𝑑𝑜𝑝) → (ℳΓ,is
𝑜,𝑚,𝛽0

, 𝑑𝑇 )

непрерывно и для любого Λb ∈ 𝒟Γ,b
𝑜,𝑚,𝛽0

и всех Λ
′b ∈ 𝒟Γ,b

𝑜,𝑚,𝛽0
, достаточно близких к Λb по метрике
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𝑑𝑜𝑝, справедливы оценки

𝑐(Λb)𝑑𝑜𝑝(Λ
′b,Λb) ≤ 𝑑𝑇 (R(Λ

′b),R(Λb)) ≤ 𝐶(Λb)𝑑𝑜𝑝(Λ
′b,Λb)1/𝛼(b),

где 𝛼(is) = 1, 𝛼(gr) = 2 и константы зависят только от Λb.

В третьем параграфе четвертой главы показано, что сколь угодно малые возмущения

ДН-оператора могут приводить к изменению топологии поверхности.

Предложение 14. Пусть Λ есть ДН-оператор поверхности (𝑀, 𝑔) с краем (Γ, 𝑑𝑙) (ориенти-

руемого или неориентируемого) рода 𝑚. Тогда справедливы следующие утверждения:

1. Если 𝑀 ориентируема, то любая окрестность Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) содержит

ДН-операторы ориентируемых поверхностей любого рода 𝑚′ > 𝑚 и неориентируемых

поверхностей любого рода 𝑚′ > 2𝑚. Если 𝑀 неориентируема, то любая окрестность

Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) содержит ДН-операторы неориентируемых поверхностей

любого рода 𝑚′ > 𝑚.

2. Если 𝑀 ориентируема, то существует окрестность Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)), ко-
торая не содержит ДН-операторы ориентируемых поверхностей любого рода 𝑚′ < 𝑚 и

неориентируемых поверхностей любого (неориентируемого) рода 𝑚′ ≤ 2𝑚.

3. Если 𝑀 неориентируема, то существует окрестность Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)),
которая не содержит ДН-операторы неориентируемых поверхностей рода 𝑚′ < 𝑚. Кро-

ме того, для каждого 𝑚′ ≥ 0 существует достаточно малая окрестность оператора

Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)), которая не содержит ДН-операторы ориентируемых по-

верхностей рода 𝑚′.

Явная конструкция возмущенной поверхности (𝑀𝜀, 𝑔𝜀), используемая при доказательстве

предложения 14, 1, следующая. Из внутренности 𝑀 удаляется малая 𝜀–окрестность (в любых

голоморфных локальных координатах) некоторой точки 𝑥0 ∈ 𝑀∖Γ и к образовавшемуся краю

приклеивается фиксированная (ориентируемая или неориентируемая) поверхность 𝑀̃ , гомео-

морфная диску со вклеенными ручками, листами Мебиуса или внутренними (заземленными

или электрически изолированными) дырками, и снабженная метрикой вида 𝜀2𝑔. Асимптотика

гармонических функций 𝑢𝑓
𝜀 на (𝑀𝜀, 𝑔𝜀) при 𝜀 → 0 выводится методом составных асимптотиче-

ских разложений (см. [22]). Из полученных таким способом асимптотик вытекает сходимость

ДН-оператора Λ𝜀 поверхности (𝑀𝜀, 𝑔𝜀) к Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) при 𝜀 → 0.

Вышеуказанным способом можно вклеить в поверхность любое число малых ручек или ли-

стов Мебиуса (тем самым превратив ориентируемую поверхность в неориентируемую), сколь

угодно мало возмущая ее ДН-оператор. Однако таким способом нельзя удалить уже существу-

ющие ручки/листы Мебиуса. Утверждения 2 и 3 предложения 14 показывают, что последнее

23



невозможно в принципе. Их доказательство основано на связи (7) топологии поверхности и ее

ДН-оператора и ее обобщения на неориентируемый случай из предложения 2.

Результаты четвертой главы получены в статьях [7–9] (первый параграф), [9] (второй пара-

граф) и [4,9, 12] (третий параграф).

Первый параграф пятой главы посвящен вычислению конформных инвариантов ори-

ентируемой поверхности (𝑀, 𝑔) рода 𝑚 со связным краем 𝜕𝑀 ≡ Γ в терминах ее ДН-оператора

Λ. Здесь под конформными инвариантами понимаются любые характеристики поверхности,

которые не меняются при конформных преобразованиях (в том числе тех, которые двигают

точки края Γ). С этой целью рассматривается дубль Шоттки M поверхности (𝑀, 𝑔), который

получается склеиванием двух экземпляров (𝑀, 𝑔) (наделенных противоположными ориентаци-

ями) вдоль общего края Γ. Дубль M наделен антиголоморфной инволюцией 𝜏 , такой, что 𝑀 ≡
M/𝜏 . Такие дубли образуют страт вещественной размерности 3g − 3 = 6𝑚 − 3 в пространстве

ℳg ≡ ℳ∅
+,g модулей (конформных классов) римановых поверхностей рода g = gen(M) = 2𝑚

(без края). Отметим, что модули римановых поверхностей, допускающих больше одной ан-

тиголоморфной инволюции, образуют страт еще меньшей размерности в ℳg ≡ ℳ∅
+,g. Таким

образом, в типичном случае конформный класс дубля M однозначно определяет конформный

класс поверхности (𝑀, 𝑔) (но не правило отождествления точек Γ с точками 𝜕𝑀). Таким обра-

зом, задача о вычислении конформных инвариантов поверхности (𝑀, 𝑔) в основном сводится к

вычислению координат ее дубля в пространстве модулей ℳg по ее ДН-оператору Λ.

В качестве координат дубля M рассматриваются элементы матрицы 𝑏-периодов B поверх-

ности M, которая определяется следующим образом. Пусть [𝑙·] – какой-нибудь канонический

базис гомологий на M и 𝜔1, . . . , 𝜔𝑚 – базис в пространстве 𝐻0(M;𝐾) абелевых дифференциалов

(голоморфных (1, 0)-форм) на M, двойственный базису [𝑙·], т.е.
∫︀
𝑎𝑗
𝜔𝑖 = 𝛿𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , g). Тогда

матрица 𝑏-периодов B (размеченной) поверхности (M, [𝑙·]) имеет следующие элементы

B𝑖𝑗 :=

∫︁
𝑏𝑗

𝜔𝑖 (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , g).

В силу теоремы Торелли [25] матрица 𝑏-периодов B однозначно определяет конформный класс

[(M, [𝑙·])] размеченной поверхности (M, [𝑙·]); тем самым ее элементы дают локальные координаты

на ℳg. Хотя матрица B зависит от выбора [𝑙·], матрицы 𝑏-периодов B поверхности M, отвечаю-

щие разным выборам базиса гомологий на M, связаны действием элемента 𝑆𝑝(2g,C). Поэтому
вычисление одной из матриц 𝑏-периодов поверхности M автоматически дает всех остальные.

Отметим, что при g > 3 элементы B𝑖𝑗 (𝑗 ≥ 𝑖) матриц периодов B не являются независимы-

ми, а сами B образуют страт меньшей размерности в пространстве симметричных матриц с

положительно определенными мнимыми частями. Поэтому приближенное вычисление матри-

цы 𝑏-периодов B поверхности M, вообще говоря, дает матрицу B(app), которой не соответствует

никакая риманова поверхность.

Результатом первого параграфа является алгоритм для вычисления матриц 𝑏-периодов дуб-
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ля поверхности с краем по ее ДН-оператору. Алгоритм основан на установленной в первой главе

связи между абелевыми дифференциалам на дубле M и нормальными гармоническими диф-

ференциалам 𝜐 на (𝑀, 𝑔); здесь 𝑑𝜐 = 𝑑 ⋆ 𝜐 = 0 на 𝑀 (где ⋆ – оператор Ходжа) и 𝜐(𝛾) = 0 на Γ

для любого касательного к Γ вектора 𝛾. Благодаря этой связи вычисление матрицы B сводится

к вычислению вспомогательной матрицы периодов

B =

∫︁
𝑙𝑗

⋆𝜐𝑖,

где 𝜐1, . . . , 𝜐2𝑚 – базис в пространстве нормальных гармонических дифференциалов на (𝑀, 𝑔),

двойственный к некоторому каноническому базису гомологий {𝑙𝑗}2𝑚𝑗=1 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚)

на 𝑀 ; здесь двойственность понимается как выполнение соотношений
∫︀
𝑙𝑗
𝜐𝑖 = 𝛿𝑖𝑗.

Ключевым элементом алгоритма является способ определения граничных следов гармони-

ческих нормальных дифференциалов с целыми периодами на поверхности (𝑀, 𝑔) в терминах

ее преобразования Гильберта 𝐻 := −Λ−1𝜕𝛾.

Предложение 15.

1. Граничные следы 𝜐(𝜈) гармонических нормальных дифференциалов на (𝑀, 𝑔) имеют вид

𝜐(𝜈) = 𝜕𝛾(𝐻 +𝐻−1)𝑓𝜐, где 𝑓𝜐 =
∑︀𝑚

±𝑘=1 𝑓𝑘𝜂𝑘, 𝑓−𝑘 = 𝑓𝑘 ∈ C и 𝜂1 = 𝜂−1, . . . , 𝜂𝑚 = 𝜂−𝑚 – базис

из собственных функций преобразования Гильберта 𝐻, отвечающих отличным от ±𝑖

собственным значениям. При этом справедливы соотношения

(𝜐, 𝜐′)𝐿2(𝑀,𝑇 *𝑀) = −
∫︁
Γ

𝜐(𝜈)𝑓𝜐′𝑑𝑙, (⋆𝜐, 𝜐′)𝐿2(𝑀,𝑇 *𝑀) = −
∫︁
Γ

𝜐(𝜈)𝐻𝑓𝜐′𝑑𝑙.

2. Гармонический нормальный дифференциал 𝜐 имеет целые периоды если и только если 𝑓𝜐

является решением уравнения

𝜕𝛾(𝐻 + 𝑖)
[︀
𝑒2𝜋(𝐻−𝑖)𝑓𝜐

]︀
= 0 на Γ. (20)

3. Пусть 𝜐· = {𝜐1, . . . , 𝜐2𝑚} – базис в пространстве гармонических нормальных дифференци-
алов на (𝑀, 𝑔) и каждый дифференциал 𝜐𝑘 имеет целые периоды. Тогда базис 𝜐· является

двойственным к некоторому каноническому базису гомологий на 𝑀 если и только если∫︁
Γ

𝜐𝑖(𝜈)𝐻𝑓𝜐𝑗𝑑𝑙 = −(Ω𝑚)𝑖𝑗,

где Ω(𝑚) – каноническая симплектическая 2𝑚×2𝑚-матрица. При этом вспомогательная

матрица периодов находится из соотношений

(Ω(𝑚)B)𝑖𝑗 = −
∫︁
Γ

𝜐𝑖(𝜈)𝑓𝜐𝑗𝑑𝑙.
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Таким образом, вычисление матрицы 𝑏-периодов дубля M в основном сводится к решению

нелинейных уравнений (20), включающих преобразование Гильберта 𝐻. В конце параграфа

установлена устойчивость решений уравнений (20) относительно малых (по операторной норме)

оператора 𝐻 (при этом возмущенный оператор может не являться преобразованием Гильберта

никакой поверхности). Благодаря этому алгоритм вычисления матрицы 𝑏-периодов дубля M по

ДН-оператору Λ является устойчивым к малому шуму в данных (хотя его применение требует

априорных оценок уровня шума).

Предложение 16. Пусть Λ – ДН-оператор римановой поверхности (𝑀, 𝑔) рода 𝑚 с краем Γ.

Тогда существуют такие достаточно малые 𝜀0 = 𝜀0(Λ) > 0 и 𝑐0 = 𝑐0(Λ) > 0, что применение

вышеописанного алгоритма к любому оператору Λ′ ∈ 𝐵(𝐻1(Γ;R);𝐿2(Γ;R), удовлетворяющему
неравенству ‖Λ′ − Λ‖𝐻1(Γ;R)→𝐿2(Γ;R = 𝜀 < 𝜀0, дает матрицу B′, подчиненную оценке ‖B′ −
B‖𝑀2𝑚(C) ≤ 𝑐0𝜀, где B – некоторая матрица 𝑏-периодов дубля M поверхности (𝑀, 𝑔).

Во втором параграфе пятой главы изучается спектр простейшей некоммутативной ал-

гебры, которая определяется ДН-оператором Λ поверхности (𝑀, 𝑔) – подалгебры O в алгебре

𝐵(ℋ(𝑀)) ограниченных операторов в пространстве ℋ(𝑀) квадратично интегрируемых гармо-

нических потенциальных векторных полей на поверхности (𝑀, 𝑔), порожденной операторными

интегралами (эйконалами) вида
∫︀
𝑡𝑑𝑃Γ𝑡 , где 𝑡 ↦→ Γ𝑡 это расширяющееся семейство дуг на 𝜕𝑀 и

𝑃Γ𝑡 – проектор на подпространство в ℋ(𝑀), образованное векторными полями, нормальными

к 𝜕𝑀∖Γ𝑡. Доказывается, что спектр O гомеоморфен 𝜕𝑀 ⊔ {0} и, следовательно, алгебра O не

несет информации о внутренних точках поверхности (𝑀, 𝑔).

Результаты первого и второго параграфа пятой главы получены в [11] и [10], соответственно.

Заключение содержит основные результаты диссертации и описание их практической зна-

чимости.
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