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Введение

Актуальность темы исследования. В диссертации изучается асимп­

тотическое поведение малых уклонений для конечномерных возмущений гаус­

совских процессов.

Теория малых уклонений для гауссовских процессов в различных нормах

активно изучается в последние десятилетия (см., например, обзоры [40; 42; 78];

актуальную литературу по теме можно найти в [43]) и имеет широкий спектр

применений, таких как оценка точности квантования случайных процессов [64,

§13], вычисление метрической энтропии функциональных множеств [38; 41],

закон повторного логарифма в форме Чжуна [45], нахождение скорости ухо­

да бесконечномерного винеровского процесса [27]. Также известно, что малые

уклонения тесно связаны с функциональным анализом данных [28] и непара­

метрическим байесовским оцениванием [14; 54]1.

Задача малых уклонений случайного процесса 𝑋 в норме ‖·‖ состоит в по­
иске асимптотики величины P{‖𝑋‖ < ε} при ε→ 0. Большинство результатов

относятся к гауссовским процессам. Согласно [64], для гауссовского процесса

«типичным» является ответ вида (для некоторых констант 𝐴,𝐵,𝐷 > 0, 𝐶 ∈ R)

P {‖𝑋‖ < ε} ∼ 𝐷 ε𝐶 exp(−𝐵ε−𝐴), ε→ 0. (1)

Асимптотику величины P{‖𝑋‖ < ε} называют точной асимптотикой ма­

лых уклонений. Отметим, что точную асимптотику удается найти только в

исключительных случаях, поэтому часто рассматривают так называемую ло­

гарифмическую асимптотику ln(P{‖𝑋‖ < ε}). Но даже на логарифмическом

уровне к задаче нет общего подхода, что делает задачу актуальной и по сей день.

По проблеме малых уклонений за последние 5 лет имеется более 70

публикаций (согласно библиографии [43]), что свидетельствует об интересе

математиков к рассматриваемой тематике. Наиболее продвинутые результаты

относятся к случаю 𝐿2-нормы. Благодаря гильбертовой структуре задачу уда­

ется свести к спектральным асимптотикам интегральных операторов, что дает

дополнительные возможности в поиске асимптотик малых уклонений. Имеющи­

еся подходы в других нормах описаны, например, в обзоре [78]. Среди недавних
1Здесь даны лишь некоторые ссылки на применения малых уклонений. Более подробные списки

литературы можно найти в приведенных выше обзорах.
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работ по 𝐿𝑝-норме, 1 6 𝑝 < ∞, отметим [79; 80], в супремум-норме, напри­

мер, [12; 13], в гельдеровской норме, например, [44].

Конечномерные возмущения гауссовских процессов часто возникают в

теории вероятностей и статистике. Например, броуновский мост является од­

номерным возмущением винеровского процесса. Другой пример — процессы,

возникающие как предельные в задаче о построении критериев согласия типа

омега-квадрат, Колмогорова–Смирнова и их вариантов для проверки выбор­

ки на принадлежность семейству распределений в случае, когда параметры

семейства оцениваются по выборке, являются конечномерными возмущениями

броуновского моста. Актуальным является исследование задачи малых уклоне­

ний для таких процессов и разработка общего подхода.

В общем виде задачу можно сформулировать следующим образом: при

каких условиях, зная асимптотику малых уклонений для невозмущенного про­

цесса, можно найти асимптотику малых уклонений для его конечномерного

возмущения?

Степень разработанности темы исследования. Задача малых укло­

нений в 𝐿2-норме в силу разложения Карунена–Лоэва (см., например, [64,

§12]) может быть сведена к поиску асимптотики P{
∞∑︀
𝑘=1

µ𝑘ξ
2
𝑘 < ε2}, где µ𝑘 —

собственные числа ковариационного оператора, ξ𝑘 — независимые одинаково

распределенные стандартные нормальные случайные величины. Неявное реше­

ние задачи было получено Г. Н. Сытой в работе [76]. Затем многие авторы,

начиная с работ И. А. Ибрагимова [62], В. М. Золотарева [55], Дж. Хоффмана­

Йоргенсена [34], занимались упрощением выражения для вероятности малых

уклонений при различных предположениях на µ𝑘. Существенный вклад внесла

работа Т. Дункера, М. А. Лифшица, В. Линде [25], в которой явные выражения

для асимптотики малых уклонений получены при достаточно общих условиях

на µ𝑘, в частности, для степенного и экспоненциального поведения µ𝑘.

Основная трудность заключается в том, что явные формулы для собствен­

ных значений удается найти в редких случаях. Полезным инструментом служит

принцип сравнения Венбо Ли (см. [30; 39]): если µ𝑘 и µ̃𝑘 «асимптотически близ­

ки» (произведение
∞∏︀
𝑘=1

µ𝑘/µ̃𝑘 сходится), то асимптотики вероятностей малых

уклонений для соответствующих процессов совпадают с точностью до муль­

типликативной константы. Тем самым задача сводится к поиску достаточно

точной спектральной асимптотики ковариационного оператора.
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В работах А. И. Назарова, Я. Ю. Никитина [46; 48] был выделен класс

гриновских гауссовских процессов, для которых ковариационная функция есть

функция Грина обыкновенного дифференциального оператора (ОДО). Это

позволяет применить для нахождения асимптотики собственных чисел ко­

вариационного оператора методы спектральной теории ОДО, восходящие к

классическим работам Дж. Биркгофа [17; 18] и Я. Д. Тамаркина [52; 53] (даль­

нейшее развитие этой теории можно найти у А. А. Шкаликова в [82; 83]).

Спектральный подход, развитый в [46; 48], позволил получить в [66; 68;

69; 71; 72] точные асимптотики малых уклонений для большого количества кон­

кретных гриновских процессов в 𝐿2-норме с различными весами (см. также [23;

29; 31; 32]). Отметим также важную серию работ П. Чиганского, М. Клепцыной,

Д. Марушкевича [20—22], в которых впервые получены точные асимптотики

для некоторых негриновских процессов.

Опишем результаты, относящиеся к малым уклонениям для конечномер­

ных возмущений гауссовских процессов. Известно, что при конечномерном

возмущении логарифмическая асимптотика не изменяется (в более общих тер­

минах доказано Ф. Гао, В. Ли [33] и А. И. Назаровым [47]). Поэтому изучается

вопрос о точной асимптотике.

В работе А. И. Назарова [67] рассматривалась задача о возмущении

спектра ковариационного оператора при одномерном возмущении гауссовской

функции и получены соответствующие формулы для асимптотики 𝐿2-малых

уклонений. Частный случай был рассмотрен ранее П. Деовельсом в [24].

В [67] было показано, что если возмущение не является критическим (см.

ниже определение 1 при 𝑚 = 1), то собственные числа µ𝑘 возмущенного опера­

тора «асимптотически близки» к невозмущенным собственным числам µ0𝑘 (т.е.∏︀
µ𝑘/µ

0
𝑘 < ∞). Для более узкого класса операторов аналогичный результат

был получен А. А. Владимировым и И. А. Шейпаком в [58].

Далее, если возмущение является критическим (см. ниже определение 3

при 𝑚 = 1) и удовлетворяет условию А (см. ниже теорему 2), то собственные

числа µ𝑘 возмущенного оператора «асимптотически близки» к сдвинутым соб­

ственным числам µ0𝑘+1 невозмущенного оператора, причем
∏︀
µ𝑘/µ

0
𝑘+1 < ∞.

Другой естественный класс конечномерных возмущений гауссовских про­

цессов составляют процессы с исключенным трендом 𝑛-ого порядка. Они

возникают при вычитании из исходного процесса его проекции в 𝐿2 на подпро­

странство полиномов степени меньше 𝑛. Простейший случай 𝑛 = 1, отвечающий
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центрированным процессам, активно изучался для многих классических про­

цессов. В частности, результаты для центрированных винеровского процесса и

броуновского моста были получены в работе [16], для центрированного Орн­

штейна–Уленбека в работе [9]. Для винеровского процесса с исключенным

трендом порядка 2 в работе С. Аи, В. Ли [11] были найдены собственные числа

ковариационного оператора. Позже в другой работе тех же авторов [10] резуль­

тат был обобщен на винеровский процесс с исключенным трендом порядка 𝑛.

Однако в вычислениях допущены ошибки.

Цели и задачи. Основной целью работы является изучение точных

асимптотик малых уклонений в 𝐿2-норме для различных конечномерных воз­

мущений гауссовских функций. Задача состоит в получении достаточно общих

условий, при которых малые уклонения для возмущенного процесса выража­

ются через малые уклонения для исходного процесса.

Научная новизна. Выносимые на защиту положения являются новыми

и получены автором самостоятельно.

Теоретическая и практическая значимость работы. Работа носит

теоретический характер. Результаты представляют интерес для специалистов

по теории вероятностей и математической статистике, а также по спектральной

теории дифференциальных и интегральных операторов.

Методология и методы исследования. При доказательстве основных

результатов данной диссертации были использованы: асимптотические методы;

методы теории функций комплексного переменного; спектральный метод на­

хождения асимптотики малых уклонений.

Положения, выносимые на защиту.

1. Доказаны теоремы, описывающие связь между асимптотиками

𝐿2-малых уклонений для гауссовской случайной функции и ее ко­

нечномерного возмущения в некритическом и критическом случаях.

2. Получены асимптотические разложения быстро осциллирующих инте­

гралов с медленно меняющейся амплитудой.

3. Получены точные асимптотики спектров ковариационных операторов,

а также точные асимптотики вероятностей 𝐿2-малых уклонений для

предельных процессов Дурбина, возникающих при проверке выборки

на принадлежность к нормальному, логистическому, гамма-распреде­

лениям, распределениям Лапласа и Гумбеля с неизвестными парамет­

рами.
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4. Получены точные асимптотики спектров ковариационных операторов,

а также точная асимптотика вероятности 𝐿2-малых уклонений для

некоторого класса гриновских процессов с исключенным трендом 𝑛-ого

порядка.

Степень достоверности и апробация. Все результаты диссертации

снабжены подробными доказательствами и опубликованы в ведущих научных

изданиях. Результаты диссертации докладывались на следующих семинарах

и конференциях:

– Семинар «Операторные модели в математической физике» лаборато­

рии операторных моделей и спектрального анализа механико-матема­

тического факультета МГУ им. М. В. Ломоносова (Москва, 2015, рук.:

А. А. Шкаликов).

– Городской семинар по теории вероятностей и математической статисти­

ке в Санкт-Петербургском отделении Математического института им.

В. А. Стеклова РАН (Санкт-Петербург, 2017, рук.: И. А. Ибрагимов).

– Большой семинар кафедры теории вероятностей механико-математи­

ческого факультета МГУ им. М. В. Ломоносова (Москва, 2017, рук.:

А. Н. Ширяев).

– Postgraduate seminar in probability, department of mathematics, Technical

University of Munich (Munich, 2018, chair: N. Gantert).

– Seminar «Calculus of Variations and applications», Ludwig-Maximilians­

Universität München (Munich, 2018, chair: R. Frank).

– Oberseminar, Technical University Darmstadt (Darmstadt, 2018, chair:

F. Aurzada).

– Oberseminar Analysis, Mathematische Physik & Dynamische Systeme,

Technical University Dortmund (Dortmund, 2018, chair: I. Veselic).

– XXVI Крымская Осенняя Математическая Школа-симпозиум по спек­

тральным и эволюционным задачам (Батилиман (Ласпи), Россия, 2015).

– 7th St.Petersburg Conference in Spectral Theory dedicated to the memory

of M. Sh. Birman (Санкт-Петербург, 2015).

– Международная конференция Days on Diffraction (Санкт-Петербург,

2016).

– The Second Russian-Indian Joint Conference in Statistics and Probability

(Санкт-Петербург, 2016).



9

– International Symposium on Probability Theory and Random Processes

(Санкт-Петербург, 2017).

– Зимняя конференция по теории вероятностей и математической физике.

ПОМИ — МИРАН (Санкт-Петербург, 2017).

– The Third Indo-Russian Meeting in Probability and Statistics (Бангалор,

Индия, 2018).

Публикации. Результаты данной диссертации опубликованы в рабо­

тах [1—4], [5—8]. Работы [1—3] опубликованы в журналах из перечня ВАК.

Работа [4] опубликована в издании, удовлетворяющему достаточному усло­

вию включения в перечень ВАК (переводная версия этого издания “Journal

of Mathematical Sciences” входит в систему цитирования Scopus).

Работа [1], совместная с научным руководителем, написана в нераздели­

мом соавторстве, за исключением построения асимптотического разложения

интегралов с медленно меняющейся амплитудой, проведенного соискателем.

Объем и структура работы.Диссертация состоит из введения, четырех

глав, содержащих 18 параграфов, приложения, заключения и списка литерату­

ры. Общий объем работы составляет 106 страниц. Список литературы содержит

83 наименования.

Во введении описаны актуальность темы исследования и степень ее раз­

работанности, поставлены цели и задачи, аргументирована научная новизна,

достоверность, теоретическая и практическая значимость результатов, перечис­

лены использованные методы, выносимые на защиту положения, публикации и

доклады по теме диссертации, кратко изложена структура работы.

В главе 1 рассматривается задача о возмущении спектра ковариационного

оператора при конечномерном возмущении гауссовской функции. Для одномер­

ных возмущений задача была рассмотрена в [67].

Рассмотрим случайную гауссовскую функцию 𝑋0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒪̄ ⊂ R𝑑, с ну­

левым средним и функцией ковариации 𝐺0(𝑥,𝑦) := E𝑋0(𝑥)𝑋0(𝑦), имеющую

конечную 𝐿2-норму: ‖𝑋‖2 =
∫︀
𝒪
𝑋2(𝑥) 𝑑𝑥. Соответствующий ковариационный

оператор в 𝐿2(𝒪) будем обозначать G0. В качестве параметров возмущения

рассмотрим вектор-функцию ϕ⃗(𝑥) = (ϕ1(𝑥), . . . ,ϕ𝑚(𝑥))
𝑇 с локально суммируе­

мыми линейно независимыми компонентами при 𝑥 ∈ 𝒪̄ и вещественнозначную

матрицу 𝐴 размера 𝑚 ×𝑚. Пусть ψ⃗ = G0ϕ⃗ и определена матрица 𝑄 = (𝑄𝑖𝑗),
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𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑚:

𝑄𝑖𝑗 =

∫︁
𝒪

ψ𝑖(𝑡)ϕ𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 < +∞, что равносильно ψ𝑗 ∈ Im(G1/2
0 ).

Тогда определено семейство гауссовских функций

𝑋𝐴(𝑥) := 𝑋0(𝑥)− ψ⃗(𝑥)𝑇 · 𝐴 ·
∫︁
𝒪

𝑋0(𝑦)ϕ⃗(𝑦) 𝑑𝑦. (2)

Лемма 1. Функция 𝑋𝐴(𝑥) имеет ковариацию

𝐺𝐴(𝑥,𝑦) = 𝐺0(𝑥,𝑦) + ψ⃗(𝑥)
𝑇 ·𝐷 · ψ⃗(𝑦),

где матрица 𝐷 имеет вид:

𝐷 = −𝐴− 𝐴𝑇 + 𝐴𝑄𝐴𝑇 .

Определение 1. Будем говорить, что 𝑋𝐴 — некритическое возмущение

функции 𝑋0, если выполнены следующие равносильные условия:

1. det(𝐸𝑚 − 𝐴𝑇𝑄) ̸= 0;

2.
∫︀
𝒪
𝑋𝐴(𝑡)ϕ𝑗(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, линейно независимы.

Определение 2. Будем говорить, что 𝑋𝐴 — частично критическое воз­

мущение порядка 𝑠 функции 𝑋0, 0 < 𝑠 < 𝑚, если выполнены следующие

равносильные условия:

1. rank(𝐸𝑚 − 𝐴𝑇𝑄) = 𝑚− 𝑠;

2.
∫︀
𝒪
𝑋𝐴(𝑡)ϕ𝑗(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, образуют линейное пространство раз­

мерности 𝑚− 𝑠.

Определение 3. Будем говорить, что 𝑋𝐴 — критическое возмущение функ­

ции 𝑋0, если выполнены следующие равносильные условия:

1. 𝐴 = 𝑄−1;

2.
∫︀
𝒪
𝑋𝐴(𝑡)ϕ𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Основные результаты главы 1 следующие:

Теорема 1. (Случай некритического возмущения)

Пусть 𝑋𝐴 — некритическое возмущение 𝑋0. При ε→ 0 имеем

P (‖𝑋𝐴‖ < ε) ∼ P (‖𝑋0‖ < ε)

det (𝐸𝑚 −𝑄𝐴)
.
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Теорема 2. (Случай критического возмущения)

Пусть 𝑋𝐴 — критическое возмущение 𝑋0. Если выполнено

∀𝑗 = 1, . . . ,𝑚 : ϕ𝑗 ∈ 𝐿2(𝒪), что равносильно ψ𝑗 ∈ Im(G0), (условие А)

то асимптотика вероятностей малых уклонений примет вид при 𝑟 → 0

P
{︀
‖𝑋𝐴‖ <

√
𝑟
}︀
∼
⎯⎸⎸⎸⎷ det(𝑄)

det

(︂∫︀
𝒪
ϕ⃗(𝑠)ϕ⃗ 𝑇 (𝑠) 𝑑𝑠

)︂ (︃√︂2

π

)︃𝑚

·

·
𝑟∫︁

0

𝑟1∫︁
0

. . .

𝑟𝑚−1∫︁
0

𝑑𝑚

𝑑𝑟𝑚𝑚
P
{︀
‖𝑋0‖ <

√
𝑟𝑚
}︀ 𝑑𝑟𝑚 . . . 𝑑𝑟1√︀

(𝑟 − 𝑟1)(𝑟1 − 𝑟2) . . . (𝑟𝑚−1 − 𝑟𝑚)
.

В параграфе 1.4 рассматривается класс процессов вида (2), естествен­

ным образом возникающих в статистике, введенных Дж. Дурбиным в [26].

Эти процессы возникают как предельные в задаче о построении критериев

согласия типа омега-квадрат для проверки выборки на принадлежность се­

мейству распределений в случае, когда параметры семейства оцениваются по

выборке. Случай проверки на нормальность был рассмотрен ранее в работе

М. Каца, Дж. Кифера и Дж. Вольфовица [37], где была доказана сходимость

эмпирических процессов с оцененными параметрами к предельным в смысле

конечномерных распределений. Аналогичные результаты были независимо по­

лучены И. И. Гихманом [59; 60].

Опишем процессы Дурбина более подробно.

Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ R есть выборка с генеральной функцией распределения

𝐹 (𝑥,θ), 𝑓(𝑥,θ) — плотность распределения, θ = (θ1, . . . ,θ𝑠), 𝑠 ∈ N, — вектор

параметров. Рассмотрим эмпирическую функцию распределения при фиксиро­

ванных значениях параметров θ 0 = (θ01, . . . ,θ
0
𝑠):

𝐹 0
𝑛(𝑡) =

#{𝑥𝑖 : 𝐹 (𝑥𝑖,θ
0) 6 𝑡, 𝑖 = 1, . . . ,𝑛}
𝑛

, 𝑡 ∈ [0,1].

Известно (см. [56, глава 3]), что процесс 𝑛1/2
[︀
𝐹 0
𝑛(𝑡) − 𝑡

]︀
слабо сходится к

броуновскому мосту 𝐵(𝑡) в пространстве 𝐷[0,1] функций, непрерывных справа

и имеющих разрывы только первого рода.

Допустим, что часть параметров распределения неизвестна (не умаляя

общности, можно считать, что это первые 𝑚 параметров). Оценим неизвестные

параметры по выборке (например, методом максимального правдоподобия) и
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обозначим новый вектор параметров θ̂ := (θ̂1, . . . ,θ̂𝑚,θ
0
𝑚+1, . . . ,θ

0
𝑠). Тогда эмпи­

рическая функция распределения примет вид:

𝐹𝑛(𝑡) =
#{𝑥𝑖 : 𝐹 (𝑥𝑖,θ̂) 6 𝑡, 𝑖 = 1, . . . ,𝑛}

𝑛
, 𝑡 ∈ [0,1].

В статье [26] показано, что процесс 𝑛1/2
[︀
𝐹𝑛(𝑡) − 𝑡

]︀
сходится слабо в 𝐷[0,1] к

конечномерному возмущению броуновского моста, а именно, к гауссовскому

процессу с нулевым средним и функцией ковариации:

𝐺(𝑠,𝑡) = 𝐺𝐵(𝑠,𝑡)− ψ⃗ 𝑇 (𝑠)𝑆−1 ψ⃗(𝑡), 𝑠,𝑡 ∈ [0,1],

где 𝐺𝐵(𝑠,𝑡) = min(𝑠,𝑡)− 𝑠𝑡 — функция ковариации броуновского моста 𝐵(𝑡), 𝑆

— матрица информации Фишера с элементами 𝑆𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑚:

𝑆𝑖𝑗 = −E
(︁ 𝜕2

𝜕θ𝑖𝜕θ𝑗
ln(𝑓(𝑥,θ))

)︁⃒⃒⃒⃒
θ=θ0

= E
(︁ 𝜕

𝜕θ𝑖
ln(𝑓(𝑥,θ))

𝜕

𝜕θ𝑗
ln(𝑓(𝑥,θ))

)︁⃒⃒⃒⃒
θ=θ0

,

θ0 = (θ01, . . . ,θ
0
𝑠) — фиксированный вектор параметров, 𝑥 и 𝑡 связаны ра­

венством 𝑡 = 𝐹 (𝑥,θ). Вектор функций ψ⃗ =
(︀
ψ1(𝑡), . . . ,ψ𝑚(𝑡)

)︀
задается

соотношениями:

ψ𝑗(𝑡) =
𝜕𝐹 (𝑥,θ)

𝜕θ𝑗

⃒⃒
θ=θ0, 𝑥=𝐹−1(𝑡)

, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

В параграфе 1.4 доказывается следующая теорема:

Теорема 3. Процессы Дурбина с 𝑚 оцененными параметрами являются кри­

тическими.

В главе 2 получены полные асимптотические разложения быстро ос­

циллирующих интегралов с медленно меняющейся амплитудой. Напомним

определение медленно меняющейся функции (см. [73, глава 1, с. 1]).

Определение 4. Функция 𝐹 (𝑥) называется медленно меняющейся на беско­

нечности, если она измерима и знакопостоянна на полуоси [𝐴,∞), 𝐴 > 0, и

для произвольного λ > 0 выполнено:

lim
𝑥→∞

𝐹 (λ𝑥)

𝐹 (𝑥)
= 1.

Функция 𝐹 (𝑥) называется медленно меняющейся в нуле, если 𝐹 ( 1𝑥) медленно

меняется на бесконечности.
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Все необходимые свойства медленно меняющихся функций приведены в

приложении.

Пусть функции 𝐹 (𝑡) и 𝐻(𝑡) заданы на полуинтервале
(︀
0,12
]︀
, 𝐹

(︀
1
2

)︀
=

𝐻
(︀
1
2

)︀
= 0, и функции 𝐹0(𝑡) = 𝐹 (𝑡), 𝐹𝑛+1(𝑡) = 𝑡𝐹 ′

𝑛(𝑡) и 𝐻0(𝑡) = 𝐻(𝑡),

𝐻𝑛+1(𝑡) = 𝑡𝐻 ′
𝑛(𝑡), 𝑛 > 0, являются медленно меняющимися в нуле.

Теорема 4. При 𝜔 → ∞ имеет место асимптотическое разложение:

1
2∫︁

0

𝐹 (𝑡) cos(𝜔𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
𝐹𝑘(

1
𝜔)

𝜔
+𝑅𝑐𝑜𝑠

𝑁 ,

где для коэффициентов 𝑐𝑘 дано явное выражение, и справедлива оценка

|𝑅𝑐𝑜𝑠
𝑁 | 6 𝐶(𝐹,𝑁) ·

⃒⃒
𝐹𝑁+1(

1
𝜔)
⃒⃒

𝜔
.

Теорема 5. При 𝜔 → ∞ имеет место асимптотическое разложение:

1
2∫︁

0

𝐹 (𝑡) sin(𝜔𝑡) 𝑑𝑡 =
𝐹 ( 1𝜔)

𝜔
+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘
𝐹𝑘(

1
𝜔)

𝜔
+𝑅𝑠𝑖𝑛

𝑁 ,

где для коэффициентов 𝑑𝑘 дано явное выражение, и справедлива оценка

|𝑅𝑠𝑖𝑛
𝑁 | 6 𝐶(𝐹,𝑁) ·

|𝐹𝑁+1(
1
𝜔)|

𝜔
.

Теорема 6. При 𝜔 → ∞ имеет место асимптотическое разложение:

ℐ(𝜔) :=

1
2∫︁

0

τ∫︁
0

𝐹 (𝑡)𝐻(τ) sin(𝜔τ) cos(𝜔𝑡) 𝑑𝑡 𝑑τ =

=
1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝐹 (𝑡)𝐻(𝑡) 𝑑𝑡+
𝑁∑︁
𝑛=2

∑︁
𝑘+𝑚=𝑛
𝑘,𝑚>1

𝑎𝑘,𝑚
𝐹𝑘(

1
𝜔)𝐻𝑚(

1
𝜔)

𝜔2
+𝑅𝑠𝑐

𝑁 ,

где для коэффициентов 𝑎𝑘,𝑚 дано явное выражение, и справедлива оценка:

|𝑅𝑠𝑐
𝑁 | 6 𝐶(𝐹,𝐻,𝑁)

∑︁
𝑖+𝑗=𝑁+1

𝑖,𝑗>1

|𝐹𝑖(
1
𝜔)𝐻𝑗(

1
𝜔)|

𝜔2
.
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Пусть 𝐹 (𝑥) = Φ−1(𝑥), 𝑥 ∈ [0,1], где

𝑥 = Φ(𝑦) =
1√
2π

𝑦∫︁
−∞

exp
(︁
−𝑡2

2

)︁
𝑑𝑡

— функция стандартного нормального распределения. Построим последова­

тельность функций: 𝐹𝑁+1(𝑥) := 𝑥𝐹 ′
𝑁(𝑥), 𝑁 > 0.

В параграфе 2.2 доказана следующая теорема:

Теорема 7. 𝐹𝑁(𝑥) — медленно меняющиеся функции в нуле при всех 𝑁 > 0.

В параграфе 2.3 доказывается, что обратная функция к функции гамма­

распределения является медленно меняющейся при 𝑡 → 1, а также выводятся

асимптотические формулы, связанные с функцией гамма-распределения.

В параграфе 2.4 получена формула для асимптотики малых уклонений

точностью до константы при специальном асимптотическом поведении соб­

ственных чисел ковариационного оператора.

Теорема 8. Рассмотрим форму
∞∑︀
𝑘=0

Λ𝑘ξ
2
𝑘, где

Λ𝑘 = (ϑ(𝑘 + δ+ 𝐹 (𝑘)))−𝑑,

а ϑ > 0, δ > −1 и 𝑑 > 1 — некоторые константы, а 𝐹 (𝑡), 𝑡 ∈ [1,∞), —

медленно меняющаяся, монотонно стремящаяся к нулю функция при 𝑡 → ∞.

Пусть

𝐹−1(𝑥) :=

𝑥∫︁
1

𝐹 (𝑡)

𝑡
𝑑𝑡, и 𝐹−1(𝑥) стремится к бесконечности при 𝑥 → ∞.

Тогда при ε→ 0

P
{︁ ∞∑︁

𝑘=0

Λ𝑘ξ
2
𝑘 < ε

2
}︁
∼

∼ 𝐶 · εγ · exp
(︁
− 𝑑− 1

2

(︁ π

𝑑ϑ sin(π𝑑)

)︁ 𝑑
𝑑−1 · ε−

2
𝑑−1 +

𝑑

2
· 𝐹−1(ε

− 2
𝑑−1 )
)︁
,

где

γ =
2− 𝑑− 2𝑑δ

2(𝑑− 1)
, 𝐶 = 𝐶(ϑ,δ,𝑑,𝐹 ) = const.
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В главе 3 считаются точные асимптотики малых уклонений для предель­

ных процессов Дурбина, возникающих при проверке выборки на принадлеж­

ность к следующим распределениям с параметрами θ = (θ1,θ2). Обозначим α

— параметр сдвига, β > 0 — параметр масштаба, κ > 0 — параметр формы.

А. распределение Лапласа с параметрами θ = (α,β):

𝐹𝐿𝐴𝑃 (𝑥,θ) =

⎧⎨⎩1
2 exp(

𝑥−α
β

), 𝑥 6 α;

1− 1
2 exp(−

𝑥−α
β

), 𝑥 > α.

Б. логистическое распределение с параметрами θ = (α,β):

𝐹𝐿𝑂𝐺(𝑥,θ) =
(︀
1 + exp(−𝑥− α

β
)
)︀−1

.

В. нормальное распределение с параметрами θ = (α,β):

𝐹𝑁𝑂𝑅(𝑥,θ) =
1

β
√
2π

𝑦∫︁
−∞

exp

(︂
−(𝑡− α)2

2β2

)︂
𝑑𝑡.

Г. распределение Гумбеля с параметрами θ = (α,β):

𝐹𝐺𝑈𝑀(𝑥,θ) = exp
(︀
− exp

(︀
−𝑥− α

β

)︀)︀
.

Д. гамма-распределение с параметрами θ = (β,κ):

𝐹𝐺𝐴𝑀(𝑥,θ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥/β∫︀
0

𝑦κ−1𝑒−𝑦

Γ(κ)
𝑑𝑦, 𝑥 > 0;

0, 𝑥 < 0.

Каждому распределению соответствует три предельных случайных процесса:

1) Первый параметр известен, а второй оценивается по выборке.

2) Второй параметр известен, а первый оценивается по выборке.

3) Оба параметра оцениваются по выборке.

В качестве предельных процессов возникают гауссовские процессы 𝑋(𝑖), 𝑖 =

1,2,3, соответственно, с нулевыми средними и функциями ковариации 𝐺𝑖(𝑠,𝑡):

1) 𝐺1(𝑠,𝑡) = 𝐺0(𝑠,𝑡)− 𝑝1(𝑠)𝑝1(𝑡),

2) 𝐺2(𝑠,𝑡) = 𝐺0(𝑠,𝑡)− 𝑝2(𝑠)𝑝2(𝑡),

3) 𝐺3(𝑠,𝑡) = 𝐺0(𝑠,𝑡)− 𝑝1(𝑠)𝑝1(𝑡)− 𝑝2(𝑠)𝑝2(𝑡),

где 𝐺0(𝑠,𝑡) = min(𝑠,𝑡)− 𝑠𝑡 — функция ковариации броуновского моста, а 𝑝1(𝑡),

𝑝2(𝑡), 𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡) выписываются явно.
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Замечание 1. По теореме 3 все рассматриваемые процессы являются крити­

ческими возмущениями броуновского моста. Однако только в случае процесса

𝑋(1) для логистического распределения выполнено условие А и потому приме­

нима теорема 2.

Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов, не под­

ходящих под общие теоремы, считается индивидуально с использованием

асимптотических разложений, полученных в главе 2.

Заметим, что если распределение имеет экспоненциальные хвосты на бес­

конечности, то функция, обратная к функции распределения, будет медленно

меняющейся на концах промежутка [0,1]. Поэтому в этом случае уравнение на

собственные числа будет содержать интегралы с медленно меняющейся ампли­

тудой. Это обуславливает выбор распределений А–Д.

В параграфе 3.2 выписывается общий вид уравнения на собственные числа

ковариационного оператора при одномерном и двумерном возмущениях бро­

уновского моста в терминах осцилляционных интегралов.

В параграфах 3.3–3.7 выводятся теоремы о спектральных асимптотиках

ковариационных операторов для процессов 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случаях распреде­

лений А–Д, а также соответствующие асимптотики малых уклонений.

Распределение Лапласа

Теорема 9. Собственные числа µ
(𝑖)
𝑘 ковариационных операторов, соответ­

ствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на распределе­

ние Лапласа, «асимптотически близки» к числам µ̃
(𝑖)
𝑘 (т.е.

∞∏︀
𝑘=1

µ
(𝑖)
𝑘 /µ̃

(𝑖)
𝑘 < ∞),

где

1) µ
(1)
2𝑘 = µ

(1)
2𝑘−1 = µ̃

(1)
2𝑘 = µ̃

(1)
2𝑘−1 = (2π𝑘)−2;

2) µ̃
(2)
2𝑘 = µ̃

(2)
2𝑘+1 = ((2𝑘 + 1)π)−2; 3) µ̃

(3)
𝑘 = ((𝑘 + 1)π)−2.
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Теорема 10. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов

𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на распределение Лапласа (ε→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < ε

}︁
∼

√
2

√
π
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < ε

}︁
∼

√
2

π3/2
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < ε

}︁
∼ 1

2
√
2π5/2

ε−2 exp
(︁
− 1

8ε2

)︁
.

Логистическое распределение

Теорема 11. Собственные числа µ
(𝑖)
𝑘 ковариационных операторов, соот­

ветствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на

логистическое распределение, «асимптотически близки» к числам µ̃
(𝑖)
𝑘 (т.е.

∞∏︀
𝑘=1

µ
(𝑖)
𝑘 /µ̃

(𝑖)
𝑘 < ∞), где

1) µ̃
(1)
𝑘 = ((𝑘 + 1)π)−2; 2) µ̃

(2)
2𝑘 = µ̃

(2)
2𝑘+1 = ((2𝑘 + 1)π)−2;

3) µ̃
(3)
2𝑘−1 = µ̃

(3)
2𝑘 = ((2𝑘 + 1)π)−2.

Теорема 12. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов

𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на логистическое распределение (ε→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < ε

}︁
∼ 2

√
15√
π
ε−2 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < ε

}︁
∼ 4

√
3 + π2

3
√
2π3/2

ε−1 exp
(︁
− 1

8ε2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < ε

}︁
∼

4
√︀

15(3 + π2)

3π3/2
ε−3 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
.

Нормальное распределение

Теорема 13. Собственные числа µ(𝑖)𝑘 ковариационных операторов, соответ­

ствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на нормальное

распределение, «асимптотически близки» к числам µ̃
(𝑖)
𝑘 (т.е.

∞∏︀
𝑘=1

µ
(𝑖)
𝑘 /µ̃

(𝑖)
𝑘 <
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∞), где

1) µ̃
(1)
2𝑘 = (2π𝑘)−2, µ̃

(1)
2𝑘−1 =

(︁
2π𝑘 +

π

ln(𝑘)

)︁−2

;

2) µ̃
(2)
1 = π, µ̃

(2)
2𝑘 = µ̃

(2)
2𝑘+1 = ((2𝑘 + 1)π)−2;

3) µ̃
(2)
2𝑘 = ((2𝑘 + 1)π)−2; µ̃

(1)
2𝑘−1 =

(︁
2π𝑘 +

π

ln(𝑘)

)︁−2

.

Теорема 14. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов

𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на нормальное распределение (ε→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < ε

}︁
∼ 𝐶1 · ε−1 · ln

1
2

(︁1
ε

)︁
· exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < ε

}︁
∼ 2

√
2

π3/2
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < ε

}︁
∼ 𝐶2 · ε−2 · ln

1
2

(︁1
ε

)︁
· exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
.

Заметим, что константы 𝐶1 и 𝐶2 найти пока не удалось.

Распределение Гумбеля

Теорема 15. Собственные числа µ(𝑖)𝑘 ковариационных операторов, соответ­

ствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на распределе­

ние Гумбеля, «асимптотически близки» к числам µ̃
(𝑖)
𝑘 (т.е.

∞∏︀
𝑘=1

µ
(𝑖)
𝑘 /µ̃

(𝑖)
𝑘 < ∞),

где

1) µ̃
(1)
𝑘 = ((𝑘 + 1/2)π)−2;

2) µ̃
(2)
𝑘 =

(︀
(𝑘 + 1/2)π+ 𝑟𝑘

)︀−2
,

𝑟𝑘 = (−1)𝑘 · 2 arctg
(︁ 1

ln(ln(𝑘)) + 1

)︁
− 1

ln(𝑘) ln(ln(𝑘))
;

3) µ̃
(3)
𝑘 =

(︀
(𝑘 + 1)π+ 𝑟𝑘

)︀−2
, 𝑟𝑘 = 2π

ln(ln(𝑘))

ln(𝑘)
+ π

(−1)𝑘

ln(𝑘)
.

Теорема 16. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов

𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на распределение Гумбеля (ε→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < ε

}︁
∼

4

π3/2
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < ε

}︁
∼ 𝐶3 ·

1

ln(ln(ε−1))
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < ε

}︁
∼ 𝐶4 · exp

(︀
2π ln2(ln(ε−1))

)︀
ε−2 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
.

Заметим, что константы 𝐶3 и 𝐶4 найти пока не удалось.
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Гамма-распределение

Теорема 17. Собственные числа µ(𝑖)𝑘 ковариационных операторов, соответ­

ствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на гамма-рас­

пределение, «асимптотически близки» к числам µ̃
(𝑖)
𝑘 (т.е.

∞∏︀
𝑘=1

µ
(𝑖)
𝑘 /µ̃

(𝑖)
𝑘 < ∞),

где

1) µ̃
(1)
𝑘 = ((𝑘 + 1/2)π)−2; 2) µ̃

(2)
𝑘 =

(︁
(𝑘 + 1/2)π+

(−1)𝑘 · 2κ0

ln(𝑘)

)︁−2

;

3) µ̃
(3)
𝑘 = ((𝑘 + 1)π)−2,

где κ0 — фиксированный параметр формы.

Теорема 18. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов

𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на гамма-распределение (ε→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < ε

}︁
∼ 4κ1/2

0

π3/2
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < ε

}︁
∼ 4 𝑑κ0

π3/2
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < ε

}︁
∼

κ0

√︀
2(κ0𝑑2 − 1)

π7/2
ε−2 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
,

где константа 𝑑 определена в формуле (3.19).

В главе 4 получены точные асимптотики 𝐿2-малых уклонений для неко­

торого класса гриновских гауссовских процессов с исключенным трендом

порядка 𝑛. Опишем их более детально.

Пусть 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], — гауссовский процесс, 𝑛 ∈ N ∪ {0}.

Определение 5. Процессом с исключенным трендом порядка 𝑛 для 𝑋(𝑡) на­

зывают процесс 𝑋𝑛(𝑡), определенный формулой:

𝑋𝑛(𝑡) := 𝑋(𝑡)−
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑡
𝑖, (3)

где 𝑎𝑖 определяются соотношениями∫︁ 1

0

𝑡𝑖𝑋𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 1.
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Естественно смотреть на 𝑋𝑛(𝑡) как на компоненту, ортогональную в

𝐿2[0,1] к проекции 𝑋(𝑡) на подпространство полиномов степени менее 𝑛.

В главе 4 найдены асимптотики вероятностей малых уклонений для гаус­

совких процессов𝑋𝑛(𝑡) с исключенным трендом порядка 𝑛 в случае, когда𝑋(𝑡),

𝑡 ∈ [0,1], — гауссовский процесс с нулевым средним (E𝑋(𝑡) ≡ 0), функция кова­

риации которого 𝐺(𝑠,𝑡) = E𝑋(𝑠)𝑋(𝑡) является функцией Грина следующей

краевой задачи:

𝐿𝑢 := (−1)𝑝𝑢(2𝑝) = λ𝑢 (4)

с некоторыми граничными условиями. Мы предполагаем, что 𝑛 > 2𝑝 (в этом

случае асимптотика малых уклонений не зависит от исходных граничных усло­

вий).

Задача сводится к нахождению спектральной асимптотики λ(𝑛,𝑝)𝑘 при

𝑘 → ∞ следующей краевой задачи (𝑗 = 0, . . . , 𝑛 − 1):

(−1)𝑝𝑦(2𝑛)(𝑡) = λ
(𝑛,𝑝)
𝑘 𝑦(2𝑛−2𝑝)(𝑡), 𝑦(𝑗)(0) = 𝑦(𝑗)(1) = 0, (5)

где λ(𝑛,𝑝)𝑘 — 𝑘-ое собственное число задачи (5). Эта задача возникает при поиске

точной константы в теореме вложения
∘
𝑊 𝑛

2(0,1) →˓
∘
𝑊

𝑛−𝑝
2 (0,1):

λ
(𝑛,𝑝)
1 = min

𝑦∈
∘
𝑊𝑛

2

1∫︀
0

(𝑦(𝑛)(𝑥))2 𝑑𝑥

1∫︀
0

(𝑦(𝑛−𝑝)(𝑥))2 𝑑𝑥

.

Эта константа была найдена М. Жане [35] (см. также статью А. И. Назарова и

А. Н. Петровой [65]) при произвольных 𝑛 ∈ Z+ и 𝑝 = 1. При произвольных 𝑝 ∈ N
ответ был сформулирован в работе М.Жане [36] без доказательства и в неявных

терминах (см. также дипломную работу А. С. Сластенина [75] при 𝑝 = 2).

Основной спектральный результат главы 4 следующий:

Теорема 19. При 𝑘 → ∞ имеем

λ
(𝑛,𝑝)
𝑘 =

(︂
π𝑘 +

(2𝑛− 𝑝− 1)π

2
+𝑂(𝑘−1)

)︂2𝑝

. (6)

Основной вероятностный результат главы 4 следующий:
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Теорема 20. Для процессов 𝑋𝑛 имеем при ε→ 0

P
{︀
‖𝑋𝑛‖ < ε

}︀
∼ 𝐶 · εγ · exp

(︁
− 2𝑝− 1

2(2𝑝 sin( π2𝑝))
2𝑝

2𝑝−1

ε−
2

2𝑝−1

)︁
,

где γ =
1− 2𝑛𝑝+ 𝑝2

2𝑝− 1
и

𝐶 =
(2𝑝)1+

γ
2+

𝑝
2 · π

𝑝−1
2 · sin

1+γ
2 ( π2𝑝)

2𝑝(2𝑛−𝑝− 1
2 )
√
2𝑝− 1 · |V[1,𝑧, . . . ,𝑧𝑝−1]|

·
Γ− 1

2

(︀
𝑛− 𝑝+ 1

2

)︀
Γ− 1

2

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑝−1∏︀
𝑗=1

Γ(𝑛− 𝑝+ 𝑗 + 1
2)

.

Здесь Γ(𝑥) — гамма-функция, V[𝑥1, . . . ,𝑥𝑛] — определитель Вандермонда.

В приложение (глава 5) вынесены вспомогательные леммы и их доказа­

тельство, а также некоторые вспомогательные утверждения, не принадлежащие

автору, со ссылками на первоисточники.

В заключении перечисляются основные результаты диссертации, а также

предлагаются возможные направления для дальнейшей работы.

Результаты, изложенные в главе 1, а также результаты о спектральных

асимптотиках в §3.3, 3.4, 3.6, 3.7, получены при поддержке Российского науч­

ного фонда (проект 17-11-01003). Результаты, изложенные в главе 4 и §2.3, 3.1,

3.2, а также теоремы об асимптотиках малых уклонений в §3.3, 3.4, 3.6, 3.7,

были получены при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо­

ваний (проект 16-01-0258a). Результаты, изложенные в §2.1, 2.2, 2.4, 3.5, были

получены при поддержке СПбГУ (проект 6.38.670.2013).
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Глава 1. Малые уклонения для конечномерных возмущений
гауссовских процессов: общие теоремы

В данной главе дается ответ на следующий вопрос: что в общем случае

можно сказать об асимптотике вероятностей малых уклонений при конечно­

мерном возмущении гауссовкой функции? Выделяются два типа возмущений:

некритическое и критическое. Если возмущение некритическое, то асимптоти­

ка вероятностей малых уклонений сохраняется с точностью до константы. В

критическом случае удается доказать формулу, связывающую малые уклоне­

ния для возмущенной и исходной функции, только при выполнении условия А.

Также приводится важный для статистики пример критических возмущений —

предельные процессы Дурбина.

1.1 Конечномерные возмущения и их свойства

Пусть 𝒪 — ограниченная область в R𝑑, 𝑑 ∈ N; 𝒪̄ — замыкание 𝒪. Пусть
𝑋0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒪̄, — случайная гауссовская функция с нулевым средним и функ­

цией ковариации 𝐺0(𝑥,𝑦) := E𝑋0(𝑥)𝑋0(𝑦). Соответствующий ковариационный

оператор в 𝐿2(𝒪) обозначим G0:

(G0𝑢)(𝑠) =

∫︁
𝒪

𝐺0(𝑠,𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡.

Предположим ‖𝑋‖2 =
∫︀
𝒪
𝑋2(𝑥) 𝑑𝑥 < ∞, тогда верны все утверждения парагра­

фа 5.3 из приложения.

Рассмотрим ϕ⃗(𝑥) = (ϕ1(𝑥), . . . ,ϕ𝑚(𝑥))
𝑇 , где ϕ𝑗(𝑥) — локально суммируе­

мые функции при 𝑥 ∈ 𝒪̄, 𝑗 = 1 . . .𝑚. Предположим, что вектор-функция

ψ⃗(𝑥) = (ψ1(𝑥), . . . ,ψ𝑚(𝑥))
𝑇 =

∫︁
𝒪

𝐺0(𝑥,𝑦)ϕ⃗(𝑦) 𝑑𝑦

определена п.в. в 𝒪, ψ𝑗 ̸≡ 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, и определена матрица 𝑄 = (𝑄𝑖𝑗)
𝑚
𝑖,𝑗=1

𝑄𝑖𝑗 =

∫︁
𝒪

ψ𝑖(𝑥)ϕ𝑗(𝑥) 𝑑𝑥 < ∞, что равносильно ψ𝑗 ∈ Im(G1/2
0 ). (1.1)
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Замечание 1.1. Не умаляя общности, можно считать, что функции ϕ𝑗(𝑥),

𝑗 = 1 . . .𝑚, линейно независимы.

Замечание 1.2. Формула (1.1) задает скалярное произведение на двойствен­

ном пространстве к Im(G1/2
0 ). Поэтому матрица 𝑄 является матрицей

Грама, а следовательно, симметрична и невырождена.

Построим семейство гауссовских функций — аналог формулы (1.3) ста­

тьи [67]

𝑋𝐴(𝑥) := 𝑋0(𝑥)− ψ⃗(𝑥)𝑇 · 𝐴 ·
∫︁
𝒪

𝑋0(𝑦)ϕ⃗(𝑦) 𝑑𝑦. (1.2)

Здесь 𝐴 — матрица параметров возмущения (𝐴𝑖𝑗 ∈ R, 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑚). Ясно,

что E𝑋𝐴 = 0.

Лемма 1.1. Функция 𝑋𝐴(𝑥) имеет ковариацию

𝐺𝐴(𝑥,𝑦) = 𝐺0(𝑥,𝑦) + ψ⃗(𝑥)
𝑇 ·𝐷 · ψ⃗(𝑦), (1.3)

где матрица 𝐷 имеет вид:

𝐷 = −𝐴− 𝐴𝑇 + 𝐴𝑄𝐴𝑇 .

Доказательство. Проверяется непосредственным вычислением. Действительно,

𝐺𝐴(𝑥,𝑦) = E𝑋𝐴(𝑥)𝑋𝐴(𝑦) = E

⎛⎝𝑋0(𝑥)− ψ⃗(𝑥)𝑇 · 𝐴 ·
∫︁
𝒪

𝑋0(𝑠)ϕ⃗(𝑠) 𝑑𝑠

⎞⎠ ·

·

⎛⎝𝑋0(𝑦)− ψ⃗(𝑦)𝑇 · 𝐴 ·
∫︁
𝒪

𝑋0(𝑡)ϕ⃗(𝑡) 𝑑𝑡

⎞⎠ =

= 𝐺0(𝑥,𝑦)− ψ⃗(𝑥)𝑇𝐴
∫︁
𝒪

𝐺0(𝑠,𝑦)ϕ⃗(𝑠) 𝑑𝑠− ψ⃗(𝑦)𝑇𝐴
∫︁
𝒪

𝐺0(𝑥,𝑡)ϕ⃗(𝑡) 𝑑𝑡+

+ ψ⃗(𝑥)𝑇 · 𝐴 ·
∫︁
𝒪

∫︁
𝒪

𝐺0(𝑠,𝑡)ϕ⃗(𝑠)ϕ⃗(𝑡)
𝑇 𝑑𝑡 · 𝐴𝑇 · ψ⃗(𝑦),

откуда следует утверждение леммы. �

Следствие 1.1. Конечномерные распределения функций 𝑋𝐴(𝑥) и 𝑋2𝑄−1−𝐴(𝑥)

совпадают.
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Доказательство. Достаточно проверить, что E𝑋𝐴(𝑥) = E𝑋2𝑄−1−𝐴(𝑥) (оче­

видно), и совпадение функций ковариации. А значит, достаточно проверить

совпадение матриц 𝐷. Учитывая, что матрица 𝑄 симметричная, имеем:

𝐷𝑋2𝑄−1−𝐴
= −(2𝑄−1 − 𝐴)− (2𝑄−1 − 𝐴)𝑇 + (2𝑄−1 − 𝐴) ·𝑄 · (2𝑄−1 − 𝐴)𝑇 =

= −2𝑄−1 + 𝐴− 2𝑄−1 + 𝐴𝑇 + 4𝑄−1 − 2𝐴− 2𝐴𝑇 + 𝐴 ·𝑄 · 𝐴𝑇 =

= −𝐴− 𝐴𝑇 + 𝐴 ·𝑄 · 𝐴𝑇 = 𝐷𝑋𝐴
.

�

Следствие 1.2. Пусть 𝐴 = 𝑄−1. Тогда:

1. Имеет место тождество п.н. (𝑗 = 1, . . . ,𝑚)∫︁
𝒪

𝑋𝐴(𝑥)ϕ𝑗(𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

2. Функция 𝑋𝐴(𝑥) и случайная величина
∫︀
𝒪
𝑋0(𝑠)ϕ𝑗(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚,

независимы.

3. Если ϕ𝑗 ∈ 𝐿2(𝒪), то интегральный оператор с ядром 𝐺𝐴(𝑥,𝑦)

имеет нулевое собственное число кратности 𝑚, соответствующее

собственным функциям ϕ𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Доказательство. Все утверждения следуют из следующих тождеств:∫︁
𝒪

𝑋𝐴(𝑥)ϕ⃗(𝑥)
𝑇 𝑑𝑥 =

∫︁
𝒪

⎛⎝𝑋0(𝑥)− ψ⃗(𝑥)𝑇 · 𝐴 ·
∫︁
𝒪

𝑋0(𝑦)ϕ⃗(𝑦) 𝑑𝑦

⎞⎠ ϕ⃗(𝑥)𝑇 𝑑𝑥 =

=

∫︁
𝒪

𝑋0(𝑥)ϕ⃗(𝑥)
𝑇 𝑑𝑥−

∫︁
𝒪

𝑋0(𝑠)ϕ⃗(𝑠)
𝑇 𝑑𝑠 · 𝐴

∫︁
𝒪

ψ⃗(𝑡)ϕ⃗(𝑡)𝑇 𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝒪

𝑋0(𝑡)ϕ⃗(𝑡)
𝑇 𝑑𝑡 (𝐸𝑚 − 𝐴𝑄) .

E𝑋𝐴(𝑥)

∫︁
𝒪

𝑋0(𝑦)ϕ⃗(𝑦)
𝑇 𝑑𝑦 = E

⎛⎝𝑋0(𝑡)− ψ⃗(𝑥)𝑇 · 𝐴 ·
∫︁
𝒪

𝑋0(𝑢)ϕ⃗(𝑢) 𝑑𝑢

⎞⎠ ·

·
∫︁
𝒪

𝑋0(𝑠)ϕ⃗(𝑠)
𝑇 𝑑𝑠 = ψ⃗(𝑡)𝑇 (𝐸𝑚 − 𝐴𝑄).

�



25

Определение 1.1. Будем говорить, что 𝑋𝐴 — некритическое возмущение

процесса 𝑋0, если выполнены следующие равносильные условия:

1. det(𝐸𝑚 − 𝐴𝑇𝑄) ̸= 0;

2.
∫︀
𝒪
𝑋𝐴(𝑡)ϕ𝑗(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, линейно независимы.

Определение 1.2. Будем говорить, что 𝑋𝐴 — частично критическое воз­

мущение порядка 𝑠 процесса 𝑋0, 0 < 𝑠 < 𝑚, если выполнены следующие

равносильные условия:

1. rank(𝐸𝑚 − 𝐴𝑇𝑄) = 𝑚− 𝑠;

2.
∫︀
𝒪
𝑋𝐴(𝑡)ϕ𝑗(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, образуют линейное пространство раз­

мерности 𝑚− 𝑠.

Определение 1.3. Будем говорить, что 𝑋𝐴 — критическое возмущение про­

цесса 𝑋0, если выполнены следующие равносильные условия:

1. 𝐴 = 𝑄−1;

2.
∫︀
𝒪
𝑋𝐴(𝑡)ϕ𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Замечание 1.3. Для критических возмущений выполнено следствие 1.2, а

также

𝐺𝐴(𝑥,𝑦) = 𝐺0(𝑥,𝑦)− ψ⃗(𝑥) ·𝑄−1 · ψ⃗(𝑦)𝑇 . (1.4)

Действительно,

𝐷 = −𝐴− 𝐴𝑇 + 𝐴𝑇 ·𝑄 · 𝐴 = −(𝑄−1)𝑇 −𝑄−1 +𝑄−1 ·𝑄 · (𝑄−1)𝑇 = −𝑄−1.

1.2 Малые уклонения (некритический случай)

Пусть µ𝑘 и 𝑢𝑘(𝑥) — собственные числа и соответствующие им собственные

функции интегрального оператора с ядром 𝐺𝐴(𝑥,𝑦), т.е.

µ𝑘𝑢𝑘(𝑥) =

∫︁
𝒪

𝐺𝐴(𝑥,𝑦)𝑢𝑘(𝑦) 𝑑𝑦,

где ядро𝐺𝐴(𝑥,𝑦) задается формулой (1.3). Не умаляя общности, можно считать,

что 𝐷 — симметричная матрица. Пусть λ0𝑘 := (µ0𝑘)
−1, λ𝑘 := µ−1

𝑘 .
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Теорема 1.1. Пусть 𝑋𝐴 — некритическое возмущение функции 𝑋0.

При ε→ 0 имеем

P {‖𝑋𝐴‖ < ε} ∼ P {‖𝑋0‖ < ε}
det (𝐸𝑚 −𝑄𝐴)

.

Доказательство. По теореме сравнения Ли (предложение 3 из приложения) при

ε → 0 имеем

P {‖𝑋𝐴‖ < ε} ∼ P {‖𝑋0‖ < ε} ·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

µ0𝑘
µ𝑘

)︃1/2

.

Рассмотрим определители Фредгольма для ядер 𝐺0 и 𝐺𝐴, соответственно:

ℱ0(𝑧) :=
∞∏︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑧

λ0𝑘

)︂
; ℱ(𝑧) :=

∞∏︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑧

λ𝑘

)︂
.

В силу сходимости рядов
∑︀
𝑘

(λ0𝑘)
−1 и

∑︀
𝑘

λ−1
𝑘 эти канонические произведения

Адамара сходятся при всех 𝑧 ∈ C. Теорема Йенсена (см. предложение 6 из

приложения) дает

∞∏︁
𝑘=1

λ0𝑘
λ𝑘

= lim
|𝑧|→∞

exp

⎛⎝ 1

2π

2π∫︁
0

ln

⃒⃒⃒⃒
ℱ(𝑧)

ℱ0(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
𝑑 arg(𝑧)

⎞⎠ . (1.5)

Ввиду формулы для преобразования определителя Фредгольма при конечно­

мерном возмущении оператора (см. [15], [51, теорема 2.2], или более общая

формула [63, глава 2, п. 4.6]) имеем

ℱ(𝑧)

ℱ0(𝑧)
= det(𝐿(𝑧)), (1.6)

где матрица 𝐿(𝑧) определяется из соотношения

𝐿(𝑧) = 𝐸𝑚 +
∞∑︁
𝑛=1

λ0𝑛𝑎⃗𝑛𝑎⃗
𝑇
𝑛

1− λ0𝑛
𝑧

·𝐷. (1.7)

Здесь 𝐸𝑚 — единичная матрица порядка 𝑚, а 𝑎⃗𝑛 =
∫︀
𝒪
ψ⃗(𝑥)𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 — 𝑛-ый

коэффициент Фурье вектор-функции ψ⃗(𝑥). Для обоснования предельного пе­

рехода в (1.5) будем рассуждать аналогично лемме 5.1 из статьи [67]. А
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именно, при |𝑧| → ∞ элементы матрицы 𝐿(𝑧) сходятся к элементам матрицы(︂
𝐸𝑚 +

∞∑︀
𝑛=1
λ0𝑛𝑎⃗𝑛𝑎⃗

𝑇
𝑛 ·𝐷

)︂
равномерно при arg(𝑧) ∈ [ε,2π − ε], ε > 0. В окрестно­

сти положительной вещественной оси у подынтегрального выражения имеется

суммируемая мажоранта, поэтому предел (1.5) равен

∞∏︁
𝑘=1

λ0𝑘
λ𝑘

= det

(︃
𝐸𝑚 +

∞∑︁
𝑛=1

λ0𝑛𝑎⃗𝑛𝑎⃗
𝑇
𝑛 ·𝐷

)︃
. (1.8)

Заметим, что

ψ⃗(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎⃗𝑛𝑢𝑛(𝑥); ϕ⃗(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

λ0𝑛𝑎⃗𝑛𝑢𝑛(𝑥).

Тогда

𝑄 =

∫︁
𝒪

ϕ⃗(𝑥)ψ⃗ 𝑇 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
𝒪

∞∑︁
𝑛=1

λ0𝑛𝑢𝑛(𝑥)⃗𝑎𝑛

∞∑︁
𝑘=1

𝑎⃗ 𝑇
𝑘 𝑢𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∑︁
𝑛=1

λ0𝑛𝑎⃗𝑛𝑎⃗
𝑇
𝑛 . (1.9)

Поэтому формула (1.8) примет вид:

∞∏︁
𝑘=1

λ0𝑘
λ𝑘

= det (𝐸𝑚 +𝑄 ·𝐷) = det
(︀
𝐸𝑚 +𝑄 · [−𝐴− 𝐴𝑇 + 𝐴𝑇 ·𝑄 · 𝐴)]

)︀
=

= det
(︀
𝐸𝑚 −𝑄 · 𝐴𝑇

)︀
· det (𝐸𝑚 −𝑄 · 𝐴) =

= det (𝐸𝑚 − 𝐴 ·𝑄) · det (𝐸𝑚 −𝑄 · 𝐴) = (det (𝐸𝑚 −𝑄 · 𝐴))2 .

Ясно, что в некритическом случае det (𝐸𝑚 − 𝐴𝑄) ̸= 0 и det (𝐸𝑚 −𝑄𝐴) ̸= 0,

откуда следует утверждение теоремы 1.1. �

1.3 Малые уклонения (критический случай)

Теорема 1.2. Пусть 𝑋𝐴 — критическое возмущение функции 𝑋0. Если

∀𝑗 = 1, . . . ,𝑚 : ϕ𝑗 ∈ 𝐿2(𝒪), что равносильно ψ𝑗 ∈ Im(G0), (условие А)
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то асимптотика вероятностей малых уклонений примет вид

P
{︀
‖𝑋𝐴‖ <

√
𝑟
}︀
∼
⎯⎸⎸⎸⎷ det(𝑄)

det

(︂∫︀
𝒪
ϕ⃗(𝑠)ϕ⃗ 𝑇 (𝑠) 𝑑𝑠

)︂ (︃√︂2

π

)︃𝑚

·

·
𝑟∫︁

0

𝑟1∫︁
0

. . .

𝑟𝑚−1∫︁
0

𝑑𝑚

𝑑𝑟𝑚𝑚
P
{︀
‖𝑋0‖ <

√
𝑟𝑚
}︀ 𝑑𝑟𝑚 . . . 𝑑𝑟1√︀

(𝑟 − 𝑟1)(𝑟1 − 𝑟2) . . . (𝑟𝑚−1 − 𝑟𝑚)
.

Замечание 1.4. В случае частично критического возмущения (см. опре­

деление 1.2), если функции ϕ𝑗 ∈ 𝐿2(𝒪), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то асимптотику

вероятностей малых уклонений можно вычислить, комбинируя теоремы 1.1

и 1.2.

Доказательство. Введем три функции распределения:

𝐹 0(𝑟) : = P
{︁ ∞∑︁

𝑘=1

µ0𝑘ξ
2
𝑘 < 𝑟

}︁
= P

{︁
‖𝑋0‖ <

√
𝑟
}︁
;

𝐹 (𝑟) : = P
{︁ ∞∑︁

𝑘=1

µ𝑘ξ
2
𝑘 < 𝑟

}︁
= P

{︁
‖𝑋𝐴‖ <

√
𝑟
}︁
;

𝐹𝑚(𝑟) : = P
{︁ ∞∑︁
𝑘=𝑚+1

µ0𝑘ξ
2
𝑘 < 𝑟

}︁
.

Покажем, что при 𝑟 → 0

𝐹 (𝑟) ∼ 𝐹𝑚(𝑟) ·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

µ0𝑘+𝑚

µ𝑘

)︃1/2

. (1.10)

Теорема Йенсена (см. предложение 6 из приложения) дает

∞∏︁
𝑘=1

µ𝑘

µ0𝑘+𝑚

=
∞∏︁
𝑘=1

λ0𝑘+𝑚

λ𝑘
= lim

|𝑧|→∞
exp

⎛⎝ 1

2π

2π∫︁
0

ln

⃒⃒⃒⃒
⃒ ℱ(𝑧)

ℱ0(𝑧)
·

𝑚∏︁
𝑙=1

(︂
1− 𝑧

λ0𝑙

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑 arg(𝑧)

⎞⎠ .

(1.11)

Заметим, что в критическом случае 𝐸𝑚 = −𝑄𝐷, поэтому с помощью (1.9)

формулу (1.7) можно преобразовать следующим образом:

𝐿 = −
∞∑︁
𝑛=1

λ0𝑛𝑎⃗𝑛𝑎⃗
𝑇
𝑛 ·𝐷 +

∞∑︁
𝑛=1

λ0𝑛𝑎⃗𝑛𝑎⃗
𝑇
𝑛

1− λ0𝑛
𝑧

·𝐷 =
1

𝑧

∞∑︁
𝑛=1

(λ0𝑛)
2𝑎⃗𝑛𝑎⃗

𝑇
𝑛

1− λ0𝑛
𝑧

·𝐷. (1.12)
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Тогда подлогарифмическое выражение в формуле (1.11) можно привести к бо­

лее удобному виду (используя формулы (1.6) и (1.12)):⃒⃒⃒⃒
⃒ ℱ(𝑧)

ℱ0(𝑧)
·

𝑚∏︁
𝑙=1

(︂
1− 𝑧

λ0𝑙

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒det(𝐿𝑖𝑗)

𝑚
𝑖,𝑗=1 ·

𝑚∏︁
𝑙=1

(︂
1− 𝑧

λ0𝑙

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒det

∞∑︁
𝑛=1

(λ0𝑛)
2𝑎⃗𝑛𝑎⃗

𝑇
𝑛

1− λ0𝑛
𝑧

·𝐷 ·
𝑚∏︁
𝑙=1

(︂
1

𝑧
− 1

λ0𝑙

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ .

По лемме 5.1 из статьи [67] в правой части формулы Йенсена можно перейти

к пределу, получим:

∞∏︁
𝑘=1

µ𝑘

µ0𝑘+𝑚

=

⃒⃒⃒⃒
⃒det

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

(λ0𝑛)
2𝑎⃗𝑛𝑎⃗

𝑇
𝑛 ·𝐷

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ·

𝑚∏︁
𝑙=1

1

λ0𝑙
. (1.13)

Рассмотрим матрицу, все компоненты которой существуют и конечны по

условию теоремы:∫︁
𝒪

ϕ⃗(𝑥)ϕ⃗ 𝑇 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
𝒪

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

λ0𝑘𝑎⃗𝑘𝑢𝑘(𝑥)

)︃(︃ ∞∑︁
𝑛=1

λ0𝑛𝑎⃗𝑛𝑢𝑛(𝑥)

)︃𝑇

𝑑𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

(λ0𝑛)
2𝑎⃗𝑛𝑎⃗

𝑇
𝑛 .

Тогда

∞∏︁
𝑘=1

µ𝑘

µ0𝑘+𝑚

= det

⎛⎝∫︁
𝒪

ϕ⃗(𝑠)ϕ⃗ 𝑇 (𝑠) 𝑑𝑠

⎞⎠ · 1

det(𝑄)
·

𝑚∏︁
𝑙=1

1

λ0𝑙
.

Формулы (1.10) и (1.13) дают следующее соотношение:

𝐹 (𝑟) ∼ 𝐹𝑚(𝑟) ·
⎯⎸⎸⎸⎷ det(𝑄) · λ01 · . . . · λ0𝑚

det

(︂∫︀
𝒪
ϕ⃗(𝑠)ϕ⃗ 𝑇 (𝑠) 𝑑𝑠

)︂ . (1.14)

Далее, ясно, что 𝐹 (𝑟𝑚) = (𝐹𝑚 * 𝑓1 * . . . * 𝑓𝑚)(𝑟𝑚), где

𝑓𝑗(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
P{µ0𝑗ξ2𝑗 6 𝑥} =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp

(︂
− 𝑥

2µ0
𝑗

)︂
√

2πµ0𝑗𝑥
, 𝑥 > 0,

0, 𝑥 6 0,

𝑗 = 1 . . .𝑚.

Заметим, что верно соотношение

(𝐹𝑚 * 𝑓𝑚)(𝑟) = 𝐹𝑚−1(𝑟).
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С помощью преобразования Лапласа получаем решение этого сверточного урав­

нения:

𝐹𝑚(𝑧) =

√︂
2µ0𝑚
π

𝑧∫︁
0

(︂
𝐹 ′
𝑚−1(𝑟1) +

1

2µ0𝑚
𝐹𝑚−1(𝑟1)

)︂
exp

(︂
−𝑧 − 𝑟1

2µ0𝑚

)︂
𝑑𝑟1√
𝑧 − 𝑟1

.

По лемме A из приложения имеем, что 𝐹𝑚−1(𝑟1) = 𝑜(𝐹 ′
𝑚−1(𝑟1)), 𝑟1 → +0. По­

этому при 𝑧 → +0 получаем

𝐹𝑚(𝑧) ∼
√︂

2µ0𝑚
π

𝑧∫︁
0

𝐹 ′
𝑚−1(𝑟1)

𝑑𝑟1√
𝑧 − 𝑟1

.

Аналогично, выразим 𝐹𝑚−1 через 𝐹𝑚−2, получим

𝐹𝑚−1(𝑟1) =

√︂
2µ0𝑚−1

π

𝑟1∫︁
0

(︂
𝐹 ′
𝑚−2(𝑟2) +

1

2µ0𝑚−1

𝐹𝑚−2(𝑟2)

)︂
exp

(︂
−𝑟1 − 𝑟2
2µ0𝑚−1

)︂
𝑑𝑟2√
𝑟1 − 𝑟2

;

𝐹 ′
𝑚−1(𝑟1) =

√︂
2µ0𝑚−1

π

𝑟1∫︁
0

(︂
𝐹 ′′
𝑚−2(𝑟2) +

1

2µ0𝑚−1

𝐹 ′
𝑚−2(𝑟2)

)︂
exp

(︂
−𝑟1 − 𝑟2
2µ0𝑚−1

)︂
𝑑𝑟2√
𝑟1 − 𝑟2

.

По лемме A из приложения имеем, что 𝐹 ′
𝑚−1(𝑟2) = 𝑜(𝐹 ′′

𝑚−1(𝑟2)), 𝑟2 → +0. По­

этому при 𝑟1 → +0 получаем

𝐹 ′
𝑚−1(𝑧) ∼

√︂
2µ0𝑚−1

π

𝑟1∫︁
0

𝐹 ′′
𝑚−2(𝑟2)

𝑑𝑟2√
𝑟1 − 𝑟2

.

А значит,

𝐹𝑚(𝑧) ∼

(︃√︂
2

π

)︃2√︁
µ0𝑚µ

0
𝑚−1

𝑧∫︁
0

𝑟1∫︁
0

𝐹 ′′
𝑚−2(𝑟2)

𝑑𝑟2 𝑑𝑟1√︀
(𝑧 − 𝑟1)(𝑟1 − 𝑟2)

.

Проделывая эту процедуру еще 𝑚 − 2 раза, получаем при 𝑧 → +0

𝐹𝑚(𝑧) ∼

(︃√︂
2

π

)︃𝑚 𝑚∏︁
𝑙=1

√︁
µ0𝑙

𝑧∫︁
0

𝑟1∫︁
0

. . .

𝑟𝑚−1∫︁
0

𝐹 (𝑚)(𝑟𝑚) 𝑑𝑟𝑚 . . . 𝑑𝑟1√︀
(𝑧 − 𝑟1)(𝑟1 − 𝑟2) . . . (𝑟𝑚−1 − 𝑟𝑚)

.

(1.15)

Тогда из (1.14) и (1.15) получаем утверждение теоремы. �
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1.4 Пример: процессы Дурбина

Основным мотивирующим примером процессов вида (1.2) являются про­

цессы Дурбина, возникающие как предельные в задаче о построении критериев

согласия типа омега-квадрат для проверки выборки на принадлежность се­

мейству распределений в случае, когда параметры семейства оцениваются по

выборке. Опишем их более подробно.

Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ R есть выборка с генеральной функцией распределения

𝐹 (𝑥,θ), 𝑓(𝑥,θ) — плотность распределения, θ = (θ1, . . . ,θ𝑠), 𝑠 ∈ N, — вектор

параметров. Рассмотрим эмпирическую функцию распределения при фиксиро­

ванных значениях параметров θ 0 = (θ01, . . . ,θ
0
𝑠):

𝐹 0
𝑛(𝑡) =

#{𝑥𝑖 : 𝐹 (𝑥𝑖,θ
0) 6 𝑡, 𝑖 = 1, . . . ,𝑛}
𝑛

, 𝑡 ∈ [0,1].

Известно (см. [56, глава 3]), что процесс 𝑛1/2
[︀
𝐹 0
𝑛(𝑡) − 𝑡

]︀
слабо сходится к

броуновскому мосту 𝐵(𝑡) в 𝐷[0,1]. Здесь 𝐷[0,1] — это пространство функций

на [0,1] непрерывных справа и имеющих разрывы только первого рода.

Допустим, что часть параметров распределения неизвестна (не умаляя

общности, можно считать, что это первые 𝑚 параметров). Оценим неизвестные

параметры по выборке (например, методом максимального правдоподобия) и

обозначим новый вектор параметров θ̂ := (θ̂1, . . . ,θ̂𝑚,θ
0
𝑚+1, . . . ,θ

0
𝑠). Тогда эмпи­

рическая функция распределения примет вид:

𝐹𝑛(𝑡) =
#{𝑥𝑖 : 𝐹 (𝑥𝑖,θ̂) 6 𝑡, 𝑖 = 1, . . . ,𝑛}

𝑛
, 𝑡 ∈ [0,1].

В статье [26] показано, что процесс 𝑛1/2
[︀
𝐹𝑛(𝑡) − 𝑡

]︀
сходится слабо в 𝐷[0,1] к

конечномерному возмущению броуновского моста, а именно, к гауссовскому

процессу с нулевым средним и функцией ковариации:

𝐺(𝑠,𝑡) = 𝐺𝐵(𝑠,𝑡)− ψ⃗ 𝑇 (𝑠)𝑆−1 ψ⃗(𝑡), 𝑠,𝑡 ∈ [0,1], (1.16)

где 𝐺𝐵(𝑠,𝑡) = min(𝑠,𝑡)− 𝑠𝑡 — функция ковариации броуновского моста 𝐵(𝑡), 𝑆

— матрица информации Фишера с элементами 𝑆𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑚:

𝑆𝑖𝑗 = −E
(︁ 𝜕2

𝜕θ𝑖𝜕θ𝑗
ln(𝑓(𝑥,θ))

)︁⃒⃒⃒⃒
θ=θ0

= E
(︁ 𝜕

𝜕θ𝑖
ln(𝑓(𝑥,θ))

𝜕

𝜕θ𝑗
ln(𝑓(𝑥,θ))

)︁⃒⃒⃒⃒
θ=θ0

,
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θ0 = (θ01, . . . ,θ
0
𝑠) — фиксированный вектор параметров, 𝑥 и 𝑡 связаны ра­

венством 𝑡 = 𝐹 (𝑥,θ). Вектор функций ψ⃗ =
(︀
ψ1(𝑡), . . . ,ψ𝑚(𝑡)

)︀
задается

соотношениями:

ψ𝑗(𝑡) =
𝜕𝐹 (𝑥,θ)

𝜕θ𝑗

⃒⃒
θ=θ0, 𝑥=𝐹−1(𝑡)

, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Определение 1.4. Процессы, получающиеся в результате описанной пре­

дельной процедуры, будем называть процессами Дурбина с 𝑚 оцененными

параметрами.

Замечание 1.5. Имеет место следующее равенство:

ψ′
𝑗(𝑡) =

𝜕

𝜕θ𝑗
ln(𝑓(𝐹−1(𝑡,θ)))

⃒⃒⃒⃒
θ=θ0

. (1.17)

Действительно, для ψ′
𝑗(𝑡) имеем

ψ′
𝑗(𝑡) =

𝜕

𝜕𝑡

(︃
𝜕

𝜕θ𝑗
𝐹 (𝑥,θ)

⃒⃒⃒⃒
θ=θ0

)︃
=

𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝜕

𝜕θ𝑗
𝐹 (𝑥,θ)

⃒⃒⃒⃒
θ=θ0

)︃
· 𝜕𝑥
𝜕𝑡

=

=
𝜕

𝜕θ𝑗

(︂
𝜕

𝜕𝑥
𝐹 (𝑥,θ)

)︂⃒⃒⃒⃒
θ=θ0

· 𝜕𝐹
−1(𝑡,θ0)

𝜕𝑡
=

(︂
𝜕

𝜕θ𝑗
𝑓(𝑥,θ)

)︂⃒⃒⃒⃒
θ=θ0

· 1

𝑓(𝐹−1(𝑡,θ0))
=

=
𝜕

𝜕θ𝑗
ln(𝑓(𝐹−1(𝑡,θ)))

⃒⃒⃒⃒
θ=θ0

.

Поэтому из формулы (1.17) следует следующее представление для 𝑆𝑖𝑗:

𝑆𝑖𝑗 =

1∫︁
0

ψ′
𝑖(𝑡)ψ

′
𝑗(𝑡) 𝑑𝑡.

Теорема 1.3. Процессы Дурбина с 𝑚 оцененными параметрами являются

критическими порядка 𝑚.

Доказательство. Заметим, что если 𝑋 — это броуновский мост, то выполнено

соотношение ϕ𝑖(𝑠) = −ψ′′
𝑖 (𝑠), а значит

𝑄𝑖𝑗 =

1∫︁
0

ψ𝑗(𝑠)ϕ𝑖(𝑠) 𝑑𝑠 =

1∫︁
0

ψ𝑗(𝑠)(−ψ′′
𝑖 (𝑠)) 𝑑𝑠 =

1∫︁
0

ψ′
𝑗(𝑠)ψ

′
𝑖(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑆𝑖𝑗,

откуда из (1.4) и (1.16) немедленно следует утверждение теоремы. �
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Глава 2. Вспомогательные леммы о медленно меняющихся
функциях

2.1 Асимптотика интегралов с медленно меняющейся амплитудой

Базовые сведения о медленно меняющихся функциях находятся в парагра­

фе 5.2 приложения. Пусть функции 𝐹 (𝑡) и 𝐻(𝑡) заданы на полуинтервале
(︀
0,12
]︀
,

𝐹
(︀
1
2

)︀
= 𝐻

(︀
1
2

)︀
= 0, и функции 𝐹0(𝑡) = 𝐹 (𝑡), 𝐹𝑛+1(𝑡) = 𝑡𝐹 ′

𝑛(𝑡), и 𝐻0(𝑡) = 𝐻(𝑡),

𝐻𝑛+1(𝑡) = 𝑡𝐻 ′
𝑛(𝑡), 𝑛 > 0, являются медленно меняющимися в нуле. Введем

обозначение:∫︁
𝑆𝑁 (𝑥1)

𝐹𝑀 𝑑µ𝑁 :=

𝑥1∫︁
1

. . .

𝑥𝑁∫︁
1

𝐹𝑀

(︁𝑥𝑁+1

𝜔

)︁𝑑𝑥𝑁+1

𝑥𝑁+1
. . .

𝑑𝑥2
𝑥2

, 𝑁 > 1,𝑀 > 0.

Теорема 2.1. При 𝜔 → ∞ имеет место асимптотическое разложение:

𝒞(𝜔) :=

1
2∫︁

0

𝐹 (𝑡) cos(𝜔𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑐𝑜𝑠𝑘

𝐹𝑘(
1
𝜔)

𝜔
+𝑅𝑐𝑜𝑠

𝑁 , (2.1)

где

𝑐𝑐𝑜𝑠𝑘 = −
∞∫︁
0

sin(𝑥)

𝑥

ln𝑘−1(𝑥)

(𝑘 − 1)!
𝑑𝑥, 𝑘 > 1,

𝑅𝑐𝑜𝑠
𝑁 = −

𝜔
2∫︁

0

sin(𝑥1)

𝑥1

∫︁
𝑆𝑁 (𝑥1)

𝐹𝑁+1 𝑑µ𝑁
𝑑𝑥1
𝜔

+𝑂

(︂
𝐿𝑁(𝜔)

𝜔2

)︂
, (2.2)

а 𝐿𝑁(𝜔) — некоторая медленно меняющаяся функция при 𝜔 → ∞. Более того,

верна оценка:

|𝑅𝑐𝑜𝑠
𝑁 | 6 𝐶(𝐹,𝑁) ·

⃒⃒
𝐹𝑁+1(

1
𝜔)
⃒⃒

𝜔
. (2.3)

Доказательство. Интегрируя по частям, получим

1
2∫︁

0

𝐹 (𝑡) cos(𝜔𝑡) 𝑑𝑡 = −

𝜔
2∫︁

0

𝐹1

(︁𝑥
𝜔

)︁ sin(𝑥)

𝑥

𝑑𝑥

𝜔
.
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В дальнейшем нам понадобится следующая формула представления функции

𝐹𝑀 :

𝐹𝑀

(︁𝑥
𝜔

)︁
= 𝐹𝑀

(︂
1

𝜔

)︂
+

𝑥∫︁
1

𝐹𝑀+1

(︁ 𝑦
𝜔

)︁ 𝑑𝑦

𝑦
, ∀𝑀 > 0. (2.4)

Воспользуемся формулой (2.4) при 𝑀 = 1, получим

𝒞(𝜔) = −
∞∫︁
0

sin(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 ·

𝐹1(
1
𝜔)

𝜔
− 1

𝜔

𝜔
2∫︁

0

𝑥∫︁
1

𝐹2

(︁ 𝑦
𝜔

)︁ 𝑑𝑦

𝑦

sin(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

⏟  ⏞  
=𝑅1

+𝑂

(︂
1

𝜔2

)︂
,

что дает (2.1) для 𝑁 = 1. Интегрируя по частям 𝑅1, получим

𝑅1 =
1− cos(𝑥)

𝑥
·

𝑥∫︁
1

𝐹2

(︁ 𝑦
𝜔

)︁ 𝑑𝑦

𝑦

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝜔
2

𝑥=0

−

𝜔
2∫︁

0

1− cos(𝑥)

𝑥2
𝐹2

(︁𝑥
𝜔

)︁
𝑑𝑥+ (2.5)

+

𝜔
2∫︁

0

1− cos(𝑥)

𝑥2

𝑥∫︁
1

𝐹2

(︁ 𝑦
𝜔

)︁ 𝑑𝑦

𝑦
𝑑𝑥.

Пусть α > 0, и ε таково, что верно предложение 1 из приложения. Тогда

при больших 𝜔 (1/𝜔 < ε) имеем оценку⃒⃒⃒
F
(︁ 𝑦
𝜔

)︁⃒⃒⃒ (︁ 𝑦
𝜔

)︁α
6

⃒⃒⃒⃒
F
(︁ 1
𝜔

)︁⃒⃒⃒⃒
𝜔−α при 𝑦 ∈ (0,1], (2.6)⃒⃒⃒

F
(︁ 𝑦
𝜔

)︁⃒⃒⃒ (︁𝜔
𝑦

)︁α
6

⃒⃒⃒⃒
F
(︁ 1
𝜔

)︁⃒⃒⃒⃒
𝜔α при 𝑦 ∈ (1,ε𝜔] . (2.7)

Наконец, ввиду (2.7) и непрерывности F, получаем⃒⃒⃒
F
(︁ 𝑦
𝜔

)︁ ⃒⃒⃒(︁𝜔
𝑦

)︁α
6 𝐶(α, 𝐹 )

⃒⃒⃒
F
(︁ε𝜔
𝜔

)︁⃒⃒⃒ (︁ 𝜔

ε𝜔

)︁α
6

6 𝐶(α,𝐹 )
⃒⃒⃒
F
(︁ 1
𝜔

)︁⃒⃒⃒
𝜔α при 𝑦 ∈

[︁
ε𝜔,

𝜔

2

]︁
. (2.8)

Оценим
𝑥∫︀
1

𝐹2

(︀
𝑦
𝜔

)︀
𝑑𝑦
𝑦 . При 𝑥 ∈ (0,1], используя оценку (2.6) для F = 𝐹2, получаем

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑥∫︁
1

𝐹2

(︁ 𝑦
𝜔

)︁ 𝑑𝑦

𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝜔α

𝑥∫︁
1

⃒⃒⃒
𝐹2

(︁ 𝑦
𝜔

)︁⃒⃒⃒ (︁ 𝑦
𝜔

)︁α 𝑑𝑦

𝑦1+α
6
⃒⃒⃒
𝐹2

(︁ 1
𝜔

)︁⃒⃒⃒|𝑥−α − 1|
α

. (2.9)
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При 𝑥 ∈
[︀
1,𝜔2
]︀
, используя оценки (2.7) и (2.8), имеем⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑥∫︁

1

𝐹2

(︁ 𝑦
𝜔

)︁ 𝑑𝑦

𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝜔−α

𝑥∫︁
1

⃒⃒⃒
𝐹2

(︁ 𝑦
𝜔

)︁⃒⃒⃒ (︁𝜔
𝑦

)︁α 𝑑𝑦

𝑦1−α
6 𝐶(α,𝐹 )

⃒⃒⃒⃒
𝐹2

(︁ 1
𝜔

)︁⃒⃒⃒⃒ |𝑥α − 1|
α

.

(2.10)

Подставляя оценки (2.9) и (2.10) при α = 1/2 в выражение (2.5) для𝑅1, получим

оценку (2.3) при 𝑁 = 1. При 𝑁 > 1 действуем по индукции: подставляем (2.4)

с 𝑀 = 𝑁 в (2.2) и оцениваем остаток с помощью предложения 1. �

Теорема 2.2. При 𝜔 → ∞ имеет место асимптотическое разложение:

𝒮(𝜔) :=

1
2∫︁

0

𝐹 (𝑡) sin(𝜔𝑡) 𝑑𝑡 =
𝐹 ( 1𝜔)

𝜔
+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑠𝑖𝑛𝑘

𝐹𝑘(
1
𝜔)

𝜔
+𝑅𝑠𝑖𝑛

𝑁 ,

где

𝑐𝑠𝑖𝑛𝑘 = −
1∫︁

0

1− cos(𝑥)

𝑥

ln𝑘−1(𝑥)

(𝑘 − 1)!
𝑑𝑥+

∞∫︁
1

cos(𝑥)

𝑥

ln𝑘−1(𝑥)

(𝑘 − 1)!
𝑑𝑥, 𝑘 > 1,

𝑅𝑠𝑖𝑛
𝑁 = −

1∫︁
0

1− cos(𝑥1)

𝑥1

∫︁
𝑆𝑁 (𝑥1)

𝐹𝑁+1 𝑑µ𝑁
𝑑𝑥1
𝜔

+

𝜔
2∫︁

1

cos(𝑥1)

𝑥1

∫︁
𝑆𝑁 (𝑥1)

𝐹𝑁+1 𝑑µ𝑁
𝑑𝑥1
𝜔

+

+𝑂

(︂
𝐿𝑁(𝜔)

𝜔2

)︂
,

а 𝐿𝑁(𝜔) — некоторая медленно меняющаяся функция при 𝜔 → ∞.

Более того, справедлива оценка:

|𝑅𝑠𝑖𝑛
𝑁 | 6 𝐶(𝐹,𝑁) ·

|𝐹𝑁+1(
1
𝜔)|

𝜔
.

Доказательство. Аналогично теореме 2.1. �

Замечание 2.1. К интегралам 𝒞(𝜔) и 𝒮(𝜔) сводятся также интегралы

1
2∫︁

0

τ∫︁
0

𝐹 (𝑡)𝐹 (τ) sin(𝜔𝑡) sin(𝜔τ) 𝑑𝑡 𝑑τ =
𝒮2(𝜔)

2
,

1
2∫︁

0

τ∫︁
0

𝐹 (𝑡)𝐹 (τ) cos(𝜔𝑡) cos(𝜔τ) 𝑑𝑡 𝑑τ =
𝒞2(𝜔)

2
.
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Теорема 2.3. При 𝜔 → ∞ имеет место асимптотическое разложение:

ℐ(𝜔) :=

1
2∫︁

0

τ∫︁
0

𝐹 (𝑡)𝐻(τ) sin(𝜔τ) cos(𝜔𝑡) 𝑑𝑡 𝑑τ =

=
1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝐹 (𝑡)𝐻(𝑡) 𝑑𝑡+
𝑁∑︁
𝑛=2

∑︁
𝑘+𝑚=𝑛
𝑘,𝑚>1

𝑎𝑘,𝑚
𝐹𝑘(

1
𝜔)𝐻𝑚(

1
𝜔)

𝜔2
+𝑅𝑠𝑐

𝑁 , (2.11)

где

𝑎𝑘,𝑚 = −
∞∫︁
0

sin(𝑥)

𝑥

ln𝑘−1(𝑥)

(𝑘 − 1)!

∞∫︁
𝑥

cos(𝑦)

𝑦

ln𝑚−1(𝑦)

(𝑚− 1)!
𝑑𝑦 𝑑𝑥

и справедлива оценка:

|𝑅𝑠𝑐
𝑁 | 6 𝐶(𝐹,𝐻,𝑁)

∑︁
𝑖+𝑗=𝑁+1

𝑖,𝑗>1

|𝐹𝑖(
1
𝜔)𝐻𝑗(

1
𝜔)|

𝜔2
. (2.12)

Доказательство. Меняя порядок интегрирования и интегрируя по частям, по­

лучаем

ℐ(𝜔) = 1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝐹 (𝑡)𝐻(𝑡) 𝑑𝑡− 1

𝜔2

𝜔
2∫︁

0

𝐹1

(︁𝑥
𝜔

)︁ sin(𝑥)

𝑥

𝜔
2∫︁

𝑥

𝐻1

(︁ 𝑦
𝜔

)︁ cos(𝑦)

𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑥.

Воспользуемся представлением (2.4) при 𝑀 = 1, имеем
𝜔
2∫︁

0

𝐹1

(︁𝑥
𝜔

)︁ sin(𝑥)

𝑥

𝜔
2∫︁

𝑥

𝐻1

(︁ 𝑦
𝜔

)︁ cos(𝑦)

𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑥 =

= 𝐹1

(︁ 1
𝜔

)︁
𝐻1

(︁ 1
𝜔

)︁ 𝜔
2∫︁

0

sin(𝑥)

𝑥

𝜔
2∫︁

𝑥

cos(𝑦)

𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑥+

+ 𝐹1

(︁ 1
𝜔

)︁ 𝜔
2∫︁

0

sin(𝑥)

𝑥

𝜔
2∫︁

𝑥

cos(𝑦)

𝑦

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧
𝑑𝑦 𝑑𝑥

⏟  ⏞  
=𝑅11

+

+

𝜔
2∫︁

0

sin(𝑥)

𝑥

𝑥∫︁
1

𝐹2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧

𝜔
2∫︁

𝑥

𝐻1

(︁ 𝑦
𝜔

)︁ cos(𝑦)

𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑥

⏟  ⏞  
=𝑅12

. (2.13)
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Несложно понять, что
𝜔
2∫︁

0

sin(𝑥)

𝑥

𝜔
2∫︁

𝑥

cos(𝑦)

𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

sin(𝑥)

𝑥

∞∫︁
𝑥

cos(𝑦)

𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑥+𝑂

(︁ 1
𝜔

)︁
.

Таким образом получена формула (2.11) при 𝑁 = 2.

Для оценки интеграла 𝑅11 разобьем его на три слагаемых

𝑅11 =

1∫︁
0

sin(𝑥)

𝑥

1∫︁
𝑥

cos(𝑦)

𝑦

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧
𝑑𝑦 𝑑𝑥+

+

1∫︁
0

sin(𝑥)

𝑥

𝜔
2∫︁

1

cos(𝑦)

𝑦

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧
𝑑𝑦 𝑑𝑥+

+

𝜔
2∫︁

1

sin(𝑥)

𝑥

𝜔
2∫︁

𝑥

cos(𝑦)

𝑦

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧
𝑑𝑦 𝑑𝑥 =: 𝑅111 +𝑅112 +𝑅113.

Заметим, что подынтегральное выражение в 𝑅111 знакопостоянно. Вос­

пользуемся соотношением (2.9), а также неравенствами

sin(𝑥)

𝑥
6 1, cos(𝑦) 6 1,

получим оценку

|𝑅111| 6
⃒⃒⃒
𝐻2

(︁ 1
𝜔

)︁⃒⃒⃒ 1∫︁
0

1∫︁
𝑥

𝑦−α − 1

α𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑥 = 𝐶(α) ·

⃒⃒⃒
𝐻2

(︁ 1
𝜔

)︁⃒⃒⃒
.

Далее,

|𝑅112| 6

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜔
2∫︁

1

cos(𝑦)

𝑦

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧
𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒.

Проинтегрируем по частям, имеем

|𝑅112| 6

⃒⃒⃒⃒
⃒1 + sin(𝑦)

𝑦

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧

⃒⃒⃒⃒𝑦=𝜔
2

𝑦=1

−

−

𝜔
2∫︁

1

1 + sin(𝑦)

𝑦2

(︂
𝐻2

(︁ 𝑦
𝜔

)︁
−

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧

)︂
𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒.
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Подстановка 𝑦 = 1 обнуляется, подстановка 𝑦 = 𝜔
2 с учетом (2.10)

есть 𝑂(|𝐻2

(︀
1
𝜔

)︀
| · 𝜔α−1), а получившийся интеграл, пользуясь неравенства­

ми (2.10), (2.7) и (2.8) для F = 𝐻2, оценим⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜔
2∫︁

1

1 + sin(𝑦)

𝑦2

(︂
𝐻2

(︁ 𝑦
𝜔

)︁
−

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧

)︂
𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6 𝐶(α,𝐻)
⃒⃒⃒
𝐻2

(︁ 1
𝜔

)︁⃒⃒⃒
·

𝜔
2∫︁

1

1 + sin(𝑦)

𝑦2−α
𝑑𝑦 6 𝐶(α,𝐻)

⃒⃒⃒
𝐻2

(︁ 1
𝜔

)︁⃒⃒⃒
.

Рассмотрим 𝑅113. После интегрирования по частям, получаем

𝑅113 =
1− cos(𝑥)

𝑥

𝜔
2∫︁

𝑥

cos(𝑦)

𝑦

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧
𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝜔
2

𝑥=1

+

+

𝜔
2∫︁

1

1− cos(𝑥)

𝑥2

𝜔
2∫︁

𝑥

cos(𝑦)

𝑦

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧
𝑑𝑦 𝑑𝑥+

+

𝜔
2∫︁

1

(︀
1− cos(𝑥)

)︀
cos(𝑥)

𝑥2

𝑥∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧
𝑑𝑥.

Подстановка 𝑥 = 𝜔
2 обнуляется, подстановка 𝑥 = 1 оценивается через 𝑅112.

Последний интеграл с помощью (2.10) оценивается через 𝐶(α,𝐻) ·
⃒⃒
𝐻2

(︀
1
𝜔

)︀⃒⃒
. Во

втором слагаемом проинтегрируем по частям по переменной 𝑦, получим

𝜔
2∫︁

1

1− cos(𝑥)

𝑥2

𝜔
2∫︁

𝑥

cos(𝑦)

𝑦

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧
𝑑𝑦 𝑑𝑥 =

=

𝜔
2∫︁

1

1− cos(𝑥)

𝑥2

[︃
1 + sin(𝑦)

𝑦

𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧

⃒⃒⃒⃒𝑦=𝜔
2

𝑦=𝑥

+

+

𝜔
2∫︁

𝑥

1 + sin(𝑦)

𝑦2

(︂ 𝑦∫︁
1

𝐻2

(︁ 𝑧
𝜔

)︁ 𝑑𝑧

𝑧
−𝐻2

(︁ 𝑦
𝜔

)︁)︂
𝑑𝑦

]︃
𝑑𝑥.

Оценивая это выражение аналогично интегралу 𝑅112, получаем окончательно

|𝑅11| 6 𝐶(α,𝐻)
⃒⃒⃒
𝐻2

(︁ 1
𝜔

)︁⃒⃒⃒
.
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Аналогично оценим 𝑅12. Полагая α = 1/2, получаем оценку (2.12) для 𝑁 = 2.

При 𝑁 > 2 действуем по индукции: подставляем (2.4) в (2.13) и оцениваем

остатки аналогичным образом с помощью предложения 1. �

2.2 Свойства функции, обратной к функции нормального
распределения

Введем обозначение:

𝑥 = Φ(𝑦) =
1√
2π

𝑦∫︁
−∞

exp

(︂
−𝑡2

2

)︂
𝑑𝑡

— функция нормального распределения, и 𝑦 = 𝐹0(𝑥) := Φ−1(𝑥) — обратная к

ней. Построим последовательность функций:

𝐹𝑁+1(𝑥) := 𝑥𝐹 ′
𝑁(𝑥), 𝑁 > 0. (2.14)

Теорема 2.4. 𝐹𝑁(𝑥) — медленно меняющиеся функции в нуле при всех 𝑁 > 0.

Доказательство.

Обозначим 𝐹𝑁(𝑦) := 𝐹𝑁(𝑥(𝑦)) и заметим, что

𝐹1(𝑦) = 𝑥(𝑦)
𝑑𝐹 (𝑥(𝑦))

𝑑𝑥
= 𝑥(𝑦)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
,

𝐹𝑁+1(𝑦) = 𝑥(𝑦)
𝑑𝐹𝑁(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑥(𝑦)

𝑑𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝐹𝑁(𝑦)

𝑑𝑦
= 𝐹1(𝑦)𝐹

′
𝑁(𝑦). (2.15)

Исследуем поведение функций 𝐹𝑁(𝑦). Рассмотрим функцию 𝐹1(𝑦), 𝑦 < 0:

𝐹1(𝑦) = 𝑥(𝑦) · 𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
𝑥(𝑦)
𝑑𝑥
𝑑𝑦

=

𝑦∫︀
−∞

exp(− 𝑡2

2 ) 𝑑𝑡

exp(−𝑦2

2 )
= exp

(︁𝑦2
2

)︁ 𝑦∫︁
−∞

exp
(︁
−𝑡2

2

)︁
𝑑𝑡 =

=

∞∫︁
0

exp
(︁
𝑦𝑧 − 𝑧2

2

)︁
𝑑𝑧 = −1

𝑦

∞∫︁
0

exp
(︁
− 𝑢− 𝑢2

2𝑦2

)︁
𝑑𝑢.

Введем вспомогательные функции:

𝑒𝑁(𝑦) :=

∞∫︁
0

exp
(︁
− 𝑢− 𝑢2

2𝑦2

)︁
𝑢2𝑁−2 𝑑𝑢.
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Лемма 2.1. Справедливы следующие соотношения:

1. 𝑒′𝑁(𝑦) =
𝑒𝑁+1(𝑦)

𝑦3
; (2.16)

2. (2𝑁 − 2)!

(︂
1− 𝑁(2𝑁 − 1)

𝑦2

)︂
< 𝑒𝑁(𝑦) < (2𝑁 − 2)!. (2.17)

Доказательство. 1. Проверяется непосредственным вычислением.

2. Учитывая, что

1− 𝑢2

2𝑦2
< exp

(︁
− 𝑢2

2𝑦2

)︁
< 1,

получаем

∞∫︁
0

exp(−𝑢)
(︁
1− 𝑢2

2𝑦2

)︁
𝑢2𝑁−2 𝑑𝑢 < 𝑒𝑁(𝑦) <

∞∫︁
0

exp(−𝑢)𝑢2𝑁−2 𝑑𝑢,

(2𝑁 − 2)!− (2𝑁)!

2𝑦2
< 𝑒𝑁(𝑦) < (2𝑁 − 2)!,

что дает (2.17). �

Лемма 2.2. Для 𝑁 -ой производной функции 𝐹1(𝑦) справедливо следующее

тождество:

𝐹
(𝑁)
1 (𝑦) =

(−1)𝑁+1𝑁 !𝑒1(𝑦)

𝑦𝑁+1
+

𝑐2𝑒2(𝑦)

𝑦𝑁+3
+ . . .+

𝑐𝑁+1𝑒𝑁+1(𝑦)

𝑦3𝑁+1
, (2.18)

где

𝑐2 = 𝑐2(𝑁), 𝑐3 = 𝑐3(𝑁), . . . ,𝑐𝑁+1 = 𝑐𝑁+1(𝑁) — константы.

Доказательство проводится по индукции с помощью (2.16). �

Следствие 2.1. При 𝑦 → −∞ справедливо следующее соотношение:

𝐹
(𝑁)
1 (𝑦) ∼ (−1)𝑁+1𝑁 !

𝑦𝑁+1
. (2.19)

Доказательство. Следует из (2.17) и (2.18). �

Лемма 2.3. 𝐹𝑁(𝑦) представимо в следующем виде

𝐹𝑁(𝑦) =
∑︁

{𝑛1,...,𝑛𝑁}

𝑐𝑛1,··· ,𝑛𝑁
𝐹 𝑛1,...,𝑛𝑁

𝑁 (𝑦), (2.20)
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где

𝐹 𝑛1,...,𝑛𝑁

𝑁 (𝑦) :=
(︁
𝐹1(𝑦)

)︁𝑛1

·
(︁
𝐹 ′
1(𝑦)

)︁𝑛2

· . . . ·
(︁
𝐹

(𝑁−1)
1 (𝑦)

)︁𝑛𝑁

, (2.21)

причем

𝑛1, . . . ,𝑛𝑁 ∈ N0 = {0,1, . . .};
1 · 𝑛1 + 2 · 𝑛2 + . . .+𝑁 · 𝑛𝑁 = 2𝑁 − 1; (2.22)

а коэффициенты в (2.20) удовлетворяют следующим неравенствам

𝑐𝑛1,··· ,𝑛𝑁
> 0,

∑︁
{𝑛1,...,𝑛𝑁}

𝑐𝑛1,··· ,𝑛𝑁
> 0. (2.23)

Доказательство проведем по индукции.

База: 𝑁 = 1 : 𝐹1(𝑦) = 𝑐𝑛1
𝐹 𝑛1
1 , 𝑛1 = 1, 𝑐𝑛1

= 1. Свойства (2.21)–(2.23) очевидно

выполняются.

Индукционный переход: Пусть утверждение верно для 𝐹𝑁(𝑦). Запишем (2.22)

в виде:

1 · 𝑛1 + . . .+𝑁 · 𝑛𝑁 + (𝑁 + 1) · 𝑛𝑁+1 = 2𝑁 − 1,

где 𝑛𝑁+1 = 0. В силу (2.15) и (2.20)

𝐹𝑁+1(𝑦) =
∑︁

{𝑛1,...,𝑛𝑁}

𝑐𝑛1,...,𝑛𝑁
𝐹1(𝑦) ·

𝑑

𝑑𝑦

[︁(︁
𝐹1(𝑦)

)︁𝑛1

·
(︁
𝐹 ′
1(𝑦)

)︁𝑛2

. . .
(︁
𝐹

(𝑁−1)
1 (𝑦)

)︁𝑛𝑁
]︁
,

где коэффициенты 𝑐𝑛1,...,𝑛𝑁
удовлетворяют условию (2.23). Дифференцируя, по­

лучим

𝑁∑︁
𝑘=0

𝑐𝑛1,...,𝑛𝑁
· 𝑛𝑘 ·

(︁
𝐹1

)︁𝑛1+1

· . . . ·
(︁
𝐹

(𝑘−1)
1

)︁𝑛𝑘−1

·
(︁
𝐹

(𝑘)
1

)︁𝑛𝑘+1+1

· . . . ·
(︁
𝐹

(𝑁−1)
1

)︁𝑛𝑁

.

(2.24)

Рассмотрим слагаемое с номером 𝑘 в сумме (2.24). Пусть 𝑛′
1, 𝑛

′
2, . . . ,𝑛

′
𝑁+1

— показатели степеней соответствующих производных 𝐹1 в этом слагаемом.

Если 𝑘 = 1, то 𝑛′
2 = 𝑛2 + 1 и 𝑛′

𝑖 = 𝑛𝑖 для остальных 𝑖.

Если 𝑘 > 2, то 𝑛′
1 = 𝑛1 + 1, 𝑛′

𝑘 = 𝑛𝑘 − 1, 𝑛′
𝑘+1 = 𝑛𝑘+1 + 1 и 𝑛′

𝑖 = 𝑛𝑖

для остальных 𝑖.
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Отсюда видно, что свойство (2.22) выполнено. Далее, все коэффициенты

в (2.24) очевидно неотрицательные, причем∑︁
𝑘=1..𝑁

{𝑛1,...,𝑛𝑁}

𝑐𝑛1,...,𝑛𝑁
· 𝑛𝑘 > 0.

Таким образом, неравенства (2.23) выполнены, и лемма доказана. �

Лемма 2.4. При 𝑦 → −∞ имеем

𝐹𝑁(𝑦) ∼ − 𝐶

𝑦2𝑁−1
, (2.25)

где 𝐶 = 𝐶(𝑁) > 0 — константа.

Доказательство. Для каждого слагаемого вида (2.21) с ненулевым коэффици­

ентом 𝑐𝑛1,...,𝑛𝑁
в силу (2.19) и (2.22) получаем(︁

𝐹1(𝑦)
)︁𝑛1

·
(︁
𝐹 ′
1(𝑦)

)︁𝑛2

· . . . ·
(︁
𝐹

(𝑁−1)
1 (𝑦)

)︁𝑛𝑁

∼

∼
(︁(−1)0!

𝑦1

)︁𝑛1

·
(︁(−1)21!

𝑦2

)︁𝑛2

· · ·
(︁(−1)𝑁(𝑁 − 1)!

𝑦𝑁

)︁𝑛𝑁

=

= 0!𝑛11!𝑛2 . . . (𝑁 − 1)!𝑛𝑁⏟  ⏞  
𝑐𝑁

(−1)𝑛1+2𝑛2+...+𝑁𝑛𝑁

𝑦𝑛1+2𝑛2+...+𝑁𝑛𝑁
= 𝑐𝑁

(−1)2𝑁−1

𝑦2𝑁−1
= − 𝑐𝑁

𝑦2𝑁−1
.

Таким образом, соотношение (2.25) выполнено для

𝐶 =
∑︁

{𝑛1,...,𝑛𝑁}

𝑐𝑁 𝑐𝑛1,··· ,𝑛𝑁
.

Лемма доказана. �

Доказательство теоремы 2.4. По предложению 2 достаточно доказать, что 𝐹𝑁(𝑥)

— знакопостоянны в окрестности 𝑥 = 0 (или, что то же самое, 𝐹𝑁(𝑦) — знако­

постоянны в окрестности 𝑦 = −∞) и

lim
𝑦→−∞

𝐹𝑁+1(𝑦)

𝐹𝑁(𝑦)
= 0.

Оба эти утверждения очевидно следуют из леммы 2.4. �

Замечание 2.2. Теорема остается справедливой, если последователь­

ность (2.14) построить по функции 𝐹0(𝑥) =
(︀
Φ−1(𝑥)

)︀𝑛
, 𝑛 ∈ N.



43

2.3 Свойства функции, обратной к функции гамма-распределения

Напомним, что функция гамма-распределения имеет вид:

𝐹𝐺𝐴𝑀(𝑥,θ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥/β∫︀
0

𝑦κ−1𝑒−𝑦

Γ(κ)
𝑑𝑦, 𝑥 > 0;

0, 𝑥 < 0.

Здесь β > 0 — параметр масштаба, κ > 0 — параметр формы. Ее плотность

𝑓(𝑥,θ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥κ−1𝑒−

𝑥
β

βκΓ(κ)
, 𝑥 > 0;

0, 𝑥 < 0.

Пусть 𝑥 = 𝐹0(𝑡) := (𝐹𝐺𝐴𝑀)−1(𝑡,θ), 𝑡 ∈ [0,1], — обратная к функции гамма­

распределения. Для простоты в этом параграфе будем обозначать ее 𝐹−1(𝑡).

Построим последовательность функций: 𝐹𝑁+1(𝑡) := (1 − 𝑡)𝐹 ′
𝑁(𝑡), 𝑁 > 0.

Лемма 2.5. 𝐹0(𝑡), 𝐹1(𝑡) — медленно меняющиеся функции при 𝑡 → 1, причем

𝐹0(𝑡) =− β ln(1− 𝑡) + β(κ − 1) ln(− ln(1− 𝑡))− β ln(Γ(κ))− (2.26)

− β(κ − 1)
(κ − 1) ln(− ln(1− 𝑡))− ln(Γ(κ))

ln(1− 𝑡)
− β κ − 1

ln(1− 𝑡)
+

+𝑂

(︂
ln2(− ln(1− 𝑡))

ln2(1− 𝑡)

)︂
;

𝐹1(𝑡) =β− β κ − 1

ln(1− 𝑡)
+𝑂

(︁ ln2(− ln(1− 𝑡))

ln2(1− 𝑡)

)︁
.

А также имеется следующая асимптотическая формула при 𝑡 → 1:

𝐹2(𝑡) =𝑂

(︂
ln2(− ln(1− 𝑡))

ln2(1− 𝑡)

)︂
.

Замечание 2.3. При κ = 1 функция гамма-распределения совпадает с функ­

цией экспоненциального распределения. Обратная функция в этом случае

равна 𝐹−1(𝑡,θ) = −β ln(1− 𝑡).

Доказательство. Из (2.26) сразу следует, что 𝐹0(𝑡) — медленно меняющаяся

функция при 𝑡 → 1. Докажем (2.26) стандартными методами асимптотического
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анализа. Заметим, что при 𝑡 → 1 имеем 𝑥 → ∞. Рассмотрим выражение (1− 𝑡)

и проинтегрируем два раза по частям, получим

1− 𝑡 =

∞∫︁
𝑥/β

𝑦κ−1𝑒−𝑦

Γ(κ)
𝑑𝑦 =

𝑥κ−1𝑒−
𝑥
β

βκ−1Γ(κ)
+ (κ − 1)

𝑥κ−2𝑒−
𝑥
β

βκ−2Γ(κ)
+𝑂

(︃
𝑥κ−3𝑒−

𝑥
β

βκ−3Γ(κ)

)︃
=

=
𝑥κ−1𝑒−

𝑥
β

βκ−1Γ(κ)

(︂
1 + β

κ − 1

𝑥
+𝑂

(︂
1

𝑥2

)︂)︂
.

Логарифмируя, получаем

ln(1− 𝑡) = (κ − 1) ln(𝑥)− 𝑥

β
− (κ − 1) ln(β)− ln(Γ(κ))+ (2.27)

+ ln

(︂
1 + β

κ − 1

𝑥
+𝑂

(︂
1

𝑥2

)︂)︂
.

Приравнивая самые большие слагаемые по порядку, получаем в первом при­

ближении

𝑥 = −β ln(1− 𝑡) + 𝑥1, 𝑥1 = 𝑜(𝑥) = 𝑜(ln(1− 𝑡)).

Подставляя полученное выражение для 𝑥 в уравнение (2.27), получаем после

некоторых преобразований

0 =(κ − 1) ln(− ln(1− 𝑡)) + (κ − 1) ln

(︂
1− 𝑥1

β ln(1− 𝑡)

)︂
− 𝑥1
β

− ln(Γ(κ))+

+ ln

(︂
1 + β

κ − 1

𝑥
+𝑂

(︂
1

𝑥2

)︂)︂
.

Снова приравнивая самые большие слагаемые, получаем

𝑥1 = β(𝑘 − 1) ln(− ln(1− 𝑡)) + 𝑥2, 𝑥2 = 𝑜(𝑥1) = 𝑜(ln(− ln(1− 𝑡))).

Повторяя эту процедуру еще дважды, получаем искомую формулу (2.26).

Рассмотрим 𝐹1(𝑡):

𝐹1(𝑡) = (1− 𝑡)𝐹 ′
0(𝑡) =

1− 𝑡

𝑓(𝐹−1(𝑡))
= βκΓ(κ)

(1− 𝑡)𝑒
𝐹−1(𝑡)

β

(𝐹−1(𝑡))κ−1
.
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При 𝑡 → 1 с учетом (2.26) имеем:

𝐹1(𝑡) = β exp
(︁
− (κ − 1)

(κ − 1) ln(− ln(1− 𝑡))− ln(Γ(κ))
ln(1− 𝑡)

− κ − 1

ln(1− 𝑡)

)︁
:

:
(︁
1− (κ − 1)

ln(− ln(1− 𝑡))

ln(1− 𝑡)
+

ln(Γ(κ))
ln(1− 𝑡)

+𝑂
(︁ ln(− ln(1− 𝑡))

ln2(1− 𝑡)

)︁)︁
=

=
[︀
β− β(κ − 1)

(κ − 1) ln(− ln(1− 𝑡)) + 1− ln(Γ(κ))
ln(1− 𝑡)

+

+𝑂
(︁ ln2(− ln(1− 𝑡))

ln2(1− 𝑡)

)︁]︁
·

·
[︁
1 + (κ − 1)

(κ − 1) ln(− ln(1− 𝑡))− ln(Γ(κ))
ln(1− 𝑡)

+𝑂
(︁ ln(− ln(1− 𝑡))

ln2(1− 𝑡)

)︁]︁
=

= β− β κ − 1

ln(1− 𝑡)
+𝑂

(︁ ln2(− ln(1− 𝑡))

ln2(1− 𝑡)

)︁
.

Рассмотрим 𝐹2(𝑡):

𝐹2(𝑡) = (1− 𝑡)𝐹 ′
1(𝑡) = − 1− 𝑡

𝑓(𝐹−1(𝑡))
+

(1− 𝑡)2

𝑓 2(𝐹−1(𝑡))
·
[︁ 1
β
− κ − 1

𝐹−1(𝑡)

]︁
=

= 𝐹1(𝑡)
(︁
− 1 + 𝐹1(𝑡)

(︁ 1
β
− κ − 1

𝐹−1(𝑡)

)︁)︁
.

Подставляя асимптотические формулы для 𝐹−1(𝑡) и 𝐹1(𝑡), получаем утвержде­

ние теоремы для 𝐹2(𝑡). �

2.4 Асимптотика малых уклонений для спектральной асимптотики
с медленно меняющейся добавкой

Теорема 2.5. Рассмотрим форму
∞∑︀
𝑘=0

Λ𝑘ξ
2
𝑘, где

Λ𝑘 = (ϑ(𝑘 + δ+ 𝐹 (𝑘)))−𝑑,

а ϑ > 0, δ > −1 и 𝑑 > 1 — некоторые константы, а 𝐹 (𝑡), 𝑡 ∈ [1,∞), —

медленно меняющаяся, монотонно стремящаяся к нулю функция при 𝑡 → ∞.

Пусть

𝐹−1(𝑥) :=

𝑥∫︁
1

𝐹 (𝑡)

𝑡
𝑑𝑡, и 𝐹−1(𝑥) расходится на бесконечности.
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Тогда при ε→ 0

P
{︁ ∞∑︁

𝑘=0

Λ𝑘ξ
2
𝑘 < ε

2
}︁
∼ 𝐶 · εγ · exp

(︁
− 𝑑− 1

2

(︁ π

𝑑ϑ sin(π𝑑)

)︁ 𝑑
𝑑−1 · ε−

2
𝑑−1 +

𝑑

2
· 𝐹−1(ε

− 2
𝑑−1 )
)︁
,

где

γ =
2− 𝑑− 2𝑑δ

2(𝑑− 1)
, 𝐶 = 𝐶(ϑ,δ,𝑑,𝐹 ) = const.

Замечание 2.4. По предложению 2 из приложения функция exp(𝐹−1(𝑥)) яв­

ляется медленно меняющейся функцией на бесконечности. Тем самым, если

в асимптотике собственных чисел имеется медленно меняющаяся добавка,

то в точной асимптотике малых уклонений в качестве сомножителя появ­

ляется медленно меняющаяся функция.

Доказательство. Воспользуемся предложением 4 из приложения. В качестве

функции ϕ(𝑡) мы будем рассматривать

ϕ(𝑡) = (𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))−𝑑, 𝑑 > 1,

где 𝐹 (𝑡) — медленно меняющаяся, монотонно стремящаяся к нулю функция

при 𝑡 → ∞. Заметим, что если
∞∫︀
1

𝐹 (𝑡)
𝑡 𝑑𝑡 < ∞, то произведение

∏︀ ϕ(𝑘)
(𝑘+δ)−𝑑 схо­

дится, и асимптотика с точностью до константы следует из предложения 5 из

приложения. Поэтому будем считать, что
∞∫︀
1

𝐹 (𝑡)
𝑡 𝑑𝑡 расходится.

Преобразуем интеграл 𝐼1 так:

𝐼1 = −𝑢

∞∫︁
1

𝑑𝑡

2𝑢+ (𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))𝑑
=

= −1

2

∞∫︁
1+δ+𝐹 (1)

𝑑𝑥

1 +
(︁

𝑥
(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑 + 1

2

∞∫︁
1

𝐹 ′(𝑡) 𝑑𝑡

1 +
(︁
𝑡+δ+𝐹 (𝑡)
(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑 =

= − π(2𝑢)
1/𝑑

2𝑑 sin
(︀
π
𝑑

)︀ + 1

2

1+δ+𝐹 (1)∫︁
0

𝑑𝑥

1 +
(︁

𝑥
(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑 + 1

2

∞∫︁
1

𝐹 ′(𝑡) 𝑑𝑡

1 +
(︁
𝑡+δ+𝐹 (𝑡)
(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑 .
Оба интегранта здесь имеют суммируемые мажоранты, поэтому по теоре­

ме Лебега при 𝑢 → ∞ имеем

1

2

1+δ+𝐹 (1)∫︁
0

𝑑𝑥

1 +
(︁

𝑥
(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑 + 1

2

∞∫︁
1

𝐹 ′(𝑡) 𝑑𝑡

1 +
(︁
𝑡+δ+𝐹 (𝑡)
(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑 → 1 + δ

2
,
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и, таким образом,

𝐼1(𝑢) = − π(2𝑢)
1/𝑑

2𝑑 sin
(︀
π
𝑑

)︀ + δ+ 1

2
+ 𝑜(1), 𝑢 → ∞.

Проводя аналогичные рассуждения с интегралом 𝐼2(𝑢), получаем при 𝑢 → ∞

𝐼2(𝑢) = 2𝑢2
∞∫︁
1

𝑑𝑡

(2𝑢+ (𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))𝑑)2
=

(𝑑− 1)π(2𝑢)1/𝑑

2𝑑2 sin
(︀
π
𝑑

)︀ +𝑂(1).

Заметим, что асимптотика интегралов 𝐼1(𝑢) и 𝐼2(𝑢) совпадает с асимптотикой

соответствующих интегралов в [48], поэтому мы можем выбрать в качестве

функции 𝑢 = 𝑢(𝑟)

𝑢 =
1

2

(︁ π𝑟−1

𝑑 sin(π𝑑)

)︁ 𝑑
𝑑−1

, (2.28)

которая удовлетворяет условию (5.14).

Рассмотрим 𝐼0(𝑢). Интегрируя по частям, получаем

𝐼0(𝑢) = −1

2

∞∫︁
1

ln
(︁
1 +

2𝑢

(𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))𝑑

)︁
𝑑𝑡 =

=
(1 + δ)

2
ln
(︁
1 +

2𝑢

(1 + δ+ 𝐹 (1))𝑑

)︁
−

− 𝑢𝑑

∞∫︁
1

(𝑡+ δ)(1 + 𝐹 ′(𝑡)) 𝑑𝑡

(2𝑢+ (𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))𝑑)(𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))
.

Последний интеграл можно расписать на следующие четыре слагаемых:

− 𝑢𝑑

∞∫︁
1

𝑑𝑡

2𝑢+ (𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))𝑑
− 𝑢𝑑

∞∫︁
1

𝐹 ′(𝑡) 𝑑𝑡

2𝑢+ (𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))𝑑
+

+ 𝑢𝑑

∞∫︁
1

𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡

(2𝑢+ (𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))𝑑)(𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))
+

+ 𝑢𝑑

∞∫︁
1

𝐹 (𝑡)𝐹 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(2𝑢+ (𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))𝑑)(𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))
=: 𝐾1 +𝐾2 +𝐾3 +𝐾4.

Интеграл 𝐾1 = −𝑑 · 𝐼1, поэтому

𝐾1 =
π(2𝑢)1/𝑑

2 sin(π𝑑)
+ const + 𝑜(1), 𝑢 → ∞.
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У интегрантов в 𝐾2 и 𝐾4 имеются суммируемые мажоранты, поэтому при

𝑢 → ∞

𝐾2 =
𝑑

2

∞∫︁
1

𝐹 ′(𝑡) 𝑑𝑡

1 +
(︁
𝑡+δ+𝐹 (𝑡)
(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑 → 𝑑

2

∞∫︁
1

𝐹 ′(𝑡) 𝑑𝑡 = −𝑑

2
· 𝐹 (1) = const;

𝐾4 =
𝑑

2

∞∫︁
1

𝐹 (𝑡)𝐹 ′(𝑡) 𝑑𝑡(︁
1 +

(︁
𝑡+δ+𝐹 (𝑡)
(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑)︁(︁
𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡)

)︁ → 𝑑

2

∞∫︁
1

𝐹 (𝑡)𝐹 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))
= const.

Интеграл 𝐾3 представим в виде суммы четырех интегралов

𝐾3 =
𝑑

2

(2𝑢)1/𝑑∫︁
1

𝐹 (𝑡)

𝑡
𝑑𝑡− 𝑑

2

(2𝑢)1/𝑑∫︁
1

𝐹 (𝑡)(δ+ 𝐹 (𝑡))

𝑡(𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))
𝑑𝑡−

− 1

2𝑢
·𝑑
2

(2𝑢)1/𝑑∫︁
1

𝐹 (𝑡)(𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))𝑑−1

1 +
(︁
𝑡+δ+𝐹 (𝑡)
(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑 𝑑𝑡+
𝑑

2

∞∫︁
(2𝑢)1/𝑑

𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡(︁
1 +

(︁
𝑡+δ+𝐹 (𝑡)
(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑)︁(︁
𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡)

)︁ =:

=:
𝑑

2
· 𝐹−1

(︁
(2𝑢)1/𝑑

)︁
−𝐾31 −𝐾32 +𝐾33,

где 𝐹−1(𝑥) =
𝑥∫︀
1

𝐹 (𝑡)
𝑡 𝑑𝑡. По теореме Лебега

𝐾31 →
𝑑

2

∞∫︁
1

𝐹 (𝑡)(δ+ 𝐹 (𝑡))

𝑡(𝑡+ δ+ 𝐹 (𝑡))
𝑑𝑡 = const.

Сделаем замену переменной 𝑡 = (2𝑢)1/𝑑 · 𝑧 в интегралах 𝐾32 и 𝐾33:

𝐾32 =
𝑑

2

1∫︁
1

(2𝑢)1/𝑑

𝐹 ((2𝑢)1/𝑑𝑧)
(︁
𝑧 + δ+𝐹 ((2𝑢)1/𝑑𝑧)

(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑−1

1 +
(︁
𝑧 + δ+𝐹 ((2𝑢)1/𝑑·𝑧)

(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑 𝑑𝑧,

𝐾33 =

∞∫︁
1

𝐹 ((2𝑢)1/𝑑𝑧) 𝑑𝑧(︁
1 +

(︁
𝑧 + δ+𝐹 ((2𝑢)1/𝑑𝑧)

(2𝑢)1/𝑑

)︁𝑑)︁(︁
𝑧 + δ+𝐹 ((2𝑢)1/𝑑𝑧)

(2𝑢)1/𝑑

)︁ .
Подынтегральные выражения здесь ограничены, поэтому по теореме Лебега

𝐾32 → 0 и 𝐾33 → 0 при 𝑢 → ∞. Таким образом, при 𝑢 → ∞

𝐾3 =
𝑑

2
· 𝐹−1

(︁
(2𝑢)1/𝑑

)︁
+ const + 𝑜(1),
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откуда

𝐼0(𝑢) =
(1 + δ)

2
ln
(︁
1 +

2𝑢

(1 + δ+ 𝐹 (1))𝑑

)︁
− π(2𝑢)1/𝑑

2 sin(π𝑑)
+

+
𝑑

2
· 𝐹−1

(︁
(2𝑢)1/𝑑

)︁
+ const + 𝑜(1).

Функция exp (𝐹−1(𝑡)) — медленно меняющаяся (см. замечание 2.4), поэтому

с учетом (2.28)

exp
(︁
𝐹−1

(︁
(2𝑢)1/𝑑

)︁)︁
= exp

(︁
𝐹−1(𝑟

− 1
𝑑−1 ) + 𝑜(1)

)︁
, 𝑟 → 0. (2.29)

Доказательство теоремы 2.5 следует из предложения 4 с учетом фор­

мул (2.28)–(2.29). �
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Глава 3. Малые уклонения для процессов Дурбина

3.1 Процессы Дурбина. Примеры

В главе 3 считается точная асимптотика малых уклонений для некоторых

процессов Дурбина, рассмотренных Дж. Дурбиным в [26] и описанных в 1.4.

Напомним, что процесс Дурбина — это гауссовский процесс с нулевым

средним и функцией ковариации:

𝐺(𝑠,𝑡) = 𝐺0(𝑠,𝑡)− ψ⃗𝑇 (𝑠) 𝑆−1 ψ⃗(𝑡), (3.1)

где 𝐺0(𝑠,𝑡) = min(𝑠,𝑡) − 𝑠𝑡 – функция ковариации броуновского моста 𝐵(𝑡); 𝑆

— матрица информации Фишера с элементами 𝑆𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑚:

𝑆𝑖𝑗 =

1∫︁
0

ψ′
𝑖(𝑡)ψ

′
𝑗(𝑡) 𝑑𝑡; ψ𝑖(𝑡) =

𝜕𝐹 (𝑥,θ)

𝜕θ𝑖

⃒⃒⃒⃒
θ=θ0, 𝑥=𝐹−1(𝑡,θ0)

. (3.2)

где 𝐹 (𝑥,θ) — генеральная функция распределения выборки с параметрами θ,

θ0 – некоторый фиксированный вектор параметров.

Замечание 3.1. Матрица 𝑆 положительно определена, поэтому имеет ме­

сто равенство 𝑆−1 = 𝐵𝐵𝑇 , где 𝐵 – верхнетреугольная матрица. Отсюда

функцию ковариации (3.1) можно записать следующим образом:

𝐺(𝑠,𝑡) = 𝐺0(𝑠,𝑡)−
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑠)𝑝𝑖(𝑡), 𝑝(𝑡) =
(︀
𝑝1(𝑡), . . . ,𝑝𝑚(𝑡)

)︀
:= ψ⃗(𝑡) ·𝐵. (3.3)

Формула (3.1) задает конечномерное возмущение ковариационного опе­

ратора. Задача о поведении спектра общего ковариационного оператора при

одномерном возмущении рассматривалась в работе [67], соответствующие тео­

ремы при конечномерном возмущении доказаны в главе 1.

Замечание 3.2. По теореме 1.3 все рассматриваемые процессы являются

критическими в смысле определения 1.3. Для таких процессов при условии

ψ′′
𝑗 (𝑡) ∈ 𝐿2(0,1), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, задача решена в [67, теорема 2] для одномерных

возмущений и в главе 1 [теорема 1.2] для конечномерных возмущений. Однако,

все рассматриваемые процессы (кроме 𝑋(1) для логистического распределения)

этому условию не удовлетворяют.
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В данной главе мы будем рассматривать процессы Дурбина, возникающие

при проверке выборки на принадлежность к следующим распределениям с па­

раметрами θ = (θ1,θ2). Обозначим α — параметр сдвига, β > 0 — параметр

масштаба, κ > 0 — параметр формы.

А. распределение Лапласа, θ = (α,β):

𝐹𝐿𝐴𝑃 (𝑥,θ) =

⎧⎨⎩1
2 exp(

𝑥−α
β

), 𝑥 6 α;

1− 1
2 exp(−

𝑥−α
β

), 𝑥 > α.

Б. логистическое распределение, θ = (α,β):

𝐹𝐿𝑂𝐺(𝑥,θ) =
(︀
1 + exp(−𝑥− α

β
)
)︀−1

.

В. нормальное распределение, θ = (α,β):

𝐹𝑁𝑂𝑅(𝑥,θ) =
1

β
√
2π

𝑦∫︁
−∞

exp

(︂
−(𝑡− α)2

2β2

)︂
𝑑𝑡.

Г. распределение Гумбеля, θ = (α,β):

𝐹𝐺𝑈𝑀(𝑥,θ) = exp
(︀
− exp

(︀
−𝑥− α

β

)︀)︀
.

Д. гамма-распределение, θ = (β,κ):

𝐹𝐺𝐴𝑀(𝑥,θ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥/β∫︀
0

𝑦κ−1𝑒−𝑦

Γ(κ)
𝑑𝑦, 𝑥 > 0;

0, 𝑥 < 0.

Каждому распределению соответствует три предельных случайных процесса:

1) Первый параметр известен, а второй оценивается по выборке.

2) Второй параметр известен, а первый оценивается по выборке.

3) Оба параметра оцениваются по выборке.

По формуле (3.1) в качестве предельных процессов возникают гауссовские

процессы𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, с нулевыми средними и функциями ковариации𝐺𝑖(𝑠,𝑡):

1) 𝐺1(𝑠,𝑡) = 𝐺0(𝑠,𝑡)− 𝑝1(𝑠)𝑝1(𝑡), (3.4)

2) 𝐺2(𝑠,𝑡) = 𝐺0(𝑠,𝑡)− 𝑝2(𝑠)𝑝2(𝑡), (3.5)

3) 𝐺3(𝑠,𝑡) = 𝐺0(𝑠,𝑡)− 𝑝1(𝑠)𝑝1(𝑡)− 𝑝2(𝑠)𝑝2(𝑡), (3.6)

где 𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡), 𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡) выписываются явно из формул (3.1)–(3.3):
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А. для распределения Лапласа, θ0 = (0,1), выписаны в работе [4]:

𝑝1(𝑡) = 𝑝1(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑡, 𝑡 ∈ (0,1/2]

1− 𝑡, 𝑡 ∈ (1/2,1)
, (3.7)

𝑝2(𝑡) = 𝑝2(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑡 ln(2𝑡), 𝑡 ∈ (0,1/2]

−(1− 𝑡) ln(2(1− 𝑡)), 𝑡 ∈ (1/2,1)
. (3.8)

Б. для логистического распределения, θ0 = (0,1), выписаны в работе [50]:

𝑝1(𝑡) = 𝑝1(𝑡) =
√
3 𝑡(1− 𝑡), (3.9)

𝑝2(𝑡) = 𝑝2(𝑡) =
3√

3 + π2
𝑡(𝑡− 1) ln

(︁1− 𝑡

𝑡

)︁
. (3.10)

В. для нормального распределения, θ0 = (0,1), выписаны в работе [37]:

𝑝1(𝑡) = 𝑝1(𝑡) = ϕ(Φ
−1(𝑡)), (3.11)

𝑝2(𝑡) = 𝑝2(𝑡) = ϕ(Φ
−1(𝑡))

Φ−1(𝑡)√
2

, (3.12)

где

ϕ(𝑠) =
1√
2π

exp
(︁
−𝑠2

2

)︁
, Φ(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

ϕ(𝑠) 𝑑𝑠

— плотность и функция распределения стандартного нормального за­

кона соответственно.

Г. для распределения Гумбеля, θ0 = (0,1), выписаны в работе [49]:

𝑝1(𝑡) = 𝑡 ln(𝑡), (3.13)

𝑝2(𝑡) = −𝑐−1 𝑡 ln(𝑡) · ln(− ln(𝑡)), (3.14)(︁
𝑝1(𝑡) 𝑝2(𝑡)

)︁
=
(︁
𝑝1(𝑡) 𝑝2(𝑡)

)︁(︃1 (1− γ)
√
6
π

0 𝑐
√
6
π

)︃
, (3.15)

где 𝑐 = (π2/6 + (γ− 1)2)1/2, γ – константа Эйлера.
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Д. для гамма-распределения, θ0 = (1,κ0), выписаны в работе [4]:

𝑝1(𝑡) = κ−1/2
0 · (𝐹𝐺𝐴𝑀(𝑡,θ0))

−1 · 𝑓𝐺𝐴𝑀((𝐹𝐺𝐴𝑀(𝑡,θ0))
−1,θ0), (3.16)

𝑝2(𝑡) = 𝑑−1 ·
(𝐹𝐺𝐴𝑀 (𝑡,θ0))

−1∫︁
0

(︁
ln(𝑦)− Γ′(κ0)

Γ(κ0)

)︁
𝑓(𝑦,θ0) 𝑑𝑦, (3.17)

(︁
𝑝1(𝑡) 𝑝2(𝑡)

)︁
=
(︁
𝑝1(𝑡) 𝑝2(𝑡)

)︁(︃1 −(κ0𝑑
2 − 1)−1/2

0 κ1/2
0 𝑑 (κ0𝑑

2 − 1)−1/2

)︃
, (3.18)

𝑑 =

[︀
Γ′′(κ0)Γ(κ0)− (Γ′(κ0))

2
]︀1/2

Γ(κ0)
. (3.19)

Собственные числа ковариационных операторов с ядрами 𝐺𝑖(𝑠,𝑡) обозна­

чим µ(𝑖)𝑘 , 𝑖 = 0,1,2,3. Заметим, что µ(0)𝑘 = (π𝑘)−2, 𝑘 ∈ N.

Замечание 3.3. Заметим, что для нормального, логистического распределе­

ния и распределения Лапласа функция 𝑝1(𝑡) — четная относительно точки

𝑡 = 1/2. Поэтому при возмущении (3.4) нечетные относительно точки

𝑡 = 1/2 собственные функции и соответствующие им собственные числа

не меняются. Для простоты мы будем обозначать их µ
(1)
2𝑘 = µ

(0)
2𝑘 , 𝑘 ∈ N,

несмотря на то, что при этом нумерация в порядке убывания может быть

нарушена. Аналогично в силу нечетности функции 𝑝2(𝑡) относительно точки

𝑡 = 1/2 при возмущении (3.5) четные относительно точки 𝑡 = 1/2 собствен­

ные функции и соответствующие им собственные числа не меняются, будем

обозначать их µ
(2)
2𝑘−1 = µ

(0)
2𝑘−1, 𝑘 ∈ N. Кроме того, легко видеть, что µ(3)2𝑘 = µ

(1)
2𝑘

и µ
(3)
2𝑘−1 = µ

(2)
2𝑘−1.

Замечание 3.4. Матрица 𝑆 положительно определена, поэтому квадратич­

ная форма оператора (3.1) не превосходит квадратичной формы исходного

оператора. Поэтому для собственных чисел µ
(𝑖)
𝑘 , 𝑖 = 1,2,3, возмущенного и µ

(0)
𝑘

исходного операторов в силу минимаксимального принципа [57, §9.2] имеем

µ
(0)
𝑘 > µ

(𝑖)
𝑘 , 𝑖 = 1,2,3, 𝑘 ∈ N. При одномерном возмущении оператора собствен­

ные числа µ
(𝑖)
𝑘 и µ

(0)
𝑘 перемежаются.

Все положительные константы, значения которых нам не важны, обозна­

чаются буквой 𝐶.
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3.2 Уравнения на собственные числа

В общем случае одномерного возмущения алгоритм получения уравнения

выписан в статье [67]. В случае, когда исходный процесс — это броуновский мост

𝐵(𝑡), а возмущение задается функцией 𝑝(𝑡), получаем уравнение на 𝜔 = µ−1/2

det1(𝜔) := det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
η(1) η(0) 1

𝜔2 +
1∫︀
0

𝑠∫︀
1/2

𝑝(𝑠)𝑝′′(τ) sin(𝜔(𝑠−τ))𝜔 𝑑τ𝑑𝑠

cos(𝜔) 1
1∫︀
0

𝑝(τ) cos(𝜔τ)𝑑τ

sin(𝜔) 0
1∫︀
0

𝑝(τ) sin(𝜔τ)𝑑τ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0,

где η(𝑠) =
𝑠∫︀

1/2

sin(𝜔(𝑠−τ))
𝜔 𝑝′′(τ) 𝑑τ. Определитель det1(𝜔) можно преобразовать к

следующему виду:

det1(𝜔) =
cos(𝜔)

𝜔

[︁(︀
𝐶𝑃

0 (𝜔)
)︀2

+
(︀
𝐶𝑃

1 (𝜔)
)︀2]︁

+
2

𝜔
𝐶𝑃

0 (𝜔)𝐶
𝑃
1 (𝜔)+ (3.20)

+
2 sin(𝜔)

𝜔

[︀
𝐼𝑃0 (𝜔) + 𝐼𝑃1 (𝜔)

]︀
− sin(𝜔)

𝜔2
− sin(𝜔)(𝑝′(1/2))2

𝜔2
= 0,

где 𝑃 = 𝑃 (𝑡) = 𝑝′(𝑡) − 𝑝′(1/2), 𝑡 ∈ [0,1] и

𝐶𝑃
0 (𝜔) : =

∫︁ 1/2

0

𝑃 (𝑡) cos(𝜔𝑡) 𝑑𝑡; 𝐶𝑃
1 (𝜔) :=

∫︁ 1/2

0

𝑃 (1− 𝑡) cos(𝜔𝑡) 𝑑𝑡;

𝑆𝑃
0 (𝜔) : =

∫︁ 1/2

0

𝑃 (𝑡) sin(𝜔𝑡) 𝑑𝑡; 𝑆𝑃
1 (𝜔) :=

∫︁ 1/2

0

𝑃 (1− 𝑡) sin(𝜔𝑡) 𝑑𝑡;

𝐼𝑃0 (𝜔) : =

∫︁ 1/2

0

∫︁ 𝑡

0

𝑃 (𝑡)𝑃 (𝑠) sin(𝜔𝑡) cos(𝜔𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝑡;

𝐼𝑃1 (𝜔) : =

∫︁ 1/2

0

∫︁ 𝑡

0

𝑃 (1− 𝑡)𝑃 (1− 𝑠) sin(𝜔𝑡) cos(𝜔𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝑡.

При 𝑃 (𝑡) ∈ 𝐶∞[0,1] асимптотика этих интегралов хорошо известна (метод стац.

фазы, см. [81]). В наших примерах в качестве 𝑃 (𝑡) возникают медленно меняю­

щиеся функции в точке 𝑡 = 0 и/или 𝑡 = 1, имеющие особенности в этих точках.

Асимптотика интегралов в этом случае выписана в параграфе 2.1.

В случае двумерного возмущения (3.6) уравнение на собственные числа

выводится аналогично статье [67]. Продифференцируем два раза уравнение
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на собственные числа для интегрального оператора с ядром (3.6), получим

(𝜔 = µ−1/2):

−𝑢′′(𝑠) = 𝜔2

[︂
𝑢(𝑠) + 𝑝′′1(𝑠)

∫︁ 1

0

𝑝1(𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑝′′2(𝑠)

∫︁ 1

0

𝑝2(𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

]︂
. (3.21)

Общее решение примет вид:

𝑢(𝑠) = 𝑐1η1(𝑠) + 𝑐2η2(𝑠) + 𝑐3 cos(𝜔𝑠) + 𝑐4 sin(𝜔𝑠), (3.22)

где η𝑖(𝑠) =
𝑠∫︀

1/2

sin(𝜔(𝑠−τ))
𝜔 𝑝′′𝑖 (τ) 𝑑τ, 𝑖 = 1,2, — частное решение уравнения

−η′′𝑖 (𝑠) = 𝜔2η𝑖(𝑠) − 𝑝′′𝑖 (𝑠).

Подставляя решение (3.22) в уравнение (3.21) и пользуясь линейной неза­

висимостью 𝑝′′1(𝑠) и 𝑝′′2(𝑠), получаем два уравнения (𝑖 = 1,2):

− 𝑐1
𝜔2

= 𝑐1

∫︁ 1

0

𝑝𝑖(𝑡)η1(𝑡) + 𝑐2

∫︁ 1

0

𝑝𝑖(𝑡)η2(𝑡) 𝑑𝑡+

+ 𝑐3

∫︁ 1

0

𝑝𝑖(𝑡) cos(𝜔𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑐4

∫︁ 1

0

𝑝𝑖(𝑡) sin(𝜔𝑡) 𝑑𝑡.

Эти два уравнения вместе с граничными условиями 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0 дают линей­

ную систему на коэффициенты 𝑐𝑖, определитель которой равен нулю, а именно:

det2(𝜔) := det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

η1(1) η1(0)
1
𝜔2 +

1∫︀
0

𝑝1(𝑠)η1(𝑠) 𝑑𝑠
1∫︀
0

𝑝2(𝑠)η1(𝑠) 𝑑𝑠

η2(1) η2(0)
1∫︀
0

𝑝1(𝑠)η2(𝑠) 𝑑𝑠
1
𝜔2 +

1∫︀
0

𝑝2(𝑠)η2(𝑠) 𝑑𝑠

cos(𝜔) 1
1∫︀
0

𝑝1(τ) cos(𝜔τ)𝑑τ
1∫︀
0

𝑝2(τ) cos(𝜔τ)𝑑τ

sin(𝜔) 0
1∫︀
0

𝑝1(τ) sin(𝜔τ)𝑑τ
1∫︀
0

𝑝2(τ) sin(𝜔τ)𝑑τ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0,

Определитель det2(𝜔) можно преобразовать к виду:

det2(𝜔) =
1

𝜔2

·
[︁
cos(𝜔)

(︁
−2 (𝐶𝑄

0 )2 · 𝐼𝑃 + 2𝐶𝑄
0 · 𝐶𝑃

0 · 𝐼𝑃𝑄 − 2 (𝐶𝑄
1 )2 · 𝐼𝑃 + 2𝐶𝑄

1 · 𝐶𝑃
1 · 𝐼𝑃𝑄 − 2 𝐼𝑄((𝐶𝑃

0 )2 + (𝐶𝑃
1 )2)

)︁
+

+ sin(𝜔)
(︁
(𝐶𝑄

0 )2 · (𝐶𝑃
1 )2 − 2𝐶𝑄

0 · 𝐶𝑄
1 · 𝐶𝑃

0 · 𝐶𝑃
1 + (𝐶𝑄

1 )2(𝐶𝑃
0 )2 − 4 𝐼𝑄 · 𝐼𝑃 + (𝐼𝑃𝑄)2

)︁
+

+ (−4𝐶𝑄
1 · 𝐼𝑃 + 2𝐶𝑃

1 · 𝐼𝑃𝑄) · 𝐶𝑄
0 − 4𝐶𝑃

0 · 𝐶𝑃
1 · 𝐼𝑄 + 2𝐶𝑄

1 · 𝐶𝑃
0 · 𝐼𝑃𝑄

]︁
= 0, (3.23)
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где 𝑃 = 𝑃 (𝑡) = 𝑝′1(𝑡) − 𝑝′1(1/2), 𝑄 = 𝑄(𝑡) = 𝑝′2(𝑡) − 𝑝′2(1/2), 𝑡 ∈ [0,1], и

𝐼𝑃 (𝜔) : = 𝐼𝑃0 (𝜔) + 𝐼𝑃1 (𝜔)−
(𝑝′1(1/2))

2 + 1

2𝜔
;

𝐼𝑄(𝜔) : = 𝐼𝑄0 (𝜔) + 𝐼𝑄1 (𝜔)−
(𝑝′2(1/2))

2 + 1

2𝜔
;

𝐼𝑄𝑃
0 (𝜔) : =

∫︁ 1/2

0

∫︁ 𝑡

0

𝑄(𝑡)𝑃 (𝑠) cos(𝜔𝑠) sin(𝜔𝑡) 𝑑𝑠 𝑑𝑡;

𝐼𝑄𝑃
1 (𝜔) : =

∫︁ 1/2

0

∫︁ 𝑡

0

𝑄(1− 𝑡)𝑃 (1− 𝑠) cos(𝜔𝑠) sin(𝜔𝑡) 𝑑𝑠 𝑑𝑡;

𝐼𝑃𝑄(𝜔) : = 𝐼𝑄𝑃
0 (𝜔) + 𝐼𝑃𝑄

0 (𝜔) + 𝐼𝑄𝑃
1 (𝜔) + 𝐼𝑃𝑄

1 (𝜔)− 𝑝′1(1/2) 𝑝
′
2(1/2)

𝜔
.

3.3 Процессы Дурбина для распределения Лапласа

Теорема 3.1. Собственные числа µ(𝑖)𝑘 ковариационных операторов, соответ­

ствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на распределе­

ние Лапласа, «асимптотически близки» к числам µ̃
(𝑖)
𝑘 (т.е.

∞∏︀
𝑘=1

µ
(𝑖)
𝑘 /µ̃

(𝑖)
𝑘 < ∞),

где

1) µ
(1)
2𝑘 = µ

(1)
2𝑘−1 = µ̃

(1)
2𝑘 = µ̃

(1)
2𝑘−1 = (2π𝑘)−2;

2) µ̃
(2)
2𝑘 = µ̃

(2)
2𝑘+1 = ((2𝑘 + 1)π)−2; 3) µ̃

(3)
𝑘 = ((𝑘 + 1)π)−2.

Доказательство. 1) Для ковариационного оператора с ядром 𝐺1(𝑠,𝑡) задачу

на собственные числа µ можно записать следующим образом (здесь 𝜔 = µ−1/2,

𝑢(𝑡) – собственная функция):

𝑡 ∈ (0,1/2) : − 𝑢′′(𝑡) = 𝜔2𝑢(𝑡), 𝑢(0) = 0,

𝑡 ∈ (1/2,1) : − 𝑢′′(𝑡) = 𝜔2𝑢(𝑡), 𝑢(1) = 0,

𝑢(1/2−) = 𝑢(1/2+),

1

𝜔2
[𝑢′(1/2+)− 𝑢′(1/2−)] = 2

∫︁ 1/2

0

𝑠𝑢(𝑠) 𝑑𝑠+ 2

∫︁ 1

1/2

(1− 𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠.

Решая задачу явным образом, получаем, что 𝜔
(1)
2𝑘 = 𝜔

(1)
2𝑘−1 = 2π𝑘, 𝑘 ∈ N.
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Замечание 3.5. В данном случае получается точное равенство µ
(1)
2𝑘 = µ

(1)
2𝑘−1 =

(2π𝑘)−2, а не асимптотическое. Таким образом, все собственные числа имеют

кратность 2. Этот факт можно объяснить так: этому случаю соответ­

ствует броуновский мост 𝐵(𝑡), «зажатый» в точке 𝑡 = 1/2, т.е. 𝐵(1/2) = 0,

что эквивалентно двум независимым броуновским мостам, определенным

при 𝑡 ∈ [0,1/2] и 𝑡 ∈ [1/2,1] соответственно.

2) По замечанию 3.3 возмущение 𝑝2(𝑡), определенное в (3.8), является

нечетной функцией (отн. точки 𝑡 = 1/2), поэтому четные собственные функции

и соответствующие им собственные числа не меняются. Будем рассматривать

задачу на собственные значения только для нечетных собственных функций

𝑢(𝑡), поэтому при 𝑡 ∈ (0,1/2) имеем:

− µ𝑢′′(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 2 𝑝′′2(𝑡)

∫︁ 1/2

0

𝑝2(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑢(0) = 0, 𝑢(1/2) = 0. (3.24)

Рассмотрим функции 𝑢̌(𝑠) = 𝑢(𝑠/2), 𝑝2(𝑠) = 𝑠 ln(𝑠) = 2 𝑝2(𝑠/2), заданные при

𝑠 ∈ [0,1]. Перепишем уравнение (3.24) через функции 𝑢̌(𝑠), 𝑝2(𝑠):

−µ̌𝑢̌′′(𝑡) = 𝑢̌(𝑡) + 𝑝′′2(𝑡)

∫︁ 1

0

𝑝2(𝑠)𝑢̌(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑢̌(0) = 0, 𝑢̌(1) = 0, (3.25)

где 𝑡 ∈ [0,1], µ̌ = 4µ. Пусть 1/µ̌ = 𝜔̌2, 1/µ = 𝜔2, тогда 𝜔 = 2𝜔̌. Уравнение (3.25)

сводится к (3.20) при

𝑃 (𝑡) = 𝑝′2(𝑡)− 𝑝′2(1/2) =
(3.8)

ln(2𝑡).

Запишем асимптотики интегралов 𝐶𝑃
0 (𝜔̌), 𝐶

𝑃
1 (𝜔̌), 𝐼

𝑃
0 (𝜔̌), 𝐼

𝑃
1 (𝜔̌), используя фор­

мулы (2.1) и (2.11) при 𝑁 = 1 (как будет ясно из теоремы 3.2, такая точность

будет достаточна для наших целей):

𝐶𝑃
0 (𝜔̌) =− π

2𝜔̌
+𝑂

(︂
1

𝜔̌2

)︂
; 𝐶𝑃

1 (𝜔̌) = 𝑂

(︂
1

𝜔̌2

)︂
;

𝐼𝑃0 (𝜔̌) =
1

2𝜔̌
+𝑂

(︂
1

𝜔̌3

)︂
; 𝐼𝑃1 (𝜔̌) =

ln2(2)− 2 ln(2) + 1

2𝜔̌
+𝑂

(︂
1

𝜔̌3

)︂
.

Подставляя полученные выражения в формулу (3.20), получаем уравнение

0 = det1 =
π2

4

cos(𝜔̌)

𝜔̌3
+𝑂

(︁ 1

𝜔̌4

)︁
. (3.26)
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Отсюда для некоторого 𝑘0 ∈ Z имеем

𝜔̌2𝑘+𝑘0 = π𝑘 +
π

2
+𝑂

(︁1
𝑘

)︁
, поэтому 𝜔2𝑘+𝑘0 = 2π𝑘 + π+𝑂

(︁1
𝑘

)︁
.

По замечанию 3.4 собственные числа возмущенного оператора µ(2)𝑘 и соб­

ственные числа исходного оператора µ(0)𝑘 перемежаются, поэтому 𝑘0 = 0 и

утверждение теоремы в этом случае доказано.

3) Утверждение теоремы в этом случае следует из замечания 3.3. �

Теорема 3.2. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов

𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на распределение Лапласа (ε→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < ε

}︁
∼

√
2

√
π
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < ε

}︁
∼

√
2

π3/2
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < ε

}︁
∼ 1

2
√
2π5/2

ε−2 exp
(︁
− 1

8ε2

)︁
.

Доказательство.

Применим принцип сравнения Ли (предложение 3 из приложения).

В случаях 1) и 2) в качестве аппроксимации возьмем процесс с собственными

числами γ𝑘 ковариационного оператора (𝑘 ∈ N):

γ𝑘 : =
[︀
(𝑘 + 1/2)π

]︀−2
. (3.27)

Известно, что (см. предложение 5 из приложения)

P
{︁ ∞∑︁

𝑘=1

γ𝑘ξ
2
𝑘 < ε

2
}︁
∼ 4

π3/2
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
. (3.28)

Найдем константу «расхождения» из (5.13). Для этого рассмотрим:

1)

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

γ𝑘

µ
(1)
𝑘

)︃ 1
2

= lim
𝑘→∞

(2π)2 · (4π)2 · . . . · (2𝑘π)2
3π
2 · 5π

2 · . . . · (4𝑘−1)π
2 · (4𝑘+1)π

2

=
π

2
√
2
.

2)

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

γ𝑘

µ
(2)
𝑘

)︃ 1
2

=

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

γ𝑘

µ̃
(2)
𝑘

)︃ 1
2

·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

µ̃
(2)
𝑘

µ
(2)
𝑘

)︃ 1
2

; (3.29)

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

γ𝑘

µ̃
(2)
𝑘

)︃ 1
2

= lim
𝑘→∞

π · (3π)2 · (5π)2 · . . . · ((2𝑘 + 1)π)2

3π
2 · 5π

2 · . . . · (4𝑘+3)π
2

=
1√
2
. (3.30)
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Заметим, что последовательности 𝜔
(2)
𝑘 = (µ

(2)
𝑘 )−1/2 и 𝜔̃

(2)
𝑘 = (µ̃

(2)
𝑘 )−1/2 являются

корнями следующих целых функций (det1(𝜔) определен в формуле (3.26)):

𝐻1(𝜔) = −𝜔

2
· det1(𝜔) · cos(𝜔/2); 𝐻2(𝜔) =

cos2(𝜔/2)

1− 𝜔2

π2

; 𝐻1(0) = 𝐻2(0) = 1.

Воспользуемся леммой B из приложения, получаем:

∞∏︁
𝑘=1

µ̃
(2)
𝑘

µ
(2)
𝑘

= lim
|𝜔|=2π𝑘
𝑘→∞

𝐻2(𝜔)

𝐻1(𝜔)
= lim

|𝜔|=2π𝑘
𝑘→∞

(︂
cos2(𝜔/2)

1− (2𝜔
π
)2

:

[︂
−π

2

4

𝜔

2

cos2(𝜔/2)

(𝜔/2)3

]︂)︂
=

1

4
,

причем предел можно брать только по вещественной оси. Отсюда следует утвер­

ждение теоремы в этом случае.

3) В качестве аппроксимации возьмем процесс с собственными числами

ρ𝑘 ковариационного оператора (𝑘 ∈ N):

ρ𝑘 :=
[︀
(𝑘 + 1)π

]︀−2
. (3.31)

Известно, что (см. предложение 5 из приложения)

P
{︁ ∞∑︁

𝑘=1

ρ𝑘ξ
2
𝑘 < ε

2
}︁
∼ 1√

2π5/2
ε−2 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
. (3.32)

Найдем константу «расхождения». Комбинируя результаты случаев 1) и 2),

получаем:(︃ ∞∏︁
𝑘=1

ρ𝑘

µ
(3)
𝑘

)︃ 1
2

=

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

ρ2𝑘

µ
(2)
2𝑘

)︃ 1
2

·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

ρ2𝑘−1

µ
(1)
2𝑘−1

)︃ 1
2

=

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

ρ2𝑘

µ
(2)
2𝑘

)︃ 1
2

=
1

2
,

откуда, используя формулу (3.32), получаем утверждение теоремы в этом слу­

чае. �

3.4 Процессы Дурбина для логистического распределения

Теорема 3.3. Собственные числа µ
(𝑖)
𝑘 ковариационных операторов, соот­

ветствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на
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логистическое распределение, «асимптотически близки» к числам µ̃
(𝑖)
𝑘 (т.е.

∞∏︀
𝑘=1

µ
(𝑖)
𝑘 /µ̃

(𝑖)
𝑘 < ∞), где

1) µ̃
(1)
𝑘 = ((𝑘 + 1)π)−2; 2) µ̃

(2)
2𝑘 = µ̃

(2)
2𝑘+1 = ((2𝑘 + 1)π)−2;

3) µ̃
(3)
2𝑘−1 = µ̃

(3)
2𝑘 = ((2𝑘 + 1)π)−2.

Доказательство. 1) В этом случае 𝑝′′1(𝑡) ∈ 𝐿2(0,1), поэтому утверждение тео­

ремы следует из теоремы 2 статьи [67].

2) Уравнение на 𝜔
(2)
𝑘 = (µ

(2)
𝑘 )−1/2 (для простоты будем обозначать 𝜔)

имеет вид (3.20) для

𝑃 (𝑡) = 𝑝′2(𝑡)− 𝑝′2(1/2) =
(3.10)

3√
3 + π2

(2𝑡− 1) ln

(︂
1− 𝑡

𝑡

)︂
.

Запишем асимптотики интегралов 𝐶𝑃
0 (𝜔), 𝐶

𝑃
1 (𝜔), 𝐼

𝑃
0 (𝜔), 𝐼

𝑃
1 (𝜔), используя фор­

мулы (2.1) и (2.11) при 𝑁 = 1 (как будет ясно из теоремы 3.4, такая точность

будет достаточна для наших целей):

𝐶𝑃
0 (𝜔) = 𝐶𝑃

1 (𝜔) = −π
2

3√
3 + π2

1

𝜔
+𝑂

(︂
ln(𝜔)

𝜔2

)︂
;

𝐼𝑃0 (𝜔) = 𝐼𝑃1 (𝜔) =
1

2𝜔

∫︁ 1/2

0

𝑃 2(𝑠) 𝑑𝑠+𝑂

(︂
ln(𝜔)

𝜔3

)︂
.

Подставляя полученные выражения в формулу (3.20), получаем уравнение

0 = det1(𝜔) =
2(cos(𝜔) + 1)

𝜔

[︂
9π2

4(3 + π2)

1

𝜔2
+𝑂

(︁ ln(𝜔)
𝜔3

)︁]︂
+

2 sin(𝜔)

𝜔
·𝑂
(︁ ln(𝜔)

𝜔3

)︁
.

(3.33)

После преобразований получаем:

cos(𝜔/2) = 0 или cos(𝜔/2) = 𝑂
(︁ ln(𝜔)

𝜔

)︁
.

Корни уравнения cos(𝜔/2) = 0 соответствуют 𝜔
(2)
2𝑘−1 = (2𝑘 − 1)π, а корни вто­

рого уравнения cos(𝜔/2) = 𝑂
(︁
ln(𝜔)
𝜔

)︁
соответствуют 𝜔

(2)
2𝑘 = (2𝑘 + 1)π + 𝑂

(︀
1
𝑘

)︀
(такая нумерация следует из замечания 3.4).

3) Утверждение теоремы в этом случае следует из замечания 3.3. �
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Теорема 3.4. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов

𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на логистическое распределение (ε→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < ε

}︁
∼ 2

√
15√
π
ε−2 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < ε

}︁
∼ 4

√
3 + π2

3
√
2π3/2

ε−1 exp
(︁
− 1

8ε2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < ε

}︁
∼

4
√︀

15(3 + π2)

3π3/2
ε−3 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
.

Доказательство. 1) В данном случае 𝑝′′1(𝑡) ∈ 𝐿2(0,1), поэтому по теореме 3 из

работы [67] вероятность малых уклонений можно найти по формуле:

P
{︁
‖𝑋(1)‖ < ε

}︁
∼ 1

‖𝑝′′1‖
(2ε2)−1 P

{︁
‖𝐵‖2 < ε

}︁
=

2
√
15√
π
ε−2 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
, ε→ 0.

В случаях 2) и 3) применим принцип сравнения Ли (предложение 3 из приложе­

ния). 2) В качестве аппроксимации возьмем процесс с собственными числами

ковариационного оператора γ𝑘, определенными в (3.27). Найдем константу

«расхождения». Аналогично случаю 2) теоремы 3.2 получаем формулы (3.29)

и (3.30). Найдем
∏︀
µ̃
(2)
𝑘 /µ

(2)
𝑘 . Заметим, что последовательности 𝜔

(2)
𝑘 = (µ

(2)
𝑘 )−1/2

и 𝜔̃
(2)
𝑘 = (µ̃

(2)
𝑘 )−1/2 являются корнями следующих целых функций (det1(𝜔) опре­

делен в формуле (3.33)):

𝐻1(𝜔) = −𝜔 · det1(𝜔); 𝐻2(𝜔) =
cos2(𝜔/2)

1− 𝜔2

π2

; 𝐻1(0) = 𝐻2(0) = 1.

Воспользуемся леммой B из приложения, получаем:

∞∏︁
𝑘=1

µ̃
(2)
𝑘

µ
(2)
𝑘

= lim
|𝜔|=2π𝑘
𝑘→∞

𝐻2(𝜔)

𝐻1(𝜔)
= lim

|𝜔|=2π𝑘
𝑘→∞

(︂
cos2(𝜔/2)

1− (𝜔
π
)2

:

[︂
− 9π2

(3 + π2)

cos2(𝜔/2)

𝜔2

]︂)︂
=

3 + π2

9
,

(3.34)

причем предел можно брать только по вещественной оси. Отсюда следует утвер­

ждение теоремы в этом случае.

3) В качестве аппроксимации возьмем процесс с собственными числами

β𝑘 ковариационного оператора (𝑘 ∈ N):

β𝑘 : =
[︀
(𝑘 + 3/2)π

]︀−2
, 𝑘 ∈ N.
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Известно, что (см. предложение 5 из приложения)

P
{︁ ∞∑︁

𝑘=1

β𝑘ξ
2
𝑘 < ε

2
}︁
∼ 4

3π5/2
ε−3 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
.

Найдем константу «расхождения». Введем последовательность: α2𝑘−1 = α2𝑘 =

[(2𝑘 + 1)π]−2, 𝑘 ∈ N. Имеем(︃ ∞∏︁
𝑘=1

β𝑘

µ
(3)
𝑘

)︃ 1
2

=

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

α𝑘

µ
(3)
𝑘

)︃ 1
2

·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

β𝑘

α𝑘

)︃ 1
2

=

=

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

α2𝑘−1

µ
(1)
2𝑘−1

)︃ 1
2

·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

α2𝑘

µ
(2)
2𝑘

)︃ 1
2

·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

β𝑘

α𝑘

)︃ 1
2

.

Из [67, формула (2.10)], (3.34) и (3.30) получаем(︃ ∞∏︁
𝑘=1

α2𝑘−1

µ
(1)
2𝑘−1

)︃ 1
2

=
√
30π;

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

α2𝑘

µ
(2)
2𝑘

)︃ 1
2

=

√
3 + π2

3
;

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

β𝑘

α𝑘

)︃ 1
2

=
3
√
2

2
,

откуда следует утверждение теоремы в этом случае. �

3.5 Процессы Каца–Кифера–Вольфовица

Процессы Дурбина, возникающие как предельные в задаче о построении

критериев согласия типа омега-квадрат для проверки выборки на нормальность

в случае, когда математическое ожидание и/или дисперсия оцениваются по

выборке, впервые были рассмотрены в работе М. Каца, Дж. Кифера и Дж. Воль­

фовица [37].

Теорема 3.5. Собственные числа µ(𝑖)𝑘 ковариационных операторов, соответ­

ствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на нормальное

распределение, «асимптотически близки» к числам µ̃
(𝑖)
𝑘 (т.е.

∞∏︀
𝑘=1

µ
(𝑖)
𝑘 /µ̃

(𝑖)
𝑘 <

∞), где

1) µ̃
(1)
2𝑘 = (2π𝑘)−2, µ̃

(1)
2𝑘−1 =

(︁
2π𝑘 +

π

ln(𝑘)

)︁−2

;

2) µ̃
(2)
1 = π, µ̃

(2)
2𝑘 = µ̃

(2)
2𝑘+1 = ((2𝑘 + 1)π)−2;

3) µ̃
(2)
2𝑘 = ((2𝑘 + 1)π)−2; µ̃

(1)
2𝑘−1 =

(︁
2π𝑘 +

π

ln(𝑘)

)︁−2

.
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Доказательство. 1) Согласно замечанию 3.3 имеем µ(1)2𝑘 = µ
(0)
2𝑘 = (2π𝑘)−2, 𝑘 ∈ N.

Уравнение на 𝜔
(1)
2𝑘−1 = (µ

(1)
2𝑘−1)

−1/2 (для простоты будем обозначать 𝜔) имеет

вид (3.20) для

𝑃 (𝑡) = 𝑝′1(𝑡)− 𝑝′1(1/2) =
(3.11)

Φ−1(𝑡).

Обозначим для удобства ℱ0(𝑡) := Φ−1(𝑡), ℱ𝑛+1(𝑡) := 𝑡ℱ ′
𝑛(𝑡), 𝑛 > 0, и за­

метим, что согласно теореме 2.4 для функций 𝐹 = 𝐻 = ℱ0 справедливы

теоремы 2.1–2.3. Запишем асимптотики интегралов 𝐶𝑃
0 (𝜔), 𝐶

𝑃
1 (𝜔), 𝐼

𝑃
0 (𝜔), 𝐼

𝑃
1 (𝜔),

используя формулы (2.1) и (2.11) при 𝑁 = 2 (как будет ясно из теоремы 3.6,

такая точность будет достаточна для наших целей):

𝐶𝑃
0 (𝜔) = 𝐶𝑃

1 (𝜔) = −π
2

ℱ1

𝜔
+
γπ

2

ℱ2

𝜔
+𝑂

(︂
|ℱ3|
𝜔

)︂
,

𝐼𝑃0 (𝜔) = 𝐼𝑃1 (𝜔) =
1

4𝜔
+
π3

8

ℱ1ℱ2

𝜔2
+𝑂

(︂
|ℱ1ℱ3|+ ℱ2

2

𝜔2

)︂
.

Здесь γ — константа Эйлера, и у всех ℱ𝑛 аргумент равен 1
𝜔 . Подставляя полу­

ченные выражения в формулу (3.20), получаем уравнение det1(𝜔) = 0, где

det1(𝜔) =
π2

2𝜔3
ℱ2

1

[︂
sin
(︁𝜔
2

)︁
− 2γ sin

(︁𝜔
2

)︁ ℱ2

ℱ1
− π cos

(︁𝜔
2

)︁ ℱ2

ℱ1
+𝑂

(︂
|ℱ3ℱ1|+ ℱ2

2

ℱ2
1

)︂]︂
.

После преобразований уравнение принимает вид:

tg
(︁𝜔
2

)︁
= π

ℱ2

ℱ1
+𝑂

(︂
|ℱ3ℱ1|+ ℱ2

2

ℱ2
1

)︂
, (3.35)

где аргумент всех ℱ𝑛 равен 1
𝜔 . Поскольку правая часть стремится к нулю при

𝜔 → ∞, в окрестности точки 2π𝑘 при достаточно больших 𝑘 находится ровно

один корень данного уравнения.

Согласно замечаниям 3.3–3.4 имеем µ(1)2𝑘 = µ
(0)
2𝑘 и µ(1)2𝑘−1 6 µ

(0)
2𝑘−1. Поэтому

𝜔
(1)
2𝑘 = 2π𝑘 и 𝜔

(1)
2𝑘−1 > π(2𝑘− 1). Из этих фактов и перемежаемости собственных

чисел следует, что на промежутке [(2𝑘 − 1)π,(2𝑘 + 1)π) располагаются 𝜔
(1)
2𝑘−1 и

𝜔
(1)
2𝑘 . Значит, в окрестности 2π𝑘 лежит корень 𝜔

(1)
2𝑘−1 уравнения (3.35).

Стандартными методами получаем асимптотику 𝜔
(1)
2𝑘−1 при 𝑘 → ∞:

𝜔
(1)
2𝑘−1 = 2π𝑘 + 2π

ℱ2

ℱ1
+𝑂

(︂
|ℱ3ℱ1|+ ℱ2

2

ℱ2
1

)︂
,
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где аргумент всех ℱ𝑛 равен
1

2π𝑘
. В силу соотношений (2.15), (2.16)–(2.18) име­

ем 𝜔 → ∞

ℱ1 =
1

ℱ0
+𝑂

(︂
1

|ℱ0|3

)︂
, ℱ2 = − 1

ℱ3
0

+𝑂

(︂
1

|ℱ0|5

)︂
, ℱ3 = 𝑂

(︂
1

|ℱ0|5

)︂
, (3.36)

где аргумент всех ℱ𝑛 равен 1
𝜔 . Отсюда

𝜔
(1)
2𝑘−1 = 2π𝑘 +

2π

ℱ2
0 (

1
2π𝑘)

+𝑂

(︂
1

ℱ4
0 (

1
2π𝑘)

)︂
.

Известно, что (см., например, [19])

ℱ(𝑥) = Φ−1(𝑥) = −
√︀

−2 ln(𝑥) ·
[︂
1 +𝑂

(︂
ln(− ln(𝑥))

ln(𝑥)

)︂]︂
, 𝑥 → 0.

Поэтому

𝜔
(1)
2𝑘−1 = 2π𝑘 +

π

ln(𝑘)
+𝑂

(︂
ln(ln(𝑘))

ln2(𝑘)

)︂
. (3.37)

2) Согласно замечанию 3.3 имеем µ
(2)
2𝑘−1 = µ

(0)
2𝑘−1 = (π(2𝑘 − 1))−2,

𝑘 ∈ N. Уравнение на 𝜔
(2)
2𝑘 = (µ

(2)
2𝑘 )

−1/2 (для простоты будем обозначать 𝜔)

имеет вид (3.20) для

𝑃 (𝑡) = 𝑝′2(𝑡)− 𝑝′2(1/2) =
(3.12)

(︀
Φ−1(𝑡)

)︀2
.

Согласно замечанию 2.2 для функций 𝐹 = 𝐻 = ℱ2
0 справедливы теоре­

мы 2.1–2.3. Запишем асимптотики интегралов 𝐶𝑃
0 (𝜔), 𝐶𝑃

1 (𝜔), 𝐼𝑃0 (𝜔), 𝐼𝑃1 (𝜔),

используя формулы (2.1) и (2.11) при 𝑁 = 2 (как будет ясно из теоремы 3.6,

такая точность будет достаточна для наших целей):

𝐶𝑃
0 (𝜔) = −𝐶𝑃

1 (𝜔) =− πℱ0ℱ1

𝜔
+ γπ

ℱ0ℱ2 + ℱ2
1

𝜔
+𝑂

(︂
|ℱ0ℱ3|+ |ℱ1ℱ2|

𝜔

)︂
,

𝐼𝑃0 (𝜔) = 𝐼𝑃1 (𝜔) =
3

4𝜔
+
π3

2

ℱ2
0ℱ1ℱ2 + ℱ0ℱ3

1

𝜔2
+𝑂

(︂
|ℱ2

0ℱ1ℱ3|+ |ℱ0ℱ2
1ℱ2|

𝜔2

)︂
.

Здесь γ — константа Эйлера, и у всех ℱ𝑛 аргумент равен 1
𝜔 . Подставляя полу­

ченные выражения в формулу (3.20), получаем уравнение det1(𝜔) = 0, где

det1(𝜔) =
π2

𝜔3
(ℱ0ℱ1)

2

[︂
− cos

(︁𝜔
2

)︁
+ 2γ cos

(︁𝜔
2

)︁ ℱ0ℱ2 + ℱ2
1

ℱ0ℱ1
− (3.38)

−π sin
(︁𝜔
2

)︁ ℱ0ℱ2 + ℱ2
1

ℱ0ℱ1
+𝑂

(︂
(ℱ0ℱ2)

2 + ℱ4
1 + |ℱ2

0ℱ1ℱ3|+ |ℱ0ℱ2
1ℱ2|

ℱ2
0ℱ2

1

)︂]︂
.
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После преобразований уравнение принимает вид:

ctg
(︁𝜔
2

)︁
= −πℱ0ℱ2 + ℱ2

1

ℱ0ℱ1
+𝑂

(︂
(ℱ0ℱ2)

2 + ℱ4
1 + ℱ2

0 |ℱ1ℱ3|+ |ℱ0ℱ2
1ℱ2|

ℱ2
0ℱ2

1

)︂
,

где аргумент всех ℱ𝑛 равен 1
𝜔 . Рассуждая аналогичным образом, получаем, что

в окрестности 2π𝑘+π при достаточно больших 𝑘 находится ровно один корень

данного уравнения с номером 𝜔
(2)
2𝑘 . Его асимптотика:

𝜔
(2)
2𝑘 = π+ 2π𝑘 − πℱ0ℱ2 + ℱ2

1

ℱ0ℱ1
+𝑂

(︂
(ℱ0ℱ2)

2 + ℱ4
1 + ℱ2

0 |ℱ1ℱ3|+ |ℱ0ℱ2
1ℱ2|

ℱ2
0ℱ2

1

)︂
,

где аргумент всех ℱ𝑛 равен
1

π(2𝑘 + 1)
. В силу (3.36) имеем

𝜔
(2)
2𝑘 = π+ 2π𝑘 +𝑂

(︃
1

ℱ4
0 (

1
π(2𝑘+1))

)︃
= π(2𝑘 + 1) +𝑂

(︂
1

ln2(𝑘)

)︂
.

3) Утверждение теоремы в этом случае следует из замечания 3.3. �

Теорема 3.6. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов

𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на нормальное распределение (ε→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < ε

}︁
∼ 𝐶1 · ε−1 · ln

1
2

(︁1
ε

)︁
· exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < ε

}︁
∼ 2

√
2

π3/2
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < ε

}︁
∼ 𝐶2 · ε−2 · ln

1
2

(︁1
ε

)︁
· exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
.

Замечание 3.6. В случаях 1) и 3) мультипликативные константы 𝐶1 и 𝐶2

найти пока не удалось.

Доказательство.

Применим принцип сравнения Ли (предложение 3 из приложения).

1) В качестве аппроксимации возьмем процесс с собственными числами

Λ𝑘 ковариационного оператора (𝑘 ∈ N):

Λ𝑘 :=
[︁
π
(︁
𝑘 +

1

2
+

1

2 ln(𝑘 + 1)

)︁]︁−2

.

Убедимся, что
∏︀
µ
(1)
𝑘 /Λ𝑘 сходится. Для этого определим

τ2𝑘 :=
(︀
2π𝑘

)︀−2
, τ2𝑘−1 :=

[︁
π
(︁
2𝑘 +

1

ln(𝑘 + 1)

)︁]︁−2

, 𝑘 ∈ N.
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Имеем(︃ ∞∏︁
𝑘=1

µ
(1)
𝑘

Λ𝑘

)︃ 1
2

=

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

µ
(1)
𝑘

τ𝑘

)︃ 1
2

·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

τ𝑘

Λ𝑘

)︃ 1
2

=

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

µ
(1)
2𝑘−1

τ2𝑘−1

)︃ 1
2

·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

τ𝑘

Λ𝑘

)︃ 1
2

. (3.39)

Первое произведение в (3.39) сходится, поскольку в силу (3.37)(︃ ∞∏︁
𝑘=1

µ
(1)
2𝑘−1

τ2𝑘−1

)︃ 1
2

=
∞∏︁
𝑘=1

(︁
1 +𝑂

(︁ ln ln(𝑘)
𝑘 ln2(𝑘)

)︁)︁
< ∞.

Второе произведение представим в виде(︃ ∞∏︁
𝑘=1

τ2𝑘τ2𝑘−1

Λ2𝑘Λ2𝑘−1

)︃ 1
2

=
∞∏︁
𝑘=1

(︀
2𝑘 + 1

2 +
1

2 ln(2𝑘+1)

)︀(︀
2𝑘 − 1

2 +
1

2 ln(2𝑘)

)︀
2𝑘(2𝑘 + 1

ln(𝑘+1))
=

=
∞∏︁
𝑘=1

(︁
1 +

1

4𝑘

(︁ 1

ln(2𝑘 + 1)
+

1

ln(2𝑘)
− 2

ln(𝑘 + 1)

)︁
+𝑂

(︁ 1

𝑘2

)︁)︁
=

=
∞∏︁
𝑘=1

(︁
1 +𝑂

(︁ 1

𝑘 ln2(𝑘)

)︁)︁
< ∞.

Применяя теорему 2.5, получаем утверждение теоремы в этом случае.

2) В качестве аппроксимации возьмем процесс с собственными числами

γ𝑘 ковариационного оператора, определенных в (3.27). Для того, чтобы найти

константу «расхождения» из (5.13), дополнительно введем

ν1 := π
−2, ν2𝑘 = ν2𝑘+1 :=

[︁
(2𝑘 + 1)π

]︁−2

.

Тогда(︃ ∞∏︁
𝑘=1

γ𝑘

µ
(2)
𝑘

)︃ 1
2

=

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

γ𝑘

ν𝑘

)︃ 1
2

·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

ν𝑘

µ
(2)
𝑘

)︃ 1
2

=

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

γ𝑘

ν𝑘

)︃ 1
2

·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

ν2𝑘

µ
(2)
2𝑘

)︃ 1
2

.

Первое бесконечное произведение легко считается по формуле Стирлинга:(︃ ∞∏︁
𝑘=1

γ𝑘

ν𝑘

)︃ 1
2

= lim
𝑘→∞

π · (3π)2 · (5π)2 · . . . · ((2𝑘 + 1)π)2

3π
2 · 5π

2 · . . . · (4𝑘+3)π
2

=
1√
2
.

Заметим, что ν
− 1

2

2𝑘 и
(︁
µ
(2)
2𝑘

)︁− 1
2

= 𝜔
(2)
2𝑘 есть корни целых функций (det1(𝜔) опре­

делен в формуле (3.38))

𝑀(𝜔) :=
cos(𝜔2 )

1−
(︀
𝜔
π

)︀2 и 𝒟(𝜔) := 𝜔 · det1(𝜔), 𝜔 ∈ C,
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причем эти корни достаточно близки. Заметим также, что 𝑀(0) = 𝒟(0) = 1.

Воспользуемся леммой B из приложения. Получаем
∞∏︁
𝑘=1

ν2𝑘

µ
(2)
2𝑘

= lim
|𝜔|=2π𝑘
𝑘→∞

𝑀(𝜔)

𝒟(𝜔)
,

причем предел можно брать только по вещественной оси. Тогда, пользуясь фор­

мулами (3.36) и (3.38), имеем

∞∏︁
𝑘=1

ν2𝑘

µ
(2)
2𝑘

= lim
𝜔=2π𝑘
𝑘→∞

𝑀(𝜔)

𝜔𝐷2(𝜔)
= lim

𝜔=2π𝑘
𝑘→∞

(︁
ℱ0

(︁ 1
𝜔

)︁
ℱ1

(︁ 1
𝜔

)︁)︁2
= 1. (3.40)

В итоге из формул (5.13), (3.28)–(3.40) получаем утверждение теоремы в этом

случае.

3) В качестве аппроксимации возьмем процесс с собственными числами

Λ̃𝑘 ковариационного оператора (𝑘 ∈ N):

Λ̃𝑘 :=
[︁
π
(︁
𝑘 + 1 +

1

2 ln(𝑘 + 1)

)︁]︁−2

, 𝑘 ∈ N.

Доказательство аналогично случаю 1). �

3.6 Процессы Дурбина для распределения Гумбеля

Теорема 3.7. Собственные числа µ(𝑖)𝑘 ковариационных операторов, соответ­

ствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на распределе­

ние Гумбеля, «асимптотически близки» к числам µ̃
(𝑖)
𝑘 (т.е.

∞∏︀
𝑘=1

µ
(𝑖)
𝑘 /µ̃

(𝑖)
𝑘 < ∞),

где

1) µ̃
(1)
𝑘 = ((𝑘 + 1/2)π)−2;

2) µ̃
(2)
𝑘 =

(︀
(𝑘 + 1/2)π+ 𝑟𝑘

)︀−2
,

𝑟𝑘 = (−1)𝑘 · 2 arctg
(︁ 1

ln(ln(𝑘)) + 1

)︁
− 1

ln(𝑘) ln(ln(𝑘))
;

3) µ̃
(3)
𝑘 =

(︀
(𝑘 + 1)π+ 𝑟𝑘

)︀−2
, 𝑟𝑘 = 2π

ln(ln(𝑘))

ln(𝑘)
+ π

(−1)𝑘

ln(𝑘)
.

Доказательство. 1) Уравнение на собственные числа µ(1)𝑘 совпадает с уравне­

нием (3.25), откуда следует утверждение теоремы в этом случае.
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2) Уравнение на 𝜔
(2)
𝑘 = (µ

(2)
𝑘 )−1/2 (для простоты будем обозначать 𝜔)

имеет вид (3.20) для

𝑃 (𝑡) = 𝑝′2(𝑡)− 𝑝′2(1/2) =
(3.14)

− 𝑐−1
[︀
ln(− ln(𝑠)) + ln(𝑠) · ln(− ln(𝑠))− (3.41)

− ln(ln(2)) + ln(2) · ln(ln(2))
]︀
,

где 𝑐 = (π2/6 + (γ − 1)2)1/2. Запишем асимптотики интегралов 𝐶𝑃
0 (𝜔), 𝐼

𝑃
0 (𝜔),

используя формулы (2.1) и (2.11) при 𝑁 = 2, и асимптотики интегралов 𝐶𝑃
1 (𝜔),

𝐼𝑃1 (𝜔) — при 𝑁 = 1 (как будет ясно из теоремы 3.8, такая точность будет

достаточна для наших целей):

𝐶𝑃
0 (𝜔) =

π

2𝑐 𝜔

[︂
1 + ln(ln(𝜔))− 1

ln(𝜔)

]︂
+
γπ

2𝑐

1

𝜔 ln(𝜔)
+𝑂

(︂
1

𝜔 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐶𝑃
1 (𝜔) =

π

2𝑐 𝜔
+𝑂

(︂
ln(𝜔)

𝜔2

)︂
;

𝐼𝑃0 (𝜔) =
1

2𝜔

∫︁ 1/2

0

𝑃 2(𝑠) 𝑑𝑠− π3

8𝑐2
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln(𝜔)
+𝑂

(︂
1

𝜔2 ln(𝜔)

)︂
;

𝐼𝑃1 (𝜔) =
1

2𝜔

∫︁ 1/2

0

𝑃 2(1− 𝑠) 𝑑𝑠+𝑂

(︂
ln(𝜔)

𝜔3

)︂
.

Здесь γ — константа Эйлера. Подставляя полученные выражения в форму­

лу (3.20), получаем уравнение

0 = det1(𝜔) =
π2

4𝑐2𝜔3

(︁
cos(𝜔)

[︁
(ln(ln(𝜔)))2 + 2 ln(ln(𝜔)) + 2 + 2(γ− 1)

ln(ln(𝜔))

ln(𝜔)

]︁
−

− sin(𝜔)
ln(ln(𝜔))

ln(𝜔)
+ 2 ln(ln(𝜔)) + 2 +𝑂

(︁ 1

ln(𝜔)

)︁)︁
.

После преобразований уравнение принимает вид:

cos(𝜔) =
sin(𝜔) · ln(ln(𝜔))

ln(𝜔) − 2 ln(ln(𝜔))− 2

(ln(ln(𝜔)))2 + 2 ln(ln(𝜔)) + 2 + 2(γ− 1) · ln(ln(𝜔))
ln(𝜔)

+𝑂
(︁ 1

ln(𝜔)(ln(ln(𝜔)))2

)︁
.

Так как правая часть стремится к 0 при 𝜔 → ∞, то для некоторого 𝑘0 ∈ Z
имеем 𝜔𝑘+𝑘0 = π𝑘+

π
2 + 𝑟𝑘, 𝑟𝑘 → 0. Стандартными приемами асимптотического

метода решения уравнений получаем:

𝜔𝑘+𝑘0 = π𝑘 +
π

2
+ (−1)𝑘 · 2 arctg

(︁ 1

ln(ln(𝑘)) + 1

)︁
−

− 1

ln(𝑘) ln(ln(𝑘))
+𝑂

(︁ 1

ln(𝑘)(ln(ln(𝑘)))2

)︁
.
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По замечанию 3.4 имеем 𝑘0 = 0, откуда следует утверждение теоремы в этом

случае.

3) Уравнение на 𝜔
(3)
𝑘 = (µ

(3)
𝑘 )−1/2 (для простоты будем обозначать 𝜔)

имеет вид (3.23) для

𝑃 (𝑡) = 𝑝′1(𝑡)− 𝑝′1(1/2) =
(3.15)

𝑝′1(𝑡)− 𝑝′1(1/2) =
(3.13)

ln(2𝑡);

𝑄(𝑡) = 𝑝′2(𝑡)− 𝑝′2(1/2) =
(3.15)

√
6

π

[︀
(1− γ) ln(2𝑡) + 𝑐(𝑝′2(𝑡)− 𝑝′2(1/2))

]︀
,

где выражение 𝑝′2(𝑡) − 𝑝′2(1/2) определено в формуле (3.41). Запишем асимп­

тотики интегралов 𝐶𝑃
0 (𝜔), 𝐶𝑃

1 (𝜔), 𝐼𝑃0 (𝜔), 𝐼𝑃1 (𝜔), 𝐶𝑄
1 (𝜔), 𝐼𝑄1 (𝜔), используя

формулы (2.1) и (2.11) при 𝑁 = 1, и асимптотики интегралов 𝐶𝑄
0 (𝜔), 𝐼

𝑄
0 (𝜔)

— при 𝑁 = 2, (как будет ясно из теоремы 3.8, такая точность будет достаточ­

на для наших целей):

𝐶𝑃
0 (𝜔) = − π

2𝜔
+𝑂

(︂
1

𝜔2

)︂
;

𝐶𝑃
1 (𝜔) = 𝑂

(︂
1

𝜔2

)︂
;

𝐶𝑄
0 (𝜔) =

√
6

2

ln(ln(𝜔))

𝜔
+

√
6

2

γ

𝜔
+

√
6(γ− 1)

2

1

𝜔 ln(𝜔)
+𝑂

(︂
1

𝜔 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐶𝑄
1 (𝜔) =

√
6

2𝜔
+𝑂

(︂
ln(𝜔)

𝜔2

)︂
;

𝐼𝑃0 (𝜔) =
1

2𝜔
+𝑂

(︂
1

𝜔3

)︂
;

𝐼𝑃1 (𝜔) =
ln2(2)− 2 ln(2) + 1

2𝜔
+𝑂

(︂
1

𝜔3

)︂
;

𝐼𝑄0 (𝜔) =
1

2𝜔

∫︁ 1/2

0

𝑄2(𝑠) 𝑑𝑠+
3π

4𝜔2

ln(ln(𝜔))

ln(𝜔)
− 3π

4𝜔2

γ

ln(𝜔)
+𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐼𝑄1 (𝜔) =
1

2𝜔

∫︁ 1/2

0

𝑄̃2(𝑠) 𝑑𝑠+𝑂

(︂
𝐿

𝜔3

)︂
.

Тогда получаем

𝐼𝑃 = 𝐼𝑃0 (𝜔) + 𝐼𝑃1 (𝜔)−
(𝑝′1(1/2))

2 + 1

2𝜔
= 𝑂

(︂
1

𝜔3

)︂
;

𝐼𝑄 = 𝐼𝑄0 (𝜔) + 𝐼𝑄1 (𝜔)−
(𝑝′2(1/2))

2 + 1

2𝜔
=

=
3π

4𝜔2

ln(ln(𝜔))

ln(𝜔)
− 3π

4𝜔2

γ

ln(𝜔)
+𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔 ln2(𝜔)

)︂
.
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Асимптотики интегралов 𝐼𝑃𝑄
0 (𝜔), 𝐼𝑄𝑃

0 (𝜔) могут быть найдены из теоре­

мы 2.3 при 𝑁 = 2, а асимптотики интегралов 𝐼𝑃𝑄
1 (𝜔), 𝐼𝑄𝑃

1 (𝜔) — при 𝑁 = 1 (как

будет ясно из теоремы 3.8, такая точность будет достаточна для наших целей):

𝐼𝑃𝑄
0 =

1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝑄(𝑡)𝑃 (𝑡) 𝑑𝑡+
𝑎2,1

√
6

π𝜔2 ln(𝜔)
+𝑂

(︂
1

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐼𝑄𝑃
0 =

1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝑄(𝑡)𝑃 (𝑡) 𝑑𝑡+
𝑎1,2

√
6

π𝜔2 ln(𝜔)
+𝑂

(︂
1

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐼𝑃𝑄
1 =

1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝑄(1− 𝑡)𝑃 (1− 𝑡) 𝑑𝑡+𝑂

(︂
1

𝜔3

)︂
;

𝐼𝑄𝑃
1 =

1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝑃 (𝑡)𝑄̃(𝑡) 𝑑𝑡+𝑂

(︂
1

𝜔3

)︂
;

𝐼𝑃𝑄 = 𝐼𝑄𝑃
0 (𝜔) + 𝐼𝑃𝑄

0 (𝜔) + 𝐼𝑄𝑃
1 (𝜔) + 𝐼𝑃𝑄

1 (𝜔)− 𝑝′1(1/2)𝑝
′
2(1/2)

𝜔
=

=
π2
√
6

8𝜔2 ln(𝜔)
+𝑂

(︂
1

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
.

Найдем самое старшее слагаемое в асимптотике:

слагаемые при cos(𝜔)

(𝐶𝑄
0 )

2 · 𝐼𝑃 =

[︂
𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔

)︂]︂2
·𝑂
(︂

1

𝜔3

)︂
= 𝑂

(︂
ln2(ln(𝜔))

𝜔5

)︂
;

𝐶𝑄
0 · 𝐶𝑃

0 · 𝐼𝑃𝑄 = 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔

)︂
·𝑂
(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂

1

𝜔2 ln(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4 ln(𝜔)

)︂
;

(𝐶𝑄
1 )

2 · 𝐼𝑃 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
·𝑂
(︂

1

𝜔3

)︂
= 𝑂

(︂
1

𝜔5

)︂
;

𝐶𝑄
1 · 𝐶𝑃

1 · 𝐼𝑃𝑄 = 𝑂

(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂

1

𝜔2

)︂
·𝑂
(︂

1

𝜔2 ln(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
1

𝜔5 ln(𝜔)

)︂
;

(𝐶𝑃
0 )

2 · 𝐼𝑄 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
·𝑂
(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4 ln(𝜔)

)︂
;

(𝐶𝑃
1 )

2 · 𝐼𝑄 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔2

)︂]︂2
·𝑂
(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔6 ln(𝜔)

)︂
.
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слагаемые при sin(𝜔)

(𝐶𝑄
0 )

2 · (𝐶𝑃
1 )

2 =

[︂
𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔

)︂]︂2
·
[︂
𝑂

(︂
1

𝜔2

)︂]︂2
= 𝑂

(︂
ln2(ln(𝜔))

𝜔6

)︂
;

𝐶𝑄
0 · 𝐶𝑄

1 · 𝐶𝑃
0 · 𝐶𝑃

1 = 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔

)︂
·
[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
·𝑂
(︂

1

𝜔2

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔5

)︂
;

(𝐶𝑄
1 )

2(𝐶𝑃
0 )

2 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
·
[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
= 𝑂

(︂
1

𝜔4

)︂
;

𝐼𝑄 · 𝐼𝑃 = 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln(𝜔)

)︂
·𝑂
(︂

1

𝜔3

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔5 ln(𝜔)

)︂
;

(𝐼𝑃𝑄)2 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔2 ln(𝜔)

)︂]︂2
= 𝑂

(︂
1

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
.

слагаемые без sin(𝜔) и cos(𝜔)

𝐶𝑄
0 · 𝐶𝑄

1 · 𝐼𝑃 = 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔

)︂
·𝑂
(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂

1

𝜔3

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔5

)︂
;

𝐶𝑄
0 · 𝐶𝑃

1 · 𝐼𝑃𝑄 = 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔

)︂
·𝑂
(︂

1

𝜔2

)︂
·𝑂
(︂

1

𝜔2 ln(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔5 ln(𝜔)

)︂
;

𝐶𝑃
0 · 𝐶𝑃

1 · 𝐼𝑄 = 𝑂

(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂

1

𝜔2

)︂
·𝑂
(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔5 ln(𝜔)

)︂
;

𝐶𝑄
1 · 𝐶𝑃

0 · 𝐼𝑃𝑄 = 𝑂

(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂

1

𝜔2 ln(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
1

𝜔4 ln(𝜔)

)︂
.

Значит главные слагаемые — с 𝜔4 в знаменателе, поэтому уравнение (3.23) мож­

но переписать следующим образом:

cos(𝜔)
(︁
2𝐶𝑄

0 · 𝐶𝑃
0 · 𝐼𝑃𝑄 − 2𝐼𝑄(𝐶𝑃

0 )
2
)︁
+ sin(𝜔)

(︁
(𝐶𝑄

1 )
2(𝐶𝑃

0 )
2 + (𝐼𝑃𝑄)2

)︁
+

+ 2𝐶𝑄
1 · 𝐶𝑃

0 · 𝐼𝑃𝑄 = 𝑂

(︂
𝐿(𝜔)

𝜔5

)︂
,

где 𝐿(𝜔) — некоторая медленно меняющаяся функция при 𝜔 → ∞. Так как са­

мое большое слагаемое — перед sin(𝜔) и имеет порядок 1/𝜔4, то нам достаточно

найти асимптотику остальных слагаемых с точностью до

𝑂

(︃
ln𝑘(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︃
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для некоторого 𝑘. После некоторых преобразований, получаем:

𝐶𝑄
0 · 𝐶𝑃

0 · 𝐼𝑃𝑄 = −π
3 · 3
16

· ln(ln(𝜔))
𝜔4 ln(𝜔)

− γπ
3 · 3
16

1

𝜔4 ln(𝜔)
+𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐼𝑄(𝐶𝑃
0 )

2 =
π3 · 3
16

ln(ln(𝜔))

𝜔4 ln(𝜔)
− π3 · 3

16

γ

𝜔4 ln(𝜔)
+𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
;

(𝐶𝑄
1 )

2(𝐶𝑃
0 )

2 =
3π2

8

1

𝜔4
+𝑂

(︂
1

𝜔5

)︂
;

(𝐼𝑃𝑄)2 = 𝑂

(︂
1

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐶𝑄
1 · 𝐶𝑃

0 · 𝐼𝑃𝑄 = −π
3 · 3
16

1

𝜔4 ln(𝜔)
+𝑂

(︂
1

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
.

Учитывая полученные асимптотические равенства, уравнение (3.23) примет

вид:

0 = det2(𝜔) =
3π3

4

cos(𝜔)

𝜔4

ln(ln(𝜔))

ln(𝜔)
+

3π2

8

sin(𝜔)

𝜔4
− 3π3

8

1

𝜔4 ln(𝜔)
+𝑂

(︁ ln(ln(𝜔))
𝜔4 ln2(𝜔)

)︁
.

Отсюда, после преобразований, получаем для некоторого 𝑘0 ∈ Z:

𝜔𝑘+𝑘0 = π𝑘 + 2π
ln(ln(𝑘))

ln(𝑘)
+ π

(−1)𝑘

ln(𝑘)
+𝑂

(︁ ln(ln(𝑘))
ln2(𝑘)

)︁
.

Поскольку процесс 𝑋(3) является одномерным возмущением процесса 𝑋(1), то

по замечанию 3.4 имеем 𝑘0 = 1, откуда следует утверждение теоремы в этом

случае. �

Теорема 3.8. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов

𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на распределение Гумбеля (ε→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < ε

}︁
∼

4

π3/2
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < ε

}︁
∼ 𝐶3 ·

1

ln(ln(ε−1))
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < ε

}︁
∼ 𝐶4 · exp

(︀
2π ln2(ln(ε−1))

)︀
ε−2 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
.

Замечание 3.7. В случаях 2) и 3) мультипликативные константы 𝐶3 и 𝐶4

найти пока не удалось.
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Доказательство.

Применим принцип сравнения Ли (предложение 3 из приложения).

1) В качестве аппроксимации возьмем процесс с собственными числами

γ𝑘 ковариационного оператора, определенными в (3.27). Рассуждая аналогично

случаю 2) теоремы 3.2, имеем:

∞∏︁
𝑘=1

γ𝑘

µ
(1)
𝑘

= lim
|𝜔|=2π𝑘
𝑘→∞

(︂
cos(𝜔)

1− (2𝜔
π
)2

:

[︂
−π

2

4

cos(𝜔)

𝜔

]︂)︂
= 1,

откуда следует утверждение теоремы в этом случае.

2) В качестве аппроксимации возьмем процесс с собственными числами η𝑘
ковариационного оператора (𝑘 ∈ N):

η𝑘 :=
[︁
(𝑘 + 1/2)π− 1

ln(𝑘) ln(ln(𝑘))

]︁−2

.

Принцип сравнения Ли применим, потому что
∞∏︁
𝑘=1

η𝑘

µ
(2)
𝑘

=
∞∏︁
𝑘=1

(︁
1 +𝑂

(︁ 1

𝑘 ln(𝑘)(ln(ln(𝑘)))2

)︁)︁
< ∞.

Применяя теорему 2.5, получаем утверждение теоремы в этом случае.

3) В качестве аппроксимации возьмем процесс с собственными числами ζ𝑘
ковариационного оператора (𝑘 ∈ N):

ζ𝑘 :=
[︁
(𝑘 + 1)π+ 2π

ln(ln(𝑘))

ln(𝑘)

]︁−2

.

Принцип сравнения Ли применим, потому что
∞∏︁
𝑘=1

ζ𝑘

µ
(3)
𝑘

=
∞∏︁
𝑘=1

(︁
1 +𝑂

(︁ ln(ln(𝑘))
𝑘 ln2(𝑘)

)︁)︁
< ∞.

Применяя теорему 2.5, получаем утверждение теоремы в этом случае. �

3.7 Процессы Дурбина для гамма-распределения

Теорема 3.9. Собственные числа µ(𝑖)𝑘 ковариационных операторов, соответ­

ствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на гамма-рас­

пределение, «асимптотически близки» к числам µ̃
(𝑖)
𝑘 (т.е.

∞∏︀
𝑘=1

µ
(𝑖)
𝑘 /µ̃

(𝑖)
𝑘 < ∞),



74

где

1) µ̃
(1)
𝑘 = ((𝑘 + 1/2)π)−2; 2) µ̃

(2)
𝑘 =

(︁
(𝑘 + 1/2)π+

(−1)𝑘 · 2κ0

ln(𝑘)

)︁−2

;

3) µ̃
(3)
𝑘 = ((𝑘 + 1)π)−2.

Доказательство.

1) Уравнение на 𝜔
(1)
𝑘 = (µ

(1)
𝑘 )−1/2 (для простоты будем обозначать 𝜔)

имеет вид (3.20) для

𝑃 (𝑡) = 𝑝′1(𝑡)− 𝑝′1(1/2) =
(3.16)

κ−1/2
0 (𝐹−1(1/2)− 𝐹−1(𝑡)),

где 𝐹−1(𝑡) — обратная к функции гамма-распределения с параметрами (1,κ0).

Заметим, что согласно лемме 2.5 для функции 𝐹 (𝑡) = 𝑃 (1 − 𝑡) справедливы

теоремы 2.1–2.3. Запишем асимптотики интегралов 𝐶𝑃
1 (𝜔), 𝐼

𝑃
1 (𝜔), используя

формулы (2.1) и (2.11) при 𝑁 = 1 (как будет ясно из теоремы 3.10, такая

точность будет достаточна для наших целей):

𝐶𝑃
1 (𝜔) = − π

2
√κ0

(︁
1− κ0 − 1

ln(𝜔)

)︁
· 1
𝜔
+𝑂

(︂
ln2(ln(𝜔))

ln2(𝜔)

1

𝜔

)︂
;

𝐼𝑃1 (𝜔) =
1

2𝜔

∫︁ 1/2

0

𝑃 2(1− 𝑠) 𝑑𝑠+𝑂

(︂
ln2(ln(𝜔))

ln2(𝜔)

1

𝜔2

)︂
.

Заметим, что 𝑃 (𝑡) не имеет особенности при 𝑡 → 0. Стандартными методами

асимптотического анализа, получаем:

𝐶𝑃
0 = 𝑂

(︂
1

𝜔1+1/κ0

)︂
; 𝐼𝑃0 =

1

2𝜔

∫︁ 1/2

0

𝑃 2(1− 𝑠) 𝑑𝑠+𝑂

(︂
1

𝜔2+2/κ0

)︂
.

Подставляя полученные выражения в формулу (3.20), получаем уравнение

0 = det1(𝜔) =
1

𝜔3
· cos(𝜔)π

2

4κ0
− π2(κ0 − 1)

2κ0

cos(𝜔)

𝜔3 ln(𝜔)
+𝑂

(︁ ln2(ln(𝜔))
ln2(𝜔)

1

𝜔3

)︁
.

Откуда для некоторого 𝑘0 ∈ Z имеем 𝜔𝑘+𝑘0 = π𝑘 + π
2 + 𝑂

(︁
ln2(ln(𝑘))

ln2(𝑘)

)︁
. Из заме­

чания 3.4 следует, что 𝑘0 = 0.

2) Уравнение на 𝜔
(2)
𝑘 = (µ

(2)
𝑘 )−1/2 (для простоты будем обозначать 𝜔)

имеет вид (3.20) для

𝑃 (𝑡) = 𝑝′2(𝑡)− 𝑝′2(1/2) =
(3.17)

𝑑−1(ln(𝐹−1(𝑡))− ln(𝐹−1(1/2))),
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где 𝐹−1(𝑡) — обратная к функции гамма-распределения с параметрами (1,κ0),

𝑑 определено в формуле (3.19). Заметим, что согласно лемме 2.5 для функции

𝐹 (𝑡) = 𝑃 (1−𝑡) и 𝐹 (𝑡) = 𝑃 (𝑡) справедливы теоремы 2.1–2.3. Запишем асимптоти­

ки интегралов 𝐶𝑃
1 (𝜔), 𝐼

𝑃
1 (𝜔), используя формулы (2.1) и (2.11) при 𝑁 = 1 (как

будет ясно из теоремы 3.10, такая точность будет достаточна для наших целей):

𝐶𝑃
0 (𝜔) = − π

2κ0𝑑

1

𝜔
+𝑂

(︂
1

𝜔1+1/κ0

)︂
;

𝐶𝑃
1 (𝜔) =

π

2𝑑

1

𝜔 ln(𝜔)
+𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐼𝑃0 (𝜔) =
1

2𝜔

∫︁ 1/2

0

𝑃 2(𝑡) 𝑑𝑡+𝑂

(︂
1

𝜔2+1/κ0

)︂
;

𝐼𝑃1 (𝜔) =
1

2𝜔

∫︁ 1/2

0

𝑃 2(1− 𝑡)(𝑠) 𝑑𝑠+𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
.

Подставляя полученные выражения в формулу (3.20), получаем уравнение

0 = det1(𝜔) =
cos(𝜔)

𝜔3

π2𝑑2

4κ2
0

− π2𝑑2

2κ0

1

𝜔3 ln(𝜔)
+𝑂

(︁ 1

𝜔3 ln2(𝜔)

)︁
.

Откуда для некоторого 𝑘0 ∈ Z получаем 𝜔𝑘+𝑘0 = π𝑘 + π
2 +

(−1)𝑘·2κ0

ln(𝑘) + 𝑂
(︀

1
ln2(𝑘)

)︀
.

Из замечания 3.4 следует, что 𝑘0 = 0.

3) Уравнение на 𝜔
(3)
𝑘 = (µ

(3)
𝑘 )−1/2 (для простоты будем обозначать 𝜔)

имеет вид (3.23) для

𝑃 (𝑡) = 𝑝′1(𝑡)− 𝑝′1(1/2) =
(3.18)

𝑝′1(𝑡)− 𝑝′1(1/2) =
(3.16)

κ−1/2
0 (𝐹−1(1/2)− 𝐹−1(𝑡));

𝑄(𝑡) = 𝑝′2(𝑡)− 𝑝′2(1/2) =
(3.18)

(κ0𝑑
2 − 1)−1/2·

·
(︁
− (𝐹−1(1/2)− 𝐹−1(𝑡)) + 𝑑κ1/2

0 (ln(𝐹−1(𝑡))− ln(𝐹−1(1/2)))
)︁]︀

,

где 𝐹−1(𝑡) — обратная к функции гамма-распределения с параметрами (1,κ0),

𝑑 определено в формуле (3.19). Асимптотики интегралов 𝐶𝑃
0 (𝜔), 𝐶

𝑃
1 (𝜔), 𝐼

𝑃
0 (𝜔),

𝐼𝑃1 (𝜔) записаны в пункте 1) данной теоремы. Запишем асимптотики интегралов

𝐶𝑄
0 (𝜔), 𝐼

𝑄
0 (𝜔), 𝐼

𝑄
1 (𝜔), используя формулы (2.1) и (2.11) при 𝑁 = 1, и асимпто­

тика интеграла 𝐶𝑄
1 (𝜔) — при 𝑁 = 2, (как будет ясно из теоремы 3.10, такая
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точность будет достаточна для наших целей):

𝐶𝑄
0 (𝜔) = −π(κ0𝑑

2 − 1)−1/2

2
√κ0

1

𝜔
+𝑂

(︂
1

𝜔1+1/κ0

)︂
;

𝐶𝑄
1 (𝜔) =

(κ0𝑑
2 − 1)−1/2π

2
√κ0

(︁ 1
𝜔
+

1

𝜔 ln(𝜔)

)︁
+𝑂

(︂
ln2(ln(𝜔))

ln2(𝜔)

1

𝜔

)︂
;

𝐼𝑄0 (𝜔) =
1

2𝜔

∫︁ 1/2

0

𝑄2(𝑡) 𝑑𝑡+𝑂

(︂
1

𝜔2+1/κ0

)︂
;

𝐼𝑄1 (𝜔) =
1

2𝜔

∫︁ 1/2

0

𝑄̃2(𝑠) 𝑑𝑠+𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
.

Тогда получаем

𝐼𝑃 = 𝐼𝑃0 (𝜔) + 𝐼𝑃1 (𝜔)−
(𝑝′1(1/2))

2 + 1

2𝜔
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐼𝑄 = 𝐼𝑄0 (𝜔) + 𝐼𝑄1 (𝜔)−
(𝑝′2(1/2))

2 + 1

2𝜔
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
.

Асимптотики интегралов 𝐼𝑃𝑄
0 (𝜔), 𝐼𝑄𝑃

0 (𝜔), 𝐼𝑃𝑄
1 (𝜔), 𝐼𝑄𝑃

1 (𝜔) могут быть найдены

из теоремы 2.3 при 𝑁 = 1 (как будет ясно из теоремы 3.10, такая точность

будет достаточна для наших целей):

𝐼𝑃𝑄
0 =

1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝑄(𝑡)𝑃 (𝑡) 𝑑𝑡+𝑂

(︂
1

𝜔2+1/κ0

)︂
;

𝐼𝑄𝑃
0 =

1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝑄(𝑡)𝑃 (𝑡) 𝑑𝑡+𝑂

(︂
1

𝜔2+1/κ0

)︂
;

𝐼𝑃𝑄
1 =

1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝑄(1− 𝑡)𝑃 (1− 𝑡) 𝑑𝑡+𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐼𝑄𝑃
1 =

1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝑄(1− 𝑡)𝑃 (1− 𝑡) 𝑑𝑡+𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐼𝑃𝑄 = 𝐼𝑄𝑃
0 (𝜔) + 𝐼𝑃𝑄

0 (𝜔) + 𝐼𝑄𝑃
1 (𝜔) + 𝐼𝑃𝑄

1 (𝜔)− 𝑝′1(1/2)𝑝
′
2(1/2)

𝜔
=

= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
.
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Найдем самое старшее слагаемое в асимптотике:

слагаемые при cos(𝜔)

(𝐶𝑄
0 )

2 · 𝐼𝑃 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
·𝑂
(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐶𝑄
0 · 𝐶𝑃

0 · 𝐼𝑃𝑄 = 𝑂

(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂

1

𝜔1+1/κ0

)︂
·𝑂
(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4+1/κ0 ln2(𝜔)

)︂
;

(𝐶𝑄
1 )

2 · 𝐼𝑃 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
·𝑂
(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐶𝑄
1 · 𝐶𝑃

1 · 𝐼𝑃𝑄 = 𝑂

(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
;

(𝐶𝑃
0 )

2 · 𝐼𝑄 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔1+1/κ0

)︂]︂2
·𝑂
(︂
ln2(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln2(ln(𝜔))

𝜔4+2/κ0 ln2(𝜔)

)︂
;

(𝐶𝑃
1 )

2 · 𝐼𝑄 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
·𝑂
(︂
ln2(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln2(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
.

слагаемые при sin(𝜔)

(𝐶𝑄
0 )

2 · (𝐶𝑃
1 )

2 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
·
[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
= 𝑂

(︂
1

𝜔4

)︂
;

𝐶𝑄
0 · 𝐶𝑄

1 · 𝐶𝑃
0 · 𝐶𝑃

1 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
·𝑂
(︂

1

𝜔1+1/κ0

)︂
·𝑂
(︂
1

𝜔

)︂
= 𝑂

(︂
1

𝜔4+1/κ0

)︂
;

(𝐶𝑄
1 )

2(𝐶𝑃
0 )

2 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
·
[︂
𝑂

(︂
1

𝜔1+1/κ0

)︂]︂2
= 𝑂

(︂
1

𝜔4+1/κ0

)︂
;

𝐼𝑄 · 𝐼𝑃 = 𝑂

(︂
ln2(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
·𝑂
(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln3(ln(𝜔))

𝜔4 ln4(𝜔)

)︂
;

(𝐼𝑃𝑄)2 =

[︂
𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂]︂2
= 𝑂

(︂
ln2(ln(𝜔))

𝜔4 ln4(𝜔)

)︂
.

слагаемые без sin(𝜔) и cos(𝜔):

𝐶𝑄
0 · 𝐶𝑄

1 · 𝐼𝑃 =

[︂
𝑂

(︂
1

𝜔

)︂]︂2
·𝑂
(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐶𝑄
0 · 𝐶𝑃

1 · 𝐼𝑃𝑄 = 𝑂

(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐶𝑃
0 · 𝐶𝑃

1 · 𝐼𝑄 = 𝑂

(︂
1

𝜔1+1/κ0

)︂
·𝑂
(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂
ln2(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln2(ln(𝜔))

𝜔4+1/κ0 ln2(𝜔)

)︂
;

𝐶𝑄
1 · 𝐶𝑃

0 · 𝐼𝑃𝑄 = 𝑂

(︂
1

𝜔

)︂
·𝑂
(︂

1

𝜔1+1/κ0

)︂
·𝑂
(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔2 ln2(𝜔)

)︂
= 𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4+1/κ0 ln2(𝜔)

)︂
.
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Так как самое большое слагаемое перед sin(𝜔) и имеет порядок 1/𝜔4, то

нам достаточно найти асимптотику с точностью до

𝑂

(︃
ln𝑘(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︃
для некоторого 𝑘. Поэтому уравнение (3.23) можно переписать следующим об­

разом:

𝑂

(︂
ln2(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
· cos(𝜔) + sin(𝜔)

𝜔4
· (𝐶𝑄

0 )
2(𝐶𝑃

1 )
2 +𝑂

(︂
ln(ln(𝜔))

𝜔4 ln2(𝜔)

)︂
= 0. (3.42)

Найдем более точную асимптотику:

(𝐶𝑄
0 )

2(𝐶𝑃
1 )

2 =

[︂
−π(κ0𝑑

2 − 1)−1/2

2
√κ0

1

𝜔
+𝑂

(︂
1

𝜔1+1/κ0

)︂]︂2
·

·
[︂
− π

2
√κ0

1

𝜔
+𝑂

(︂
1

𝜔 ln(𝜔)

)︂]︂2
=

=
π4

16κ2
0(κ0𝑑2 − 1)

1

𝜔
(1 + 𝑜(1)).

Тогда уравнение (3.42) примет вид:

0 = det2(𝜔) =
π4

16(κ0𝑑2 − 1)κ2
0

· sin(𝜔)
𝜔4

+𝑂
(︁ ln2(ln(𝜔))
𝜔4 ln2(𝜔)

)︁
. (3.43)

Отсюда получаем для некоторого 𝑘0 ∈ Z:

𝜔𝑘+𝑘0 = π𝑘 +𝑂
(︁ ln2(ln(𝑘))

ln2(𝑘)

)︁
.

Поскольку процесс 𝑋(3) является одномерным возмущением процесса 𝑋(1), то

по замечанию 3.4 имеем 𝑘0 = 1, откуда следует утверждение теоремы в этом

случае. �

Теорема 3.10. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов

𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на гамма-распределение (ε→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < ε

}︁
∼ 4κ1/2

0

π3/2
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
; (3.44)

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < ε

}︁
∼ 4 𝑑κ0

π3/2
ε−1 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < ε

}︁
∼

κ0

√︀
2(κ0𝑑2 − 1)

π7/2
ε−2 exp

(︁
− 1

8ε2

)︁
,

где константа 𝑑 определена в формуле (3.19).
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Замечание 3.8. При κ0 = 1 гамма-распределение совпадает с экспоненци­

альным, поэтому формула (3.44) дает асимптотику вероятности малых

уклонений для предельного процесса при проверке выборки на экспоненци­

альность в случае, когда среднеквадратическое отклонение оценивается по

выборке.

Доказательство.

Применим принцип сравнения Ли (предложение 3 из приложения).

В случаях 1) и 2) в качестве аппроксимации возьмем процесс с собствен­

ными числами ковариационного оператора γ𝑘, определенными в формуле (3.27).

Рассуждая аналогично случаю 2) теоремы 3.2, получаем:

1)
∞∏︁
𝑘=1

γ𝑘

µ
(1)
𝑘

= lim
|𝜔|=2π𝑘
𝑘→∞

(︂
cos(𝜔)

1− (2𝜔
π
)2

:

[︂
− π2

4κ0

cos(𝜔)

𝜔

]︂)︂
= κ0,

2)
∞∏︁
𝑘=1

γ𝑘

µ
(2)
𝑘

= lim
|𝜔|=2π𝑘
𝑘→∞

(︂
cos(𝜔)

1− (2𝜔
π
)2

:

[︂
− π2

4κ2
0𝑑

2

cos(𝜔)

𝜔

]︂)︂
= κ2

0𝑑
2,

откуда следует утверждение теоремы в этих случаях.

3) Аналогично случаю 3) теоремы 3.2 в качестве аппроксимации возьмем

процесс с собственными числами ковариационного оператора ρ𝑘, определенны­

ми в формуле (3.31). Найдем константу «расхождения». Последовательности

𝜔
(3)
𝑘 = (µ

(3)
𝑘 )−1/2 и 𝜔̃

(3)
𝑘 = (ρ𝑘)

−1/2 являются корнями следующих целых функ­

ций (det2(𝜔) определен в формуле (3.43)):

𝐻1(𝜔) = −𝜔3 · det2(𝜔); 𝐻2(𝜔) =
sin(𝜔)

𝜔(1− 4𝜔2

π2
)
, 𝐻1(0) = 𝐻2(0) = 1.

Воспользуемся леммой B из приложения. Получаем

∞∏︁
𝑘=1

ρ𝑘

µ
(3)
𝑘

= lim
|𝜔|=2π𝑘
𝑘→∞

𝐻2(𝜔)

𝐻1(𝜔)
= lim

|𝜔|=2π𝑘
𝑘→∞

(︂
sin(𝜔)

𝜔(1− (2𝜔
π
)2)

:

[︂
− π4

16κ2
0(κ0𝑑2 − 1)

sin(𝜔)

𝜔3

]︂)︂

=
4κ2

0(κ0𝑑
2 − 1)

π2
,

причем предел можно брать только по вещественной оси. Отсюда следует утвер­

ждение теоремы в этом случае. �
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Глава 4. Малые уклонения для некоторых процессов с
исключенным трендом 𝑛-ого порядка

В главе используются следующие обозначения:

– V[𝑥1, . . . ,𝑥𝑛] — определитель Вандермонда;

– 𝐽𝑘(𝑥) — функция Бесселя первого рода порядка 𝑘;

– [𝑓(𝑥)] := 𝑓(𝑥) +𝑂(1/𝑥), 𝑥 → ∞;

– Γ(𝑥) — гамма-функция;

– говоря о четных и нечетных функциях, мы имеем в виду четность от­

носительно точки 1/2.

4.1 Процессы с исключенным трендом порядка 𝑛

Пусть 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], — случайный гауссовский процесс, 𝑛 ∈ N ∪ {0}.

Определение 4.1. Процессом с исключенным трендом порядка 𝑛 для 𝑋(𝑡)

называют процесс 𝑋𝑛(𝑡), определенный формулой:

𝑋𝑛(𝑡) := 𝑋(𝑡)−
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑡
𝑖,

где 𝑎𝑖 определяются соотношениями∫︁ 1

0

𝑡𝑖𝑋𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 1.

Естественно смотреть на 𝑋𝑛(𝑡) как на компоненту, ортогональную в

𝐿2[0,1] к проекции 𝑋(𝑡) на подпространство полиномов степени менее 𝑛.

В данной главе найдены асимптотики вероятностей малых уклонений для

гауссовских процессов 𝑋𝑛(𝑡) с исключенным трендом порядка 𝑛 в случае, ко­

гда 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], — гауссовский процесс с нулевым средним (E𝑋(𝑡) ≡ 0),

функция ковариации которого 𝐺(𝑠,𝑡) = E𝑋(𝑠)𝑋(𝑡) является функцией Грина

следующей краевой задачи:

𝐿𝑢 := (−1)𝑝𝑢(2𝑝) = λ𝑢
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с некоторыми граничными условиями. Мы предполагаем, что 𝑛 > 2𝑝 (в этом

случае асимптотика малых уклонений не зависит от исходных граничных усло­

вий).

В силу разложения Карунена–Лоэва (см. формулу (5.12) из приложения)

задача малых уклонений сводится к исследованию спектра интегрального опе­

ратора с ядром 𝐺𝑛(𝑠,𝑡) = E𝑋𝑛(𝑠)𝑋𝑛(𝑡). Заметим, что

𝐺𝑛(𝑠,𝑡) = E
(︁
𝑋(𝑠)−

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑠
𝑖
)︁(︁

𝑋(𝑡)−
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑡
𝑖
)︁
= 𝐺(𝑠,𝑡) + 𝒫𝑛(𝑠,𝑡),

где 𝒫𝑛(𝑠,𝑡) — многочлен степени менее 𝑛 по обеим переменным. Тогда уравне­

ние на собственные числа ковариационного оператора процесса 𝑋𝑛(𝑡) выглядит

следующим образом:

µ𝑢(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝑢(𝑠)(𝐺(𝑠,𝑡) + 𝒫𝑛(𝑠,𝑡)) 𝑑𝑠.

Применяя оператор 𝐿 к обеим частям этого равенства и обозначая λ(𝑛,𝑝) := µ−1,

получаем следующую задачу с интегральными ограничениями (𝑖 = 0, . . . , 𝑛−1):

(−1)𝑝𝑢(2𝑝)(𝑡) = λ(𝑛,𝑝)𝑢(𝑡) + 𝒫𝑛−2𝑝(𝑡),

1∫︁
0

𝑡𝑖𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, (4.1)

где 𝑛,𝑝 ∈ N, 𝑛 > 2𝑝, 𝒫𝑛−2𝑝(𝑡) — полином с неизвестными коэффициентами,

степень которого менее (𝑛 − 2𝑝). При 𝑛 = 2𝑝 полином отсутствует.

При 𝑝 = 1 эта задача рассматривалась в работе С. Аи и В. Ли [10]. Отме­

тим, что операторы второго порядка с интегральными условиями более общего

вида рассматривались в монографии А. Л. Скубачевского [74, §1.2] (там же

можно найти дальнейшие ссылки по этой теме).

Рассмотрим вспомогательную краевую задачу (𝑗 = 0, . . . , 𝑛 − 1):

(−1)𝑝𝑦(2𝑛)(𝑡) = λ(𝑛,𝑝)𝑦(2𝑛−2𝑝)(𝑡), 𝑦(𝑗)(0) = 𝑦(𝑗)(1) = 0. (4.2)

Задача (4.2) возникает при поиске точной константы в теореме вложения
∘
𝑊 𝑛

2(0,1) →˓
∘
𝑊

𝑛−𝑝
2 (0,1):

λ
(𝑛,𝑝)
1 = min

𝑦∈
∘
𝑊𝑛

2

1∫︀
0

(𝑦(𝑛)(𝑥))2 𝑑𝑥

1∫︀
0

(𝑦(𝑛−𝑝)(𝑥))2 𝑑𝑥

.
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Лемма 4.1. Задачи (4.1) и (4.2) эквивалентны, т.е. имеют решения при од­

них и тех же положительных λ(𝑛,𝑝), причем если 𝑢(𝑡) — решение задачи (4.1),

а 𝑦(𝑡) — решение задачи (4.2), то они связаны соотношением: 𝑢(𝑡) = 𝑦(𝑛)(𝑡).

Доказательство. Если положить 𝑢(𝑡) := 𝑦(𝑛)(𝑡), то уравнение (4.2) примет вид:

(−1)𝑝𝑢(𝑛)(𝑡) = λ(𝑛,𝑝)𝑢(𝑛−2𝑝)(𝑡), что равносильно уравнению в (4.1).

Перепишем граничные условия (4.2) в терминах функции 𝑢(𝑡). По формуле

Ньютона–Лейбница имеем:

0 = 𝑦(𝑛−1)

⃒⃒⃒⃒1
0

=

1∫︁
0

𝑦(𝑛)(𝑡) 𝑑𝑡 =

1∫︁
0

𝑣(𝑡) 𝑑𝑡;

0 = 𝑦(𝑛−2)

⃒⃒⃒⃒1
0

=

1∫︁
0

𝑦(𝑛−1)(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑡𝑦(𝑛−1)

⃒⃒⃒⃒1
0

−
1∫︁

0

𝑡𝑦(𝑛) 𝑑𝑡 = −
1∫︁

0

𝑡𝑣(𝑡) 𝑑𝑡.

Аналогично все остальные граничные условия запишутся в виде интегральных

условий из (4.1).

Обратно, имеет место представление

𝑦(𝑘)(𝑡) =
1

(𝑛− 𝑘 − 1)!

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)(𝑛−𝑘−1)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠,

поэтому из интегральных условий в (4.1) получаем граничные условия в (4.2).�

4.2 Спектральные асимптотики ковариационного оператора

В данном параграфе выводится уравнение на собственные числа λ(𝑛,𝑝) ко­

вариационного оператора для процесса 𝑋𝑛 (Δ𝑛,𝑝 = 0, где Δ𝑛,𝑝 определен в

формуле (4.5)); а также считается асимптотика собственных чисел (теорема 4.6)

с необходимой для нас точностью.

Не умаляя общности, можем считать, что решения задачи (4.2) являются

либо четными, либо нечетными функциями. Рассмотрим четное решение 𝑦(𝑡).

Заметим, что 𝑦′(𝑡) есть нечетная функция, удовлетворяющая уравнению:

(−1)𝑝(𝑦′(𝑡))(2𝑛−1) − λ(𝑛,𝑝)(𝑦′(𝑡))(2𝑛−2𝑝−1) = 0,
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откуда

(−1)𝑝(𝑦′(𝑡))(2𝑛−2) − λ(𝑛,𝑝)(𝑦′(𝑡))(2(𝑛−1−𝑝)) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

где левая часть есть нечетная и непрерывная функция. Поэтому константа в

правой части равна 0. Тем самым получаем, что собственное число λ(𝑛,𝑝), от­

вечающее четному решению задачи, равно λ(𝑛−1,𝑝), отвечающему нечетному

решению задачи.

Наоборот, рассмотрим нечетное решение 𝑦(𝑡) задачи (4.2) с λ(𝑛−1,𝑝). Ясно,

что 𝑌 (𝑡) :=
∫︀ 𝑡

0 𝑦(𝑥) 𝑑𝑥 есть четное решение краевой задачи (𝑗 = 0, . . . ,𝑛− 1):

(−1)𝑝𝑌 (2𝑛)(𝑡)− λ(𝑛−1,𝑝)𝑌 (2𝑛−2𝑝)(𝑡) = 0, 𝑌 (𝑗)(0) = 𝑌 (𝑗)(1) = 0.

Таким образом, достаточно рассматривать только нечетные решения за­

дачи (4.2). Любое такое решение может быть записано в виде:

𝑦(𝑡) = 𝑎0 sin(ξ0(2𝑡− 1)) + 𝑎1 sin(ξ1(2𝑡− 1)) + . . .+ 𝑎𝑝−1 sin(ξ𝑝−1(2𝑡− 1))+

+ 𝑎𝑝(2𝑡− 1) + . . .+ 𝑎𝑛−1(2𝑡− 1)2𝑛−2𝑝−1, (4.3)

где ξ𝑗 := 𝜔𝑧𝑗

2 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑝 − 1, 𝜔 = |λ(𝑛,𝑝)|
1
2𝑝 , 𝑧 = 𝑒

𝑖π
𝑝 . Подставляя (4.3)

в граничные условия из (4.2), получаем систему линейных уравнений на 𝑎𝑗,

𝑗 = 0, . . . , 𝑛 − 1.

Для существования нетривиального решения необходимо, чтобы опреде­

литель системы был равен нулю. После сокращения на подходящие степени

двойки этот определитель равен

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

sin(ξ0) · · · sin(ξ𝑝−1) 1 1 1 · · · 1

ξ0 cos(ξ0) · · · ξ𝑝−1 cos(ξ𝑝−1) 1 3 5 · · · (2𝑛− 2𝑝− 1)

−ξ20 sin(ξ0) · · · −ξ2𝑝−1 sin(ξ𝑝−1) 0 3 · 2 5 · 4 · · · (2𝑛− 2𝑝− 1)(2𝑛− 2𝑝− 2)

−ξ30 cos(ξ0) · · · −ξ3𝑝−1 cos(ξ𝑝−1) 0 3! 5 · 4 · 3 · · · (2𝑛− 2𝑝− 1)(2𝑛− 2𝑝− 2)(2𝑛− 2𝑝− 3)

ξ40 sin(ξ0) · · · ξ4𝑝−1 sin(ξ𝑝−1) 0 0 5 · 4 · 3 · 2 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
.

Обозначим этот определитель Δ𝑛,𝑝 и рассмотрим его как функцию пере­

менных (ξ0, . . . ,ξ𝑝−1). Дифференцируя Δ𝑛,𝑝 по каждой переменной, получим

𝜕𝑝Δ𝑛,𝑝

𝜕ξ0 . . . 𝜕ξ𝑝−1
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

cos(ξ0) · · · 1 1 · · · 1

cos(ξ0)− ξ0 sin(ξ0) · · · 1 3 · · · (2𝑛− 2𝑝− 1)

−2ξ0 sin(ξ0)− ξ20 cos(ξ0) · · · 0 3 · 2 · · · (2𝑛− 2𝑝− 1)(2𝑛− 2𝑝− 2)

−3ξ20 cos(ξ0) + ξ
3
0 sin(ξ0) · · · 0 3! · · · (2𝑛− 2𝑝− 1)(2𝑛− 2𝑝− 2)(2𝑛− 2𝑝− 3)

4ξ30 sin(ξ0) + ξ
4
0 cos(ξ0) · · · 0 0 · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
.

Проделаем с полученным определителем следующие операции:
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1. Из второй строчки вычтем первую, затем из третьей строчки вычтем

удвоенную вторую, из четвертой — утроенную третью и т.д.

2. Разложим Δ𝑛,𝑝 по (𝑝+ 1)-ому столбцу, получим определитель порядка

(𝑛− 1).

3. Вынесем общие множители из каждого столбца. Получим рекуррентное

соотношение:
𝜕𝑝

𝜕ξ0 . . . 𝜕ξ𝑝−1
Δ𝑛,𝑝 = 2 · 4 · 6 · . . . · (2𝑛− 2𝑝− 2) · ξ0 · . . . · ξ𝑝−1 ·Δ𝑛−1,𝑝.

(4.4)

При 𝑛 = 𝑝 имеем

Δ𝑝,𝑝 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

sin(ξ0) · · · sin(ξ𝑝−1)

ξ0 sin
′(ξ0) · · · ξ𝑝−1 sin

′(ξ𝑝−1)
... . . . ...

ξ𝑝−1
0 sin(𝑝−1)(ξ0) · · · ξ𝑝−1

𝑝−1 sin
(𝑝−1)(ξ𝑝−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Перепишем Δ𝑝,𝑝 в терминах функций Бесселя. Заметим, что sin(𝑥) =
√︀

π
2 ·

𝑥
1
2𝐽 1

2
(𝑥). Если мы из второй строчки вычтем первую, то получим 𝑥 cos(𝑥) −

sin(𝑥) = −
√︀

π
2 · 𝑥 3

2𝐽 3
2
(𝑥). Аналогичным образом, вычитая из каждой строч­

ки некоторую линейную комбинацию всех предыдущих, получаем согласно

формуле [61, № 8.463] следующее выражение для Δ𝑝,𝑝 (с точностью до муль­

типликативной константы, за которой мы следить не будем):

Δ𝑝,𝑝 = 𝐶𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

ξ
1/2
0 𝐽1/2(ξ0) · · · ξ

1/2
𝑝−1𝐽1/2(ξ𝑝−1)

ξ
3/2
0 𝐽3/2(ξ0) · · · ξ

3/2
𝑝−1𝐽3/2(ξ𝑝−1)

... . . . ...

ξ
(2𝑝−1)/2
0 𝐽(2𝑝−1)/2(ξ0) · · · ξ(2𝑝−1)/2

𝑝−1 𝐽(2𝑝−1)/2(ξ𝑝−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Зная Δ𝑝,𝑝 и пользуясь соотношением (4.4), найдем Δ𝑝+1,𝑝. Домножим Δ𝑝,𝑝 на ξ𝑗,

𝑗 = 0, . . . , 𝑝−1, и проинтегрируем по каждой переменной ξ𝑗 от 0 до ξ𝑗. Пользу­

ясь рекуррентным соотношением на функцию Бесселя [61, № 8.472.3], получим

Δ𝑝+1,𝑝 = 𝐶𝑝+1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

ξ
3/2
0 𝐽3/2(ξ0) · · · ξ

3/2
𝑝−1𝐽3/2(ξ𝑝−1)

ξ
5/2
0 𝐽5/2(ξ0) · · · ξ

5/2
𝑝−1𝐽5/2(ξ𝑝−1)

... . . . ...

ξ
(2𝑝+1)/2
0 𝐽(2𝑝+1)/2(ξ0) · · · ξ(2𝑝+1)/2

𝑝−1 𝐽(2𝑝+1)/2(ξ𝑝−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .
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Таким образом, проделав эту операцию (𝑛− 𝑝) раз, получим окончательно

Δ𝑛,𝑝 = 𝐶𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
ξ
(2𝑛−2𝑝+1)/2
0 𝐽(2𝑛−2𝑝+1)/2(ξ0) · · · ξ(2𝑛−2𝑝+1)/2

𝑝−1 𝐽(2𝑛−2𝑝+1)/2(ξ𝑝−1)

ξ
(2𝑛−2𝑝+3)/2
0 𝐽(2𝑛−2𝑝+3)/2(ξ0) · · · ξ(2𝑛−2𝑝+3)/2

𝑝−1 𝐽(2𝑛−2𝑝+3)/2(ξ𝑝−1)
... . . . ...

ξ
(2𝑛−1)/2
0 𝐽(2𝑛−1)/2(ξ0) · · · ξ

(2𝑛−1)/2
𝑝−1 𝐽(2𝑛−1)/2(ξ𝑝−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (4.5)

Теорема 4.1. При 𝑘 → ∞ имеем

λ
(𝑛,𝑝)
𝑘 =

(︂
π𝑘 +

(2𝑛− 𝑝− 1)π

2
+𝑂(𝑘−1)

)︂2𝑝

. (4.6)

Доказательство. Рассмотрим Δ𝑛,𝑝 как функцию одной переменной 𝜔 ∈ C
(напомним, что ξ𝑗 = 𝜔𝑧𝑗

2 ). Найдем асимптотику корней Δ𝑛,𝑝(𝜔) = 0 при

|𝜔| → ∞. Заметим, что |Δ𝑛,𝑝(𝜔)| = |Δ𝑛,𝑝(𝑧𝜔)|, поэтому достаточно рассмат­

ривать | arg(𝜔)| 6 π
2𝑝 .

В угле | arg(𝜔)| < ϕ0 < π у функции Бесселя имеется равномерная асимп­

тотика на бесконечности (см. [61, № 8.451.1]):

𝐽𝑛+ 1
2
(𝜔) = (−1)𝑛

√︂
2

π

sin(𝑛)(𝜔)

𝜔
1
2

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝜔

)︂)︂
, |𝜔| → ∞.

Поэтому при | arg(𝜔)| 6 π
2𝑝 имеем

Δ𝑛,𝑝(𝜔) = 𝐶𝑛

(︁2
π

)︁𝑝
2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒(−

𝜔
2 )

𝑛−𝑝 sin(𝑛−𝑝)(𝜔2 ) · · · (−𝜔
2 )

𝑛−𝑝𝑧(𝑝−1)(𝑛−𝑝) sin(𝑛−𝑝)(𝜔2 𝑧
𝑝−1)

... . . . ...

(−𝜔
2 )

𝑛−1 sin(𝑛−1)(𝜔2 ) · · · (−𝜔
2 )

𝑛−1𝑧(𝑝−1)(𝑛−1) sin(𝑛−1)(𝜔2 𝑧
𝑝−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ · [1].

Заметим, что при | arg(𝜔)| 6 π
2𝑝 верно ℑ(𝜔𝑧𝑗) > 𝑎𝜔 > 0 при некотором 𝑎 > 0

и 𝑗 = 0, . . . ,𝑝 − 1, поэтому

sin
(︁𝜔
2
𝑧𝑗
)︁
= −

𝑒−𝑖𝜔2 𝑧
𝑗

2𝑖
· [1], 𝑗 = 1, . . . ,𝑝− 1, |𝜔| → ∞.

Во всех столбцах, кроме первого, заменим синусы на соответствующие экспо­
ненты:

Δ𝑛,𝑝 =
𝐶𝑛(−1)𝑝−1

(2𝑖)𝑝

(︁ 2
π

)︁ 𝑝
2×⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒(−𝜔
2 )

𝑛−𝑝(𝑖𝑛−𝑝𝑒𝑖
𝜔
2 − (−𝑖)𝑛−𝑝𝑒−𝑖𝜔

2 ) 𝑧𝑛−𝑝( 𝑖𝜔2 )
𝑛−𝑝𝑒−𝑖𝜔

2
𝑧 · · · 𝑧(𝑝−1)(𝑛−𝑝)( 𝑖𝜔2 )

𝑛−𝑝𝑒−𝑖𝜔
2
𝑧𝑝−1

...
...

. . .
...

(−𝜔
2 )

𝑛−1(𝑖𝑛−1𝑒𝑖
𝜔
2 − (−𝑖)𝑛−1𝑒−𝑖𝜔

2 ) 𝑧𝑛−1( 𝑖𝜔2 )
𝑛−1𝑒−𝑖𝜔

2
𝑧 · · · 𝑧(𝑝−1)(𝑛−1)( 𝑖𝜔2 )

𝑛−1𝑒−𝑖𝜔
2
𝑧𝑝−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ · [1].
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Вынося общие множители из строк и столбцов, получим

Δ𝑛,𝑝 =
𝐶𝑛(−1)𝑝−1

(2π)
𝑝
2 𝑖𝑝

(︂
𝑖𝜔

2

)︂𝑝(2𝑛−𝑝−1)/2

𝑒−𝑖𝜔
2 · . . . · 𝑒−𝑖𝜔

2
𝑧𝑝−1 · 𝑧(𝑛−𝑝)𝑝(𝑝−1)/2×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(−1)𝑛−𝑝𝑒𝑖𝜔 − 1 1 · · · 1

(−1)𝑛−𝑝+1𝑒𝑖𝜔 − 1 𝑧 · · · 𝑧𝑝−1

...
...

. . .
...

(−1)𝑛−1𝑒𝑖𝜔 − 1 𝑧𝑝−1 · · · 𝑧(𝑝−1)2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ · [1]. (4.7)

Таким образом, асимптотическое решение уравнения Δ𝑛,𝑝(𝜔) = 0 сводится к

решению уравнения

𝑒𝑖𝜔(−1)𝑛−𝑝 ·V[−1,𝑧, . . . ,𝑧𝑝−1] = V[1,𝑧, . . . ,𝑧𝑝−1] · [1],

или

𝑒𝑖𝜔(1 +𝑂

(︂
1

𝜔

)︂
) = (−1)𝑛−𝑝 (𝑧 − 1) · . . . · (𝑧𝑝−1 − 1)

(𝑧 + 1) · . . . · (𝑧𝑝−1 + 1)
=

= (−1)𝑛−𝑝 𝑧 − 1

𝑧𝑝−1 + 1
· . . . · 𝑧

𝑝−1 − 1

𝑧 + 1
=

= (−1)𝑛−𝑝𝑒𝑖
π
𝑝 · . . . · 𝑒𝑖

(𝑝−1)π
𝑝 = 𝑒𝑖

(2𝑛−𝑝−1)π
2 . (4.8)

Стандартные рассуждения из [70, глава 2, §4], использующие теорему Руше (см.

предложение 7 из приложения), показывают, что все корни уравнения (4.8) до­

статочно большого модуля находятся в окрестностях точек 2π𝑘 + (2𝑛−𝑝−1)π
2 с

радиусом 𝑂(𝑘−1), причем в окрестности каждой точки находится ровно один

корень уравнения. Аналогично, у уравнения Δ𝑛−1,𝑝(𝜔) = 0 корни находятся

вблизи точек 2π𝑘−π+ (2𝑛−𝑝−1)π
2 , 𝑘 → ∞. Поскольку множество

{︁(︀
λ
(𝑛,𝑝)
𝑘

)︀ 1
2𝑝

}︁
𝑘∈N

есть объединение положительных корней определителей Δ𝑛,𝑝 и Δ𝑛−1,𝑝, мы полу­

чаем такую асимптотику собственных чисел задачи (4.2) (здесь 𝑘0 — некоторое

целое число):

λ𝑘+𝑘0 =

(︂
π𝑘 +

(2𝑛− 𝑝− 1)π

2
+𝑂(𝑘−1)

)︂2𝑝

, 𝑘 → ∞.

Осталось показать, что 𝑘0 = 0. Для этого воспользуемся теоремой Йенсена (см.

предложение 6 из приложения).

Обозначим δ := (2𝑛−𝑝−1)
2 . Из того, что |Δ𝑛,𝑝(𝜔)| = |Δ𝑛,𝑝(𝑧𝜔)|, следует, что

корни уравнения Δ𝑛,𝑝(𝜔) = 0 имеют вид 𝜔𝑘𝑧
𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 2𝑝− 1, где 𝜔𝑘 — поло­

жительные корни этого уравнения. Кроме этих корней, есть посторонние корни
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𝜔 = 0, которые не соответствуют собственным числам. Для их исключения вос­

пользуемся асимптотическим поведением функций Бесселя в окрестности нуля

(см. [61, № 8.440]). Получим при 𝜔 → 0

Δ𝑛,𝑝 = 𝐶𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

(𝜔2 )
2𝑛−2𝑝+1 · (1 + 𝑜(1))

2
2𝑛−2𝑝+1

2 Γ(𝑛− 𝑝+ 3
2)

· · ·
(𝜔2 𝑧

𝑝−1)2𝑛−2𝑝+1 · (1 + 𝑜(1))

2
2𝑛−2𝑝+1

2 Γ(𝑛− 𝑝+ 3
2)... . . . ...

(𝜔2 )
2𝑛−1 · (1 + 𝑜(1))

2
2𝑛−1

2 Γ(𝑛+ 1
2)

· · ·
(𝜔2 𝑧

𝑝−1)2𝑛−1 · (1 + 𝑜(1))

2
2𝑛−1

2 Γ(𝑛+ 1
2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
.

Значит,

|Δ𝑛,𝑝(𝜔)|
𝜔𝑝(2𝑛−𝑝)

⃒⃒⃒⃒
𝜔=0

=
𝐶𝑛 · |V[1,𝑧2, . . . , 𝑧2(𝑝−1)]| · 2− 3

2𝑝(2𝑛−𝑝)

𝑝∏︀
𝑗=1

Γ(𝑛− 𝑝+ 𝑗 + 1
2)

=
𝐶𝑛 · 𝑝

𝑝
2 · 2− 3

2𝑝(2𝑛−𝑝)

𝑝∏︀
𝑗=1

Γ(𝑛− 𝑝+ 𝑗 + 1
2)

.

Рассмотрим функцию

Δ̃𝑛,𝑝(𝜔) :=
Δ𝑛,𝑝(𝜔)

𝐶𝑛𝜔𝑝(2𝑛−𝑝)
· Δ𝑛−1,𝑝(𝜔)

𝐶𝑛−1𝜔𝑝(2𝑛−2−𝑝)
. (4.9)

Заметим, что

Δ̃𝑛,𝑝(0) =
𝑝𝑝 · 2−3𝑝(2𝑛−𝑝−1)

Γ(𝑛− 𝑝+ 1
2)Γ(𝑛+ 1

2)
𝑝−1∏︀
𝑗=1

Γ2(𝑛− 𝑝+ 𝑗 + 1
2)

̸= 0. (4.10)

Нули функции Δ̃𝑛,𝑝(𝜔) асимптотически близки к нулям функции Ψ(𝜔) (см. [66,

с. 8])

Ψ(𝜔) := ψδ(𝜔) ·ψδ(𝜔𝑧) · . . . ·ψδ(𝜔𝑧𝑝−1),

где

ψδ(𝜔) =
∞∏︁
𝑛=1

(︂
1− 𝜔2

(π(𝑛+ δ))2

)︂
=

Γ2(1 + δ)

Γ(1 + δ+ 𝜔
π
)Γ(1 + δ− 𝜔

π
)
.

Докажем, что существует равномерный предел

lim
|Δ̃𝑛,𝑝(𝜔)|
|Ψ(𝜔)|

при |𝜔| = π
(︂
𝑁 + δ+

1

2

)︂
, 𝑁 → ∞.
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Как и выше, достаточно ограничиться сектором | arg(𝜔)| 6 π
2𝑝 . Известно, что

(см. [66, лемма 1.3])

ψδ(𝜔) ∼ Γ2(1 + δ)π2δ𝜔−2δ−1 cos

(︂
𝜔 − π

(︁
δ+

1

2

)︁)︂
равномерно по |𝜔| = π(𝑁 + δ + 1

2), 𝑁 → ∞, в данном секторе. Далее, из фор­

мул (4.7), (4.9) с учетом (4.8) получаем равномерное асимптотическое поведение

при |𝜔| → ∞ и | arg(𝜔)| 6 π
2𝑝⃒⃒⃒

Δ̃𝑛,𝑝(𝜔)
⃒⃒⃒
∼(2𝜔)−𝑝(2𝑛−𝑝)

(︂
2

π

)︂𝑝

·
⃒⃒
V[1,𝑧, . . . ,𝑧𝑝−1]

⃒⃒2 · ⃒⃒𝑒−𝑖𝜔𝑧
⃒⃒
· . . . ·

⃒⃒
𝑒−𝑖𝜔𝑧𝑝−1 ⃒⃒·

·
⃒⃒⃒
𝑒𝑖

𝜔
2 − 𝑒𝑖(δπ−

𝜔
2 )
⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒
𝑒𝑖

𝜔
2 − 𝑒𝑖(δπ−π−

𝜔
2 )
⃒⃒⃒
.

Для 𝑗 = 1, . . . , 𝑝 − 1, имеем при |𝜔| → ∞ равномерно в данном секторе⃒⃒⃒⃒
cos

(︂
𝜔𝑧𝑗 − π

(︁
δ+

1

2

)︁)︂⃒⃒⃒⃒
∼ 1

2

⃒⃒⃒
𝑒−𝑖(𝜔𝑧𝑗−π(δ+ 1

2 ))
⃒⃒⃒
=

1

2

⃒⃒⃒
𝑒−𝑖𝜔𝑧𝑗

⃒⃒⃒
.

Кроме того,⃒⃒⃒
𝑒𝑖

𝜔
2 − 𝑒𝑖(δπ−

𝜔
2 )
⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒
𝑒𝑖

𝜔
2 − 𝑒𝑖(δπ−π−

𝜔
2 )
⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒
𝑒𝑖𝜔 − 𝑒𝑖(2δπ−𝜔)

⃒⃒⃒
= 2

⃒⃒⃒⃒
cos

(︂
𝜔 − π

(︁
δ+

1

2

)︁)︂⃒⃒⃒⃒
.

Поэтому при |𝜔| = π(𝑁 + δ + 1
2), 𝑁 → ∞,

|Δ̃𝑛,𝑝(𝜔)|
|Ψ(𝜔)|

⇒
22𝑝 · |V[1,𝑧, . . . ,𝑧𝑝−1]|2

Γ2𝑝(1 + δ)(2π)𝑝(2𝑛−𝑝)
. (4.11)

По теореме Йенсена (см. предложение 6 из приложения)

𝑁∏︁
𝑘=1

(π(𝑘 + δ))2𝑝

𝜔2𝑝
𝑘

=
|Ψ(0)|

|Δ̃𝑛,𝑝(0)|
· exp

⎛⎝ 1

2π

2π∫︁
0

ln
|Δ̃𝑛,𝑝(π(𝑁 + δ+ 1

2)𝑒
𝑖ϕ)|

|Ψ(π(𝑁 + δ+ 1
2)𝑒

𝑖ϕ)|
𝑑ϕ

⎞⎠ .

(4.12)

Из формул (4.10), (4.11) и (4.12) видно, что бесконечное произведение
∞∏︀
𝑘=1

(π(𝑘+δ))2𝑝

𝜔2𝑝
𝑘

сходится. Отсюда получаем, что 𝑘0 = 0. �
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4.3 Малые уклонения

Теорема 4.2. Для процессов 𝑋𝑛 имеем при ε→ 0

P
{︀
‖𝑋𝑛‖ < ε

}︀
∼ 𝐶 · εγ · exp

(︁
− 2𝑝− 1

2(2𝑝 sin( π2𝑝))
2𝑝

2𝑝−1

ε−
2

2𝑝−1

)︁
,

где γ =
1− 2𝑛𝑝+ 𝑝2

2𝑝− 1
и

𝐶 =
(2𝑝)1+

γ
2+

𝑝
2 · π

𝑝−1
2 · sin

1+γ
2 ( π2𝑝)

2𝑝(2𝑛−𝑝− 1
2 )
√
2𝑝− 1 ·V[1,𝑧, . . . ,𝑧𝑝−1]|

·
Γ− 1

2

(︀
𝑛− 𝑝+ 1

2

)︀
Γ− 1

2

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑝−1∏︀
𝑗=1

Γ(𝑛− 𝑝+ 𝑗 + 1
2)

.

Доказательство. Для η𝑘 = (λ
(𝑛,𝑝)
𝑘 )−1 имеем

P
{︀
‖𝑋𝑛‖ < ε

}︀
= P

{︁ ∞∑︁
𝑘=1

η𝑘ξ
2
𝑘 < ε

2
}︁
.

Применим принцип сравнения Ли (предложение 3 из приложения). В качестве

аппроксимации возьмем процесс с собственными числами µ̃𝑘 ковариационного

оператора (𝑘 ∈ N):

µ̃𝑘 :=
[︁
π (𝑘 + δ)

]︁−2𝑝

, 𝑘 ∈ N.

где δ = 2𝑛−𝑝−1
2 . Тогда

P
{︁ ∞∑︁

𝑘=1

µ𝑘η
2
𝑘 < ε

2
}︁
∼ P

{︁ ∞∑︁
𝑘=1

µ̃𝑘η
2
𝑘 < ε

2
}︁(︃ ∞∏︁

𝑘=1

µ̃𝑘

µ𝑘

)︃ 1
2

=

= P
{︁ ∞∑︁

𝑘=1

µ̃𝑘η
2
𝑘 < ε

2
}︁ ∞∏︁

𝑘=1

𝜔𝑝
𝑘

(π(𝑘 + δ))𝑝
.

Последнее произведение вычисляется из формул (4.10), (4.11), (4.12). Используя

предложение 5 из приложения, получаем утверждение теоремы 4.2.

�

Замечание 4.1. При 𝑛 = 2, 𝑝 = 1 этот результат был получен в работе [11]

без точного значения константы 𝐶. Для случая 𝑝 = 1 и произвольного 𝑛 в [10,

Proposition 4.3] приведен ответ также с неизвестной константой 𝐶. Кроме

того, значение γ в этой работе вычислено неверно.
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Глава 5. Приложение

5.1 Вспомогательные леммы и их доказательство

Лемма A необходима для доказательства теоремы 1.2.

Пусть 𝐹 (𝑥) = P
{︁ ∞∑︀
𝑘=1

µ𝑘ξ
2
𝑘 < 𝑥

}︁
, где µ𝑘 > 0, 𝑘 ∈ N,

∞∑︀
𝑘=1

µ𝑘 < ∞, а ξ𝑘 —

независимые стандартные нормальные случайные величины.

Лемма A. 𝐹 (𝑛)(0) = 0, 𝑛 ∈ N ∪ {0}. Также 𝐹 (𝑛)(𝑥) = 𝑜(𝐹 (𝑛+1)(𝑥)), 𝑥 → +0.

Доказательство.

Шаг 1: Покажем, что для выполнения 𝐹 (𝑛)(𝑥) = 𝑜(𝐹 (𝑛+1)(𝑥)), 𝑥 → +0,

достаточно, чтобы в некоторой правой полуокрестности 𝑥 = 0

𝐹 (𝑛+2)(𝑥) > 0; 𝐹 (𝑛+1)(𝑥) — ограничена и 𝐹 (𝑛)(0) = 0. (5.1)

Действительно, рассмотрим интеграл и проинтегрируем его по частям:
𝑥∫︁

0

𝑦𝐹 (𝑛+2)(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑦𝐹 (𝑛+1)(𝑦)

⃒⃒⃒⃒𝑥
0

−
𝑥∫︁

0

𝐹 (𝑛+1)(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑥𝐹 (𝑛+1)(𝑥)− 𝐹 (𝑛)(𝑥).

Будем интегрировать по той окрестности, где 𝐹 (𝑛+2) > 0, значит интеграл поло­

жительный. Но тогда получаем, что 𝑥𝐹 (𝑛+1)(𝑥)− 𝐹 (𝑛)(𝑥) > 0, т.е. 𝑥𝐹 (𝑛+1)(𝑥) >

𝐹 (𝑛)(𝑥), откуда следует 𝐹 (𝑛)(𝑥) = 𝑜(𝐹 (𝑛+1)(𝑥)), 𝑥 → +0.

Шаг 2: Докажем, что утверждение леммы A выполнено для функции

распределения конечной суммы η𝑚 :=
𝑚∑︀
𝑗=1

µ𝑗ξ
2
𝑗 , а именно, рассмотрим

𝐹η𝑚(𝑥) := P {η𝑚 < 𝑥} = P
{︁ 𝑚∑︁

𝑗=1

µ𝑗ξ
2
𝑗 < 𝑥

}︁
.

Докажем, что для любого натурального 𝑛 < 𝑚/2 − 1 выполнено:

𝐹 (𝑛+1)
η𝑚

(0) = 0 и 𝐹 (𝑛)
η𝑚

(𝑥) = 𝑜(𝐹 (𝑛+1)
η𝑚

(𝑥)), 𝑥 → +0. (5.2)

Записывая выражение для 𝐹η𝑚(𝑥) в сферических координатах, получаем:

𝐹η𝑚(𝑥) =

√
𝑥∫︁

0

∫︁
𝑆𝑚−1

𝑑ϕ1 . . . 𝑑ϕ𝑚−1 · 𝑒−𝑟2·𝑃 (sin(ϕ1),..., sin(ϕ𝑚−1)) · |𝐽 | 𝑑𝑟
√
µ1 · . . . · µ𝑚

,
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где 𝑃 (𝑦1, . . . ,𝑦𝑚−1) — полином, 𝑆𝑚−1 — (𝑚 − 1)-мерная сфера в R𝑚, 𝐽 — яко­

биан замены:

𝐽 = 𝑟𝑚−1 · sin(ϕ2) · sin2(ϕ3) · . . . · sin𝑚−2(ϕ𝑚−1).

Отсюда выражение для плотности 𝑓η𝑚(𝑥) = 𝐹 ′
η𝑚
(𝑥) примет вид:

𝑓η𝑚(𝑥) =𝑥𝑚/2−1 · 1
2
·
∫︁

𝑆𝑚−1

𝑑ϕ1 . . . 𝑑ϕ𝑚−1 · 𝑒−𝑥·𝑃 (sin(ϕ1),..., sin(ϕ𝑚−1))· (5.3)

· | sin(ϕ2) · . . . · sin𝑚−2(ϕ𝑚−1)|
1

√
µ1 · . . . · µ𝑚

.

Из формулы (5.3) видно, что пока 𝑛 < 𝑚/2− 1 производная 𝑓
(𝑛)
η𝑚 (𝑥) определена

в окрестности 𝑥 = 0, и 𝑓
(𝑛)
η𝑚 (0) = 0. При этом выполнено 𝑓

(𝑛)
η𝑚 (𝑥) ∼ 𝐶 · 𝑥𝑚/2−1−𝑛

при 𝑥 → +0 для некоторой константы 𝐶 > 0, а значит верно утверждение (5.2).

Также при 𝑛 < 𝑚/2−1 выполнено 𝐹 (𝑛+2)
η𝑚 (𝑥) > 0 в некоторой окрестности 𝑥 = 0.

Шаг 3: Пусть η — случайная величина с произвольным распределением

на полуоси 𝑥 > 0; 𝐹η(𝑥) — ее функция распределения. Пусть η имеет ненулевую

массу в любой окрестности нуля, т.е. 𝐹η(𝑥) > 𝐹η(0) ∀𝑥 > 0. Докажем, что для

любого натурального 𝑛 < 𝑚/2 − 1 выполнено

𝐹
(𝑛+1)
η𝑚+η (0) = 0 и 𝐹

(𝑛)
η𝑚+η(𝑥) = 𝑜(𝐹

(𝑛+1)
η𝑚+η (𝑥)), 𝑥 → +0. (5.4)

(т.е. утверждение (5.2) остается верным при добавлении η). По шагу 1 для

этого достаточно показать, что при 𝑛 < 𝑚/2− 1 выполнено (5.1) для 𝐹η𝑚+η(𝑥).

Заметим, что (5.1) выполнено для 𝐹η𝑚. Рассмотрим

𝐹
(𝑛+2)
η𝑚+η (𝑥) =

𝑑𝑛+2

𝑑𝑥𝑛+2

+∞∫︁
−∞

𝐹η𝑚(𝑥− 𝑦) 𝑑𝐹η(𝑦) =

𝑥∫︁
0

𝐹 (𝑛+2)
η𝑚

(𝑥− 𝑦) 𝑑𝐹η(𝑦). (5.5)

Ясно, что 𝐹
(𝑛+1)
η𝑚+η (0) = 0. Рассмотрим 𝑥 такие, что верно 𝐹

(𝑛+2)
η𝑚 (𝑥) > 0. Тогда

из (5.5) и (5.1) для 𝐹η𝑚(𝑥) следует (5.4) по теореме о среднем (для некото­

рого 𝑥0 ∈ (0,𝑥)):

𝐹
(𝑛+2)
η𝑚+η (𝑥) = 𝐹 (𝑛+2)

η𝑚
(𝑥0)

𝑥∫︁
0

𝑑𝐹η(𝑦) = 𝐹 (𝑛+2)
η𝑚

(𝑥0)(𝐹η(𝑥)− 𝐹η(0)) > 0.

Шаг 4: Докажем, что утверждение леммы A верно для бесконечной сум­

мы, т.е. для функции 𝐹 (𝑥).
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Фиксируем 𝑛. Выберем 𝑚 ∈ N так, чтобы 𝑚 > 2(𝑛 + 1). Представим ξ

в следующем виде:

ξ = η𝑚 +
∞∑︁

𝑝=𝑚+1

µ𝑝ξ
2
𝑝 =: η𝑚 + η.

Ясно, что распределение η сосредоточено на полуоси и, очевидно, имеет ненуле­

вую массу в любой окрестности нуля. Тогда, применяя шаг 3 для ξ, получаем

утверждение леммы A. �

Следующая лемма усиливает утверждение леммы 1.2 из [66] и будет ис­

пользована при доказательстве теорем 3.2, 3.4, 3.6, 3.8, 3.10.

Лемма B. Пусть последовательности чисел 𝜔𝑘 и ρ𝑘 имеют одинаковую дву­

членную асимптотику при 𝑘 → ∞

𝜔𝑘 ∼ 𝑐(𝑘 + δ) + 𝑎𝑘, ρ𝑘 ∼ 𝑐(𝑘 + δ) + 𝑏𝑘,

где 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 → 0 и |𝑎𝑘 − 𝑏𝑘| монотонно убывает при 𝑘 → ∞, причем

∞∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘 − 𝑏𝑘|
𝑘

< ∞. (5.6)

Тогда функции

𝑓(ζ) =
∞∏︁
𝑘=1

(︁
1− ζ2

𝜔2
𝑘

)︁
, 𝑔(ζ) =

∞∏︁
𝑘=1

(︁
1− ζ2

ρ2𝑘

)︁
имеют одинаковое поведение на бесконечности с точностью до константы.

А именно, при |ζ| = 𝑐(𝑛+ δ+ 1
2), 𝑛 → ∞

𝑓(ζ)

𝑔(ζ)
⇒ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =

∞∏︁
𝑘=1

ρ2𝑘
𝜔2
𝑘

. (5.7)

Доказательство. Имеем

𝑓(ζ)

𝑔(ζ)
=

∞∏︁
𝑘=1

ρ2𝑘
𝜔2
𝑘

·
∞∏︁
𝑘=1

(︁
1 +

𝜔𝑘 − ρ𝑘
ρ𝑘 + ζ

)︁
·

∞∏︁
𝑘=1

(︁
1 +

𝜔𝑘 − ρ𝑘
ρ𝑘 − ζ

)︁
. (5.8)

Сходимость первого произведения в (5.8) равносильна сходимости ряда

∞∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘 − 𝑏𝑘|
𝑐(𝑘 + δ) + 𝑏𝑘

,
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который сходится благодаря условию (5.6). Пусть ℜ(ζ) > 0. Тогда второе произ­

ведение в (5.8) сходится равномерно. Третье произведение сходится равномерно,

если сходится равномерно ряд

∞∑︁
𝑘=1

|𝜔𝑘 − ρ𝑘|
|ρ𝑘 −𝑅|

, где 𝑅 = 𝑐(𝑛+ δ+ 1/2). (5.9)

Заметим, что |ρ𝑘 − 𝑅| > 𝑐|𝑛 − 𝑘 + δ1|, где δ1 > 0. Поэтому

∞∑︁
𝑘=1

|𝜔𝑘 − ρ𝑘|
|ρ𝑘 −𝑅|

6
(︁∑︁
𝑘6 2

3𝑛

+
∑︁

2
3𝑛6𝑘6

4
3𝑛

+
∑︁
𝑘> 4

3𝑛

)︁ |𝑎𝑘 − 𝑏𝑘|
𝑐|𝑛− 𝑘 + δ1|

. (5.10)

Третья сумма в (5.10) стремится к нулю при 𝑛 → ∞:

∞∑︁
𝑘> 4

3𝑛

|𝑎𝑘 − 𝑏𝑘|
𝑐|𝑛− 𝑘 + δ1|

6 𝐶
∑︁
𝑘> 4

3𝑛

|𝑎𝑘 − 𝑏𝑘|
𝑘

→ 0.

Первая сумма мажорируется сходящимся рядом

∑︁
𝑘6 2

3𝑛

|𝑎𝑘 − 𝑏𝑘|
𝑐|𝑛− 𝑘 + δ1|

6 𝐶

∞∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘 − 𝑏𝑘|
𝑘

,

поэтому она сходится равномерно, и при 𝑛 → ∞∑︁
𝑘6 2

3𝑛

|𝑎𝑘 − 𝑏𝑘|
𝑐|𝑛− 𝑘 + δ1|

→ 0.

Поскольку |𝑎𝑘 − 𝑏𝑘| монотонно убывает, имеем

∑︁
2
3𝑛6𝑘6

4
3𝑛

|𝑎𝑘 − 𝑏𝑘|
𝑐|𝑛− 𝑘 + δ1|

6 2
∑︁

2
3𝑛6𝑘6𝑛

|𝑎𝑘 − 𝑏𝑘|
𝑐|𝑛− 𝑘 + δ1|

6
2

𝑐

∑︁
𝑚6 1

3𝑛

|𝑎𝑚+𝑛
3
− 𝑏𝑚+𝑛

3
|

|𝑚+ δ1|
.

Последняя сумма мажорируется сходящимся рядом, поэтому она сходится рав­

номерно. Таким образом, ряд (5.9) сходится равномерно. Значит, в (5.8) можно

перейти к пределу при |ζ| = 𝑐(𝑛 + δ + 1
2) → ∞, что дает (5.7) для ℜ(ζ) > 0.

Доказательство при ℜ(ζ) 6 0 аналогично. �
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5.2 Медленно меняющиеся функции и их свойства

Определение. (см. [73, глава 1, с. 1]) Функция 𝐿(𝑥) называется медленно

меняющейся на бесконечности, если она измерима и знакопостоянна на полу­

оси [𝐴,∞), 𝐴 > 0, и для произвольного λ > 0 выполнено:

lim
𝑥→∞

𝐿(λ𝑥)

𝐿(𝑥)
= 1.

Функция 𝐿(𝑥) называется медленно меняющейся в нуле, если 𝐿( 1𝑥) медленно

меняется на бесконечности.

Медленно меняющимися на бесконечности являются, например,

lnα(𝑥), α ∈ R. Для доказательства теорем 2.1, 2.2, 2.3 нам понадобится

следующее предложение:

Предложение 1. (см. [73, глава 1, с. 18]) Пусть F(𝑡) > 0 — медленно ме­

няющаяся функция в нуле, тогда для любого α > 0 существует ε > 0,

такое что F(𝑡)𝑡α— возрастающая функция, а F(𝑡)𝑡−α— убывающая функция в

ε-окрестности нуля.

Полезным оказывается следующее достаточное условие, когда функция

является медленно меняющейся:

Предложение 2. (см. [73, глава 1, с. 15])

Пусть 𝐿(𝑥), 𝑥 ∈ [𝐴,∞), знакопостоянна, имеет непрерывную производную и

удовлетворяет условию

lim
𝑥→∞

𝑥𝐿′(𝑥)

𝐿(𝑥)
= 0,

тогда 𝐿(𝑥) — медленно меняющаяся функция на бесконечности.
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5.3 Малые уклонения случайных гауссовских процессов

Напомним основные определения и теоремы из теории 𝐿2-малых уклоне­

ний для гауссовских случайных функций.

Пусть 𝑋(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒪̄ ⊂ R𝑑, — гауссовская случайная функция с нулевым

средним и функцией ковариации 𝐺(𝑥,𝑦) = E𝑋(𝑥)𝑋(𝑦). Предположим

‖𝑋‖2 =
∫︁
𝒪

𝑋2(𝑥) 𝑑𝑥 < ∞ п.н. (5.11)

Тогда для функции 𝑋(𝑥) справедливо разложение Карунена–Лоэва1

(Karhunen–Loève, см. напр. [64, §12]), а именно, верно равенство п.н.:

𝑋(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

√
µ𝑘𝑢𝑘(𝑥)ξ𝑘, 𝑥 ∈ 𝒪,

где ξ𝑘, 𝑘 ∈ N, — независимые стандартные нормальные случайные величины,

а µ𝑘 > 0 и 𝑢𝑘(𝑥), 𝑘 ∈ N, соответственно, собственные числа и нормированные

в 𝐿2(𝒪) собственные функции интегрального оператора с ядром 𝐺(𝑠,𝑡) (кова­

риационного оператора):

µ𝑘𝑢𝑘(𝑥) =

∫︁
𝒪

𝐺(𝑥,𝑦)𝑢𝑘(𝑦) 𝑑𝑦.

При этом
∑︀
µ𝑘 < ∞, т.е. ковариационный оператор принадлежит ядерному

классу. Из разложения Карунена–Лоэва немедленно следует

⃦⃦
𝑋
⃦⃦2 𝑑

=
∞∑︁
𝑘=1

µ𝑘ξ
2
𝑘. (5.12)

Таким образом, исходная задача сводится к описанию поведения вероят­

ности P{
∑︀∞

𝑘=1 µ𝑘ξ
2
𝑘 6 ε

2} при ε → 0. Основная трудность заключается в том,

что явные формулы для собственных значений известны лишь для немногих

процессов (см. [25; 39]). Если же известна достаточно точная асимптотика µ𝑘,

то асимптотика вероятности малых уклонений с точностью до константы может

быть получена с помощью принципа сравнения Венбо Ли (см. [30; 39]):
1В литературе также встречается перевод «разложение Кархунена–Лоэва»
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Предложение 3. Пусть µ𝑘 и µ̃𝑘 — две положительные невозрастающие сум­

мируемые последовательности такие, что
∏︀
µ̃𝑘/µ𝑘 < ∞. Тогда

P
{︁ ∞∑︁

𝑘=1

µ𝑘ξ
2
𝑘 < ε

2
}︁
∼ P

{︁ ∞∑︁
𝑘=1

µ̃𝑘ξ
2
𝑘 < ε

2
}︁
·

(︃ ∞∏︁
𝑘=1

µ̃𝑘

µ𝑘

)︃1/2

, ε→ 0. (5.13)

Мультипликативную константу из (5.13) часто называют константой «рас­

хождения» (distortion constant).

Следующее предложение является частным случаем [25, теорема 3.1].

Предложение 4. Пусть ϕ(𝑡) — определенная на [1,∞), положительная, лога­

рифмически выпуклая, дважды дифференцируемая и интегрируемая функция.

Тогда

P
{︁ ∞∑︁

𝑘=1

ϕ(𝑘)ξ2𝑘 6 𝑟
}︁
∼ 𝐶

√︃
𝑓(𝑢ϕ(1))

𝐼2(𝑢)
exp(𝐼0(𝑢) + 𝑢𝑟), 𝑟 → 0,

где 𝑓(𝑡) = (1 + 2𝑡)−1/2, 𝑢 = 𝑢(𝑟) — функция, удовлетворяющая соотношению

lim
𝑟→0

𝐼1(𝑢) + 𝑢𝑟√︀
𝐼2(𝑢)

= 0, (5.14)

а функции 𝐼0, 𝐼1, 𝐼2 определены формулами

𝐼0(𝑢) =

∞∫︁
1

ln 𝑓(𝑢ϕ(𝑡)) 𝑑𝑡,

𝐼1(𝑢) =

∞∫︁
1

𝑢ϕ(𝑡)(ln 𝑓(𝑢ϕ(𝑡)))′ 𝑑𝑡,

𝐼2(𝑢) =

∞∫︁
1

(𝑢ϕ(𝑡))2(ln 𝑓(𝑢ϕ(𝑡)))′′ 𝑑𝑡.

Для доказательства теорем 3.2, 3.4, 3.6, 3.8, 3.10 нам потребуется частный

случай предложения 4:

Предложение 5. ([39, теорема 3.4], см. также [48, теорема 6.2])

Рассмотрим форму
∞∑︀
𝑛=1

Λ𝑘ξ
2
𝑘, где

Λ𝑘 = (ϑ(𝑘 + δ))−𝑑,
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ϑ > 0, δ > −1, 𝑑 > 1 — некоторые константы. Тогда при ε→ 0

P
{︁ ∞∑︁

𝑘=0

Λ𝑘ξ
2
𝑘 < ε

2
}︁
∼ 𝐶(ϑ,𝑑,δ) · εγ · exp

(︁
− 𝑑− 1

2

(︁ π

𝑑ϑ sin(π𝑑)

)︁ 𝑑
𝑑−1 · ε−

2
𝑑−1

)︁
,

где

γ =
2− 𝑑− 2𝑑δ

2(𝑑− 1)
, 𝐶(ϑ,𝑑,δ) =

(2π)
𝑑
4ϑ

𝑑γ
2 (sin(π𝑑))

1+γ
2

(𝑑− 1)
1
2 (π𝑑)

1+γ
2Γ

𝑑
2 (1 + δ)

,

где Γ(𝑥) — это гамма-функция.

5.4 Базовые факты из ТФКП

Предложение 6. (Теорема Йенсена) [77, §3.6]

Пусть 𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ C, — функция, аналитическая при |𝑧| < 𝑅. Предполо­

жим, что 𝑓(0) ̸= 0, и пусть 𝑟1,𝑟2, . . . — модули нулей функции 𝑓(𝑧) в круге

|𝑧| < 𝑅, расположенные в неубывающем порядке. Тогда при 𝑟𝑛 6 𝑟 6 𝑟𝑛+1

ln

(︂
𝑟𝑛|𝑓(0)|
𝑟1 . . . 𝑟𝑛

)︂
=

1

2π

2π∫︁
0

ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖θ)| 𝑑θ.

Предложение 7. (Теорема Руше) [77, §3.4]

Пусть функции 𝑓(𝑧) и 𝑔(𝑧) аналитические внутри замкнутого контура

𝐶 и на самом контуре, причем |𝑔(𝑧)| < |𝑓(𝑧)| на 𝐶. Тогда функции 𝑓(𝑧) и

𝑓(𝑧) + 𝑔(𝑧) имеют внутри 𝐶 одинаковое число нулей.



98

Заключение

В данной диссертации рассматривается задача 𝐿2-малых уклонений для

различных конечномерных возмущений гауссовских процессов. Исследуют­

ся условия на возмущения, при которых можно явно связать асимптотики

вероятностей малых уклонений исходного и возмущенного процессов. Рас­

сматривается множество примеров, естественным образом возникающих в

статистике, являющихся исключением из известных общих теорем. Кроме того,

исследуются классы процессов с исключенным трендом порядка 𝑛, для которых

можно найти малые уклонения.

Основные результаты работы заключаются в следующем.

Понятия критического и некритического возмущений гауссовких про­

цессов, введенные ранее для одномерных возмущений, обобщены на случай

конечномерных возмущений. В некритическом случае и в критическом случае

при выполнении условия А выведены формулы для 𝐿2-малых уклонений.

Рассмотрено семейство примеров (процессы Дурбина), являющихся конеч­

номерными возмущениями броуновского моста и доказано, что они являются

критическими в введенном в диссертации смысле. В частности, для большин­

ства процессов Дурбина, возникающих при проверке на принадлежность к

нормальному, логистическому, гамма-распределениям, а также распределениям

Лапласа и Гумбеля, показано, что условие А не выполнено. Асимптотика веро­

ятностей 𝐿2-малых уклонений для этих процессов считается индивидуально.

Получены полные асимптотические разложения быстро осциллирующих

интегралов с медленно меняющейся амплитудой, имеющей особенность на кон­

цах области интегрирования. Полученные формулы существенно упрощают

вычисление 𝐿2-малых уклонений для процессов Дурбина в каждом конкрет­

ном случае.

Найдены точные асимптотики 𝐿2-малых уклонений для более широкого

класса процессов с исключенным трендом порядка 𝑛. Установлена связь с за­

дачей о поиске точной константы в одномерных теоремах вложения.

Возможные направления для дальнейшей работы: упрощение формулы

𝐿2-малых уклонений для критических возмущений в случае гриновских про­

цессов; рассмотрение задачи в более общем контексте (случайный вектор в

гильбертовом пространстве).
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