
Îòçûâ îôèöèàëüíîãî îïïîíåíòà
íà äèññåðòàöèþ Ìåðêóëîâà Àëåêñåÿ Ñåðãååâè÷à

�Íåêîòîðûå òèïû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ïëîñêîñòè�,
ïðåäñòàâëåííîé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ê çàùèòå ðàáîòà Ìåðêóëîâà ïîñâÿùåíà âàæíûì è òðóäíûì âîïðî�
ñàì òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ. Â îáøèðíîì ñïåêòðå èññëåäîâàíèé ñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëîâ àâòîð èçáðàë íàïðàâëåíèå çàëîæåííîå â ñåìèäåñÿòûõ ãîäàõ äâàäöàòîãî âåêà
Êàëüäåðîíîì è ïîëó÷èâøåå ìîùíîå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ òîì ÷èñëå
Êîéôìàíà, Ìåéåðà, Ñòåéíà. Ïîëó÷åííûå èìè ðåçóëüòàòû îêàçàëèñü âîñòðåáîâàííûìè
âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ ìàòåìàòèêè, à èäåè è ìåòîäû ëåæàùèå â èõ îñíîâå ñóùåñòâåííî îáî�
ãàòèëè ìàòåìàòèêó. Ïðåâðàòèâøèñü â ìîùíûé, àêòèâíî ðàáîòàþùèé ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò, òåîðèÿ Êàëüäåðîíà ñòàëà ðàçâèâàòüñÿ â øèðü, ïîäñòðàèâàÿñü ïîä ïîòðåáíîñòè
ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷.

Äèññåðòàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçâèòèå òåîðèè îïåðàòîðîâ Êàëäåðîíà ïðåëîì�
ëåííîå â ñâåòå èñïîëüçîâàíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ â äðóãèõ çàäà÷àõ. Àâòîð òîëüêî
óïîìèíàåò îá èõ ñóùåñòâîâàíèè, íî ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, äëÿ êàêèõ çàäà÷
ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè ïîäîáíûå êîíñòðóêöèè.

Öåííîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàêèì îáðàçîì àâ�
òîð íàõîäèò âûõîä èç òðóäíûõ ñèòóàöèé, èñïîëüçóÿ ãëóáîêèå è íåòðèâèàëüíûå ñâÿçè
ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè â äîêàçàòåëüñòâàõ ñòðóêòóðàìè. Òàêèå äåéñòâèÿ âîçìîæíû
òîëüêî ïðè ãëóáîêîì ïîíèìàíèè èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà. Ýòî ïîçâîëèëî àâòîðó èçëî�
æèòü áîëüøå êîëè÷åñòâî ñîäåðæàòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ â íåáîëüøîì òåêñòå. Îáúÿñíåíèÿ
òîãî, êàê ýòè ñîîòíîøåíèÿ áûëè îáíàðóæåíû, ôîðìàëüíî, íå âõîäÿò â îáÿçàííîñòè àâ�
òîðà, íî îñòàâëÿþò õîðîøèé çàäåë äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè. Àêòó�
àëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ îöåíêè äëÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ
çàäàííûõ â âåñîâûõ Lp-ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé, çàäàííûõ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Òàêèå çàäà÷è äëÿ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé â Rn äîñêîíàëüíî èçó÷åíû, íî äëÿ êîìïëåêñ�
íîé ïåðåìåííîé ýòè âîïðîñû ñèñòåìàòè÷åñêè íå ðàññìàòðèâàëèñü. Òåõíè÷åñêóþ áàçó
ðàáîòû, êàê è â âåùåñòâåííîì, ïðåäñòàâëÿþò îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíûõ
îïåðàòîðîâ.
Îñíîâíîé òåõíè÷åñêèé ïðèåì (âíåøíå ðèñêîâàííûé, íî êàê ïîêàçûâàåò àâòîð ðèñê çäåñü
îïðàâäàí è ïðèíîñèò æåëàåìûå ïëîäû), ñîñòîèò â òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå îá îöåíêå ïî�
ñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ "ïåðåâîäèòñÿ"â çàäà÷ó îöåíêè áîëåå ñëîæíîãî � "ïðîèç�
âîäÿùåãî"îïåðàòîðà. Ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ â êîíñòðóêöèè
ïàðàìåòðîâ, ïðàâèëüíûé ïîäáîð êîòîðûõ, ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðÿä êàê ãåîìåòðè�
÷åñêóþ ïðîãðåññèþ è äîâåñòè äåëî äî îöåíîê ïðîèçâîäÿùåãî îïåðàòîðà. Ýòè îöåíêè
â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûå îöåíêè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðî�
èçâîäÿùåãî îïåðàòîðà. Òàêîé âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà ïðîõîäèò áëàãîäàðÿ ñêðóïóëåç�
íûì îöåíêàì êîýôôèöèåíòîâ âîçíèêàþùèõ ðÿäîâ è òî÷íîì ïîäáîðå ó÷àñòâóþùèõ â
ðàáîòå ïàðàìåòðîâ. Ðàçóìååòñÿ, òàêîé ñïîñîá îöåíèâàíèÿ âîçìîæåí òîëüêî äëÿ ëèíåé�
íûõ îïåðàòîðîâ, à ìàêñèìàëüíûå îïåðàòîðû òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ. ×òîáû îáîéòè ýòó
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òðóäíîñòü àâòîð çàìå÷àåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð âñåãäà ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç
"ìîäóëü"ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ó êîòîðîãî èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõî�
äèò ïî ïëîñêîñòè ñ âûðåçàíû êðóãîì, ïðàâäà, ðàäèóñ ýòîãî êðóãà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
îñîáîé òî÷êè,íî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷íûì, ò.ê. êîíå÷íûå îöåíêè îêà�
çûâàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò ðàäèóñà êðóãà.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåí òî÷íûé àíàëîã ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà Êàëüäåðîíà

T ∗nf(z) = sup
ε>0

∫
|ζ−z|>ε

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f(ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2

çäåñü f ∈ Lp(C, ω), σ � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà. Ñóùåñòâîâàíûì òðåáîâàíèåì ê ôóíêöèè
V ÿâëÿåòñÿ åå ïðèíàäëåæíîñòü ê êëàññó Ëèïøåöà

|V (ζ)− V (z)| < w|ζ − z|.

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ãëàâû � òåîðåìà 1, óòâåðæäàåò, ÷òî îïåðàòîð T ∗n îãðàíè÷åí â ïðî�
ñòðàíñòâàõ Lp(C, ω), 1 < p <∞. Ïðè óñëîâèè, ÷òî âåñ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ìàêåíõà�
óïòà Ap.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâ, àâòîð ïîäìåíÿåò ìàêñèìàëüíûé îïå�
ðàòîð àïïðîêñèìàöèîííûì ñèíãóëÿðíûì îïåðàòîðîì

Tn,ε(z),δf(z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f(ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2

Äàëåå îí çàìå÷àåò, ÷òî îöåíêè ýòèõ îïåðàòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü èç îöåíêè ïðîèçâîäÿ�
ùåãî îïåðàòîðà

Lλ,ε(z),δf(z) =
∞∑
n=0

(n+ 1)λnTn,ε(z),δf(z)

çäåñü λ ∈ C, |λ| < 1
w
. Ñòàíäàðòíûå òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,îñíîâàííûå íà

òîì, ÷òî ìàëîñòü ïàðàìåòðà λ ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü âîçíèêàþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ïðîãðåññèé ïîçâîëÿþò çàïèñàòü îïåðàòîð â âèäå

Lλ,ε(z),δf(z) =

∫
|ζ−z|>ε(z)

f(ζ)dσ(ζ)

(ζ − z − λ(V (ζ)− V (z)))2

Äàëüíåéøèå îöåíêè îêàçûâàþòñÿ âîçìîæíûìè áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî îòîáðàæåíèåA(z) =
z − λV (z) îêàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé, ïðèâî�
äÿùóþ îöåíèâàåìîå âûðàæåíèþ ê âèäó ñòàíäàðòíîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà. Âàæíî,
÷òî íàëîæåííîå íà ôóíêöèþ V óñëîâèå Ëèïøåöà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èò ïðîñòóþ îöåí�
êó äëÿ ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ. Â èòîãå íóæíàÿ îöåíêà îïåðàòîðà Lλ,ε(z),δ ïîëó÷àåòñÿ èç
êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ, Êàëüäåðîíà, Êîéôìàíà, Ìåéðû. Ïîñëå ýòîãî àâòîð âîçâðàùà�
åòñÿ ê îöåíêå îïåðàòîðà Tn,ε(z),δ, îñíîâàííîé íà òîì, ÷òî ôóíêöèè Tn,ε(z),δf(z) ÿâëÿþòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè Òåéëîðà â ðàçëîæåíèè àíàëèòè÷åñêîé îïåðàòîð-ôóíêöèè Lλ,ε(z),δ ïî
ïàðàìåòðó λ. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó òðåáóåìîãî âèäà äëÿ îïåðàòîðîâ Tn,ε(z),δ.
Ïðè÷åì îöåíêà îêàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà ε(z). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîç�
âîëÿåò ïåðåíåñòè ïîëó÷åííóþ îöåíêó íà ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð è çàâåðøèòü äîêàçà�
òåëüñòâî òåîðåìû 1.
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Âî âòîðîé ãëàâå àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà äîêàçàíà äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà

P ∗Ff(z) = sup
ε>0

∣∣∣∣∫
|ζ−z|>ε

F

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)
f(ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2

∣∣∣∣
ãäå F (z) =

∑∞
n=0 anz

n � ïðîèçâîëüíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû
� òåîðåìà 2 óòâåðæäàåò, ÷òî îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì â ïðîñòðàíñòâå Lp(C, ω),
ω ∈ Ap

||P ∗F || ≤ const max
|z|=2w

|F (z)|

Êàê è â ïåðâîé ãëàâå â íà÷àëå îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèîííîãî îïåðàòîðà

PF,ε(z) =
∞∑
n=0

Pn,F,ε(z), Pn,F,ε(z)f(z) = an

∫
|ζ−z|>ε

(
V (ζ)− V (z)

ζ − z

)n
f(ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2

Äàëåå àâòîð ïðèâîäèò ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ F (z) = exp(z) è ïîÿñíÿåò ñõåìó
ïðîâåäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà â îáùåì ñëó÷àå. Ñóùåñòâî äåëà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî îïå�
ðàòîðû Pn,F,ε(z) îöåíèâàþòñÿ ïî òåîðåìå 1, ñóììèðîâàíèå ýòèõ îöåíîê äàåò îöåíîê äàåò
îöåíêó äëÿ PF,ε(z). Âñå îöåíêè íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ε(z) è ïîýòîìó ïåðåíîñÿòñÿ íà
ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð.

Òðåòüÿ ãëàâà èìååò äåëî ñ íåêîòîðûìè àíàëîãàìè êîììóòàòîðîâ Êàëüäåðîíà. Íà÷è�
íàåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñ îïåðàòîðà

S∗nf(z) = sup
ε>0

∣∣∣∣∫
|ζ−z|>ε

|V (ζ)− V (z)|2n

(ζ − z)2n
f(ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2

∣∣∣∣
Àâòîð èíòåðïðåòèðóåò ýòîò îïåðàòîð êàê îáîáùåíèå îïåðàòîðà T ∗n èç ïåðâîé ãëàâû,
êîãäà îäíà ôóíêöèÿ V çàìåíÿåòñÿ íà ïðó ôóíêöèé V1, V2. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
V2 = V̄1. Äàëåå ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå ââîäèòñÿ àïïðîêñèìàöèîííûé îïåðàòîð

Sn,εf(z) =

∫
|ζ−z|>ε

|V (ζ)− V (z)|2n

(ζ − z)2n
f(ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2

×òî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé òåîðåìû 1, àâòîð íàõîäèò íå òðèâèàëüíûå õîäû. Ââî�
äèòñÿ åùå îäèí âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð

Mf,ε(λ, µ)(z) =

∫
|ζ−z|>ε

f(ζ)dσ(ζ)

(ζ + λV (ζ) + µV̄ (ζ)− (z + λV (z) + µV̄ (z)))2

Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1
ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü, ÷òî îïåðàòîð îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî Lp(C, ω) â ñåáÿ. Ñâÿçü
ýòîãî îïåðàòîðà ñ àïïðîêñèìàöèîííûì, îáíàðóæåííàÿ àâòîðîì äîñòàòî÷íî íåîæèäàííà.
Âî-ïåðâûõ, îïåðàòîð ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Mf,ε(λ, µ)(z) =

∫
|ζ−z|>ε

f(ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2(1 + q)2
,

q = λ
V (ζ)− V (z)

ζ − z
+ µ

V̄ (ζ)− V̄ (z)

ζ − z
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Åñëè ïîëîæèòü t = 1
2
− 1

4n
, λ = teiθ1 , µ = teiθ2 òî îêàæåòñÿ, ÷òî |q| = 1− 1

2n
è âîçìîæíû

äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Mf,ε(λ, µ)(z) =
∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)

∫
|ζ−z|>ε

qk
f(ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2

Äàëåå àâòîð äîêàçûâàåò, ÷òî (n, n)-é êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ Mf,ε(λ, µ)(z) â äâîéíîì
ðÿäå Ôóðüå ëèøü íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü îòëè÷àåòñÿ îò Sn,εf(z). Ïîñëå ýòîãî îñòà�
åòñÿ ïðîâåñòè ñòàíäàðòíûå âûêëàäêè, ÷òî áû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ÷åòâåðòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò óñèëåíèå ðåçóëüòàòà òåòåé ãëàâû. Â êà�
÷åñòâå àíàëîãà êîììóòàòîðà Êàëüäåðîíà ðàññìàòðèâàåòñÿ

U∗nf(z) = sup
ε>0

∣∣∣∣∣
∫
|ζ−z|>ε

4∏
m=1

(Vm(ζ)− Vm(z))n

(ζ − z)n
f(ζ)dσ(ζ)

(ζ − z)2

∣∣∣∣∣
Äîêàçàíî, ÷òî ýòîò îïåðàòîð òî æå îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî Lp(C, ω) â ñåáÿ. Òåõíèêà
äîêàçàòåëüñòâà òà æå, ÷òî â òðåòåé ãëàâå.

Çàâåðøàåòñÿ ðàáîòà ñåðèåé ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ïðèìåíåíèÿ äîêàçàííûõ
òåîðåì.

Îöåíèâàÿ ðàáîòó â öåëîì ñëåäóåò åùå ðàç ïîâòîðèòü, ÷òî îíà íàïèñàíà íà àêòó�
àëüíóþ òåìó. Âûïîëíåíà ðàáîòà íà âûñîêîì òåõíè÷åñêîì óðîâíå ñ ãëóáîêèì ïðîíèê�
íîâåíèåì âî âíóòðåííèå ñâÿçè èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ. Âñå ïðèâåäåííûå â äèññåðòàöèè
óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî äîêàçàííûìè íàó÷íûìè ôàêòàìè. Ðåçóëüòàòû äèññåð�
òàöèè ïîëíîñòüþ è ñâîåâðåìåííî áûëè îïóáëèêîâàíû â òðåõ ñòàòüÿõ â æóðíàëàõ èç
ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíî�
áðíàóêè ÐÔ.

Àâòîðåôåðàò ïðàâèëüíî è ïîëíî îòðàæàåò ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, èíòåðåñíûå è âàæíûå ñàìè ïî ñåáå, âàæíû íå â ìåíüøåé

ñòåïåíè òåì, ÷òî äëÿ èõ äîêàçàòåëüñòâà áûëè íàéäåíû íîâûå òåõíè÷åñêèå ïðèåìû, êî�
òîðûå ìîãóò ýôôåêòèâíî ðàáîòàòü è â äðóãèõ çàäà÷àõ.

Â êà÷åñòâå íåäîñòàòêîâ ðàáîòû ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç îáçîðà ïðåäøåñòâóþùèõ
ðàáîò íå ÿñíî, ÷òî áûëî èçâåñòíî äî ðàáîò À.Ñ.Ìåðêóëîâà. Ðàáîòà çíà÷èòåëüíî âûèãðà�
ëà áû, åñëè áû ñîäåðæàëà óêàçàíèÿ íà âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ ðàçðàáîòàííîé òåõíèêè
îöåíîê ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ Êàëüäåðîíà, â ìíîãî÷èñëåííûõ çàäà÷àõ, èñïîëüçóþ�
ùèõ òàêèå îïåðàòîðû, êàê òåõíè÷åñêîå ñðåäñòâî. Îòìå÷åííûå íåäîñòàòêè íå ñíèæàþò
îáùåãî õîðîøåãî âïå÷àòëåíèÿ îò ðàáîòû.

Íà îñíîâàíèè âûøå èçëîæåííîãî ñ÷èòàþ, ÷òî äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà Ìåðêóëîâà
Àëåêñåÿ Ñåðãååâè÷à "Íåêîòîðûå òèïû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ïëîñ�
êîñòè" ñîîòâåòñòâóåò âñåì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê êàíäèäàòñêèì äèññåðòàöè�
ÿì, â òîì ÷èñëå ï.9 "Ïîëîæåíèÿ î ïîðÿäêå ïðèñóæäåíèÿ ó÷åíûõ ñòåïåíåé à åå àâòîð
çàñëóæèâàåò ïðèñóæäåíèÿ åìó ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà�
óê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç.

Çàâ. êàôåäðîé ÂÌ-2 ÑÏáÃÝÒÓ
äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê
À.Ì.Êîòî÷èãîâ
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