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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. В диссертации изучается
асимптотическое поведение малых уклонений для конечномерных возму­
щений гауссовских процессов.

Теория малых уклонений для гауссовских процессов в различных
нормах активно изучается в последние десятилетия (см. напр. [20]; ак­
туальную литературу по теме можно найти в [21]) и имеет широкий
спектр применений, таких как оценка точности квантования случайных
процессов, вычисление метрической энтропии функциональных множеств,
закон повторного логарифма в форме Чжуна, нахождение скорости ухо­
да бесконечномерного винеровского процесса. Также известно, что малые
уклонения тесно связаны с функциональным анализом данных и непара­
метрическим байесовским оцениванием.

Задача малых уклонений случайного процесса 𝑋 в норме ‖·‖ состоит
в поиске асимптотики величины P{‖𝑋‖ < 𝜀} при 𝜀 → 0. Большинство
результатов относятся к гауссовским процессам. Для гауссовского процесса
«типичным» является ответ вида

P {‖𝑋‖ < 𝜀} ∼ 𝐷𝜀𝐶 exp(−𝐵𝜀−𝐴), 𝜀→ 0, (1)

для некоторых констант 𝐴,𝐵,𝐷 > 0, 𝐶 ∈ R. Асимптотику величины
P{‖𝑋‖ < 𝜀} называют точной асимптотикой малых уклонений. Отметим,
что точную асимптотику удается найти только в исключительных случаях,
поэтому часто рассматривают так называемую логарифмическую асимпто­
тику ln(P{‖𝑋‖ < 𝜀}). Но даже на логарифмическом уровне к задаче нет
общего подхода, что делает задачу актуальной и по сей день.

По проблеме малых уклонений за последние 5 лет имеется более 70
публикаций (согласно [21]), что свидетельствует об интересе математиков
к рассматриваемой тематике. Наиболее продвинутые результаты относят­
ся к случаю 𝐿2-нормы. Благодаря гильбертовой структуре задачу удается
свести к спектральным асимптотикам интегральных операторов, что да­
ет дополнительные возможности в поиске асимптотик малых уклонений.
Имеющиеся подходы в других нормах описаны, например, в обзоре [27].

Конечномерные возмущения гауссовских процессов часто возникают
в теории вероятностей и статистике. Например, броуновский мост явля­
ется одномерным возмущением винеровского процесса. Другой пример —
процессы, возникающие как предельные в задаче о построении критери­
ев согласия типа омега-квадрат, Колмогорова-Смирнова и их вариантов
для проверки выборки на принадлежность семейству распределений в
случае, когда параметры семейства оцениваются по выборке, являются ко­
нечномерными возмущениями броуновского моста. Актуальным является
исследование задачи малых уклонений для таких процессов и разработ­
ка общего подхода.
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В общем виде задачу можно сформулировать следующим образом:
при каких условиях, зная асимптотику малых уклонений для невозму­
щенного процесса, можно найти асимптотику малых уклонений для его
конечномерного возмущения?

Степень разработанности темы исследования. Задача малых
уклонений в 𝐿2-норме в силу разложения Карунена–Лоэва может быть све­
дена к поиску асимптотики P{

∑︀
𝜇𝑘𝜉

2
𝑘 < 𝜀2}, где 𝜇𝑘 — собственные числа

ковариационного оператора, 𝜉𝑘 — независимые одинаково распределенные
стандартные нормальные случайные величины. Неявное решение задачи
было получено в работе [26]. Затем многие авторы занимались упрощением
выражения для вероятности малых уклонений при различных предполо­
жениях на 𝜇𝑘. Существенный вклад внесла работа [14], в которой явные
выражения для асимптотики малых уклонений получены при достаточно
общих условиях на 𝜇𝑘.

Основная трудность заключается в том, что явные формулы для
собственных значений удается найти в редких случаях. Полезным ин­
струментом служит принцип сравнения Венбо Ли (см. [19]): если 𝜇𝑘 и
𝜇̃𝑘 «асимптотически близки» (произведение

∏︀
𝜇𝑘/𝜇̃𝑘 сходится), то асимп­

тотики вероятностей малых уклонений для соответствующих процессов
совпадают с точностью до мультипликативной константы. Тем самым за­
дача сводится к поиску достаточно точной спектральной асимптотики
ковариационного оператора.

В работах [22; 23] был выделен класс гриновских гауссовских процес­
сов, для которых ковариационная функция есть функция Грина обыкно­
венного дифференциального оператора (ОДО). Это позволяет применить
для нахождения асимптотики собственных чисел ковариационного опера­
тора методы спектральной теории ОДО.

Спектральный подход, развитый в [22; 23], позволил получить точ­
ные асимптотики малых уклонений для большого количества конкретных
гриновских процессов в 𝐿2-норме с различными весами.

Опишем результаты, относящиеся к малым уклонениям для конечно­
мерных возмущений гауссовских процессов. Известно, что при конечномер­
ном возмущении логарифмическая асимптотика не изменяется. Поэтому
изучается вопрос о точной асимптотике.

В работе [25] рассматривалась задача о возмущении спектра ковари­
ационного оператора при одномерном возмущении гауссовской функции и
получены соответствующие формулы для асимптотики 𝐿2-малых уклоне­
ний. Частный случай был рассмотрен ранее в [13].

В [25] было показано, что если возмущение не является критическим
(см. ниже определение 1 при 𝑚 = 1), то собственные числа 𝜇𝑘 возмущен­
ного оператора «асимптотически близки» к невозмущенным собственным
числам 𝜇0

𝑘 (т.е.
∏︀
𝜇𝑘/𝜇

0
𝑘 < ∞).
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Далее, если возмущение является критическим (см. ниже определе­
ние 3 при 𝑚 = 1) и удовлетворяет условию А (см. ниже теорему 2), то
собственные числа 𝜇𝑘 возмущенного оператора «асимптотически близки»
к сдвинутым собственным числам 𝜇0

𝑘+1 невозмущенного оператора, (т.е.∏︀
𝜇𝑘/𝜇

0
𝑘+1 < ∞).

Другой естественный класс конечномерных возмущений гауссовских
процессов составляют процессы с исключенным трендом 𝑛-ого порядка.
Они возникают при вычитании из исходного процесса его проекции в 𝐿2 на
подпространство полиномов степени меньше 𝑛. Простейший случай 𝑛 = 1,
отвечающий центрированным процессам, активно изучался для многих
классических процессов. В частности, результаты для центрированных ви­
неровского процесса и броуновского моста были получены в работе [12],
для центрированного Орнштейна–Уленбека в работе [9]. Для винеровско­
го процесса с исключенным трендом порядка 𝑛 в работах [10; 11] были
найдены собственные числа ковариационного оператора.

Цели и задачи. Основной целью работы является изучение точных
асимптотик малых уклонений в 𝐿2-норме для различных конечномерных
возмущений гауссовских функций. Задача состоит в получении достаточно
общих условий, при которых малые уклонения для возмущенного процесса
выражаются через малые уклонения для исходного процесса.

Научная новизна. Выносимые на защиту положения являются но­
выми и получены автором самостоятельно.

Теоретическая и практическая значимость работы. Работа
носит теоретический характер. Результаты представляют интерес для спе­
циалистов по теории вероятностей и математической статистике, а также
по спектральной теории дифференциальных и интегральных операторов.

Методология и методы исследования. При доказательстве ос­
новных результатов данной диссертации были использованы: асимпто­
тические методы; методы теории функций комплексного переменного;
спектральный метод нахождения асимптотики малых уклонений.

Положения, выносимые на защиту.
1. Доказаны теоремы, описывающие связь между асимптотиками
𝐿2-малых уклонений для гауссовской случайной функции и ее
конечномерного возмущения в некритическом и критическом слу­
чаях.

2. Получены асимптотические разложения быстро осциллирующих
интегралов с медленно меняющейся амплитудой.

3. Получены точные асимптотики спектров ковариационных опе­
раторов, а также точные асимптотики вероятностей 𝐿2-малых
уклонений для предельных процессов Дурбина, возникающих при
проверке выборки на принадлежность к нормальному, логистиче­
скому, гамма распределениям, распределениям Лапласа и Гумбеля
с неизвестными параметрами.
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4. Получены точные асимптотики спектров ковариационных опе­
раторов, а также точная асимптотика вероятности 𝐿2-малых
уклонений для некоторого класса гриновских процессов с исклю­
ченным трендом 𝑛-ого порядка.

Степень достоверности и апробация. Все результаты диссерта­
ции снабжены подробными доказательствами и опубликованы в ведущих
научных изданиях. Результаты диссертации докладывались на следующих
семинарах и конференциях:
– Семинар «Операторные модели в математической физике» лаборато­
рии операторных моделей и спектрального анализа механико-матема­
тического факультета МГУ им. М.В. Ломоносова (Москва, 2015, рук.:
А.А. Шкаликов).

– Городской семинар по теории вероятностей и математической стати­
стике в Санкт-Петербургском отделении Математического института
им.В.А.Стеклова РАН (Санкт-Петербург, 2017, рук.: И.А. Ибрагимов).

– Большой семинар кафедры теории вероятностей механико-математи­
ческого факультета МГУ им. М.В. Ломоносова (Москва, 2017, рук.:
А.Н. Ширяев).

– Postgraduate seminar in probability, department of mathematics, Technical
University of Munich (Munich, 2018, chair: N. Gantert).

– Seminar “Calculus of Variations and applications”, Ludwig-Maximilians­
Universität München (Munich, 2018, chair: R. Frank).

– Oberseminar, Technical University Darmstadt (Darmstadt, 2018, chair:
F. Aurzada).

– Oberseminar Analysis, Mathematische Physik & Dynamische Systeme,
Technical University Dortmund (Dortmund, 2018, chair: I. Veselic).

– XXVI Крымская Осенняя Математическая Школа-симпозиум по спек­
тральным и эволюционным задачам (Батилиман (Ласпи), Россия, 2015).

– 7th St.Petersburg Conference in Spectral Theory dedicated to the memory
of M.Sh.Birman (Санкт-Петербург, 2015).

– Международная конференция Days on Diffraction (Санкт-Петербург,
2016).

– The Second Russian-Indian Joint Conference in Statistics and Probability
(Санкт-Петербург, 2016).

– International Symposium on Probability Theory and Random Processes
(Санкт-Петербург, 2017).

– Зимняя конференция по теории вероятностей и математической физике.
ПОМИ — МИРАН (Санкт-Петербург, 2017).

– The Third Indo-Russian Meeting in Probability and Statistics (Бангалор,
Индия, 2018).
Публикации. Результаты данной диссертации опубликованы в рабо­

тах [1—4], [5—8]. Работы [1—3] опубликованы в журналах из перечня ВАК.
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Работа [4] опубликована в издании, удовлетворяющему достаточному усло­
вию включения в перечень ВАК (переводная версия этого издания “Journal
of Mathematical Sciences” входит в систему цитирования Scopus).

Работа [1], совместная с научным руководителем, написана в нераз­
делимом соавторстве, за исключением построения асимптотического раз­
ложения интегралов с медленно меняющейся амплитудой, проведенного
соискателем.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения,
четырех глав, содержащих 18 параграфов, приложения, заключения и
списка литературы. Общий объем работы составляет 106 страниц. Список
литературы содержит 83 наименования.

Содержание работы

Во введении описаны актуальность темы исследования и степень
ее разработанности, поставлены цели и задачи, аргументирована науч­
ная новизна, достоверность, теоретическая и практическая значимость
результатов, перечислены использованные методы, выносимые на защиту
положения, публикации и доклады по теме диссертации, кратко изложена
структура работы.

В главе 1 рассматривается задача о возмущении спектра ковариаци­
онного оператора при конечномерном возмущении гауссовской функции.
Для одномерных возмущений задача была рассмотрена в [25].

Рассмотрим гауссовскую случайную функцию 𝑋0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒪̄ ⊂ R𝑑,
с нулевым средним и функцией ковариации 𝐺0(𝑥,𝑦) := E𝑋0(𝑥)𝑋0(𝑦),
имеющую конечную 𝐿2-норму: ‖𝑋‖2 =

∫︀
𝒪
𝑋2(𝑥) 𝑑𝑥. Соответствующий кова­

риационный оператор в 𝐿2(𝒪) будем обозначать G0. В качестве параметров
возмущения рассмотрим вектор-функцию 𝜙⃗(𝑥) = (𝜙1(𝑥), . . . ,𝜙𝑚(𝑥))𝑇 с ло­
кально суммируемыми линейно независимыми компонентами при 𝑥 ∈ 𝒪̄ и
вещественнозначную матрицу 𝐴 размера 𝑚×𝑚. Пусть 𝜓⃗ = G0𝜙⃗ и опреде­
лена матрица 𝑄 = (𝑄𝑖𝑗), 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑚:

𝑄𝑖𝑗 =

∫︁
𝒪

𝜓𝑖(𝑡)𝜙𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 < +∞, что равносильно 𝜓𝑗 ∈ Im(G1/2
0 ).

Тогда определено семейство гауссовских функций

𝑋𝐴(𝑥) := 𝑋0(𝑥) − 𝜓⃗(𝑥)𝑇 ·𝐴 ·
∫︁
𝒪

𝑋0(𝑦)𝜙⃗(𝑦) 𝑑𝑦. (2)

Определение 1. Будем говорить, что 𝑋𝐴 — некритическое возмущение

функции 𝑋0, если выполнены следующие равносильные условия:

1. det(𝐸𝑚 −𝐴𝑇𝑄) ̸= 0;
2.
∫︀
𝒪
𝑋𝐴(𝑡)𝜙𝑗(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, линейно независимы.
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Определение 2. Будем говорить, что 𝑋𝐴 — частично критическое воз­

мущение порядка 𝑠 функции 𝑋0, 0 < 𝑠 < 𝑚, если выполнены следующие

равносильные условия:

1. rank(𝐸𝑚 −𝐴𝑇𝑄) = 𝑚− 𝑠;
2.
∫︀
𝒪
𝑋𝐴(𝑡)𝜙𝑗(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, образуют линейное пространство

размерности 𝑚− 𝑠.

Определение 3. Будем говорить, что 𝑋𝐴 — критическое возмущение

функции 𝑋0, если выполнены следующие равносильные условия:

1. 𝐴 = 𝑄−1;

2.
∫︀
𝒪
𝑋𝐴(𝑡)𝜙𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Основные результаты главы 1 следующие:

Теорема 1. (Случай некритического возмущения)
Пусть 𝑋𝐴 — некритическое возмущение 𝑋0. При 𝜀→ 0 имеем

P {‖𝑋𝐴‖ < 𝜀} ∼ P {‖𝑋0‖ < 𝜀}
det (𝐸𝑚 −𝑄𝐴)

.

Теорема 2. (Случай критического возмущения)
Пусть 𝑋𝐴 — критическое возмущение 𝑋0. Если выполнено

∀𝑗 = 1, . . . ,𝑚 : 𝜙𝑗 ∈ 𝐿2(𝒪), что равносильно 𝜓𝑗 ∈ Im(G0), (условие А)

то асимптотика вероятностей малых уклонений примет вид при 𝑟 → 0

P
{︀
‖𝑋𝐴‖ <

√
𝑟
}︀
∼
⎯⎸⎸⎸⎷ det(𝑄)

det

(︂∫︀
𝒪
𝜙⃗(𝑠)𝜙⃗ 𝑇 (𝑠) 𝑑𝑠

)︂ (︃√︂ 2

𝜋

)︃𝑚

·

·
𝑟∫︁

0

𝑟1∫︁
0

. . .

𝑟𝑚−1∫︁
0

𝑑𝑚

𝑑𝑟𝑚𝑚
P
{︀
‖𝑋0‖ <

√
𝑟𝑚
}︀ 𝑑𝑟𝑚 . . . 𝑑𝑟1√︀

(𝑟 − 𝑟1)(𝑟1 − 𝑟2) . . . (𝑟𝑚−1 − 𝑟𝑚)
.

В параграфе 1.4 рассматривается класс процессов вида (2), естествен­
ным образом возникающих в статистике, введенных Дж. Дурбином в [15].
Эти процессы возникают как предельные в задаче о построении критериев
согласия типа омега-квадрат для проверки выборки на принадлежность
семейству распределений в случае, когда параметры семейства оценивают­
ся по выборке. Случай проверки на нормальность был рассмотрен ранее
в работе [18] (процессы Каца–Кифера–Вольфовица), где была доказана
сходимость эмпирических процессов с оцененными параметрами к предель­
ным в смысле конечномерных распределений.
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В параграфе 1.4 доказывается следующая теорема:

Теорема 3. Процессы Дурбина с 𝑚 оцененными параметрами являются

критическими.

В главе 2 получены полные асимптотические разложения быстро ос­
циллирующих интегралов с медленно меняющейся амплитудой.

Определение 4. Функция 𝐹 (𝑥) называется медленно меняющейся на

бесконечности, если она измерима и знакопостоянна на полуоси [𝐴,∞),
𝐴 > 0, и для произвольного 𝜆 > 0 выполнено:

lim
𝑥→∞

𝐹 (𝜆𝑥)

𝐹 (𝑥)
= 1.

Функция 𝐹 (𝑥) называется медленно меняющейся в нуле, если 𝐹 ( 1
𝑥 ) мед­

ленно меняется на бесконечности.

Пусть функции 𝐹 (𝑡) и 𝐻(𝑡) заданы на полуинтервале
(︀
0, 12
]︀
, 𝐹
(︀
1
2

)︀
=

𝐻
(︀
1
2

)︀
= 0, и функции 𝐹0(𝑡) = 𝐹 (𝑡), 𝐹𝑛+1(𝑡) = 𝑡𝐹 ′

𝑛(𝑡) и 𝐻0(𝑡) = 𝐻(𝑡),
𝐻𝑛+1(𝑡) = 𝑡𝐻 ′

𝑛(𝑡), 𝑛 > 0, являются медленно меняющимися в нуле.

Теорема 4. При 𝜔 → ∞ имеет место асимптотическое разложение:

1
2∫︁

0

𝐹 (𝑡) cos(𝜔𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
𝐹𝑘( 1

𝜔 )

𝜔
+𝑅𝑐𝑜𝑠

𝑁 , |𝑅𝑐𝑜𝑠
𝑁 | 6 𝐶 ·

⃒⃒
𝐹𝑁+1( 1

𝜔 )
⃒⃒

𝜔
,

где для коэффициентов 𝑐𝑘 дано явное выражение и 𝐶 = 𝐶(𝐹,𝑁).

Теорема 5. При 𝜔 → ∞ имеет место асимптотическое разложение:

1
2∫︁

0

𝐹 (𝑡) sin(𝜔𝑡) 𝑑𝑡 =
𝐹 ( 1

𝜔 )

𝜔
+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘
𝐹𝑘( 1

𝜔 )

𝜔
+𝑅𝑠𝑖𝑛

𝑁 , |𝑅𝑠𝑖𝑛
𝑁 | 6 𝐶 ·

|𝐹𝑁+1( 1
𝜔 )|

𝜔
,

где для коэффициентов 𝑑𝑘 дано явное выражение и 𝐶 = 𝐶(𝐹,𝑁).

Теорема 6. При 𝜔 → ∞ имеет место асимптотическое разложение:

ℐ(𝜔) :=

1
2∫︁

0

𝜏∫︁
0

𝐹 (𝑡)𝐻(𝜏) sin(𝜔𝜏) cos(𝜔𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝜏 =

=
1

2𝜔

1
2∫︁

0

𝐹 (𝑡)𝐻(𝑡) 𝑑𝑡+

𝑁∑︁
𝑛=2

∑︁
𝑘+𝑚=𝑛
𝑘,𝑚>1

𝑎𝑘,𝑚
𝐹𝑘( 1

𝜔 )𝐻𝑚( 1
𝜔 )

𝜔2
+𝑅𝑠𝑐

𝑁 ,
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где для коэффициентов 𝑎𝑘,𝑚 дано явное выражение, и справедлива оценка:

|𝑅𝑠𝑐
𝑁 | 6 𝐶(𝐹,𝐻,𝑁)

∑︁
𝑖+𝑗=𝑁+1

𝑖,𝑗>1

|𝐹𝑖(
1
𝜔 )𝐻𝑗(

1
𝜔 )|

𝜔2
.

Пусть 𝐹 (𝑥) = Φ−1(𝑥), 𝑥 ∈ [0,1], где

𝑥 = Φ(𝑦) =
1√
2𝜋

𝑦∫︁
−∞

exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
𝑑𝑡

— функция стандартного нормального распределения. Построим последо­
вательность функций: 𝐹𝑁+1(𝑥) := 𝑥𝐹 ′

𝑁 (𝑥), 𝑁 > 0.
В параграфе 2.2 доказана следующая теорема:

Теорема 7. 𝐹𝑁 (𝑥), 𝑁 > 0, — медленно меняющиеся функции в нуле.

В параграфе 2.3 доказывается, что обратная функция к функции гам­
ма распределения является медленно меняющейся при 𝑡→ 1, и выводятся
асимптотические формулы, связанные с функцией гамма распределения.

В параграфе 2.4 получена формула для асимптотики малых уклоне­
ний точностью до константы при специальном асимптотическом поведении
собственных чисел ковариационного оператора.

Теорема 8. Рассмотрим форму
∞∑︀
𝑘=0

Λ𝑘𝜉
2
𝑘, где

Λ𝑘 = (𝜗(𝑘 + 𝛿 + 𝐹 (𝑘)))−𝑑,

а 𝜗 > 0, 𝛿 > −1 и 𝑑 > 1 — некоторые константы, а 𝐹 (𝑡), 𝑡 ∈ [1,∞),
— медленно меняющаяся, монотонно стремящаяся к нулю функция при

𝑡→ ∞. Пусть

𝐹−1(𝑥) :=

𝑥∫︁
1

𝐹 (𝑡)

𝑡
𝑑𝑡, 𝐹−1(𝑥) → ∞ при 𝑥→ ∞.

Тогда при 𝜀→ 0

P
{︁ ∞∑︁

𝑘=0

Λ𝑘𝜉
2
𝑘 < 𝜀2

}︁
∼

∼ 𝐶 · 𝜀𝛾 · exp
(︁
− 𝑑− 1

2

(︁ 𝜋

𝑑𝜗 sin(𝜋
𝑑 )

)︁ 𝑑
𝑑−1 · 𝜀−

2
𝑑−1 +

𝑑

2
· 𝐹−1(𝜀−

2
𝑑−1 )

)︁
,

где

𝛾 =
2 − 𝑑− 2𝑑𝛿

2(𝑑− 1)
, 𝐶 = 𝐶(𝜗,𝛿,𝑑,𝐹 ) = const.
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В главе 3 считаются точные асимптотики малых уклонений для
предельных процессов Дурбина, возникающих при проверке выборки на
принадлежность к следующим распределениям с параметрами 𝜃 = (𝜃1,𝜃2).
Обозначим 𝛼 — параметр сдвига, 𝛽 > 0 — параметр масштаба, κ > 0 —
параметр формы.

А. распределение Лапласа с параметрами 𝜃 = (𝛼,𝛽):

𝐹𝐿𝐴𝑃 (𝑥,𝜃) =

{︃
1
2 exp(𝑥−𝛼

𝛽 ), 𝑥 6 𝛼;

1 − 1
2 exp(−𝑥−𝛼

𝛽 ), 𝑥 > 𝛼.

Б. логистическое распределение с параметрами 𝜃 = (𝛼,𝛽):

𝐹𝐿𝑂𝐺(𝑥,𝜃) =
(︀
1 + exp(−𝑥− 𝛼

𝛽
)
)︀−1

.

В. нормальное распределение с параметрами 𝜃 = (𝛼,𝛽):

𝐹𝑁𝑂𝑅(𝑥,𝜃) =
1

𝛽
√

2𝜋

𝑦∫︁
−∞

exp

(︂
− (𝑡− 𝛼)2

2𝛽2

)︂
𝑑𝑡.

Г. распределение Гумбеля с параметрами 𝜃 = (𝛼,𝛽):

𝐹𝐺𝑈𝑀 (𝑥,𝜃) = exp
(︀
− exp

(︀
−𝑥− 𝛼

𝛽

)︀)︀
.

Д. гамма распределение с параметрами 𝜃 = (𝛽,κ):

𝐹𝐺𝐴𝑀 (𝑥,𝜃) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥/𝛽∫︀
0

𝑦κ−1𝑒−𝑦

Γ(κ)
𝑑𝑦, 𝑥 > 0;

0, 𝑥 < 0.

Каждому распределению соответствует три предельных случайных про­
цесса:

1) Первый параметр известен, а второй оценивается по выборке.
2) Второй параметр известен, а первый оценивается по выборке.
3) Оба параметра оцениваются по выборке.

В качестве предельных процессов возникают гауссовские процессы 𝑋(𝑖),
𝑖 = 1,2,3, соответственно, с нулевыми средними и функциями ковариации
𝐺𝑖(𝑠,𝑡):

1) 𝐺1(𝑠,𝑡) = 𝐺0(𝑠,𝑡) − 𝑝1(𝑠)𝑝1(𝑡),

2) 𝐺2(𝑠,𝑡) = 𝐺0(𝑠,𝑡) − 𝑝2(𝑠)𝑝2(𝑡),

3) 𝐺3(𝑠,𝑡) = 𝐺0(𝑠,𝑡) − 𝑝1(𝑠)𝑝1(𝑡) − 𝑝2(𝑠)𝑝2(𝑡),

где 𝐺0(𝑠,𝑡) = min(𝑠,𝑡) − 𝑠𝑡 — функция ковариации броуновского моста, а
𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡), 𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡) выписываются явно.
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Замечание 1. По теореме 3 все рассматриваемые процессы являются

критическими возмущениями броуновского моста. Однако только в слу­

чае процесса 𝑋(1) для логистического распределения выполнено условие А

и потому применима теорема 2.

Асимптотика вероятностей малых уклонений для процессов, не под­
ходящих под общие теоремы, считается индивидуально с использованием
асимптотических разложений, полученных в главе 2.

Заметим, что если распределение имеет экспоненциальные хвосты на
бесконечности, то функция, обратная к функции распределения, будет мед­
ленно меняющейся на концах промежутка [0,1]. Поэтому в этом случае
уравнение на собственные числа будет содержать интегралы с медленно
меняющейся амплитудой. Это обуславливает выбор распределений А–Д.

В параграфе 3.2 выписывается общий вид уравнения на собственные
числа ковариационного оператора при одномерном и двумерном возмуще­
ниях броуновского моста в терминах осциляционных интегралов.

В параграфах 3.3–3.7 выводятся теоремы о спектральных асимптоти­
ках ковариационных операторов для процессов 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случаях
распределений А–Д, а также соответствующие асимптотики малых укло­
нений.

Распределение Лапласа

Теорема 9. Собственные числа 𝜇
(𝑖)
𝑘 ковариационных операторов, соот­

ветствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на

распределение Лапласа, «асимптотически близки» к числам 𝜇̃
(𝑖)
𝑘 , где

1) 𝜇
(1)
2𝑘 = 𝜇

(1)
2𝑘−1 = 𝜇̃

(1)
2𝑘 = 𝜇̃

(1)
2𝑘−1 = (2𝜋𝑘)−2;

2) 𝜇̃
(2)
2𝑘 = 𝜇̃

(2)
2𝑘+1 = ((2𝑘 + 1)𝜋)−2; 3) 𝜇̃

(3)
𝑘 = ((𝑘 + 1)𝜋)−2.

Теорема 10. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процес­

сов 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на распределение Лапласа (𝜀→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < 𝜀

}︁
∼

√
2

√
𝜋
𝜀−1 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < 𝜀

}︁
∼

√
2

𝜋3/2
𝜀−1 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < 𝜀

}︁
∼ 1

2
√

2𝜋5/2
𝜀−2 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
.
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Логистическое распределение

Теорема 11. Собственные числа 𝜇
(𝑖)
𝑘 ковариационных операторов, соот­

ветствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на

логистическое распределение, «асимптотически близки» к числам 𝜇̃
(𝑖)
𝑘 ,

где

1) 𝜇̃
(1)
𝑘 = ((𝑘 + 1)𝜋)−2; 2) 𝜇̃

(2)
2𝑘 = 𝜇̃

(2)
2𝑘+1 = ((2𝑘 + 1)𝜋)−2;

3) 𝜇̃
(3)
2𝑘−1 = 𝜇̃

(3)
2𝑘 = ((2𝑘 + 1)𝜋)−2.

Теорема 12. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процес­

сов 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на логистическое распределение

(𝜀→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < 𝜀

}︁
∼ 2

√
15√
𝜋

𝜀−2 exp
(︁
− 1

8𝜀2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < 𝜀

}︁
∼ 4

√
3 + 𝜋2

3
√

2𝜋3/2
𝜀−1 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < 𝜀

}︁
∼

4
√︀

15(3 + 𝜋2)

3𝜋3/2
𝜀−3 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
.

Нормальное распределение

Теорема 13. Собственные числа 𝜇
(𝑖)
𝑘 ковариационных операторов, соот­

ветствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на

нормальное распределение, «асимптотически близки» к числам 𝜇̃
(𝑖)
𝑘 , где

1) 𝜇̃
(1)
2𝑘 = (2𝜋𝑘)−2, 𝜇̃

(1)
2𝑘−1 =

(︁
2𝜋𝑘 +

𝜋

ln(𝑘)

)︁−2

;

2) 𝜇̃
(2)
1 = 𝜋, 𝜇̃

(2)
2𝑘 = 𝜇̃

(2)
2𝑘+1 = ((2𝑘 + 1)𝜋)−2;

3) 𝜇̃
(2)
2𝑘 = ((2𝑘 + 1)𝜋)−2; 𝜇̃

(1)
2𝑘−1 =

(︁
2𝜋𝑘 +

𝜋

ln(𝑘)

)︁−2

.

Теорема 14. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процес­

сов 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на нормальное распределение (𝜀→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < 𝜀

}︁
∼ 𝐶1 · 𝜀−1 · ln

1
2

(︁1

𝜀

)︁
· exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < 𝜀

}︁
∼ 2

√
2

𝜋3/2
𝜀−1 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < 𝜀

}︁
∼ 𝐶2 · 𝜀−2 · ln

1
2

(︁1

𝜀

)︁
· exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
.

Заметим, что константы 𝐶1 и 𝐶2 найти пока не удалось.
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Распределение Гумбеля

Теорема 15. Собственные числа 𝜇
(𝑖)
𝑘 ковариационных операторов, соот­

ветствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на

распределение Гумбеля, «асимптотически близки» к числам 𝜇̃
(𝑖)
𝑘 , где

1) 𝜇̃
(1)
𝑘 = ((𝑘 + 1/2)𝜋)−2;

2) 𝜇̃
(2)
𝑘 =

(︀
(𝑘 + 1/2)𝜋 + 𝑟𝑘

)︀−2
,

𝑟𝑘 = (−1)𝑘 · 2 arctg
(︁ 1

ln(ln(𝑘)) + 1

)︁
− 1

ln(𝑘) ln(ln(𝑘))
;

3) 𝜇̃
(3)
𝑘 =

(︀
(𝑘 + 1)𝜋 + 𝑟𝑘

)︀−2
, 𝑟𝑘 = 2𝜋

ln(ln(𝑘))

ln(𝑘)
+ 𝜋

(−1)𝑘

ln(𝑘)
.

Теорема 16. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процес­

сов 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на распределение Гумбеля (𝜀→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < 𝜀

}︁
∼

4

𝜋3/2
𝜀−1 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < 𝜀

}︁
∼ 𝐷1 ·

1

ln(ln(𝜀−1))
𝜀−1 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < 𝜀

}︁
∼ 𝐷2 · exp

(︀
2𝜋 ln2(ln(𝜀−1))

)︀
𝜀−2 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
.

Заметим, что константы 𝐷1 и 𝐷2 найти пока не удалось.

Гамма распределение

Теорема 17. Собственные числа 𝜇
(𝑖)
𝑘 ковариационных операторов, соот­

ветствующих процессам 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, возникающим при проверке на

гамма распределение, «асимптотически близки» к числам 𝜇̃
(𝑖)
𝑘 , где

1) 𝜇̃
(1)
𝑘 = ((𝑘 + 1/2)𝜋)−2; 2) 𝜇̃

(2)
𝑘 =

(︁
(𝑘 + 1/2)𝜋 +

(−1)𝑘 · 2κ0

ln(𝑘)

)︁−2

;

3) 𝜇̃
(3)
𝑘 = ((𝑘 + 1)𝜋)−2,

где κ0 — фиксированный параметр формы.

Теорема 18. Асимптотика вероятностей малых уклонений для процес­

сов 𝑋(𝑖), 𝑖 = 1,2,3, в случае проверки на гамма распределение (𝜀→ 0):

1) P
{︁
‖𝑋(1)‖ < 𝜀

}︁
∼ 4κ1/2

0

𝜋3/2
𝜀−1 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
;

2) P
{︁
‖𝑋(2)‖ < 𝜀

}︁
∼ 4 𝑑κ0

𝜋3/2
𝜀−1 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
;

3) P
{︁
‖𝑋(3)‖ < 𝜀

}︁
∼

κ0

√︀
2(κ0𝑑2 − 1)

𝜋7/2
𝜀−2 exp

(︁
− 1

8𝜀2

)︁
,
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где константа 𝑑 равна

𝑑 =

[︀
Γ′′(κ0)Γ(κ0) − (Γ′(κ0))2

]︀1/2
Γ(κ0)

, Γ(𝑥)— гамма функция.

В главе 4 получены точные асимптотики 𝐿2-малых уклонений для
некоторого класса гриновских гауссовских процессов с исключенным трен­
дом порядка 𝑛. Опишем их более детально.

Пусть 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], — гауссовский процесс, 𝑛 ∈ N ∪ {0}.

Определение 5. Процессом с исключенным трендом порядка 𝑛 для 𝑋(𝑡)
называют процесс 𝑋𝑛(𝑡), определенный формулой:

𝑋𝑛(𝑡) := 𝑋(𝑡) −
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑡
𝑖, (3)

где 𝑎𝑖 определяются соотношениями∫︁ 1

0

𝑡𝑖𝑋𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 = 0, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 1.

Естественно смотреть на 𝑋𝑛(𝑡) как на компоненту, ортогональную в
𝐿2[0,1] к проекции 𝑋(𝑡) на подпространство полиномов степени менее 𝑛.

В главе 4 найдены асимптотики вероятностей малых уклонений для
гауссовcких процессов 𝑋𝑛(𝑡) с исключенным трендом порядка 𝑛 в случае,
когда 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], — гауссовский процесс с нулевым средним (E𝑋(𝑡) ≡
0), функция ковариации которого 𝐺(𝑠,𝑡) = E𝑋(𝑠)𝑋(𝑡) является функцией
Грина краевой задачи

𝐿𝑢 := (−1)𝑝𝑢(2𝑝) = 𝜆𝑢 (4)

с некоторыми граничными условиями. Мы предполагаем, что 𝑛 > 2𝑝 (в
этом случае асимптотика малых уклонений не зависит от исходных гра­
ничных условий).

Задача сводится к нахождению спектральной асимптотики 𝜆
(𝑛,𝑝)
𝑘 при

𝑘 → ∞ следующей краевой задачи (𝑗 = 0, . . . , 𝑛 − 1):

(−1)𝑝𝑦(2𝑛)(𝑡) = 𝜆
(𝑛,𝑝)
𝑘 𝑦(2𝑛−2𝑝)(𝑡), 𝑦(𝑗)(0) = 𝑦(𝑗)(1) = 0, (5)

где 𝜆
(𝑛,𝑝)
𝑘 — 𝑘-ое собственное число задачи (5). Эта задача возникает при

поиске точной константы в теореме вложения
∘
𝑊𝑛

2 (0,1) →˓
∘
𝑊

𝑛−𝑝
2 (0,1):

𝜆
(𝑛,𝑝)
1 = min

𝑦∈
∘
𝑊𝑛

2

1∫︀
0

(𝑦(𝑛)(𝑥))2 𝑑𝑥

1∫︀
0

(𝑦(𝑛−𝑝)(𝑥))2 𝑑𝑥

.
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Эта константа была найдена в работе [16] при произвольных 𝑛 ∈ Z+ и
𝑝 = 1. При произвольных 𝑝 ∈ N ответ был сформулирован в работе [17]
без доказательства и в неявных терминах.

Окончательный результат главы 4 следующий:

Теорема 19. Для процессов 𝑋𝑛 имеем при 𝜀→ 0

P
{︁
‖𝑋𝑛‖ < 𝜀

}︁
∼ 𝐶 · 𝜀𝛾 · exp

(︁
− 2𝑝− 1

2(2𝑝 sin( 𝜋
2𝑝 ))

2𝑝
2𝑝−1

𝜀−
2

2𝑝−1

)︁
,

где 𝛾 =
1 − 2𝑛𝑝+ 𝑝2

2𝑝− 1
и

𝐶 =
(2𝑝)1+

𝛾
2 +

𝑝
2 · 𝜋

𝑝−1
2 · sin

1+𝛾
2 ( 𝜋

2𝑝 )

2𝑝(2𝑛−𝑝− 1
2 )
√

2𝑝− 1 · |V[1,𝑧, . . . ,𝑧𝑝−1]|
·

Γ− 1
2

(︀
𝑛− 𝑝+ 1

2

)︀
Γ− 1

2

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑝−1∏︀
𝑗=1

Γ(𝑛− 𝑝+ 𝑗 + 1
2 )

.

Здесь V[𝑥1, . . . ,𝑥𝑛] — определитель Вандермонда.
В приложение (глава 5) вынесены вспомогательные леммы и их

доказательство, а также некоторые вспомогательные утверждения, не при­
надлежащие автору, со ссылками на первоисточники.

В заключении перечисляются основные результаты диссертации, а
также предлагаются возможные направления для дальнейшей работы.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследо­
ваний (проект 16-01-0258a), СПбГУ (проект 6.38.670.2013) и Российским
научным фондом (проект 17-11-01003).
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13. Deheuvels P. A Karhunen–Loève expansion for a mean-centered Brownian
bridge // Statistics & Probability Letters. — 2007. — Т. 77, № 12. —
С. 1190—1200.

14. Dunker T., Lifshits M. A., Linde W. Small deviation probabilities of sums
of independent random variables // Progress in Probability. — 1998. —
Т. 43. — С. 59—74.

15. Durbin J. Weak convergence of the sample distribution function when
parameters are estimated // The Annals of Statistics. — 1973. — Т. 1,
№ 2. — С. 279—290.

15



16. Janet M. Les valeurs moyennes des carrés de deux dérivées d’ordre
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