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Ââåäåíèå

Ïóñòü H(D) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäè-
íè÷íîì êðóãå D = {z ∈ C : |z| < 1}.

0.1 Îáðàòíûå îöåíêè: ïîñòàíîâêà çàäà÷è

0.1.1 Ïðîñòðàíñòâà ðîñòà

Íåóáûâàþùóþ íåïðåðûâíóþ è íåîãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ v : [0, 1) →
(0,+∞) áóäåì íàçûâàòü âåñîâîé ôóíêöèåé. Çàäà÷à îá îáðàòíûõ îöåí-
êàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâà ðîñòà
Av(D), êîòîðîå ñîñòîèò èç ôóíêöèé f ∈ H(D), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ

(0.1.1) |f(z)| 6 Cv(|z|), z ∈ D,

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0. Ïðîñòðàíñòâî Av(D) ÿâëÿåòñÿ áàíàõî-
âûì îòíîñèòåëüíî íîðìû

‖f‖Av(D) = sup
z∈D

|f(z)|
v(|z|)

.

Ïðè èçó÷åíèè êîíêðåòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ íà ïðîñòðàí-
ñòâå ðîñòà Av(D), ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè íàáîðû òåñòîâûõ ôóíê-
öèé, äëÿ êîòîðûõ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà, îáðàòíàÿ
ê íåðàâåíñòâó (0.1.1). Ïðèíöèï ìàêñèìóìà íàêëàäûâàåò çàïðåò íà ñóùå-
ñòâîâàíèå ôóíêöèè f ∈ H(D) è âåñîâîé ôóíêöèè v, äëÿ êîòîðûõ âåðíà
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íåïîñðåäñòâåííàÿ îáðàòíàÿ îöåíêà |f(z)| > cv(|z|) ïðè âñåõ z ∈ D. Òåì
íå ìåíåå, çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè ðàññìîòðåòü ñóììó ìîäó-
ëåé |f1(z)|+ |f2(z)|. Äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà âåñîâûõ ôóíêöèé v
ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû â ðàáîòå [6]. À èìåííî, ïî îïðåäåëå-
íèþ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ v : [0, 1) → (0,+∞) îáëàäàåò ñâîéñòâîì óäâîåíèÿ,
åñëè

v(1− s/2) 6 Av(1− s), 0 < s 6 1,

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû A > 1.

Òåîðåìà 0.1.1 ([6, ëåììà 1]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ
v : [0, 1) → (0,+∞) îáëàäàåò ñâîéñòâîì óäâîåíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò
ôóíêöèè f1, f2 ∈ Av(D), òàêèå ÷òî

(0.1.2) |f1(z)|+ |f2(z)| > v(|z|), z ∈ D.

Äëÿ íåñêîëüêî ìåíåå øèðîêîãî êëàññà âåñîâûõ ôóíêöèé àíàëîã òåî-
ðåìû 0.1.1 áûë íåçàâèñèìî äîêàçàí â ñòàòüå [24]. Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûé
ðåçóëüòàò ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ïîëó÷èëè Ó. Ðàìåé è Ä. Óëëðè÷ [27]
äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè v(t) = (1− t2)−1.

0.1.2 Âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Áëîõà

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáðàòíûì îöåíêàì è èõ ïðèëîæåíèÿì â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f â íåðàâåíñòâå (0.1.1) çàìåíåíà íà ïðîèç-
âîäíóþ f ′. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ïðîñòðàíñòâà, âîçíèêàþùåãî ïîñëå
òàêîé çàìåíû, ÿâëÿåòñÿ êëàññ Áëîõà B(D), êîòîðûé ñîñòîèò èç ôóíêöèé
f ∈ H(D), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖B(D) = |f(0)|+ sup
z∈D

|f ′(z)|(1− |z|2) <∞.

Ñëåäóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ îáðàòíàÿ îöåíêà õîðîøî èçâåñòíà â ÿâíîì èëè
íåÿâíîì âèäå.
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Òåîðåìà 0.1.2 (ñì., íàïðèìåð, [22, ëåììà 2.1]). Ïóñòü 0 < p <∞. Òîãäà
ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Fx ∈ B(D), 0 6 x 6 1, òàêèå ÷òî ‖Fx‖B(D) 6 1 è

(0.1.3)

 1∫
0

|Fx(z)|p dx


1
p

> τp

(
log

1

1− |z|2

) 1
2

, z ∈ D,

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû τp > 0.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîêàçàòåëü 1
2 â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (0.1.3) ÿâëÿ-

åòñÿ òî÷íûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè f ∈ B(D), ‖f‖B(D) 6 1, òî

(0.1.4) |f(z)| 6 C log
e

1− |z|2
, z ∈ D,

äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû C > 0. Ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêàçû-
âàþò, ÷òî îöåíêà (0.1.4) òàêæå òî÷íà. Òàêèì îáðàçîì, òî÷íûå îáðàòíûå
îöåíêè äëÿ ïðîñòðàíñòâ ðîñòà è ïðîñòðàíñòâà Áëîõà èìåþò ðàçíûé õà-
ðàêòåð. Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû â òåîðåìå 0.1.1 äëÿ ïðÿìîé
è îáðàòíîé îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ îäíà è òà æå ôóíêöèÿ v. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â îöåíêàõ (0.1.4) è (0.1.3) ïðèñóòñòâóþò log e

1−|z|2 è
(
log 1

1−|z|2

) 1
2

ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåñîâîé ôóíêöèè w àíàëîã ñâîéñòâà (0.1.1) ïîðîæ-

äàåò ïðîñòðàíñòâî Bw(D), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f ∈ H(D), òàêèõ ÷òî

‖f‖Bw(D) = |f(0)|+ sup
z∈D

|f ′(z)|
w(|z|)

<∞.

Åñëè w(t) = (1− t2)−1, òî ïðîñòðàíñòâà Bw(D) è B(D) ñîâïàäàþò. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëàãàÿ wα(t) = (1−t2)−α, α > 0, ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîñòðàí-
ñòâà Bwα(D) â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ àíàëîãîâ ïðîñòðàíñòâà Áëîõà B(D).
Îäíàêî, ïðè 0 < α < 1 ïðîñòðàíñòâî Bwα(D) ñîâïàäàåò ñ ãîëîìîðôíûì
ïðîñòðàíñòâîì Ëèïøèöà Λ1−α(D) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå íå-
òðèâèàëüíûõ îáðàòíûõ îöåíîê íå ñóùåñòâóåò. Åñëè α > 1, òî Bwα(D)

ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ðîñòà Avα(D), vα(t) = (1 − t2)1−α, ñëåäîâà-
òåëüíî, îáðàòíûå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 0.1.1. Òàêèì
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îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè àíàëîãè ïðîñòðàíñòâà Áëîõà B(D), ñëåäóåò ðàñ-
ñìàòðèâàòü äîñòàòî÷íî ñëàáûå, íàïðèìåð, ëîãàðèôìè÷åñêèå ìóëüòèïëè-
êàòèâíûå âîçìóùåíèÿ âåñîâîé ôóíêöèè w(t) = (1− t2)−1.

0.1.3 Ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Áëîõà â êðóãå

Äëÿ α ∈ R ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Áëîõà LαB(D) ñîñòîèò èç
ôóíêöèé f ∈ H(D), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖LαB(D) = |f(0)|+ sup
z∈D

|f ′(z)|(1− |z|2)
(

log
e

1− |z|2

)α

<∞.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ wα(t) = 1
1−t2

(
log e

1−t2

)−α âîçðàñòàåò íà ïðîìå-
æóòêå [0, 1) ïðè α 6 1. Åñëè α = 0, òî LαB(D) � ýòî ïðîñòðàíñòâî
Áëîõà B(D).

Îñíîâíàÿ öåëü ãëàâû 1 � ïðåäñêàçàòü è äîêàçàòü òî÷íûå îáðàòíûå
îöåíêè â ïðîñòðàíñòâàõ LαB(D) ïðè α 6 1

2 . Îòìåòèì, ÷òî ïðè α > 1
2

ïðîñòðàíñòâî LαB(D) ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ìàëûì, ïîýòîìó íåòðèâèàëüíûå
îáðàòíûå îöåíêè â í¼ì îòñóòñòâóþò (ïîäðîáíîñòè ïðèâåäåíû â ãëàâå 1).

0.1.4 Ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Áëîõà â øàðå

Çàäà÷à îá îáðàòíûõ îöåíêàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
ïðîñòðàíñòâà Áëîõà â åäèíè÷íîì øàðå Bm = {z ∈ Cm : |z| < 1}, m > 1.
Îòìåòèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè â äàëüíåéøåì äëÿ åäèíè÷íîãî
êðóãà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå D èëè B1.

Ïóñòü H(Bm) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
â øàðå Bm. Äëÿ α ∈ R ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Áëîõà LαB(Bm)

ñîñòîèò èç òåõ ôóíêöèé f ∈ H(Bm), äëÿ êîòîðûõ

‖f‖LαB(Bm) = |f(0)|+ sup
z∈Bm

|Rf(z)|(1− |z|2)
(

log
e

1− |z|2

)α

<∞,
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ãäå

Rf(z) =
m∑

j=1

zj
∂f

∂zj
(z), z ∈ Bm,

îáîçíà÷àåò ðàäèàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f . Â ãëàâå 1 áóäåò ïî-
êàçàíî, ÷òî âèä òî÷íûõ îáðàòíûõ îöåíîê â ïðîñòðàíñòâàõ LαB(Bm) íå
çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè m > 1.

0.2 Îïåðàòîðû êîìïîçèöèè

Ïóñòü n, m > 1. Êàæäîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm

ïîðîæäàåò îïåðàòîð êîìïîçèöèè Cϕ : H(Bm) → H(Bn) ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

(Cϕf)(z) = f(ϕ(z)), f ∈ H(Bm), z ∈ Bn.

Ðàçíîîáðàçíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ Cϕ ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðàôèÿõ [12]
è [28]. Öåíòðàëüíûìè îáúåêòàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû
Cϕ, çàäàííûå íà ïðîñòðàíñòâàõ LαB(Bm), m > 1.

Âî-ïåðâûõ, ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ îáðàòíûõ îöåíîê â ïðîñòðàíñòâàõ
ðîñòà óäà¼òñÿ îïèñàòü òå ñèìâîëû ϕ, äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð Cϕ äåéñòâó-
åò èç LαB(D) â êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Õàðäè H2(D). Ýòî îïèñàíèå
ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçàòü òî÷íûå îáðàòíûå îöåíêè â ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ Áëîõà (ñì. ãëàâó 1).

Âî-âòîðûõ, îáðàòíûå îöåíêè â ïðîñòðàíñòâàõ LαB(D) íåïîñðåäñòâåí-
íî ïðèìåíèìû ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ Cϕ, äåéñòâóþùèõ èç LαB(D) â
ïðîñòðàíñòâî BMOA(D), ñîñòîÿùåå èç òåõ ôóíêöèé f ∈ H2(D), ãðàíè÷-
íûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ èìåþò îãðàíè÷åííóþ ñðåäíþþ îñöèëëÿöèþ. Åù¼
îäíî íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ îáðàòíûõ îöåíîê � ýòî
êîëè÷åñòâåííàÿ çàäà÷à î ðîñòå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðàäèåíòîâ ãîëîìîðô-
íûõ îòîáðàæåíèé (ñì. ãëàâó 2).
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Â-òðåòüèõ, îáðàòíûå îöåíêè â ïðîñòðàíñòâå Áëîõà B(Bm) îêàçûâà-
þòñÿ äåéñòâåííûì èíñòðóìåíòîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îá îïèñàíèè òåõ
ðåãóëÿðíûõ ñèìâîëîâ ϕ, äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð Cϕ äåéñòâóåò èç B(Bm)

â ïðîñòðàíñòâî Õàðäè Hp(Bn) äëÿ çàäàííîãî ïîêàçàòåëÿ p > 0. Äàííîìó
âîïðîñó ïîñâÿùåíà ãëàâà 3. Îòìåòèì, ÷òî ïðè m = 1 ñîîòâåòñòâóþùèå
îïèñàíèÿ èçâåñòíû è ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èíûìè ìåòîäàìè. Òàêæå íà-
ïîìíèì, ÷òî Ï. Aõåðí è Ó. Ðóäèí ñôîðìóëèðîâàëè â ðàáîòå [8] âîïðîñ
îá îïèñàíèè îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè Cϕ, äåéñòâóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâà
Áëîõà B(Bm) â ïðîñòðàíñòâî BMOA(Bn). Òàê êàê BMOA(Bn) ÿâëÿåòñÿ
Ì¼áèóñ-èíâàðèàíòíûì àíàëîãîì ïðîñòðàíñòâà H2(Bn), òî çàäà÷à Àõåð-
íà�Ðóäèíà òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàññìàòðèâàåìûì âîïðîñîì îá îïåðàòîðàõ,
äåéñòâóþùèõ èç B(Bm) â ïðîñòðàíñòâà Õàðäè.

Åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ãëàâû 3 ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíàÿ ãëà-
âà 4, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåæíûé âîïðîñ îá îïåðàòîðàõ êîì-
ïîçèöèè, äåéñòâóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâ ðîñòà â ïðîñòðàíñòâà Õàðäè èëè
Áåðãìàíà.

0.3 Îðãàíèçàöèÿ ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ðàçäåëåíà íà ÷åòûðå ãëàâû; ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû èñïî-
ëüçóþòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Ãëàâû ñîñòîÿò èç ðàçäåëîâ è ïîäðàçäå-
ëîâ. Äëÿ íóìåðàöèè óòâåðæäåíèé è ôîðìóë èñïîëüçóþòñÿ íîìåðà ãëàâû
è ðàçäåëà, à òàêæå íîìåð ïî ïîðÿäêó.
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Ãëàâà 1

Îáðàòíûå îöåíêè â ïðîñòðàíñòâàõ

Áëîõà

1.1 Ïðåäñêàçàíèå îáðàòíûõ îöåíîê

Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ïîèñê îáðàòíûõ îöåíîê â ïðîñòðàíñòâàõ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé âî ìíîãîì ìîòèâèðîâàí ïðèëîæåíèÿìè, ñâÿçàí-
íûìè ñ èññëåäîâàíèåì êîíêðåòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ñëó÷àå îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè äàííûé ïîäõîä
áûë èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [6, 20, 22, 24, 27]. Ðàññóæäåíèÿ â
íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäóò ïðîâåäåíû â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè:
èçó÷åíèå ïîäõîäÿùèõ îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçàòü òî-
÷íûé âèä îáðàòíûõ îöåíîê â ïðîñòðàíñòâàõ LαB(D), α 6 1/2. À èìåííî,
íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû êîìïîçèöèè ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñò-
ðàíñòâå Õàðäè H2(D).

1.1.1 Ïðîñòðàíñòâà Õàðäè è g-ôóíêöèè Ëèòòëâóäà�Ïýëè

Ïóñòü σ1 îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

T = {ζ ∈ C : |ζ| = 1},

íîðìèðîâàííóþ óñëîâèåì σ1(T) = 1.
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Ïðè 0 < p < ∞ ïðîñòðàíñòâî Õàðäè Hp(D) ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòîèò
èç òåõ ôóíêöèé f ∈ H(D), äëÿ êîòîðûõ

‖f‖p
Hp(D) = sup

06r<1

∫
T

|f(rζ)|p dσ1(ζ) <∞.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ H(D) g-ôóíêöèÿ Ëèòòëâóäà�Ïýëè çàäà¼òñÿ ðà-
âåíñòâîì

g(f)(ζ) =

 1∫
0

|f ′(rζ)|2(1− r) dr


1
2

, ζ ∈ T.

Òåîðåìà 1.1.1. Ïóñòü 0 < p < ∞, f ∈ H(D). Òîãäà f ∈ Hp(D) â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà g(f) ∈ Lp(T).

Ïðè p > 1 ñôîðìóëèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïðèâåä¼í, íàïðèìåð, â òåîðå-
ìàõ 3.5 è 3.19 ãëàâû XIV ìîíîãðàôèè [3]. Äëÿ p > 0 òåîðåìà 1.1.1 è å¼
îáîáùåíèÿ äîêàçàíû â ðàáîòå [7].

1.1.2 Îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû Cϕ : LαB(D) → H2(D)

Eñëè f ∈ LαB(D) äëÿ íåêîòîðîãî α > 1
2 , òî

g(f)(ζ) 6 C

1∫
0

(
log

e

1− r2

)−2α
dr

1− r2 6 C(α) <∞

äëÿ âñåõ ζ ∈ T. Â ÷àñòíîñòè, g(f) ∈ L2(T), ïîýòîìó f ∈ H2(D). Èíûìè
ñëîâàìè, LαB(D) ⊂ H2(D) ïðè α > 1

2 .
Â ñèëó ïðèíöèïà ïîä÷èíåíèÿ Ëèòòëâóäà îïåðàòîð Cϕ îãðàíè÷åí íà

ïðîñòðàíñòâå H2(D) äëÿ ëþáîãî ñèìâîëà ϕ (ñì. [25] èëè [28]). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè α > 1

2 îïåðàòîð Cϕ : LαB(D) → H2(D) îãðàíè÷åí äëÿ âñåõ
ϕ. Ïîýòîìó îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ α 6 1

2 .
Òåîðåìà 1 èç ðàáîòû [20] äà¼ò îïèñàíèå îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ

Cϕ : LαB(D) → H2(D) ïðè α = 0. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ðåøàåò ðàñ-
ñìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ïðè α < 1

2 .
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Ïðåäëîæåíèå 1.1.2. Ïóñòü α < 1
2 è îòîáðàæåíèå ϕ : D→ D ÿâëÿåò-

ñÿ ãîëîìîðôíûì. Òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàâíîñèëüíû:

îïåðàòîð Cϕ äåéñòâóåò èç LαB(D) â H2(D);(1.1.1)
1∫

0

|ϕ′(rζ)|2

(1− |ϕ(rζ)|2)2

(
log

e

1− |ϕ(rζ)|2

)−2α

(1− r) dr ∈ L1(T);(1.1.2)

sup
06r<1

∫
T

(
log

1

1− |ϕ(rζ)|2

)1−2α

dσ1(ζ) <∞.(1.1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1.2). Äëÿ f ∈
LαB(D) è ζ ∈ T èìååì

g2(Cϕf)(ζ) 6 ‖f‖2
LαB(D)

1∫
0

|ϕ′(rζ)|2

(1− |ϕ(rζ)|2)2

(
log

e

1− |ϕ(rζ)|2

)−2α

(1−r) dr.

Òàêèì îáðàçîì, g(Cϕf) ∈ L2(T) â ñèëó ñâîéñòâà (1.1.2). Ñëåäîâàòåëüíî,
Cϕf ∈ H2(D). Èòàê, (1.1.2) âëå÷¼ò (1.1.1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîé èìïëèêàöèè ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò
ìåñòî ñâîéñòâî (1.1.1). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 0.1.1, âûáåðåì ôóíêöèè f1,
f2 ∈ LαB(D), òàêèå ÷òî

|f ′1(z)|2 + |f ′2(z)|2 > (1− |z|2)−2
(

log
e

1− |z|2

)−2α

, z ∈ D.

Â ñèëó ñâîéñòâà (1.1.1) èìååì Cϕfj ∈ H2(D), j = 1, 2. Ïîýòîìó,

∞ > ‖g(Cϕf1)‖2
L2(T) + ‖g(Cϕf2)‖2

L2(T)

=

∫
T

1∫
0

(
|f ′1(ϕ(rζ))|2 + |f ′2(ϕ(rζ))|2|

)
|ϕ′(rζ)|2(1− r) dr dσ1(ζ)

>
∫
T

1∫
0

|ϕ′(rζ)|2

(1− |ϕ(rζ)|2)2

(
log

e

1− |ϕ(rζ)|2

)−2α

(1− r) dr dσ1(ζ).

Òàêèì îáðàçîì, (1.1.1) âëå÷¼ò (1.1.2).
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 3.6 èç ðàáî-
òû [21] ïîêàçàíà ðàâíîñèëüíîñòü ñâîéñòâ (1.1.2) è (1.1.3).

Ïðè α = 1
2 èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.3. Ïóñòü ϕ : D → D ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì îòî-
áðàæåíèåì. Òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàâíîñèëüíû:

îïåðàòîð Cϕ äåéñòâóåò èç L 1
2B(D) â H2(D);(1.1.4)

1∫
0

|ϕ′(rζ)|2

(1− |ϕ(rζ)|2)2

(
log

e

1− |ϕ(rζ)|2

)−1

(1− r) dr ∈ L1(T);(1.1.5)

sup
06r<1

∫
T

log log
e

1− |ϕ(rζ)|2
dσ1(ζ) <∞.(1.1.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîâåðêè ðàâíîñèëüíîñòè óñ-
ëîâèé (1.1.4) è (1.1.5) äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèå, èñïîëüçîâàí-
íîå â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.1.2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñòàòüå [13]
äîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâà (1.1.5) è (1.1.6) ðàâíîñèëüíû.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê âîçìîæíûì îáðàòíûì îöåíêàì, íà êîòîðûå óêà-
çûâàþò ïðåäëîæåíèÿ 1.1.2 è 1.1.3. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èì-
ïëèêàöèè (1.1.4)⇒(1.1.6) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Fx ∈ L

1
2B(D),

0 6 x 6 1, òàêèå ÷òî ‖Fx‖L
1
2B(D)

6 1 è

(1.1.7)
1∫

0

|Fx(w)|2 dx > τ log log
e

1− |w|2
, w ∈ D,

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû τ > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïîëíåíî ñâîéñò-
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âî (1.1.4), òî ñ ïîìîùüþ îöåíêè (1.1.7) ïîëó÷àåì

‖Cϕ‖2
L

1
2B(D)→H2(D)

>

1∫
0

∫
T

|Fx(ϕ(rζ)|2dσ1(ζ)dx

=

∫
T

1∫
0

|Fx(ϕ(rζ)|2dxdσ1(ζ)

> τ

∫
T

log log
e

1− |ϕ(rζ)|2
dσ1(ζ)

äëÿ âñåõ r ∈ [0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñâîéñòâî (1.1.6).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè (1.1.1)⇒(1.1.3) ìîæíî àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Fx ∈ LαB(D), 0 6 x 6 1, α < 1
2 , òàêèå

÷òî ‖Fx‖LαB(D) 6 1 è

(1.1.8)
1∫

0

|Fx(w)|2 dx > τα

(
log

1

1− |w|2

)1−2α

, w ∈ D,

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû τα > 0.
Îáúåäèíÿÿ âîçìîæíûå îöåíêè (1.1.7) è (1.1.8) äëÿ α 6 1

2 , ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùèì ôóíêöèÿì îò ïåðåìåííîé t ∈ [0, 1):

(1.1.9) Ψα(t) =


(

log
1

1− t

) 1
2−α

, α <
1

2
,(

log log
e

1− t

) 1
2

, α =
1

2
.

1.2 Îáðàòíûå îöåíêè â ïðîñòðàíñòâàõ LαB(D)

Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ ïðîñòðàíñòâ LαB(D), α 6 1
2 , áóäóò äîêàçàíû

èíòåãðàëüíûå îáðàòíûå îöåíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèÿì èç îïðåäå-
ëåíèÿ (1.1.9). À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü 0 < p < ∞ è α 6 1
2. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñ-

òàíòà τp,α > 0 è ôóíêöèè Fx ∈ LαB(D), 0 6 x 6 1, òàêèå ÷òî
‖Fx‖LαB(D) 6 1 è

(1.2.1)

 1∫
0

|Fx(w)|p dx


1
p

> τp,αΨα(|w|2), w ∈ D.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2.1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå òåõíè÷åñêèå
ëåììû.

Ëåììà 1.2.2. Ïóñòü β > 0, t ∈ [0, 1). Òîãäà ñóùåñòâóeò êîíñòàíòà
Cβ > 0, òàêàÿ ÷òî

(1.2.2)
∞∑

k=0

(k + 1)β−1t2
k−1 > CβΨ

2
1−β

2

(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óäîáíî îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè β > 0 è β = 0.
1. Ïóñòü β > 0. Åñëè t ∈ [0, 1

2 ], òî èìååì

(1.2.3)

∞∑
k=0

(k + 1)β−1t2
k−1 > 1

>

(
log2

1

1− t

)β

= (log 2)−β

(
log

1

1− t

)β

.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî t ∈ [12 , 1). Âûáåðåì ÷èñëî n ∈ N, òàêîå ÷òî
1− 1

2n 6 t 6 1− 1
2n+1 . Òîãäà èìååì

(1.2.4)

∞∑
k=0

(k + 1)β−1t2
k−1 >

n∑
k=0

(k + 1)β−1
(

1− 1

2n

)2k−1

>

(
1− 1

2n

)2n−1 n∑
k=0

(k + 1)β−1

>
1

e

n∑
k=0

(k + 1)β−1.
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Ïîëîæèì Sn =
1

e

n∑
k=0

(k + 1)β−1. Ïðîäîëæåíèå îöåíêè (1.2.4) çàâèñèò îò

âåëè÷èíû β è èñïîëüçóåò íåðàâåíñòâî t 6 1− 1
2n+1 , êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî

îöåíêå

(1.2.5)
(

log2
1

1− t

)β

6 (n+ 1)β.

Åñëè 0 < β 6 1, òî â ñèëó (1.2.5) ïîëó÷àåì

(1.2.6) Sn >
(n+ 1)β

e
>

1

e

(
log2

1

1− t

)β

=
1

e
(log 2)−β

(
log

1

1− t

)β

.

Åñëè β > 1, òî â ñèëó (1.2.5) èìååì

(1.2.7)

Sn =
1

2e

n∑
k=0

(
(k + 1)β−1 + (n+ 1− k)β−1)

>
1

2e

n∑
k=0

(n+ 2)β−1

2β−1

>
(n+ 1)β

e2β

>
1

e

(
1

2
log2

1

1− t

)β

=
1

e
(2 log 2)−β

(
log

1

1− t

)β

.

Íàêîíåö, îöåíêè (1.2.3), (1.2.6) è (1.2.7) âëåêóò íåðàâåíñòâî (1.2.2) c
êîíñòàíòîé Cβ =

1

e
(2 log 2)−β.

2. Ïóñòü β = 0. Äëÿ t ∈ [0, 1
2 ] èìååì

(1.2.8)
∞∑

k=0

t2
k−1

k + 1
> 1 > log2 log2

2

1− t
>

1

log 2
log log

e

1− t
.
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Åñëè t ∈ [12 , 1), òî âîçüìåì n ∈ N, òàêîå ÷òî 1− 1
2n 6 t 6 1− 1

2n+1 . Òîãäà

(1.2.9)

∞∑
k=0

t2
k−1

k + 1
>

n∑
k=0

1

k + 1

(
1− 1

2n

)2k−1

>

(
1− 1

2n

)2n−1 n∑
k=0

1

k + 1

>
1

e

n∑
k=0

1

k + 1
>

1

e
log(n+ 2) >

1

e
log log

e

1− t
.

Òàêèì îáðàçîì, èç (1.2.8) è (1.2.9) ïîëó÷àåì îöåíêó (1.2.2) ñ êîíñòàíòîé
Cβ =

1

e
.

Ñëåäóþùóþ ëåììó ìîæíî âûâåñòè èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [26]. Äëÿ
óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ íèæå ïðèâåäåíî íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 1.2.3. Ïóñòü α ∈ R. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà Cα > 0,
òàêàÿ ÷òî

(1.2.10)
∞∑

k=1

2k − 1

(k + 1)α
t2

k−1−1 ≤ Cα(1− t)−1
(

log
e

1− t

)−α

, t ∈ [0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Gα(t) = (1− t)

(
log

e

1− t

)α ∞∑
k=1

2k − 1

(k + 1)α
t2

k−1−1, α ∈ R, t ∈ [0, 1).

Äëÿ n ∈ N è t ∈ [1− 1
2n , 1− 1

2n+1 ] èìååì
(1.2.11)

Gα(t) 6 Cα

∞∑
k=1

(n
k

)α

2k−nt2
k−1−1

6 Cα

(
n∑

k=1

(n
k

)α

2k−n +
∞∑

k=n+1

(n
k

)α

2k−n

(
1− 1

2n+1

)2k−1−1
)

6 Cα

(
n∑

k=1

(n
k

)α

2k−n +
∞∑

k=n+1

(n
k

)α

2k−nq2k−n

)
,
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ãäå q = e−
1
8 ∈ (0, 1).

Ïðîäîëæåíèå îöåíêè (1.2.11) çàâèñèò îò âåëè÷èíû α. Åñëè α 6 0, òî(
n
k

)α
6 e−αk−n

n 6 e−α(k−n), ïîýòîìó

(1.2.12)
Gα(t) 6 Cα

(
n∑

k=1

2k−n +
∞∑

k=n+1

(
2e−α

)k−n
q2k−n

)

6 Cα

(
2 +

∞∑
s=1

(
2e−α

)s
q2s

)
= C ′

α.

Åñëè α > 0, òî

(1.2.13)
Gα(t) 6 Cα

 ∑
16k6n

2

nα2−
n
2 + 2α

∑
n
2 6k6n

2k−n +
∞∑

s=1

2sq2s


6 Cα

(
nα+12−

n
2−1 + 2α+1 +

∞∑
s=1

2sq2s

)
= C ′′

α.

Îñòà¼òñÿ îòìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.2.10) ñëåäóåò èç îöåíîê (1.2.12)
è (1.2.13).

Òàêæå íàïîìíèì êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò î ðÿäàõ èç ôóíêöèé Ðàäå-
ìàõåðà Rk(x) = sign sin(2k+1πx), 0 6 x 6 1, k = 0, 1, . . . .

Òåîðåìà 1.2.4 (ñì. [3, ãëàâà V, òåîðåìà 8.4]). Ïóñòü p > 0, ck ∈ C,
∞∑

k=0

|ck|2 <∞. Ïîëîæèì

f(x) =
∞∑

k=0

ckRk(x), 0 6 x 6 1.

Òîãäà

Ap

( ∞∑
k=0

|ck|2
) 1

2

6

 1∫
0

|f(x)|p dx


1
p

6 Bp

( ∞∑
k=0

|ck|2
) 1

2

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò Ap, Bp > 0.
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Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíûõ îöåíîê â ëîãàðèôìè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ Áëîõà LαB(D), α 6 1

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.1. Ïóñòü Cα > 0 � ýòî êîíñòàíòà, ñóùå-
ñòâîâàíèå êîòîðîé ãàðàíòèðóåò ëåììà 1.2.3. Äëÿ x ∈ [0, 1] ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

Fx(w) =
1

1 + Cα

∞∑
k=0

Rk(x)

(k + 1)α
w2k−1, w ∈ D,

ãäå Rk(x) � ýòî ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà.
Âî-ïåðâûõ, èìååì Fx ∈ H(D) è

‖Fx‖LαB(D)

6
1

1 + Cα

(
1 + sup

w∈D
(1− |w|2)

(
log

e

1− |w|2

)α ∞∑
k=1

2k − 1

(k + 1)α
|w|2k−2

)
6 1

â ñèëó ëåììû 1.2.3 c t = |w|2.
Âî-âòîðûõ,

1∫
0

|Fx(w)|p dx > Ap,α

( ∞∑
k=0

|w|2(2k−1)

(k + 1)2α

)p
2

â ñèëó òåîðåìû 1.2.4. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.2.2 ñ β = 1 − 2α è t = |w|2,
ïîëó÷àåì

∞∑
k=0

|w|2(2k−1)

(k + 1)2α
> C1−2αΨ2

α(|w|2), w ∈ D.

Ñëåäîâàòåëüíî,
1∫

0

|Fx(w)|p dx > τ p
p,αΨp

α(|w|2), w ∈ D,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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1.3 Îáðàòíûå îöåíêè â øàðå

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî çà îáðàòíûå îöåíêè â øàðå Bm,
m > 2, òàêæå îòâå÷àþò ôóíêöèè Ψα. Ïðè α = 0 ñîîòâåòñòâóþùåå íà-
áëþäåíèå áûëî ñäåëàíî â ñòàòüå [15].

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü m ∈ N, 0 < p < ∞, α 6 1
2. Òîãäà ñóùåñòâóþò

êîíñòàíòà τm,p,α > 0 è ôóíêöèè Fx ∈ LαB(Bm), 0 6 x 6 1, òàêèå ÷òî
‖Fx‖LαB(Bm) 6 1 è

(1.3.1)

 1∫
0

|Fx(w)|p dx


1
p

> τm,p,αΨα(|w|2), w ∈ Bm.

Îñíîâíûì ðàáî÷èì èíñòðóìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3.1 ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïîëèíîìàõ Àëåêñàíäðîâà�Ðûëÿ�Âîéòàùèêà.

Òåîðåìà 1.3.2 ([1, òåîðåìà 4]). Ïóñòü m ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóþò
êîíñòàíòû J = J(m) ∈ N, δ = δ(m) ∈ (0, 1) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñò-
âàìè: äëÿ êàæäîãî d ∈ N íàéäóòñÿ ãîëîìîðôíûå îäíîðîäíûå ïîëèíîìû
Wj[d] ñòåïåíè d, 1 6 j 6 J , òàêèå ÷òî

(1.3.2) ‖Wj[d]‖L∞(∂Bm) 6 1,

(1.3.3) max
16j6J

|Wj[d](ξ)| > δ, ξ ∈ ∂Bm.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.1. Çàôèêñèðóåì êîíñòàíòó δ ∈ (0, 1) è ïî-
ëèíîìû Wj[d], 1 6 j 6 J , d ∈ N, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ãàðàíòèðîâàíî
òåîðåìîé 1.3.2. Òàêæå ïîëîæèì Wj[0] = 1, 1 6 j 6 J .

Ïóñòü Cα � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà èç ëåììû 1.2.3. Äëÿ x ∈ [0, 1]

ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Fj,x(w) =
1

1 + Cα

∞∑
k=0

Rk(x)

(k + 1)α
Wj[2

k − 1](w), w ∈ Bm, 1 6 j 6 J,
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ãäå Rk(x) � ýòî ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà.
Îòìåòèì, ÷òî Fj,x ∈ H(Bm). Èñïîëüçóÿ îöåíêè (1.3.2) è (1.2.10), ïî-

ëó÷àåì

|RFj,x(w)| 6 1

1 + Cα

∞∑
k=1

2k − 1

(k + 1)α
|w|2k−1

6
1

1 + Cα

∞∑
k=1

2k − 1

(k + 1)α
|w|2(2k−1−1)

6
Cα

1 + Cα
(1− |w|2)−1

(
log

e

1− |w|2

)−α

, w ∈ Bm.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ‖Fj,x‖LαB(Bm) 6 1.
Äàëåå, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.2.4, ïîëó÷àåì

1∫
0

|Fj,x(w)|p dx > Ap,α

( ∞∑
k=0

|Wj[2
k − 1](w)|2

(k + 1)2α

)p
2

, w ∈ Bm, 1 6 j 6 J.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(1.3.4)

J∑
j=1

1∫
0

|Fj,x(w)|p dx > Ap,α

J∑
j=1

( ∞∑
k=0

|Wj[2
k − 1](w)|2

(k + 1)2α

)p
2

> Cm,p,α

( ∞∑
k=0

J∑
j=1

|Wj[2
k − 1](w)|2

(k + 1)2α

)p
2

.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (1.3.3) è ëåììó 1.2.2 ïðè β = 1 − 2α è t = |w|2,
èìååì

∞∑
k=0

J∑
j=1

|Wj[2
k − 1](w)|2

(k + 1)2α
> δ2

∞∑
k=0

|w|2(2k−1)

(k + 1)2α

> C1−2αδ
2Ψ2

α(|w|2), w ∈ Bm.

Ïîýòîìó, îöåíêà (1.3.4) ïðîäîëæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
J∑

j=1

1∫
0

|Fj,x(w)|p dx > Cp
m,p,αΨp

α(|w|2), w ∈ Bm.
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Ïîëó÷åííàÿ êîíå÷íàÿ ñóììà èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêó [0, 1] ñâîäèòñÿ ê åäèí-
ñòâåííîìó èíòåãðàëó ïî îòðåçêó [0, 1] ïîñëå ïîäîáàþùåé çàìåíû èíäåê-
ñîâ äëÿ ôóíêöèé Fj,x. À èìåííî, ïîëàãàÿ

Fx = J
1
pFj,Jx−j+1,

j − 1

J
6 x 6

j

J
, 1 6 j 6 J,

èìååì
J∑

j=1

1∫
0

|Fj,x(w)|p dx =

1∫
0

|Fx(w)|p dx.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ îöåíêà (1.3.1) äîêàçàíà.

1.4 Îáñóæäåíèå òî÷íîñòè îáðàòíûõ îöåíîê

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 1.1.2 óêàçûâàåò íà òî÷íîñòü
òåîðåìû 1.2.1 ïðè α < 1

2 . Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîÿñíåíèé óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî êëàññà Õàðäè Hp

h(D) (ñì., íàïðè-
ìåð, [32]). Ïðè 0 < p <∞ êëàññ Hp

h(D) ñîñòîèò èç ãîëîìîðôíûõ îòîáðà-
æåíèé ϕ : D→ D, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

sup
06r<1

∫
T

(
log

1

1− |ϕ(rζ)|2

)p

dσ1(ζ) <∞.

Îòìåòèì, ÷òî Hp2

h (D)  Hp1

h (D) äëÿ 0 < p1 < p2 <∞.
Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Fx ∈ LαB(D),

0 6 x 6 1, òàêèå ÷òî ïðè p = 2 è α 6 1
2 óñëîâèå (1.2.1) âûïîëíåíî

äëÿ (
log

1

1− |w|2

)β

, β >
1

2
− α,

âìåñòî (
log

1

1− |w|2

) 1
2−α

.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå ϕ ∈ H1−2α
h (D). Â ñèëó ïðåäëî-

æåíèÿ 1.1.2 îïåðàòîð êîìïîçèöèè Cϕ : LαB(D) → H2(D) îãðàíè÷åí.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

‖Cϕ‖2
LαB(D)→H2(D) >

1∫
0

∫
T

|Fx(ϕ(rζ)|2dσ1(ζ)dx

=

∫
T

1∫
0

|Fx(ϕ(rζ)|2dxdσ1(ζ)

> Cβ

∫
T

(
log

1

1− |ϕ(rζ)|2

)2β

dσ1(ζ)

äëÿ âñåõ r ∈ [0, 1). Èíûìè ñëîâàìè, ïîëó÷àåì ϕ ∈ Hβ
h (D). Òàêèì îáðàçîì,

H1−2α
h (D) = H2β

h (D) è 2β = 1− 2α.
Èìïëèêàöèÿ (1.1.6)⇒(1.1.4) èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1.3 àíàëîãè÷íûì îáðà-

çîì óêàçûâàåò íà òî÷íîñòü îöåíêè (1.2.1) ïðè α = 1
2 è p = 2.

Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå òî÷íîñòè îáðàòíîé îöåíêè (1.3.1) ïðè âñåõ p > 0

äàíî â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.

1.5 Òî÷íîñòü îáðàòíûõ îöåíîê

Äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè îáðàòíîé îöåíêè (1.3.1) íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1.5.1. Ïóñòü 0 < p < ∞, α 6 1
2, ôóíêöèÿ f ∈ LαB(D),

‖f‖LαB(D) 6 1. Òîãäà

‖fρ‖p
Hp(D) 6 C(|f(0)|p + Ψp

α(ρ2)), 0 < ρ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1.1.1 èìååì
(1.5.1)

‖fρ‖p
Hp(D) 6 C

|f(0)|p +

∫
T

 1∫
0

|f ′(ρrζ)|2ρ2(1− r)dr


p
2

dσ1(ζ)

 .
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ LαB(D), ‖f‖LαB(D) 6 1, îöåíêà (1.5.1)
ïðîäîëæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖fρ‖p
Hp(D) 6 C

|f(0)|p +

∫
T

 1∫
0

|f ′(ρrζ)|2ρ2(1− r)dr


p
2

dσ1(ζ)


6 C

|f(0)|p +

 1∫
0

ρ2(1− r)

(1− ρ2r2)2

(
log

e

1− ρ2r2

)−2α

dr


p
2


6 C

|f(0)|p +

 1∫
0

ρ2

1− ρr

(
log

e

1− ρr

)−2α

dr


p
2

 .

Íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë, çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖fρ‖p
Hp(D) 6 C(|f(0)|p + Ψp

α(ρ)) 6 C(|f(0)|p + Ψp
α(ρ2)).

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà.

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íîñòü èíòåãðàëüíîé
îáðàòíîé îöåíêè (1.3.1).

Ïðåäëîæåíèå 1.5.2. Ïóñòü m ∈ N, 0 < p < ∞, α 6 1
2. Òîãäà èíòå-

ãðàëüíàÿ îáðàòíàÿ îöåíêà (1.3.1) òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíà îöåíêà (1.3.1) äëÿ m = 1, òîãäà
1∫

0

|Fx(ρζ)|p dx > τ p
1,p,αΨp

α(ρ2), ζ ∈ T, 0 < ρ < 1.

Cëåäîâàòåëüíî,

∫
T

1∫
0

|Fx(ρζ)|p dx dσ1(ζ) > τ p
1,p,αΨp

α(ρ2), 0 < ρ < 1.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè, îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Õàðäè è ëåììû 1.5.1, ïîëó÷àåì∫
T

1∫
0

|Fx(ρζ)|p dx dσ1(ζ) 6

1∫
0

‖(Fx)ρ‖p
Hp(D) dx 6 C(|Fx(0)|p + Ψp

α(ρ2)).

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (1.3.1) äëÿ m = 1 òî÷íà.
Íàêîíåö, òî÷íîñòü îöåíêè (1.3.1) ïðè m > 1 ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî óòâåðæäåíèÿ ïðèm = 1. Â ñàìîì äåëå, ïóñòüm > 1, α 6 1
2 è îöåíêà

âèäà (1.3.1) âûïîëíåíà äëÿ ôóíêöèé Fx ∈ LαB(Bm). Íàïîìíèì, ÷òî ñðåç-
ôóíêöèÿ (Fx)ζ , ζ ∈ ∂Bm, çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (Fx)ζ(λ) = Fx(λζ), λ ∈ D.
Îòìåòèì, ÷òî RFx(λζ) = λ(Fx)

′
ζ(λ). Òàêèì îáðàçîì, òàêàÿ æå îáðàòíàÿ

îöåíêà âûïîëíåíà äëÿ ñðåç-ôóíêöèé (Fx)ζ ∈ LαB(D).

Èòàê, èíòåãðàëüíàÿ îáðàòíàÿ îöåíêà (1.3.1) òî÷íà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè α < 1, f ∈ LαB(Bm) è ‖f‖LαB(Bm) 6 1, òî õîðîøî èçâåñòíà ñëåäóþ-
ùàÿ òî÷íàÿ îöåíêà ñâåðõó:

(1.5.2) |f(w)| 6 Cα

(
log

e

1− |w|2

)1−α

, w ∈ Bm,

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû Cα > 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîñòðàíñòâ
LαB(Bm), α 6 1

2 , èìååò ìåñòî àíàëîã ÿâëåíèÿ, îòìå÷åííîãî âî ââåäåíèè
äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Áëîõà B(D): íèæíÿÿ îöåíêà (1.3.1) îò-
ëè÷àåòñÿ îò âåðõíåé îöåíêè (1.5.2), îäíàêî îáå îöåíêè (1.3.1) è (1.5.2)
ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.
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Ãëàâà 2

Íåïîñðåäñòâåííûå ïðèëîæåíèÿ

îáðàòíûõ îöåíîê

2.1 Îïåðàòîðû êîìïîçèöèè Cϕ : LαB(D) → BMOA(D)

2.1.1 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà BMOA(D)

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ∈ H2(D) ðàäèàëüíûå ïðåäåëû

f ∗(ζ) = lim
r→1−

f(rζ)

îïðåäåëåíû äëÿ σ1-ïî÷òè âñåõ òî÷åê ζ ∈ T.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâî BMOA(D) ñîñòîèò èç ôóíêöèé

f ∈ H2(D), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖2
BMOA(D) = |f(0)|2 + sup

a∈D

∫
T

|f ∗(ζ)− f(a)|21− |a|2

|ζ − a|2
dσ1(ζ) <∞.

Õîðîøî èçâåñòíî îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà BMOA(D) â òåðìèíàõ ìåð
Êàðëåñîíà. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ â êðóãå
D íàçûâàåòñÿ ìåðîé Êàðëåñîíà, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ,
÷òî µ(Q(I)) 6 Cσ1(I) äëÿ âñåõ äóã I ⊂ T, ãäå

Q(I) = {z ∈ D : z/|z| ∈ I, |z| > 1− σ1(I)}.

Ïóñòü ν2 � äâóìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà êðóãå D. Ôóíêöèÿ f ∈ H(D)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó BMOA(D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåðà
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|f ′(z)|2(1−|z|2) dν2(z) ÿâëÿåòñÿ ìåðîé Êàðëåñîíà (ñì., íàïðèìåð, [2], ãäå
ïðèâåäåíû è äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà BMOA(D)).

Òàêæå íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Äæîíà�Íèðåíáåðãà ñóùåñòâóþò
òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû A è C, ÷òî

(2.1.1)
∫
T

exp(|f ∗(ζ)|) dσ1(ζ) 6 C,

äëÿ âñåõ ôóíêöèé f ∈ BMOA(D), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖BMOA(D) 6 A.

2.1.2 Îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû Cϕ : LαB(D) → BMOA(D)

Åñëè α > 1
2 , òî, êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, LαB(D) ⊂ H2(D). Íà ñàìîì äåëå,

âåðíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: LαB(D) ⊂ BMOA(D) (ñì., íàïðèìåð,
[18]). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ∈ LαB(D) ïðè α > 1

2 , òî íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ LαB(D) ñëåäóåò, ÷òî ìåðà |f ′(z)|2(1 − |z|2) dν2(z) ÿâëÿåòñÿ
ìåðîé Êàðëåñîíà. Èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð êîìïîçèöèè Cϕ îãðàíè÷åí íà
ïðîñòðàíñòâå BMOA(D) äëÿ ëþáîãî ñèìâîëà ϕ (ñì. [28]). Òàêèì îáðàçîì,
ïðè α > 1

2 îïåðàòîð êîìïîçèöèè Cϕ äåéñòâóåò èç LαB(D) â BMOA(D)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : D→ D.
Äëÿ α 6 1

2 èçâåñòíî ñëåäóþùåå òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè Cϕ : LαB(D) → BMOA(D).

Òåîðåìà 2.1.1 ([24, òåîðåìà 1.4]). Ïóñòü α 6 1
2 è îòîáðàæåíèå ϕ : D→

D ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì. Òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàâíîñèëüíû:

îïåðàòîð Cϕ äåéñòâóåò èç LαB(D) â BMOA(D);(2.1.2)

sup
a∈D

∫
T

1− |a|2

|a− ζ|2
Ψ2

α(|ϕ∗(ζ)|2) dσ1(ζ)−Ψ2
α(|ϕ(a)|2)

 <∞,(2.1.3)

ãäå ôóíêöèÿ Ψα çàäàíà ðàâåíñòâîì (1.1.9).
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Òåîðåìà 1.2.1 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíîå óñëîâèå íà ñèìâîë ϕ, êîòîðîå
íåîáõîäèìî äëÿ îãðàíè÷åííîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà êîìïîçè-
öèè Cϕ : LαB(D) → BMOA(D), α 6 1

2 .

Ïðåäëîæåíèå 2.1.2 (cp. ñ ïðåäëîæåíèåì 4.1 èç [15]). Ïóñòü α 6 1
2

è îòîáðàæåíèå ϕ : D → D ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îïåðàòîð Cϕ : LαB(D) → BMOA(D) îãðàíè÷åí. Òîãäà ñóùåñòâóþò
êîíñòàíòû ε = ε(α, ‖Cϕ‖LαB(D)→BMOA(D)) > 0 è C > 0, òàêèå ÷òî∫

T

exp
(
εΨα(|ϕ∗(ζ)|2)

)
dσ1(ζ) 6 C,

ãäå ôóíêöèÿ Ψα çàäàíà ðàâåíñòâîì (1.1.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê α 6 1
2 è îïåðàòîð Cϕ : LαB(D) → BMOA(D)

îãðàíè÷åí, òî |ϕ∗(ζ)| < 1 äëÿ σ1-ï.â. òî÷åê ζ ∈ T (ñì. [24, ñëåäñòâèå 1.1]).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ H(D) èìååì

(2.1.4) f(ϕ∗(ζ)) = lim
r→1−

f(ϕ(rζ)) = (f ◦ ϕ)∗(ζ) äëÿ σ1-ï.â. ζ ∈ T.

Ïóñòü Fx ∈ LαB(D), 0 6 x 6 1, � ýòî ôóíêöèè, ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðûõ ãàðàíòèðîâàíî òåîðåìîé 1.2.1 ïðè p = 1. Òîãäà èìååì

‖Fx ◦ ϕ‖BMOA(D) 6 ‖Cϕ‖LαB(D)→BMOA(D).

Ïîëîæèì δ = A‖Cϕ‖−1
LαB(D)→BMOA(D), ãäå A � ýòî êîíñòàíòà èç òåîðåìû

Äæîíà�Íèðåíáåðãà. Â ñèëó (2.1.4) è (2.1.1) èìååì∫
T

exp(δ|Fx(ϕ
∗(ζ))|) dσ1(ζ) =

∫
T

exp(δ|(Fx ◦ ϕ)∗(ζ)|) dσ1(ζ)

6 C, 0 6 x 6 1.

Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè, íåðàâåíñòâî Éåíñåíà è òåîðå-
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ìó 1.2.1, ïîëó÷àåì

C >
∫
T

1∫
0

exp(δ|(Fx(ϕ
∗(ζ))|) dx dσ1(ζ)

>
∫
T

exp

δ 1∫
0

|Fx(ϕ
∗(ζ))| dx

 dσ1(ζ)

>
∫
T

exp
(
δτ1,αΨα(|ϕ∗(ζ)|2)

)
dσ1(ζ),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2.2 Ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðàäèåíòû è âíóòðåííèå îòî-
áðàæåíèÿ

Ïóñòü σn îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà íà åäèíè÷íîé ñôåðå ∂Bn, íîðìèðîâàí-
íóþ óñëîâèåì σn(∂Bn) = 1. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ãîëîìîðôíîãî îòîáðà-
æåíèÿ ϕ : Bn → Bm ðàäèàëüíûé ïðåäåë ϕ∗(ζ) îïðåäåë¼í äëÿ σn-ïî÷òè
âñåõ òî÷åê ζ ∈ ∂Bn. Åñëè |ϕ∗| = 1 σn-ï.â., òî îòîáðàæåíèå ϕ íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííèì. Îòíîøåíèå

|∇ϕ(z)|
1− |ϕ(z)|2

, z ∈ Bn,

ãäå |∇ϕ(z)|2 =
n∑

j=1

∣∣∣∣ ∂ϕ∂zj
(z)

∣∣∣∣2, íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ãðàäèåíòîì

îòîáðàæåíèÿ ϕ.
Äàííûé ðàçäåë ìîòèâèðîâàí ñëåäóþùèì ýâðèñòè÷åñêèì ïðèíöèïîì:

åñëè ãèïåðáîëè÷åñêèé ãðàäèåíò îòîáðàæåíèÿ ϕ íå ðàñòåò äîñòàòî÷íî
áûñòðî, òî îòîáðàæåíèå ϕ íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì.

Íåñêîëüêî òî÷íûõ ðåàëèçàöèé ýòîãî ïðèíöèïà ñôîðìóëèðîâàíû â ñòà-
òüÿõ [9, 17, 19, 30]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = m = 1 ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 2.2.1 ([17, ñëåäñòâèå 5.2]). Ïóñòü ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
ϕ : B1 → B1 òàêîâo, ÷òî

(2.2.1) |ϕ′(z)|
1− |ϕ(z)|2

Ω(1− |ϕ(z)|2) 6
ω(1− |z|2)

1− |z|2
, z ∈ B1,

ãäå Ω, ω : (0, 1] → (0,+∞) � îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè, óäîâ-
ëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

(2.2.2)
∫
0

Ω2(t)

t
dt = ∞,

(2.2.3)
∫
0

ω2(t)

t
dt <∞.

Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì.

Ðàçëè÷íûå êîëè÷åñòâåííûå óòî÷íåíèÿ, â òîì ÷èñëå è ìíîãîìåðíûå,
òåîðåìû 2.2.1 ìîæíî ïîëó÷èòü ðàññìàòðèâàÿ êîíêðåòíûå ôóíêöèè Ω,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2.2.2). Íàïðèìåð, åñëè Ω ≡ 1, ôóíêöèÿ ω íå
óáûâàåò è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.2.1) è (2.2.3), òî |ϕ∗| < 1 σ1-ï.â. (ñì. [19,
ñ. 687]); áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.2 ([17, òåîðåìà 1.4]). Ïóñòü n, m ∈ N, ãîëîìîðôíîå îòî-
áðàæåíèå ϕ : Bn → Bm òàêîâî, ÷òî

|∇ϕ(z)|
1− |ϕ(z)|2

6
ω(1− |z|2)

1− |z|2
, z ∈ Bn,

ãäå ω � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1], ω(0) = 0,
∫
0

ω2(t)

t
dt <∞.

Òîãäà ∫
∂Bn

(
1

1− |ϕ∗(ζ)|2

)K

dσn(ζ) <∞

äëÿ ëþáîãî K > 0. Â ÷àñòíîñòè, |ϕ∗| < 1 σn-ï.â.
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Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, â äóõå òåîðåìû 2.2.2, äà¼ò êîëè÷åñòâåííîå óòî-
÷íåíèå òåîðåìû 2.2.1 äëÿ Ωα(t) = (log e

t )
−α, α 6 1

2 . Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå
(2.2.2) ñïðàâåäëèâî äëÿ Ω = Ωα òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α 6 1

2 .

Òåîðåìà 2.2.3. Ïóñòü n, m ∈ N, α 6 1
2, ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå

ϕ : Bn → Bm òàêîâî, ÷òî

(2.2.4) |∇ϕ(z)|
1− |ϕ(z)|2

(
log

e

1− |ϕ(z)|2

)−α

6
ω(1− |z|2)

1− |z|2
, z ∈ Bn,

ãäå ôóíêöèÿ ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ
Ψα îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (1.1.9). Òîãäà

(2.2.5)
∫

∂Bn

exp
(
KΨ2

α(|ϕ∗(ζ)|2)
)
dσn(ζ) <∞

äëÿ ëþáîãî K > 0. Â ÷àñòíîñòè, |ϕ∗| < 1 σn-ï.â.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîã ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû ïðè m = 1 ìîæíî
ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2. Îäíàêî, ïðåäëîæåíèå 2.1.2 ïîç-
âîëÿåò äîêàçàòü îöåíêó (2.2.5) c Ψα âìåñòî Ψ2

α, ò.å. áîëåå ñëàáûé ðåçóëü-
òàò. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2.3 â ïîëíîì îáú¼ìå áóäåò èñïîëüçî-
âàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.2.4 ([17, ëåììà 3.3]). Ïóñòü ôóíêöèÿ g ∈ H(B1) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì |g′(z)|(1 − |z|2) 6 ω(1 − |z|2), z ∈ B1, ãäå ôóíêöèÿ ω óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.2.2.

Ïóñòü A > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = C(A, ω, |g(0)|) <
∞ òàêàÿ, ÷òî ∫

∂B1

exp(A|g(rζ)|2) dσ1(ζ) 6 C

äëÿ âñåõ 0 6 r < 1.

Òàêæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 2.1 èç ñòàòüè [31].
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Òåîðåìà 2.2.5. Ïóñòü m ∈ N è α ∈ R. Òîãäà ýêâèâàëåíòíîé íîðìîé
íà ïðîñòðàíñòâå LαB(Bm) ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

|f(0)|+ sup
w∈Bm

|∇f(w)|(1− |w|2)
(

log
e

1− |w|2

)α

,

ãäå ∇f(w) =
(

∂f
∂w1

(w), . . . , ∂f
∂wm

(w)
)
îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíûé ãðàäèåíò

ôóíêöèè f .
Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ H(Bn). Äëÿ êàæäîé òî÷êè ζ ∈ ∂Bn ðàññìîòðèì

ñðåç-ôóíêöèþ fζ(λ) = f(λζ), λ ∈ B1. Íèæå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà îá èíòåãðèðîâàíèè ïî ñðåçàì.
Òåîðåìà 2.2.6 ([4, ïðåäëîæåíèå 1.4.7]). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ L1(∂Bn).
Òîãäà ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî:∫

∂Bn

f(ζ) dσn(ζ) =

∫
∂Bn

dσn(ζ)

∫
∂B1

f(ξζ) dσ1(ξ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.3. Ïóñòü êîíñòàíòà τ = τm,2,α > 0 è ôóíê-
öèè Fx ∈ LαB(Bm), 0 6 x 6 1, � ýòî êîíñòàíòà è ôóíêöèè, ñóùåñòâî-
âàíèå êîòîðûõ ãàðàíòèðîâàíî òåîðåìîé 1.3.1 äëÿ p = 2. Â ñèëó òåîðåìû
2.2.5 èìååì

(2.2.6) |∇Fx(w)|(1− |w|2)
(

log
e

1− |w|2

)α

6 C

äëÿ w ∈ Bm, 0 6 x 6 1. Çàôèêñèðóåì òî÷êó ζ ∈ ∂Bn. Ðàññìîòðèì
ñðåç-îòîáðàæåíèå ϕζ(λ) = ϕ(λζ), λ ∈ B1. Îòìåòèì, ÷òî

(Fx ◦ ϕζ)
′(λ) =

m∑
k=1

∂Fx

∂wk
(ϕζ(λ)) · (ϕζ)

′
k(λ), λ(ϕζ)

′
k(λ) = (Rϕk)(λζ).

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ îöåíêè (2.2.6) è (2.2.4), èìååì
|λ||(Fx ◦ ϕζ)

′(λ)|(1− |λ|2) 6 |∇Fx(ϕζ(λ))||Rϕ(λζ)||(1− |λ|2)

6
C

1− |ϕ(λζ)|2

(
log

e

1− |ϕ(λζ)|2

)−α

|Rϕ(λζ)|(1− |λ|2)

6 C
|∇ϕ(λζ)|

1− |ϕ(λζ)|2

(
log

e

1− |ϕ(λζ)|2

)−α

(1− |λ|2) 6 Cω(1− |λ|2).
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Çíà÷èò, ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 2.2.4 ê ôóíêöèè Fx ◦ ϕζ ∈ H(B1).
Íàïîìíèì, ÷òî ‖Fx‖LαB(D) 6 1, ïîýòîìó, |(Fx◦ϕζ)(0)| îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
êîíñòàíòîé C = C(ϕ(0)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî ÷èñëà A > 0,
âûáîð êîòîðîãî áóäåò óòî÷íåí íèæå, ëåììà 2.2.4 ãàðàíòèðóåò, ÷òî

C = C(A, ω, ϕ(0)) >
∫

∂B1

exp(A|Fx ◦ ϕζ(rξ)|2) dσ1(ξ)

äëÿ âñåõ 0 6 x 6 1, 0 6 r < 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

C >

1∫
0

∫
∂B1

exp(A|Fx ◦ ϕζ(rξ)|2) dσ1(ξ) dx

äëÿ âñåõ 0 6 x 6 1, 0 6 r < 1. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè, íåðàâåíñòâî
Éåíñåíà è òåîðåìó 1.3.1 äëÿ p = 2, ïîëó÷àåì

C >
∫

∂B1

1∫
0

exp(A|Fx ◦ ϕζ(rξ)|2) dx dσ1(ξ)

>
∫

∂B1

exp

A 1∫
0

|Fx ◦ ϕζ(rξ)|2 dx

 dσ1(ξ)

>
∫

∂B1

exp
(
AτΨ2

α(|ϕζ(rξ)|2)
)
dσ1(ξ)

äëÿ âñåõ 0 6 r < 1. Ïîëàãàÿ A =
K

τ
è èíòåãðèðóÿ ïî ñðåçàì (ñì.

òåîðåìó 2.2.6), ïîëó÷àåì

C > sup
06r<1

∫
∂Bn

exp
(
KΨ2

α(|ϕ(rζ)|2)
)
dσn(ζ).

Íàêîíåö, ïðèìåíåíèå ëåììû Ôàòó çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òå-
îðåìû 2.2.3.
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Ãëàâà 3

Îïåðàòîðû êîìïîçèöèè, çàäàííûå íà

ïðîñòðàíñòâå Áëîõà

3.1 Ïîñòàíîâêà è îáñóæäåíèå çàäà÷

3.1.1 Îïåðàòîðû ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Õàðäè è Áëîõà

Äëÿ n ∈ N è 0 < p <∞ ïðîñòðàíñòâî Õàðäè Hp(Bn) ñîñòîèò èç ôóíêöèé
f ∈ H(Bn), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖p
Hp(Bn) = sup

06r<1

∫
∂Bn

|f(rζ)|p dσn(ζ) <∞,

ãäå σn îáîçíà÷àåò íîðìèðîâàííóþ ìåðó Ëåáåãà íà åäèíè÷íîé ñôåðå ∂Bn.
Îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.1.1 (Å. Ã. Êâîí [20, 21]). Ïóñòü îòîáðàæåíèå ϕ : B1 →
B1 ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì è 0 < p < ∞. Òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
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ðàâíîñèëüíû:

îïåðàòîð Cϕ äåéñòâóåò èç B(B1) â ïðîñòðàíñòâî H2p(B1);(3.1.1)

sup
06r<1

∫
∂B1

(
log

1

1− |ϕ(rζ)|2

)p

dσ1(ζ) <∞;(3.1.2)

1∫
0

|ϕ′(rζ)|2

(1− |ϕ(rζ)|2)2 (1− r) dr ∈ Lp(∂B1).(3.1.3)

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë, èñïîëüçóåìûé â ñâîéñòâå (3.1.3), ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèì àíàëîãîì g-ôóíêöèè Ëèòòëâóäà�Ïýëè.

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ãëàâû � ðàñïðîñòðàíèòü òåîðåìó 3.1.1 íà ãîëî-
ìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : Bn → Bm äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë n, m ∈ N.
Ïðè m = 1 ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàáîòå [21]. Îäíàêî
ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îá îïåðàòîðàõ êîìïîçèöèè ìåæäó ïðîñòðàíñò-
âàìè Áëîõà è Õàðäè ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ ïðèm > 2. Íà ñàìîì äåëå,
áëèçêèì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá îïåðàòîðàõ êîìïîçèöèè ìåæäó
ïðîñòðàíñòâàìè Áëîõà è BMOA (ñì., íàïðèìåð, [8]). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è è îïèñàíèÿ îãðàíè÷åííûõ è êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ Cϕ : B(Bm)

→ BMOA(Bn), n, m ∈ N, â òåðìèíàõ ìåð Êàðëåñîíà â ðàáîòå [11]
áûëî èñïîëüçîâàíî âåñüìà çàìûñëîâàòîå òåõíè÷åñêîå ðàññóæäåíèå. Â
ñòàòüå [11] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm

îáëàäàåò ðåãóëÿðíîñòüþ ñëåäóþùåãî òèïà: ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû s ∈
(0, 1) è τ > 0, òàêèå ÷òî

|〈Rϕ(z), ϕ(z)〉| > τ |Rϕ(z)||ϕ(z)| ïðè s < |ϕ(z)| < 1.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèé ϕ, îáëàäàþùèõ
ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå ñâîéñòâîì, àíàëîãè ñâîéñòâ (3.1.1�3.1.3) ðàâ-
íîñèëüíû ïðè 0 < p 6 1 è n, m ∈ N. Ñõîäíûå óòâåðæäåíèÿ áóäóò
ïîëó÷åíû äëÿ âñåõ p > 0, à òàêæå äëÿ îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè Cϕ :

B(Bm) → A2p
v (Bn), ãäå A2p

v (Bn) � ýòî äîñòàòî÷íî ìàëîå âåñîâîå ïðîñò-
ðàíñòâî Áåðãìàíà.
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3.1.2 Ñðàâíåíèå îïåðàòîðîâ ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâàõ
Áëîõà è BMOA

Íåñêîëüêî ðåøåíèé çàäà÷è îá îïèñàíèè îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè ìåæäó
ïðîñòðàíñòâàìè Áëîõà è BMOA áûëî ïîëó÷åíî â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [15,
16] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : Bn → Bm, n,
m ∈ N. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâà â ñòàòüÿõ [15, 16] îïèðàþòñÿ íà Ì¼áèóñ-
èíâàðèàíòíîñòü ïðîñòðàíñòâà BMOA(Bn). Íà ñàìîì äåëå, êëþ÷åâûì
îêàçûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî BMOA(Bn) � ýòî Ì¼áèóñ-èíâàðèàíòûé àíà-
ëîã ïðîñòðàíñòâà ÕàðäèHp(Bn) äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà p > 0 (ñì., íàïðè-
ìåð, [33]). Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ íå íàõîäÿò ïðÿìûõ
ïðèëîæåíèé ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè ìåæäó ïðîñòðàíñò-
âàìè Áëîõà è Õàðäè. Òåì íå ìåíåå, îáùèì òåõíè÷åñêèì ñðåäñòâîì â
ðàáîòàõ [15, 16] è â äàííîé ãëàâå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1.3.1 ïðè α = 0, ò.å.
óòâåðæäåíèå îá èíòåãðàëüíûõ îáðàòíûõ îöåíêàõ â ïðîñòðàíñòâå Áëîõà
B(Bm).

Îðãàíèçàöèÿ ãëàâû

Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû ñîáðàíû â ðàçäåëå 3.2. Îïåðàòîðû êîìïîçè-
öèè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Áëîõà è Õàðäè èçó÷àþòñÿ â ðàçäåëàõ 3.3�3.4.
Îïèñàíèå ðåãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè
Áëîõà è Áåðãìàíà ïîëó÷åíî â ðàçäåëå 3.5.

3.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

3.2.1 Ïðîñòðàíñòâà Áëîõà

Äëÿ f ∈ H(Bm) ïîëîæèì ∇f = ( ∂f
∂w1

, . . . , ∂f
∂wm

). Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó
òåîðåìû 2.2.5 âåëè÷èíà

|f(0)|+ sup
w∈Bm

|∇f(w)|(1− |w|2)

37



ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé íîðìîé íà ïðîñòðàíñòâå B(Bm). Òàêæå íàïîì-
íèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ∈ B(Bm) âåðíà ïîòî÷å÷íàÿ îöåíêà

(3.2.1) |f(w)| 6 |f(0)|+ C log
1

1− |w|2
äëÿ âñåõ w ∈ Bm.

3.2.2 Ïðîñòðàíñòâà Õàðäè

Ïóñòü g ∈ H(B1) è 0 < q < ∞. Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå 1.1.1 íîðìà
‖g‖q

Hq(B1)
ýêâèâàëåíòíà ñóììå

|g(0)|q +

∫
∂B1

 1∫
0

|g′(rξ)|2(1− r)dr


q
2

dσ1(ξ),

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóììå

|g(0)|q +

∫
∂B1

 1∫
0

|rg′(rξ)|2(1− r)dr


q
2

dσ1(ξ).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ H(Bn). Äëÿ ζ ∈ ∂Bn ñðåç-ôóíêöèÿ
fζ ∈ H(B1) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì fζ(λ) = f(λζ), λ ∈ B1. Îòìåòèì,
÷òî Rf(λζ) = λf ′ζ(λ) äëÿ âñåõ f ∈ H(Bn), λ ∈ B1, ζ ∈ ∂Bn. Òàêèì
îáðàçîì, èíòåãðèðóÿ ïî ñðåçàì (ñì. òåîðåìó 2.2.6), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.2.1 (ñð. ñ òåîðåìîé 3.1 èç [7]). Ïóñòü q > 0 è n ∈ N.
Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C1, C2 > 0 òàêèå, ÷òî

C1‖f‖q
Hq(Bn) 6 |f(0)|q +

∫
∂Bn

 1∫
0

|Rf(rζ)|2(1− r)dr


q
2

dσn(ζ)

6 C2‖f‖q
Hq(Bn)

äëÿ âñåõ f ∈ H(Bn).
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3.3 Èìïëèêàöèè îáùåãî õàðàêòåðà

Ïóñòü n, m ∈ N è p > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ãèïåðáîëè÷åñêèé êëàññ Õàðäè
Hp

h = Hp
h(Bn, Bm) ñîñòîèò èç ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : Bn → Bm,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

sup
06r<1

∫
∂Bn

βp
m(ϕ(rζ), 0) dσn(ζ) <∞,

ãäå βm îáîçíà÷àåò ìåòðèêó Áåðãìàíà íà åäèíè÷íîì øàðå Bm. Áåçóñëîâ-
íî, êëàññ Hp

h íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Êëàññû Hp
h(Bn, Bm), p > 0, ââ¼ë

Ñ. ßìàøèòà [32]. Îòìåòèì, ÷òî

βm(w, 0) =
1

2
log

1 + |w|
1− |w|

, w ∈ Bm.

Ïîýòîìó ϕ ∈ Hp
h(Bn, Bm) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sup
06r<1

∫
∂Bn

(
log

e

1− |ϕ(rζ)|2

)p

dσn(ζ) <∞

èëè âûïîëíåíî ýêâèâàëåíòíîå ñâîéñòâî

sup
06r<1

∫
∂Bn

(
log

1

1− |ϕ(rζ)|2

)p

dσn(ζ) <∞.

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè íà îòîáðàæåíèå ϕ äîïîëíèòåëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ íå íàêëàäûâàþòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1. Ïóñòü 0 < p < ∞ è îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:∫
∂Bn

 1∫
0

|Rϕ(rζ)|2

(1− |ϕ(rζ)|2)2 (1− r) dr

p

dσn(ζ) <∞;(3.3.1)

îïåðàòîð Cϕ : B(Bm) → H2p(Bn) îãðàíè÷åí;(3.3.2)
ϕ ∈ Hp

h(Bn, Bm).(3.3.3)

Òîãäà (3.3.1)⇒(3.3.2)⇒(3.3.3).
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Äîêàçàòåëüñòâî. (3.3.1)⇒(3.3.2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ B(Bm), ò.å.

|∇f(w)|(1− |w|2) 6 C, w ∈ Bm.

Òîãäà

|R(f ◦ ϕ)(z)| 6 |∇f(ϕ(z))||Rϕ(z)| 6 C|Rϕ(z)|
1− |ϕ(z)|2

, z ∈ Bn.

Ïîýòîìó f ◦ ϕ ∈ H2p(Bn) â ñèëó (3.3.1) è òåîðåìû 3.2.1. Òàêèì îáðàçîì,
ñâîéñòâî (3.3.2) èìååò ìåñòî ïî òåîðåìå î çàìêíóòîì ãðàôèêå.

(3.3.2)⇒(3.3.3) Ïóñòü êîíñòàíòà τ = τm,2p > 0 è ôóíêöèè Fx,
0 6 x 6 1, � ýòî êîíñòàíòà è ôóíêöèè, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ãàðàíòè-
ðóåò òåîðåìà 1.3.1 äëÿ ïîêàçàòåëÿ 2p. Èìååì ‖Fx‖B(Bm) 6 C, ïîýòîìó∫

∂Bn

|Fx ◦ ϕ(rζ)|2p dσn(ζ) 6 C äëÿ âñåõ 0 6 r < 1

â ñèëó ñâîéñòâà (3.3.3). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ôóáèíè è òåîðåìà 1.3.1
ãàðàíòèðóþò, ÷òî

C >

1∫
0

∫
∂Bn

|Fx ◦ ϕ(rζ)|2p dσn(ζ) dx

=

∫
∂Bn

1∫
0

|Fx(ϕ(rζ)|2p dx dσn(ζ)

> τ

∫
∂Bn

(
log

1

1− |ϕ(rζ)|2

)p

dσn(ζ)

äëÿ âñåõ 0 6 r < 1. Èòàê, ñâîéñòâî (3.3.3) âûïîëíåíî.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.2. Ïóñòü 0 < p < ∞ è îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(3.3.4) ϕ ∈ H2p
h (Bn, Bm).

Òîãäà èìååò ìåñòî ñâîéñòâî (3.3.2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ B(Bm). Òîãäà f ◦ ϕ ∈ H2p(Bn) â ñèëó
(3.3.4) è (3.2.1). Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî (3.3.2) âûïîëíåíî ïî òåîðåìå î
çàìêíóòîì ãðàôèêå.

Çàçîð ìåæäó óñëîâèÿìè (3.3.3) è (3.3.4) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñòàíäàðò-
íàÿ îöåíêà (3.2.1) íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ
êîìïîçèöèè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Áëîõà è Õàðäè. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
÷èñåë n, m ∈ N ðàâíîñèëüíîñòü ñâîéñòâ (3.3.1)�(3.3.3) áóäåò äîêàçàíà
èíûì ñïîñîáîì è ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îòîáðàæåíèå ϕ.

3.4 Ðåãóëÿðíûå îïåðàòîðû ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñò-
ðàíñòâàõ Õàðäè

Íàïîìíèì, ÷òî èìïëèêàöèÿ (3.3.1)⇒(3.3.2) ñëåäóåò èç îöåíêè

|R(f ◦ ϕ)(z)| 6 |∇f(ϕ(z))||Rϕ(z)|, z ∈ Bn.

Åñëè m = 1, òî äàííàÿ îöåíêà ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïîýòîìó îá-
ðàòíóþ èìïëèêàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ òåîðåìû 0.1.1:

Ëåììà 3.4.1 ([27, ïðåäëîæåíèå 5.4]). Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f , g ∈
B(B1) òàêèå, ÷òî

|f ′(z)|+ |g′(z)| > 1

1− |z|2
äëÿ âñåõ z ∈ B1.

Îäíàêî, ïðè m > 2 àíàëîãè ëåììû 3.4.1 íå èìåþò î÷åâèäíûõ ïðèëî-
æåíèé ê äîêàçàòåëüñòâó èìïëèêàöèè (3.3.2)⇒(3.3.3). ×òîáû ïðåîäîëåòü
ñõîäíóþ ïðîáëåìó, âîçíèêàþùóþ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îá îïåðàòîðàõ
êîìïîçèöèè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Áëîõà è BMOA, áîëåå çàìûñëîâàòûå
òåñòîâûå ôóíêöèè áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòå [11], ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
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ðàññìàòðèâàåìîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm îáëàäàåò ðå-
ãóëÿðíîcòüþ ñëåäóþùåãî òèïà:

(3.4.1)
ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû s ∈ (0, 1) è τ > 0, òàêèå ÷òî
|〈Rϕ(z), ϕ(z)〉| > τ |Rϕ(z)||ϕ(z)| ïðè s < |ϕ(z)| < 1.

Íà ñàìîì äåëå, â ñòàòüå [11] èñïîëüçîâàíî ôîðìàëüíî íåñêîëüêî ìåíåå
îãðàíè÷èòåëüíîå óñëîâèå. Åñëè èìååò ìåñòî ñâîéñòâî (3.4.1), òî áóäåì
ãîâîðèòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Áåçóñëîâíî, âñå ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ :

Bn → B1 ðåãóëÿðíû.
Ìîæíî ïûòàòüñÿ ìîäèôèöèðîâàòü ìåòîä èç ñòàòüè [11] è òàêèì ñïî-

ñîáîì äîêàçûâàòü, ÷òî (3.3.2) âëå÷¼ò (3.3.1) äëÿ ðåãóëÿðíîãî îòîáðàæå-
íèÿ ϕ. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä çàâåäîìî íå äàñò íèêàêîé ñâÿçè ñ (3.3.3) �
ñóùåñòâåííî áîëåå ÿâíûì ñâîéñòâîì, ÷åì óñëîâèå (3.3.1). Èñïîëüçóÿ â
êà÷åñòâå ìîòèâèðîâêè ðåçóëüòàòû Å. Ã. Êâîíà [21, 22], íèæå ìû íàïðÿ-
ìóþ ïîêàæåì, ÷òî (3.3.3) âëå÷¼ò (3.3.1), åñëè îòîáðàæåíèå ϕ ðåãóëÿðíî è
0 < p 6 1. Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå
ñõîæè ñ äîêàçàòåëüñòâàìè, ïðèâåä¼ííûìè â ñòàòüÿõ [21, 22]. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî p > 0 áóäåò èñïîëüçîâàíî èçìåí¼ííîå óñëîâèå (3.4.1), â êîòîðîì
ãðàäèåíò ∇ çàìåíÿåò ðàäèàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ R.

3.4.1 Îäíî ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå, äîñòàòî÷íîå äëÿ ðåãóëÿð-
íîñòè

Äëÿ äàííîãî s ∈ (0, 1) è ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : Bn → Bm

ïîëîæèì
Ωs(ϕ) = {z ∈ Bn : |ϕ(z)| > s}.

Äëÿ z ∈ Bn è 0 < r < 1 ïîëîæèì Ir(z) = {tz : r 6 t 6 1}; èíûìè
ñëîâàìè, Ir(z) � ýòî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè rz è z.
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Äëÿ z ∈ Bn è 0 < h < 1 íåêàñàòåëüíûé êîíóñ Jh(z) ⊂ Bn çàäà¼òñÿ
ðàâåíñòâîì

Jh(z) = {w ∈ Bn : |〈z, z − w〉| > h|z||z − w|}.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÷àñòè÷íî îáúÿñíÿåò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó ñâîé-
ñòâà (3.4.1).

Ëåììà 3.4.2 (ñð. ñ ëåììîé 2 èç [11]). Ïóñòü îòîáðàæåíèå ϕ : Bn →
Bm ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì, ïðè÷¼ì ϕ(0) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ
íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ s, h ∈ (0, 1) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:
äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ Ωs(ϕ) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r ∈ (0, 1), ÷òî
ϕ(Ir(z)) ⊂ Jh(ϕ(z)). Òîãäà

|〈ϕ(z),Rϕ(z)〉| > h

2
|ϕ(z)||Rϕ(z)| äëÿ âñåõ z ∈ Ωs(ϕ).

Èíûìè ñëîâàìè, ϕ � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî z ∈
Ωs(ϕ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(3.4.2) |〈ϕ(z),Rϕ(z)〉| < h

2
|ϕ(z)||Rϕ(z)|.

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.4.2) âëå÷¼ò óñëîâèå |Rϕ(z)| > 0. Óìåíüøàÿ
ïðè íåîáõîäèìîñòè r, c ó÷¼òîì íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Rϕ, èìååì

(3.4.3)
∣∣∣∣ (Rϕ1(ζ1), . . . ,Rϕm(ζm))

|(Rϕ1(ζ1), . . . ,Rϕm(ζm))|
− Rϕ(z)

|Rϕ(z)|

∣∣∣∣ 6 h

4
,

äëÿ âñåõ ζ1, . . . , ζm ∈ Ir(z), ãäå ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm).
Ôîðìóëà äëÿ ðàäèàëüíîé ïðîèçâîäíîé

Rϕ(w) = lim
ε→0

ϕ(w)− ϕ((1− ε)w)

ε

è òåîðåìà î ñðåäíåì, ïðèìåí¼ííàÿ ê ôóíêöèè ψ : s 7→ ψ(s) = ϕ(sz), s ∈
[r, 1], ãàðàíòèðóþò, ÷òî äëÿ w ∈ Ir(z) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

(3.4.4) ϕ(w) = ϕ(z) + (Rϕ1(ζ1), . . . ,Rϕm(ζm))
|w − z|
|z|

,
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ñ íåêîòîðûìè òî÷êàìè ζ1, . . . , ζm ∈ Ir(z).
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â âèäó ðàâåíñòâà (3.4.4), òî÷êà ϕ(w) íå ìîæåò

ïðèíàäëåæàòü êîíóñó Jh(ϕ(z)). Â ñàìîì äåëå, ó÷èòûâàÿ îöåíêè (3.4.2),
(3.4.3) è ñîîòíîøåíèå (3.4.4) ïîëó÷àåì∣∣∣∣〈 ϕ(z)

|ϕ(z)|
,
ϕ(z)− ϕ(w)

|ϕ(z)− ϕ(w)|

〉∣∣∣∣ =

∣∣∣∣〈 ϕ(z)

|ϕ(z)|
,

(Rϕ1(ζ1), . . . ,Rϕm(ζm))

|(Rϕ1(ζ1), . . . ,Rϕm(ζm))|

〉∣∣∣∣
6

∣∣∣∣〈 ϕ(z)

|ϕ(z)|
,
Rϕ(z)

|Rϕ(z)|

〉∣∣∣∣+ h

4
6

3

4
h.

Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå: îòîáðàæåíèå ϕ íå îòîáðàæàåò îòðåçîê Ir(z) â
êîíóñ Jh(ϕ(z)). Cëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå (3.4.2) íå âåðíî, ò.å. îòî-
áðàæåíèå ϕ ðåãóëÿðíî.

Îòìåòèì, ÷òî ëåììà 3.4.2 äàëåå íå èñïîëüçóåòñÿ, íî äà¼ò ãåîìåòðè÷åñ-
êîå óñëîâèå, äîñòàòî÷íîå äëÿ ðåãóëÿðíîñòè.

3.4.2 Ìîäåëü: îòîáðàæåíèå ϕ ðåãóëÿðíî è p = 1

Ëåììà 3.4.3. Ïóñòü ϕ : Bn → Bm ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ãîëîìîðôíûì
îòîáðàæåíèåì. Òîãäà∫

∂Bn

log
1

1− |ϕ(ρζ)|2
dσn(ζ)− log

1

1− |ϕ(0)|2

> C

∫
∂Bn

1∫
0

ρ2|Rϕ(ρrζ)|2

(1− |ϕ(ρrζ)|2)2 (1− r)r dr dσn(ζ)

äëÿ âñåõ 0 < ρ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ u ∈ C2(Bn) ïîëîæèì uρ(z) = u(ρz), 0 < ρ < 1.
Ôîðìóëà Ãðèíà ãàðàíòèðóåò, ÷òî

(3.4.5)
∫

∂Bn

u(ρζ) dσn(ζ)− u(0) = C

∫
Bn

G(z)∆uρ(z) dνn(z), 0 < ρ < 1,
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ãäå νn îáîçíà÷àåò íîðìèðîâàííóþ ìåðó Ëåáåãà íà åäèíè÷íîì øàðå Bn,

∆ = 4
n∑

k=1

∂2

∂zk∂zk

� âåùåñòâåííûé ëàïëàñèàí è G(z) � ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ åäèíè÷íîãî
øàðà Bn, ò.å.

G(z) = log
1

|z|
, n = 1;

G(z) = |z|2−2n − 1, n > 2.

Îòìåòèì, ÷òî ∆uρ(z) = ρ2∆u(ρz). Íèæå ðàâåíñòâî (3.4.5) èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ u = log

1

1− 〈ϕ, ϕ〉
.

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

∂2

∂zk∂zk
log

1

1− 〈ϕ, ϕ〉
=

∣∣∣ ∂ϕ
∂zk

∣∣∣2 (1− |ϕ|2) +
∣∣∣〈 ∂ϕ

∂zk
, ϕ〉
∣∣∣2

(1− |ϕ|2)2

äëÿ k = 1, . . . , n. Îòìåòèì, ÷òî

(3.4.6)
n∑

k=1

∣∣∣∣ ∂ϕ∂zk

∣∣∣∣2 > |Rϕ|2;

(3.4.7)

n∑
k=1

∣∣∣∣〈 ∂ϕ∂zk
, ϕ〉
∣∣∣∣2 >

n∑
k=1

∣∣∣∣〈zk
∂ϕ

∂zk
, ϕ〉
∣∣∣∣2

>
1

n

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

〈zk
∂ϕ

∂zk
, ϕ〉

∣∣∣∣∣
2

=
|〈Rϕ, ϕ〉|2

n
.

Ïóñòü s ∈ (0, 1) è τ > 0 � ýòî êîíñòàíòû, ñóùåñòâóþùèå â ñèëó ñâîéñò-
âà (3.4.1). Åñëè |ϕ(z)| 6 s, òî èìååì

∆ log
1

1− |ϕ(z)|2
> Cs

|Rϕ(z)|2

(1− |ϕ(z)|2)2 .
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Åñëè s < |ϕ(z)| < 1, òî ñâîéñòâà (3.4.1), (3.4.6) è (3.4.7) ãàðàíòèðóþò, ÷òî

∆ log
1

1− |ϕ(z)|2
> 4

|Rϕ(z)|2(1− |ϕ(z)|2) + τ2

n |Rϕ(z)|2|ϕ(z)|2

(1− |ϕ(z)|2)2

> Cs,τ
|Rϕ(z)|2

(1− |ϕ(z)|2)2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

(3.4.8) ∆ log
1

1− |ϕρ(z)|2
> C

ρ2|Rϕ(ρz)|2

(1− |ϕ(ρz)|2)2 .

Îòìåòèì, ÷òîG(z) > (1−|z|)|z|2−2n äëÿ âñåõ z ∈ Bn. Îáúåäèíÿÿ ñâîéñòâà
(3.4.5) è (3.4.8), à òàêæå èíòåãðèðóÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.4. Ïóñòü p = 1 è ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ϕ :

Bn → Bm ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Òîãäà (3.3.1)⇔(3.3.2)⇔(3.3.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3.3.3). Òîãäà∫
∂Bn

1∫
0

|Rϕ(rζ)|2

(1− |ϕ(rζ)|2)2 (1− r)r dr dσn(ζ) <∞,

â ñèëó ëåììû 3.4.3 è ëåììû Ôàòó. Èòàê, (3.3.3) âëå÷¼ò (3.3.1). Îñòà¼òñÿ
ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3.3.1.

3.4.3 Câîéñòâî (3.3.3) è ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ

Äëÿ ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : Bn → Bm ïîëîæèì

Φ(z) = log
e

1− |ϕ(z)|2
, z ∈ Bn.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàäèàëüíûå ïðåäåëû ϕ∗(ζ) = limr→1− ϕ(rζ) ñóùåñòâóþò
â σn-ïî÷òè êàæäîé òî÷êå ñôåðû ∂Bn. Ïî ëåììå Ôàòó

(3.4.9)
∫

∂Bn

(Φ∗(ζ))p dσn(ζ) 6 sup
06r<1

∫
∂Bn

Φp(rζ) dσn(ζ)
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äëÿ âñåõ p > 0. Èòàê, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (3.3.3), òî

(3.4.10)
∫

∂Bn

(
log

e

1− |ϕ∗(ζ)|2

)p

dσn(ζ) <∞.

Ñôîðìóëèðîâàííîå íèæå ïðåäëîæåíèå 3.4.6 ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà
(3.4.9) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè p > 1. Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå (3.4.10)
ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâàì (3.3.1�3.3.3), åñëè îòîáðàæåíèå ϕ ðåãóëÿðíî è
p = 1.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ L1(∂Bn) èíòåãðàë Ïóàññîíà P [f ] çàäà¼òñÿ ðàâåíñò-
âîì

(3.4.11)

P [f ](z) =

∫
∂Bn

P (z, ζ)f(ζ) dσn(ζ)

=

∫
∂Bn

1− |z|2

|z − ζ|2n
f(ζ) dσn(ζ), z ∈ Bn.

Ëåììà 3.4.5. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðô-
íûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φ∗ ∈ L1(∂Bn). Òîãäà

Φ(z) 6 P [Φ∗](z) äëÿ âñåõ z ∈ Bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Φ∗ ∈ L1(∂Bn), òî |ϕ∗(ζ)| < 1 äëÿ σn-ïî÷òè
âñåõ òî÷åê ζ ∈ ∂Bn. Äëÿ 0 6 x < 1 èìååì

log
e

1− x2 = 1 +
∞∑

k=1

akx
2k,

ãäå ak = 1
k > 0. Òàêèì îáðàçîì,

(3.4.12)

P [Φ∗](z) = 1 +

∫
∂Bn

P (z, ζ)

(
lim

K→∞

K∑
k=1

ak|ϕ∗(ζ)|2k

)
dσn(ζ)

= 1 + lim
K→∞

K∑
k=1

ak

∫
∂Bn

P (z, ζ)|ϕ∗(ζ)|2k dσn(ζ), z ∈ Bn,
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â ñèëó òåîðåìû î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè.
Ïðè k ∈ N ôóíêöèÿ |ϕ(z)|2k ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé è îãðàíè÷åí-

íîé. Ñëåäîâàòåëüíî,

(3.4.13) P [|ϕ∗|2k](z) > |ϕ(z)|2k, z ∈ Bn.

Îáúåäèíÿÿ ñâîéñòâà (3.4.12) è (3.4.13), ïîëó÷àåì

P [Φ∗](z) > 1 + lim
K→∞

K∑
k=1

ak|ϕ(z)|2k = log
e

1− |ϕ(z)|2
, z ∈ Bn,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.6. Ïóñòü p > 1 è îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì. Òîãäà∫
∂Bn

(
log

e

1− |ϕ∗(ζ)|2

)p

dσn(ζ) = sup
06r<1

∫
∂Bn

(
log

e

1− |ϕ(rζ)|2

)p

dσn(ζ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p > 1. Â ñèëó ñâîéñòâà (3.4.9), íå óìàëÿÿ îáù-
íîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Φ∗ ∈ Lp(∂Bn) ⊂ L1(∂Bn). Ëåììà 3.4.5
ãàðàíòèðóåò, ÷òî

‖Φr‖Lp(∂Bn) 6 ‖(P [Φ∗])r‖Lp(∂Bn), 0 6 r < 1.

Òàêæå èìååì

‖(P [Φ∗])r‖Lp(∂Bn) 6 ‖Φ∗‖Lp(∂Bn), 0 6 r < 1,

òàê êàê p > 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
06r<1

∫
∂Bn

(
log

e

1− |ϕ(rζ)|2

)p

dσn(ζ) 6
∫

∂Bn

(
log

e

1− |ϕ∗(ζ)|2

)p

dσn(ζ).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.4.9) äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ çàâåðøåíî.
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3.4.4 Îòîáðàæåíèå ϕ ðåãóëÿðíî è 0 < p 6 1

Âû÷èñëåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.4.3, ãàðàíòè-
ðóþò, ÷òî Φ � ýòî ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
Φp òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ïðè p > 1. Íà ñàìîì äåëå, Φp �
ýòî ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ âñåõ p > 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
0 < p < 1. Äëÿ k = 1, . . . , n íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî

1

p

∂2Φp

∂zk∂zk
= (p− 1)

(
log

e

1− |ϕ|2

)p−2
∣∣∣〈 ∂ϕ

∂zk
, ϕ〉
∣∣∣2

(1− |ϕ|2)2

+

(
log

e

1− |ϕ|2

)p−1
∣∣∣ ∂ϕ
∂zk

∣∣∣2 (1− |ϕ|2) +
∣∣∣〈 ∂ϕ

∂zk
, ϕ〉
∣∣∣2

(1− |ϕ|2)2 .

×òîáû îöåíèòü ñíèçó ïîëó÷åííóþ ñóììó, çàìåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå íà

(p− 1)

(
log

e

1− |ϕ|2

)p−1
∣∣∣〈 ∂ϕ

∂zk
, ϕ〉
∣∣∣2

(1− |ϕ|2)2 .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

(3.4.14) ∂2Φp

∂zk∂zk
> p

(
log

e

1− |ϕ|2

)p−1
∣∣∣ ∂ϕ
∂zk

∣∣∣2 (1− |ϕ|2) + p
∣∣∣〈 ∂ϕ

∂zk
, ϕ〉
∣∣∣2

(1− |ϕ|2)2 .

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Φp ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà
p > 0.

Ëåììà 3.4.7. Ïóñòü 0 < p <∞ è îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm ÿâëÿåòñÿ
ãîëîìîðôíûì. Äëÿ 0 < ρ < 1 ðàññìîòðèì ðàäèàëüíóþ ìàêñèìàëüíóþ
ôóíêöèþ

MΦρ
(ζ) = sup

06r<1
Φρ(rζ) = sup

06r<1
log

e

1− |ϕ(ρrζ)|2
, ζ ∈ ∂Bn.

Òîãäà ∫
∂Bn

Mp
Φρ

(ζ) dσn(ζ) 6 C

∫
∂Bn

Φp
ρ(ζ) dσn(ζ), 0 < ρ < 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòð ρ ∈ (0, 1). Ïîëîæèì uρ(z) =

Φ
p
2 (ρz). Òîãäà uρ ∈ C(Bn) è uρ � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â øàðå

Bn. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ uρ(z) îöåíèâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà
P [uρ](z), z ∈ Bn. Òàêèì îáðàçîì,∫

∂Bn

M 2
uρ

(ζ) dσn(ζ) 6
∫

∂Bn

M 2
P [uρ](ζ) dσn(ζ)

6 C

∫
∂Bn

u2
ρ(ζ) dσn(ζ)

= C

∫
∂Bn

Φp(ρζ) dσn(ζ)

ïî òåîðåìå î ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè.
Ñëåäñòâèå 3.4.8 (ñð. ñ ïðåäëîæåíèåì 3.4.6). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n,m ∈
N, p > 0 è ϕ ∈ Hp

h(Bn, Bm). Òîãäà∫
∂Bn

(
log

e

1− |ϕ∗(ζ)|2

)p

dσn(ζ) = sup
06r<1

∫
∂Bn

(
log

e

1− |ϕ(rζ)|2

)p

dσn(ζ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì
MΦ(ζ) = sup

06r<1
log

e

1− |ϕ(rζ)|2
, ζ ∈ ∂Bn.

ÈìååìMp
Φ(ζ) = limρ→1−M

p
Φρ

(ζ) è ϕ ∈ Hp
h(Bn, Bm). Ñëåäîâàòåëüíî,Mp

Φ ∈
L1(∂Bn) â ñèëó ëåììû 3.4.7 è ëåììû Ôàòó. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ñëåäñòâèÿ ïðèìåíèì òåîðåìó Ëåáåãà î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñ-
òè.
Ëåììà 3.4.9. Ïóñòü 0 < p 6 1 è ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Bn →
Bm ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Òîãäà∫

∂Bn

 1∫
0

|Rϕρ(rζ)|2

(1− |ϕρ(rζ)|2)2 (1− r)r dr

p

dσn(ζ)

6 C

∫
∂Bn

(
log

e

1− |ϕρ(ζ)|2

)p

dσn(ζ)
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äëÿ âñåõ 0 < ρ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p = 1, òî ïðèìåíèìà ëåììà 3.4.3. Ïîýòîìó ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî 0 < p < 1. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà (3.4.14), (3.4.1), (3.4.6) è
(3.4.7), ïîëó÷àåì

∆Φp > Cs,τ,p

(
log

e

1− |ϕ|2

)p−1 |Rϕ|2

(1− |ϕ|2)2 ,

ãäå s ∈ (0, 1) è τ > 0 � ýòî êîíñòàíòû, ôèãóðèðóþùèå â ñâîéñòâå (3.4.1).

Ïóñòü 0 < ρ < 1. Òîãäà ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ãàðàíòèðóåò, ÷òî

(3.4.15) Φ1−p
ρ (z)∆Φp

ρ(z) > C
|Rϕρ(z)|2

(1− |ϕρ(z)|2)2 , z ∈ Bn.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãðèíà (3.4.5), èìååì

(3.4.16)

∫
∂Bn

Φp
ρ(ζ) dσn(ζ) > C

∫
Bn

G(z)∆Φp
ρ(z) dνn(z)

> C

∫
Bn

1− |z|
|z|2n−2∆Φp

ρ(z) dνn(z).

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îöåíêó (3.4.15), îïðåäåëåíèå ôóíêöèè
MΦρ

, íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ëåììó 3.4.7 è íåðàâåíñòâî (3.4.16), ïîëó÷àåì
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ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

C

∫
∂Bn

 1∫
0

|Rϕρ(rζ)|2

(1− |ϕρ(rζ)|2)2 (1− r)r dr

p

dσn(ζ)

6
∫

∂Bn

 1∫
0

Φ1−p
ρ (rζ)∆Φp

ρ(rζ)(1− r)r dr

p

dσn(ζ)

6
∫

∂Bn

M
(1−p)p
Φρ

(ζ)

 1∫
0

∆Φp
ρ(rζ)(1− r)r dr

p

dσn(ζ)

6

 ∫
∂Bn

Mp
Φρ

(ζ) dσn(ζ)

1−p ∫
∂Bn

1∫
0

∆Φp
ρ(rζ)(1− r)r dr dσn(ζ)

p

6 C

 ∫
∂Bn

Φp
ρ(ζ) dσn(ζ)

1−p ∫
Bn

1− |z|
|z|2n−2∆Φp

ρ(z) dνn(ζ)

p

6 C

∫
∂Bn

(
log

e

1− |ϕ(ρζ)|2

)p

dσn(ζ),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 3.4.10. Ïóñòü 0 < p 6 1 è ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ϕ :

Bn → Bm ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Òîãäà (3.3.1)⇔(3.3.2)⇔(3.3.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.3.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
(3.3.3) âëå÷¼ò (3.3.1). Èòàê, ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3.3.3). Òîãäà ëåì-
ìà 3.4.9 è ëåììà Ôàòó ãàðàíòèðóþò, ÷òî

∫
∂Bn

 1∫
0

|Rϕ(rζ)|2

(1− |ϕ(rζ)|2)2 (1− r)r dr

p

dσn(ζ) <∞.

Èíûìè ñëîâàìè, âûïîëíåíî óñëîâèå (3.3.1).
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3.4.5 ∇-ðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà p > 0 ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîñòè áóäåò ìîäè-
ôèöèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm íàçûâàåòñÿ ∇-ðåãóëÿðíûì,
åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû s ∈ (0, 1) è τ > 0, òàêèå ÷òî(

n∑
j=1

∣∣∣∣〈 ∂ϕ∂zj
(z), ϕ(z)〉

∣∣∣∣2
) 1

2

> τ |∇ϕ(z)||ϕ(z)| ïðè s < |ϕ(z)| < 1.

Áåçóñëîâíî, âñå ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : Bn → B1 ÿâëÿþòñÿ
∇-ðåãóëÿðíûìè. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
ϕ : B1 → Bm ÿâëÿåòñÿ ∇-ðåãóëÿðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
ðåãóëÿðíî.

Â äàííîì ðàçäåëå íàì ïîòðåáóåòñÿ Lp-îöåíêà, p > 1, äëÿ êëàññè÷åñêîé
g-ôóíêöèè Ëèòòëâóäà�Ïýëè.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ L1(∂Bn) g-ôóíêöèÿ Ëèòòëâóäà�Ïýëè çàäà¼òñÿ ðà-
âåíñòâîì

g(f)(ζ) =

 1∫
0

(1− r)|∇RP [f ](rζ)|2 dr


1
2

, ζ ∈ ∂Bn,

ãäå ∇R îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííûé ãðàäèåíò, P [f ] � èíòåãðàë Ïóàññîíà,
îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì (3.4.11).

Òåîðåìà 3.4.11 (ñì., íàïðèìåð, [5, ãëàâà IV, òåîðåìà 1]). Ïóñòü 1 <

p <∞ è f ∈ Lp(∂Bn). Òîãäà g(f) ∈ Lp(∂Bn) è

‖g(f)‖Lp(∂Bn) 6 Ap‖f‖Lp(∂Bn)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû Ap > 0.

Äàëåå, íàïîìíèì ÷òî

∆Φ = ∆ log
e

1− |ϕ|2
= 4

|∇ϕ|2(1− |ϕ|2) +
∑n

j=1

∣∣∣〈 ∂ϕ
∂zj
, ϕ〉
∣∣∣2

(1− |ϕ|2)2 .
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Åñëè ϕ � ýòî ∇-ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå, òî ïîëó÷àåì

∆Φ > Cs,τ
|∇ϕ|2

(1− |ϕ|2)2 ,

ñëåäîâàòåëüíî,

(3.4.17) ∆Φρ(z) > C
ρ2|∇ϕ(ρz)|2

(1− |ϕ(ρz)|2)2 = C
|∇ϕρ(z)|2

(1− |ϕρ(z)|2)2 , 0 < ρ < 1.

Ëåììà 3.4.12. Ïóñòü 0 < p < ∞ è ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
ϕ : Bn → Bm ÿâëÿåòñÿ ∇-ðåãóëÿðíûì. Òîãäà

∫
∂Bn

 1∫
0

|∇ϕρ(rζ)|2

(1− |ϕρ(rζ)|2)2 (1− r)r dr

p

dσn(ζ)

6 C

∫
∂Bn

(
log

e

1− |ϕρ(ζ)|2

)p

dσn(ζ)

äëÿ âñåõ 0 < ρ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè 0 < p 6 1, òî äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ðàññóæäå-
íèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.4.9, ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùèé àíàëîã îöåíêè
(3.4.15):

Φ1−p
ρ (z)∆Φp

ρ(z) > C
|∇ϕρ(z)|2

(1− |ϕρ(z)|2)2 , z ∈ Bn.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî p > 1. Çàôèêñèðóåì ρ ∈ (0, 1) è ïîëîæèì
φ = ϕρ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ g-ôóíêöèþ:

gh[φ](ζ) =

1∫
0

(1− r)
|∇φ(rζ)|2

(1− |φ(rζ)|2)2 dr, ζ ∈ ∂Bn.

Áåçóñëîâíî, gh[φ] ∈ Lp(∂Bn). Íèæå äëÿ îöåíêè íîðìû ôóíêöèè gh[φ] â
ïðîñòðàíñòâå Lp(∂Bn) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

‖gh[φ]‖Lp(∂Bn) = sup
f

∫
∂Bn

f(ζ)gh[φ](ζ) dσn(ζ),
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ãäå ñóïðåìóì âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìíîæåñòâó âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîëèíî-
ìîâ f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖f‖Lq(∂Bn) 6 1, 1

p + 1
q = 1. Çàôèêñèðóåì

òàêîé ïîëèíîì f . Ïóñòü F � ýòî ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì (â Cn) òàêîé,
÷òî F (ζ) = f(ζ) äëÿ âñåõ ζ ∈ ∂Bn. Èòàê, äëÿ z ∈ Bn ïîëèíîì F ñîâïàäàåò
ñ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà

∫
∂Bn

P (z, ζ)f(ζ) dσn(ζ).

Ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

|∇φ(z)|2
K∑

k=1

k

(
m∑

j=1

|φj(z)|2
)k−1

ñõîäÿòñÿ ê

|∇φ(z)|2

(1− |φ(z)|2)2

ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ øàðà Bn. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ âñåõ 0 < r 6 1

|∇φ(rz)|2

(1− |φ(rz)|2)2

ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé îò ïåðåìåííîé z ïðè r|z| < 1.
Òàêèì îáðàçîì,
(3.4.18)

|∇φ(r2ζ)|2

(1− |φ(r2ζ)|2)2 6
∫

∂Bn

P (rζ, ξ)
|∇φ(rξ)|2

(1− |φ(rξ)|2)2 dσn(ξ), 0 < r < 1.

Îòìåòèì, ÷òî P (rζ, ξ) = P (rξ, ζ). Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ r íà r2, èçìåíÿÿ
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ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è èñïîëüçóÿ îöåíêó (3.4.18), ïîëó÷àåì∫
∂Bn

f(ζ)gh[φ](ζ) dσn(ζ)

=

∫
∂Bn

f(ζ)

1∫
0

|∇φ(r2ζ)|2

(1− |φ(r2ζ)|2)2 (1− r2) dr2 dσn(ζ)

6 4

∫
∂Bn

1∫
0

∫
∂Bn

P (rξ, ζ)f(ζ) dσn(ζ)
|∇φ(rξ)|2

(1− |φ(rξ)|2)2 (1− r)r dr dσn(ξ)

=
2

n

∫
Bn

1− |z|
|z|2n−2F (z)

|∇φ(z)|2

(1− |φ(z)|2)2 dνn(z).

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó îöåíêè (3.4.17) èìååì

(3.4.19)
∫

∂Bn

f(ζ)gh[φ](ζ) dσn(ζ) 6 C

∫
Bn

G(z)F (z)∆Φρ(z) dνn(z),

ãäå G(z) � ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ åäèíè÷íîãî øàðà Bn. Òàê êàê ∆F = 0 â
øàðå Bn, òî

(3.4.20) F∆Φρ(z) = ∆(FΦρ)(z) +R(z), z ∈ Bn,

ãäå
R = −4

n∑
k=1

(
∂F

∂zk

∂Φρ

∂zk
+
∂F

∂zk

∂Φρ

∂zk

)
.

Âî-ïåðâûõ, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãðèíà ê ôóíêöèè FΦρ ∈ C2(Bn), ïî-
ëó÷àåì

C

∫
Bn

G(z)∆(FΦρ)(z) dνn(z) =

∫
∂Bn

f(ζ)Φρ(ζ) dσn(ζ)− F (0)Φ(0).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà∫
∂Bn

f(ζ)Φρ(ζ) dσn(ζ) 6 ‖f‖Lq(∂Bn)‖Φρ‖Lp(∂Bn).
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Òàêæå èìååì F (0)Φ(0) 6 ‖f‖L1(∂Bn)‖Φρ‖L1(∂Bn). Òàêèì îáðàçîì,

(3.4.21)

∣∣∣∣∣∣
∫
Bn

G(z)∆(FΦρ)(z) dνn(z)

∣∣∣∣∣∣ 6 C‖Φρ‖Lp(∂Bn).

Âî-âòîðûõ, ∣∣∣∣∂Φρ

∂zk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂Φρ

∂zk

∣∣∣∣ =

∣∣∣〈ρ ∂ϕ
∂zk

(ρz), ϕ(ρz)〉
∣∣∣

1− |ϕ(ρz)|2
,

ñëåäîâàòåëüíî,

|R(z)| 6 C|∇RF (z)| |∇φ(z)|
1− |φ(z)|2

, z ∈ Bn,

ãäå ∇R îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííûé ãðàäèåíò. Ïîýòîìó∫
Bn

G(z)|R(z)| dνn(z)

6 C

∫
∂Bn

1∫
0

√
1− r|∇RF (rζ)|

√
1− r

|∇φ(rζ)|
1− |φ(rζ)|2

dr dσn(ζ)

6 C

∫
∂Bn

1 ·

 1∫
0

(1− r)|∇RF (rζ)|2 dr


1
2 √

gh[φ] dσn(ζ).

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè 2p, q è 2p, ïîëó÷àåì
(3.4.22)∫

Bn

G(z)|R(z)|dνn(z)

6 C

 ∫
∂Bn

 1∫
0

(1− r)|∇RF (rζ)|2 dr


q
2

dσn(ζ)


1
q √

‖gh[φ]‖Lp(∂Bn)

6 C‖f‖Lq(∂Bn)

√
‖gh[φ]‖Lp(∂Bn)

â ñèëó Lq-îöåíêè äëÿ êëàññè÷åñêîé g-ôóíêöèè (ñì. òåîðåìó 3.4.11).
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Îáúåäèíÿÿ ñâîéñòâà (3.4.19), (3.4.20), (3.4.21) è (3.4.22), ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå íåðàâåíñòâî:

‖gh[φ]‖Lp(∂Bn) 6
(
‖Φρ‖Lp(∂Bn) +

√
‖gh[φ]‖Lp(∂Bn)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ‖Φρ‖Lp(∂Bn) > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

‖gh[φ]‖Lp(∂Bn) 6 C‖Φρ‖Lp(∂Bn),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 3.4.13. Ïóñòü 0 < p < ∞ è ϕ : Bn → Bm ÿâëÿåòñÿ
∇-ðåãóëÿðíûì ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì. Òîãäà (3.3.1)⇔(3.3.2)⇔
(3.3.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 3.4.12 è ëåììà Ôàòó ãàðàíòèðóþò, ÷òî óñëîâèå
(3.3.3) âëå÷¼ò ñâîéñòâî (3.3.1). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.3.1 äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû çàâåðøåíî.

3.5 Îïåðàòîðû ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðã-
ìàíà

Ïóñòü v : [0, 1) → [0,+∞) ÿâëÿåòñÿ òàêîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé, ÷òî∫ 1
0 v(ρ) dρ <∞. Âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà Aq

v(Bn), q > 0, ïî îïðå-
äåëåíèþ ñîñòîèò èç ôóíêöèé f ∈ H(Bn), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖q
Aq

v(Bn) =

1∫
0

v(ρ)

∫
∂Bn

|f(ρζ)|q dσn(ζ) dρ <∞.

Â ñôîðìóëèðîâàííîé íèæå òåîðåìå 3.5.1 äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷å-
íèÿ íà âåñîâóþ ôóíêöèþ v íå íàêëàäûâàþòñÿ. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî ïðîñòðàíñòâî Aq

v(Bn), q > 0, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ âåñüìà áîëüøèì, â
ñèëó ÷åãî îïåðàòîð êîìïîçèöèè Cϕ äåéñòâóåò èç B(Bm) â Aq

v(Bn) äëÿ
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ëþáîãî ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : Bn → Bm. Íàïðèìåð, ïóñòü
n = m. Òîãäà îïåðàòîð Cϕ âñåãäà äåéñòâóåò èç B(Bn) â B(Bn) (ñì. [29]).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ñèìâîëà ϕ îïåðàòîð Cϕ äåéñòâóåò èç B(Bn)

â Aq
w(Bn) ïðè w(ρ) = (1− ρ2)α−1, α > 0.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí â ñòàòüå [23] äëÿ n = m = 1 è

v(ρ) =
1

1− ρ2

(
log

e

1− ρ2

)−α

, α > 1.

Òåîðåìà 3.5.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðô-
íûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî 0 < p 6 1 è îòîáðàæåíèå ϕ ðåãóëÿðíî,
ëèáî 0 < p < ∞ è îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ∇-ðåãóëÿðíûì. Òîãäà
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

1∫
0

v(ρ)

∫
∂Bn

 1∫
0

|Rϕρ(rζ)|2

(1− |ϕρ(rζ)|2)2 (1− r) dr

p

dσn(ζ) dρ <∞;(3.5.1)

îïåðàòîð Cϕ : B(Bm) → A2p
v (Bn) îãðàíè÷åí;(3.5.2)

1∫
0

v(ρ)

∫
∂Bn

(
log

e

1− |ϕρ(ζ)|2

)p

dσn(ζ) dρ <∞.(3.5.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. (3.5.1)⇒(3.5.2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ B(Bm). Òîãäà
èìååì |∇f(w)|(1− |w|2) 6 C äëÿ âñåõ w ∈ Bm, ïîýòîìó

|R(f ◦ ϕρ)(rζ)| 6 |∇f(ϕρ(rζ))||Rϕρ(rζ)| 6
C|Rϕρ(rζ)|
1− |ϕρ(rζ)|2

äëÿ âñåõ 0 < r, ρ < 1, ζ ∈ ∂Bn.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.2.1 ê ôóíêöèÿì f ◦ϕρ, 0 < ρ < 1,
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ïîëó÷àåì∫
∂Bn

|f ◦ ϕρ(ζ)|2p dσn(ζ)

6 C|f(ϕρ(0))|2p + C

∫
∂Bn

 1∫
0

|R(f ◦ ϕρ)(rζ)|2(1− r) dr

p

dσn(ζ)

6 C|f(ϕ(0))|2p + C

∫
∂Bn

 1∫
0

|Rϕρ(rζ)|2

(1− |ϕρ(rζ)|2)2 (1− r) dr

p

dσn(ζ).

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó îòíîñèòåëüíî ìåðû v(ρ) dρ, 0 < ρ < 1,
ïîëó÷àåì f ◦ϕ ∈ A2p

v (Bn) â ñèëó (3.5.1). Èòàê, ñâîéñòâî (3.5.2) âûïîëíåíî
ïî òåîðåìå î çàìêíóòîì ãðàôèêå.

(3.5.2)⇒(3.5.3) Äëÿ ïðîâåðêè ýòîé èìïëèêàöèè äîñòàòî÷íî èñïîëüçî-
âàòü òåñòîâûå ôóíêöèè Fx, 0 6 x 6 1, ñóùåñòâóþùèå â ñèëó òåîðå-
ìû 1.3.1 äëÿ α = 0.

(3.5.3)⇒(3.5.1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < p 6 1 è îòîáðàæåíèå ϕ ðå-
ãóëÿðíî. Èíòåãðèðóÿ îòíîñèòåëüíî ìåðû v(ρ) dρ îöåíêó, ïîëó÷åííóþ â
ëåììå 3.4.9, ïîëó÷àåì

1∫
0

v(ρ)

∫
∂Bn

 1∫
0

|Rϕρ(rζ)|2

(1− |ϕρ(rζ)|2)2 (1− r)r dr

p

dσn(ζ) dρ <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâî (3.5.1) âûïîëíåíî â ýòîì ñëó÷àå. Åñëè 0 < p <

∞ è îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ∇-ðåãóëÿðíûì, òî äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü îöåíêó, ïîëó÷åííóþ â ëåììå 3.4.12.
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Ãëàâà 4

Îïåðàòîðû êîìïîçèöèè, çàäàííûå íà

ïðîñòðàíñòâax ðîñòà

4.1 Îïåðàòîðû ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâàõ Õàð-
äè

Äëÿ β > 0 ïðîñòðàíñòâî ðîñòà A−β(Bm) ñîñòîèò èç ôóíêöèé f ∈ H(Bm),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖A−β(Bm) = sup
w∈Bm

|f(w)|(1− |w|2)β <∞.

Â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ïðîñòðàíñòâî Áëîõà B(Bm) ìîæíî ñ÷èòàòü ïðî-
äîëæåíèåì øêàëû {A−β(Bm)}β>0 â êðàéíþþ òî÷êó β = 0. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íîðìà ‖f‖A−β(Bm) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþ-
ùåé âåñîâîé íîðìå Áëîõà:

‖f‖Bβ+1(Bm) = |f(0)|+ sup
z∈Bm

|∇f(z)|(1− |z|2)β+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñòåñòâåííî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå 3
äëÿ ïðîñòðàíñòâà Áëîõà, è ñõîäíûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ðîñòà.
Èòàê, â äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ îïåðàòîðû êîìïîçèöèè, äåéñòâóþùèå èç
ïðîñòðàíñòâ ðîñòà â ïðîñòðàíñòâà Õàðäè è Áåðãìàíà. Ðàññóæäåíèÿ áóäóò
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îñíîâàíû íà ñëåäóþùåé îáðàòíîé îöåíêå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ëåììû 1.2 èç ñòàòüè [14].

Ëåììà 4.1.1. Ïóñòü β > 0 è m ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè
Fj ∈ A−β(Bm), 1 6 j 6 J = J(m), òàêèå ÷òî

(4.1.1)
J∑

j=1

|Fj(z) >
1

(1− |z|2)β
, z ∈ Bm.

4.1.1 Ñòàíäàðòíûå èìïëèêàöèè

Ïðåäëîæåíèå 4.1.2. Ïóñòü β > 0, 0 < p < ∞ è îòîáðàæåíèå ϕ :

Bn → Bm ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1∫

0

|Rϕ(rζ)|2

(1− |ϕ(rζ)|2)2β+2 (1− r) dr ∈ Lp(∂Bn);(4.1.2)

îïåðàòîð Cϕ : A−β(Bm) → H2p(Bn) îãðàíè÷åí;(4.1.3)

sup
06r<1

∫
∂Bn

(
1

1− |ϕ(rζ)|2

)2pβ

dσn(ζ) <∞.(4.1.4)

Òîãäà (4.1.2)⇒(4.1.3)⇔(4.1.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4.1.2). Äëÿ f ∈ A−β(Bm)

ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

|∇f(w)| 6
C‖f‖A−β(Bm)

(1− |w|2)β+1

äëÿ âñåõ w ∈ Bm.
Ñëåäîâàòåëüíî,

|R(f ◦ ϕ)(z)| 6 |∇f(ϕ(z))||Rϕ(z)|

6
C‖f‖A−β(Bm)

(1− |ϕ(z)|2)β+1 |Rϕ(z)|

äëÿ âñåõ z ∈ Bn.
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Òàêèì îáðàçîì,
∫

∂Bn

 1∫
0

|R(f ◦ ϕ)(rζ)|2(1− r) dr

p

dσn(ζ) <∞

â ñèëó (4.1.2). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.2.1, ïîëó÷àåì f ◦ϕ ∈ H2p(Bn). Èòàê,
(4.1.2) âëå÷¼ò (4.1.3).

Èç îïðåäåëåíèé ïðîñòðàíñòâ A−β(Bm) è H2p(Bn) ñëåäóåò, ÷òî (4.1.4)
âëå÷¼ò (4.1.3). Íàêîíåö, (4.1.3) âëå÷¼ò (4.1.4) â ñèëó ëåììû 4.1.1.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóïðåìóì èç ñâîéñòâà (4.1.4)
ìîæíî âû÷èñëèòü â òåðìèíàõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.3. Ïóñòü q > 0 è îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì. Òîãäà

sup
06r<1

∫
∂Bn

(
1

1− |ϕ(rζ)|2

)q

dσn(ζ) =

∫
∂Bn

(
1

1− |ϕ∗(ζ)|2

)q

dσn(ζ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Ψ(z) = e(1 − |ϕ(z)|2)−1, z ∈ Bn. Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ‖Ψ∗‖Lq(∂Bn) < ∞. Òîãäà ‖Φ∗‖L1(∂Bn) < ∞,
ãäå Φ = log Ψ. Â ñèëó ëåììû 3.4.5 èìååì Φ(z) 6 P [Φ∗](z), z ∈ Bn.
Ñëåäîâàòåëüíî,∫

∂Bn

Ψq(rζ) dσn(ζ) =

∫
∂Bn

exp(qΦ(rζ)) dσn(ζ)

6
∫

∂Bn

exp

q ∫
∂Bn

Φ∗(ξ)P (rζ, ξ) dσn(ξ)

 dσn(ζ)

6
∫

∂Bn

∫
∂Bn

exp(qΦ∗(ξ))P (rζ, ξ) dσn(ξ)dσn(ζ)

=

∫
∂Bn

(Ψ∗(ξ))q dσn(ζ), 0 6 r < 1,
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â ñèëó íåðàâåíñòâà Éåíñåíà è òåîðåìû Ôóáèíè. Èòàê,

sup
06r<1

∫
∂Bn

(
1

1− |ϕ(rζ)|2

)q

dσn(ζ) 6
∫

∂Bn

(
1

1− |ϕ∗(ζ)|2

)q

dσn(ζ).

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó ëåììû Ôàòó.

4.1.2 Ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ â åäèíè÷íûé êðóã

Ïðåäëîæåíèå 4.1.4. Ïóñòü m = 1 â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 4.1.2.
Òîãäà ñâîéñòâà (4.1.2), (4.1.3) è (4.1.4) ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4.1.3). Â ñèëó ëåììû 4.1.1
ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Fj ∈ A−β−1(B1), 1 6 j 6 J , òàêèå ÷òî

(4.1.5)
J∑

j=1

|Fj(w)|2 >
1

(1− |w|2)2β+2 , w ∈ B1.

Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ fj ∈ H(B1) òàêóþ, ÷òî f ′j = Fj, 1 6 j 6 J .
Îòìåòèì, ÷òî ‖fj‖A−β(B1) 6 C‖Fj‖A−β−1(B1) <∞. Òàêèì îáðàçîì, fj ◦ϕ ∈
H2p(Bn) â ñèëó (4.1.3). Ñëåäîâàòåëüíî,

∞ >

J∑
j=1

‖fj ◦ ϕ‖2p
H2p(Bn)

> C

∫
∂Bn

J∑
j=1

 1∫
0

|f ′j(ϕ(rζ))|2|Rϕ(rζ)|2(1− r) dr

p

dσn(ζ)

> C

∫
∂Bn

 1∫
0

|Rϕ(rζ)|2

(1− |ϕ(rζ)|2)2β+2 (1− r) dr

p

dσn(ζ)

â ñèëó (4.1.5). Èòàê, (4.1.3) âëå÷¼ò (4.1.2). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 4.1.2.
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Ñëåäñòâèå 4.1.5. Ïóñòü K > 0 è îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → B1 ÿâëÿåòñÿ
ãîëîìîðôíûì. Òîãäà ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà

(4.1.6)
∫

∂Bn

 1∫
0

|Rϕ(rζ)|2

(1− |ϕ(rζ)|2)2+δ
(1− r) dr

K/δ

dσn(ζ) <∞

íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà δ > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.1.4 ñâîéñòâî

sup
06r<1

∫
∂Bn

(
1

1− |ϕ(rζ)|2

)K

dσn(ζ) <∞

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (4.1.6) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà δ > 0.

4.1.3 Îòîáðàæåíèå ϕ ðåãóëÿðíî

Ïðè m > 2 ëåììà 4.1.1 íå èìååò î÷åâèäíûõ ïðèëîæåíèé ê äîêàçà-
òåëüñòâó èìïëèêàöèè (4.1.3)⇒(4.1.2). Ïîýòîìó íèæå ðàññóæäåíèÿ áóäóò
ïðîâåäåíû ïî àíàëîãèè ñ ïðîñòðàíñòâîì Áëîõà: áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
(4.1.4) âëå÷¼ò (4.1.2) äëÿ ðåãóëÿðíîãî è ∇-ðåãóëÿðíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Ïîëîæèì
Ψ = (1− 〈ϕ, ϕ〉)−1.

Òàê êàê ôóíêöèÿΨα ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α > 0,
òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àíàëîã ëåììû 3.4.7:

Ëåììà 4.1.6. Ïóñòü 0 < p <∞ è îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm ÿâëÿåòñÿ
ãîëîìîðôíûì. Äëÿ 0 < ρ < 1 ðàññìîòðèì ðàäèàëüíóþ ìàêñèìàëüíóþ
ôóíêöèþ

MΨρ
(ζ) = sup

06r<1
Ψρ(rζ) = sup

06r<1

1

1− |ϕ(ρrζ)|2
, ζ ∈ ∂Bn.

Òîãäà
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∫
∂Bn

Mp
Ψρ

(ζ) dσn(ζ) 6 C

∫
∂Bn

Ψp
ρ(ζ) dσn(ζ), 0 < ρ < 1.

Ëåììà 4.1.7. Ïóñòü β > 0, 0 < p 6 1 è ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
ϕ : Bn → Bm ðåãóëÿðíî. Òîãäà∫

∂Bn

 1∫
0

|Rϕρ(rζ)|2

(1− |ϕρ(rζ)|2)2β+2 (1− r)r dr

p

dσn(ζ)

6 C

∫
∂Bn

(
1

1− |ϕρ(ζ)|2

)2βp

dσn(ζ)

äëÿ âñåõ 0 < ρ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

∂2

∂zk∂zk
Ψ2βp = 2βp

∣∣∣ ∂ϕ
∂zk

∣∣∣2 (1− |ϕ|2) + (2βp+ 1)
∣∣∣〈 ∂ϕ

∂zk
, ϕ〉
∣∣∣2

(1− |ϕ|2)2βp+2 .

äëÿ k = 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà (3.4.6), (3.4.7) è
(3.4.1), ïîëó÷àåì

∆Ψ2βp > C
|Rϕ|2

(1− |ϕ|2)2βp+2 ,

ãäå C = Cs,τ > 0.
Ïóñòü 0 < ρ < 1. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ãàðàíòèðóåò, ÷òî

(4.1.7) Ψ2β(1−p)
ρ (z)∆Φ2βp

ρ (z) > C
|Rϕρ(z)|2

(1− |ϕρ(z)|2)2β+2

äëÿ âñåõ z ∈ Bn.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ôîðìóëû Ãðèíà (3.4.5) èìååì

(4.1.8)

∫
∂Bn

Ψ2βp
ρ (ζ) dσn(ζ) > C

∫
Bn

G(z)∆Φ2βp
ρ (z) dνn(z)

> C

∫
Bn

1− |z|
|z|2n−2∆Φ2βp

ρ (z) dνn(z)
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äëÿ âñåõ 0 < ρ < 1.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îöåíêó (4.1.7), îïðåäåëåíèå ôóíêöèèMΨρ

,
íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ëåììó 4.1.6 è íåðàâåíñòâî (4.1.8), ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

∫
∂Bn

 1∫
0

(1− r)
|Rϕρ(rζ)|2

(1− |ϕρ(rζ)|2)2r dr

p

dσn(ζ)

6
∫

∂Bn

 1∫
0

Ψ2β(1−p)
ρ (rζ)(1− r)∆Ψ2βp

ρ (rζ)r dr

p

dσn(ζ)

6
∫

∂Bn

M
(1−p)2βp
Ψρ

(ζ)

 1∫
0

(1− r)∆Ψ2βp
ρ (rζ)r dr

p

dσn(ζ)

6

 ∫
∂Bn

M 2βp
Ψρ

(ζ) dσn(ζ)

1−p ∫
∂Bn

1∫
0

(1− r)∆Ψ2βp
ρ (rζ)r dr dσn(ζ)

p

6 C

∫
∂Bn

(
1

1− |ϕρ(rζ)|2

)2βp

dσn(ζ),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.8. Ïóñòü β > 0, 0 < p 6 1 è ãîëîìîðôíîå îòîáðà-
æåíèå ϕ : Bn → Bm ðåãóëÿðíî. Òîãäà (4.1.2)⇔(4.1.3)⇔(4.1.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 4.1.7 è ëåììà Ôàòó ãàðàíòèðóþò, ÷òî (4.1.4)
âëå÷¼ò (4.1.2). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíÿåì ïðåäëîæå-
íèå 4.1.2.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ áóäåò îïóùåíî, òàê êàê äëÿ
åãî ïðîâåðêè äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 3.4.13.
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Ïðåäëîæåíèå 4.1.9. Ïóñòü β > 0, 0 < p <∞ è ãîëîìîðôíîå îòîáðà-
æåíèå ϕ : Bn → Bm ÿâëÿåòñÿ ∇-ðåãóëÿðíûì. Òîãäà

(4.1.2)⇔ (4.1.3)⇔ (4.1.4).

4.2 Îïåðàòîðû ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðã-
ìàíà

Ïóñòü âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ v : [0, 1) → [0,+∞) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-
þùåìó óñëîâèþ

1∫
0

v(ρ) dρ <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ òàêæå áóäåò îïóùåíî, òàê êàê
îíî âåñüìà ñõîæå ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 3.5.1.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.1. Ïóñòü β > 0 è îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → Bm

ãîëîìîðôíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî 0 < p 6 1 è îòîáðàæåíèå ϕ ðå-
ãóëÿðíî, ëèáî 0 < p < ∞ è îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ∇-ðåãóëÿðíûì.
Òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàâíîñèëüíû:

1∫
0

v(ρ)

∫
∂Bn

 1∫
0

|Rϕρ(rζ)|2

(1− |ϕρ(rζ)|2)2+2β
(1− r) dr

p

dσn(ζ) dρ <∞;

îïåðàòîð Cϕ : A−β(Bm) → A2p
v (Bn) îãðàíè÷åí;

1∫
0

v(ρ)

∫
∂Bn

(
1

1− |ϕ(ρζ)|2

)2pβ

dσn(ζ) dρ <∞.

Ïîäîáíî òåîðåìå 3.5.1, ñôîðìóëèðîâàííîå ïðåäëîæåíèå âûðîæäàåò-
ñÿ, åñëè âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà A2p

v (Bn) îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì
áîëüøèì.
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Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî m = 1. Åñëè v(ρ) = (1 − ρ2)α−1, α > 0,
òî Aq

v(Bn) � ýòî ñòàíäàðòíîå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà Aq
α(Bn).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôîðìóëà

‖f‖q
Aq

α(Bn) = |f(0)|q +

∫
Bn

|Rf(z)|q(1− |z|2)q+α−1 dνn(z)

çàäà¼ò íîðìó (êâàçèíîðìó ïðè 0 < q < 1) íà ïðîñòðàíñòâå Aq
α(Bn); ñì.,

íàïðèìåð, [10]. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.1.1 äëÿ m = 1, ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 4.2.2. Ïóñòü α, β > 0, 0 < p < ∞ è îòîáðàæåíèå
ϕ : Bn → B1 ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì. Òîãäà îïåðàòîð Cϕ äåéñòâóåò èç
A−β(B1) â A2p

α (Bn) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà∫
Bn

|Rϕ(z)|2p(1− |z|2)2p+α−1

(1− |ϕ(z)|2)2p+2βp
dνn(z) <∞.

Ñëåäñòâèå 4.2.3. Ïóñòü K, α > 0 è îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → B1

ãîëîìîðôíî. Òîãäà ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà

(4.2.1)
∫
Bn

|Rϕ(z)|δ(1− |z|2)δ+α−1

(1− |ϕ(z)|2)δ+K
dνn(z) <∞

íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà δ > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 4.2.1 è 4.2.2 ñâîéñòâî∫
Bn

(1− |z|2)α−1

(1− |ϕ(z)|2)K
dνn(z) <∞

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (4.2.1) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà δ > 0.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → B1 ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì è 0 6 δ1 < δ2.
Äëÿ ζ ∈ ∂Bn èìååì

|Rϕ(λζ)|(1− |λζ|2)
1− |ϕ(λζ)|2

=
|λ||ϕ′ζ(λ)|(1− |λ|2)

1− |ϕζ(λ)|2
6 1 äëÿ âñåõ λ ∈ B1
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ïî ëåììå Ïèêà�Øâàðöà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâî (4.2.1) ïðè δ = δ1

âëå÷¼ò ñâîéñòâî (4.2.1) ïðè δ = δ2. Ïîýòîìó èíòåðåñíî îòìåòèòü îáðàò-
íóþ èìïëèêàöèþ, èìåþùóþ ìåñòî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4.2.3.
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