
Санкт-Петербургское отделение Математического института
им. В. А. Стеклова Российской академии наук

На правах рукописи

Досполова Мария Каиржановна

Внутренние и смешанные объемы бесконечномерных
выпуклых компактов

Специальность 1.1.4. — Теория вероятностей и математическая статистика

Автореферат
диссертации на соискание учёной степени
кандидата физико-математических наук

Санкт-Петербург – 2025



Работа выполнена в ФГБУН Санкт-Петербургское отделение Математического института
им. В. А. Стеклова Российской академии наук.

Научный руководитель:

Запорожец Дмитрий Николаевич,
доктор физико-математических наук, член-корреспондент РАН, заместитель директора по на-
учной работе ФГБУН Санкт-Петербургского отделения Математического института им. В. А.
Стеклова Российской академии наук.

Официальные оппоненты:

Колесников Александр Викторович,
доктор физико-математических наук, профессор факультета математики НИУ ВШЭ.

Рютин Константин Сергеевич,
кандидат физико-математических наук, доцент кафедры общих проблем управления механико-
математического факультета МГУ имени М.В. Ломоносова.

Ведущая организация:
ФГБУН Институт математики им. С. Л. Соболева Сибирского отделения Российской академии
наук.

Защита состоится в часов на заседании диссертационно-
го совета 24.1.207.02 при ФГБУН Санкт-Петербургское отделение Математического института
им. В. А. Стеклова Российской академии наук:
191023, Санкт-Петербург, наб. р. Фонтанки, д. 27, к. 311.

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке и на сайте ФГБУН Санкт-Петербургское
отделение Математического института им. В. А. Стеклова Российской академии наук,
https://www.pdmi.ras.ru/pdmi/diss-council-24.1.207.02/

Автореферат разослан 2025 г.

Учёный секретарь
диссертационного совета,
кандидат физико-
математических наук К. С. Рядовкин



3

Общая характеристика работы

Актуальность и степень разработанности темы исследования. Данная работа по-
священа изучению внутренних объемов выпуклых компактов с использованием вероятностного
подхода, а также их обобщений и аналогов.

Пусть K ⊂ Rd – непустое выпуклое компактное множество, dimK – размерность K (то
есть размерность наименьшего аффинного подпространства, содержащего K). Важнейшими
геометрическими характеристиками K являются его внутренние объемы V0(K), . . . , Vd(K), ко-
торые определяются как коэффициенты в формуле Штейнера (см., например, [36, соотноше-
ние 14.5]):

Vold(K + λBd) =
d∑

k=0

κd−kVk(K)λd−k, λ ⩾ 0, (1)

где через Vold(·) обозначен объем (d-мерная мера Лебега), Bk – это k-мерный единичный шар и
κk := Volk(Bk) = πk/2/Γ(k

2
+ 1) – это объем Bk (κ0 := 1). Другими словами, объем окрестности

представляется многочленом, коэффициенты которого зависят от множества K.

Формула Штейнера впервые возникла в трудах Штейнера [37]. Он вывел её для выпуклых
многогранников в пространствах R2 и R3. Сегодня эта формула представляет собой частный
случай более общей теоремы Минковского для смешанных объемов (см. соотношение (3) ниже).

Известен эквивалентный способ определения внутренних объемов с помощью формулы
Куботы [36, раздел 6.2] через средний объем проекции множества:

Vk(K) =

(
d

k

)
κd

κkκd−k

E Volk(ΠWk
(K)),

где Wk обозначает k-мерное случайное линейное подпространство в Rd, распределенное по мере
Хаара на грассманиане всех таких подпространств, и ΠWk

(K) – это ортогональная проекция K

на Wk.

При всех dimK < k ⩽ d выполнено Vk(K) = 0, и при k > d можем положить Vk(K) = 0.

Внутренние объемы играют важную роль в выпуклой геометрии (см., например, [35]). В
частности, можно показать [36, раздел 6.2], что Vd(·) – это d-мерный объем, Vd−1(·) – половина
площади поверхности для d-мерных выпуклых компактов, V1(·) – средняя ширина, с точностью
до постоянного множителя, и V0(·) ≡ 1.

Пусть Kd обозначает семейство всех непустых выпуклых компактов в Rd с метрикой Хау-
сдорфа dH . В работе [19] Хадвигер доказал следующий фундаментальный результат: для любой
непрерывной, инвариантной относительно сдвигов и вращений функции φ на Kd такой, что

φ(K ∪ L) = φ(K) + φ(L)− φ(K ∩ L), когда K,L,K ∪ L ∈ Kd,
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существуют константы c0, . . . , cd ∈ R, для которых

φ(K) =
d∑

k=0

ckVk(K), K ∈ Kd.

Здесь мы доопределяем φ(∅) = 0, Vk(∅) = 0, k = 0, 1, . . . , d, чтобы были корректно заданы
φ(K ∩ L), Vk(K ∩ L), K, L ∈ Kd.

Теорема Хадвигера демонстрирует значимость понятия внутренних объемов и является ос-
новным инструментом для доказательства многих результатов в стохастической геометрии [24].

Вместе с тем из-за удобного подбора нормировки в формуле (1) внутренние объемы обла-
дают еще одним примечательным свойством: они не зависят от размерности объемлющего про-
странства. Это означает, что при вложении K в RN при N ⩾ d, внутренние объемы останутся
такими же. Данное наблюдение объясняет термин “intrinsic volumes”, предложенный МакМал-
леном [28] и впоследствии переведенный на русский язык как “внутренние объемы”. Судаков [7]
и Шеве [11], используя последнее свойство, смогли обобщить понятие внутреннего объема на
случай бесконечномерного K следующим образом.

Пусть H – бесконечномерное сепарабельное гильбертово пространство. Тогда для произ-
вольного непустого выпуклого множества K ⊂ H определим Vk(K), k = 0, 1, . . . , формулой

Vk(K) = sup
K′⊂K

Vk(K
′) ∈ [0,∞], (2)

где супремум берется по всем конечномерным выпуклым компактным подмножествам K ′ в K.

Существует совсем немного результатов о внутренних объемах бесконечномерных мно-
жеств. Среди них для нас особый интерес будут представлять результаты Судакова [7] и Ци-
рельсона [8] о неожиданной и глубокой связи между внутренними объемами выпуклых компак-
тов и гауссовскими процессами. Идеи Судакова и Цирельсона получили дальнейшее развитие и
применение в работах [17; 23; 38] и др.

В первой части диссертации мы сконцентрируемся на бесконечномерных выпуклых мно-
жествах. Будет представлено обобщение теоремы Цирельсона на случай смешанных объемов, а
также будут получены версия теоремы Цирельсона для конических аналогов внутренних объе-
мов и бесконечномерная коническая формула Штейнера. Вместе с тем будет исследована про-
изводящая функция последовательности внутренних объемов бесконечномерного компакта.

Во второй части работы основным объектом изучения является выпуклый решетчатый
многогранник P ⊂ Rd, определяемый как выпуклая оболочка конечного множества точек цело-
численной решетки Zd. Для таких многогранников мы введем и исследуем дискретные аналоги
внутренних объемов, которые аппроксимируют Vk(nP ) при больших n. Также мы рассмотрим
понятие валюации Грассмана – функции, интересным образом обобщающей дискретный объем.

Цели и задачи диссертационной работы. Целью работы является исследование внут-
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ренних и смешанных объемов выпуклых компактов, их конических аналогов, а также их связи
с гауссовскими процессами.

Были решены следующие задачи:

1. Изучение свойств смешанных объемов бесконечномерных компактов и обобщение теоремы
Цирельсона на случай смешанных объемов.

2. Исследование аналогов внутренних объемов для выпуклых конусов, а также получение
конической версии теоремы Цирельсона и бесконечномерной конической формулы Штей-
нера.

3. Анализ производящей функции последовательности внутренних объемов бесконечномер-
ного компакта и их концентрации.

4. Введение и изучение дискретных аналогов внутренних объемов и обобщений дискретного
объема для решетчатых многогранников.

Основные положения, выносимые на защиту.

1. Представлено обобщение теоремы Цирельсона на случай смешанных объемов. С помо-
щью полученного результата вычислен смешанный объем замкнутых выпуклых оболочек
двух ортогональных спиралей Винера, тесно связанных с винеровским процессом. Анало-
гичный результат установлен для смешанного объема замкнутых выпуклых оболочек двух
ортогональных спиралей броуновского моста. Доказано обобщение известного неравенства
Александрова–Фенхеля на бесконечномерные выпуклые компакты.

2. Доказана коническая версия теоремы Цирельсона для так называемых углов Грассмана
бесконечномерных выпуклых конусов. Также получено обобщение на бесконечномерные
множества результата Гётце, Каблучко и Запорожца о связи углов Грассмана конической
оболочки множества с вероятностью поглощения нуля выпуклой оболочкой его гауссовско-
го образа (спектра). Доказана бесконечномерная коническая версия формулы Штейнера,
где вместо многочлена возникает ряд с коэффициентами, равными коническим внутрен-
ним объемам конуса.

3. Исследована производящая функция последовательности внутренних объемов бесконечно-
мерного выпуклого компакта. Изучены ее основные аналитические свойства, приведены
примеры. Получен результат о концентрации последовательности внутренних объемов.

4. Найдены дискретные аналоги внутренних объемов. В частности, показано, что они ап-
проксимируют соответствующие внутренние объемы nP при больших натуральных n для
решетчатых многогранников P . Также обнаружено одно обобщение, позволяющее связать
два классических подхода к определению дискретного объема: через подсчет количества
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точек решетки в многограннике и посредством суммирования телесных углов касательных
конусов к многограннику в этих точках. Таким обобщением служит сумма по целочис-
ленным точкам введенных в работе модифицированных углов Грассмана многогранника.
Изучены свойства этого обобщения и показано, что модифицированное определение грас-
смановых углов связано с исходным.

Методы. В настоящей диссертации используются разнообразные методы выпуклой гео-
метрии, теории вероятностей и математического анализа.

Научная новизна. Основные результаты работы, выносимые на защиту, являются но-
выми.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты диссертации носят теоре-
тический характер и могут быть использованы в различных областях теории вероятностей,
выпуклой геометрии и функционального анализа.

Степень достоверности, публикации и апробация результатов. Все полученные
в этой диссертационной работе результаты являются математически достоверными фактами.
Материалы диссертации опубликованы в статьях [2—5] в рецензируемых журналах, которые
входят в список рекомендованных ВАК.

Основные результаты по теме диссертации докладывались на Санкт-Петербургском Го-
родском семинаре по теории вероятностей и математической статистике под руководством ака-
демика РАН И. А. Ибрагимова (Санкт-Петербург, октябрь 2021 г., ноябрь 2022 г., ноябрь 2023 г.),
на семинаре «Stochastic Analysis and Applications» (Москва, ноябрь 2023 г.), на семинаре «Опти-
мальное управление и динамические системы» (Москва, декабрь 2024 г.), а также на следующих
конференциях:

• Conference «New Trends in Mathematical Stochastics» (Санкт-Петербург, 2021);

• Санкт-Петербургские зимние молодежные конференции по теории вероятностей и мате-
матической физике (Санкт-Петербург, 2021, 2022);

• Вторая конференция Математических центров России (Москва, 2022);

• Международная научная конференция «Предельные теоремы теории вероятностей и ма-
тематической статистики» (Ташкент, 2022);

• Школа-конференция по теории точечных процессов (Суздаль, 2022);

• China-Russia Symposium on Probability (Пекин, 2023);

• Третья конференция Математических центров России (Майкоп, 2023);

• Международная научная студенческая конференция (Новосибирск, 2023);

• Четвертая конференция Математических центров России (Санкт-Петербург, 2024);
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• Мини-конференция памяти В. Н. Судакова, посвященная 90-летию со дня его рождения
(Санкт-Петербург, 2024);

• Пятая конференция Математических центров России (Красноярск, 2025);

• Дни анализа в Сириусе: аппроксимация, оптимизация, восстановление данных и смежные
вопросы (Сириус, 2025);

• Stochastic & Integral Geometry and Related Fields conference (Ереван, 2025).

Личный вклад. Результаты работ [2—4] получены соискателем единолично. Статья [5]
выполнена в соавторстве с Д. Н. Запорожцем, который осуществлял общее руководство работой.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 4 глав, заклю-
чения и библиографии. Общий объем диссертации составляет 112 страниц текста, включая 1
рисунок. Библиография включает 68 наименований.

Благодарности. Автор выражает благодарность своему научному руководителю, Запо-
рожцу Дмитрию Николаевичу, за ценные советы, постоянную поддержку и помощь на всех
этапах работы над диссертацией.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации. Формулируются цели ра-
боты, методы, описываются степень достоверности и апробация результатов.

Первая глава посвящена изучению смешанных объемов бесконечномерных выпуклых
компактов. В частности, теорема Цирельсона о гауссовском представлении внутренних объемов
обобщается на смешанные объемы.

Минковский в 1911 году доказал [31], что для произвольных непустых выпуклых компак-
тов K1, . . . , Ks ⊂ Rd функционал Vold(λ1K1+. . .+λsKs) при λ1, . . . , λs ⩾ 0 является однородным
многочленом степени d с неотрицательными коэффициентами:

Vold(λ1K1 + . . .+ λsKs) =
s∑

i1=1

· · ·
s∑

id=1

λi1 . . . λidṼd(Ki1 , . . . , Kid). (3)

Коэффициенты Ṽd(Ki1 , . . . , Kid) являются однозначно определенными, если предположить, что
они симметричны относительно перестановок Ki1 , . . . , Kid . Коэффициент Ṽd(Ki1 , . . . , Kid) назы-
вается смешанным объемом Ki1 , . . . , Kid .

Теория смешанных объемов находит широкое применение в выпуклой и алгебраической
геометрии [1, глава 4], неравенствах [35] и теории гауссовских распределений [22].
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Несложно понять (см., например, [35, раздел 5.1]), что внутренние объемы являются част-
ными случаями смешанных, а именно верна формула

Vk(K) =

(
d
k

)
κd−k

Ṽd(K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸
k раз

,Bd, . . . ,Bd).

В работах [7], [8] Судаков и Цирельсон получили результаты о гауссовском представлении
внутренних объемов.

Будем называть центрированный гауссовский случайный процесс (ξ(h))h∈H , параметриче-
ским множеством которого является сепарабельное гильбертово пространство H, изонормаль-
ным, если его ковариационная функция имеет вид

cov(ξ(h), ξ(g)) = ⟨h, g⟩, (4)

где через ⟨·, ·⟩ обозначено скалярное произведение на H.

В своей работе [7, предложение 14] Судаков обнаружил связь между первым внутренним
объемом и супремумом изонормального процесса: для выпуклого компакта K ⊂ H выполнено

V1(K) =
√
2πE sup

h∈K
ξ(h). (5)

Позже Цирельсон [8, теорема 6] обобщил формулу (5). Пусть {ξi(h) : h ∈ H}, i = 1, . . . , k,
обозначают k независимых копий изонормального процесса. Тогда k-мерный спектр множества
K ⊂ H определяется как случайное множество вида

SpeckK := {(ξ1(h), . . . , ξk(h)) : h ∈ K} ⊂ Rk.

Для формулировки результата Цирельсона нам потребуется понятие GB-множества. Подмно-
жество K сепарабельного гильбертова пространства H называется GB-множеством, если су-
ществует модификация изонормального процесса с параметрическим множеством K, имеющая
ограниченные почти наверное реализации. Известно [7, теорема 1], что свойство выпуклого K

быть GB-множеством равносильно тому, что V1(K) < ∞. В последнем случае Vk(K) < ∞ для
всех k = 0, 1, . . . (см., например, [11]). Цирельсон доказал, что для выпуклого компактного
GB-множества K ⊂ H и всех k = 0, 1, . . . ,

Vk(K) =
(2π)k/2

k!κk

EVolk(SpeckK).

Заметим, что в Rd для всех непустых выпуклых компактов V1(K) < ∞, поэтому в конечномер-
ном случае нет необходимости предполагать GB-свойство, так как оно заведомо выполнено.

Основной результат этой главы – обобщение теоремы Цирельсона на смешанные объемы.
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Понятие смешанного объема для бесконечномерных выпуклых множеств вводится анало-
гично (2). Пусть K1, . . . , Kk – непустые выпуклые подмножества бесконечномерного сепарабель-
ного гильбертова пространства H. Тогда смешанный объем V (K1, . . . , Kk) множеств K1, . . . , Kk

определяется как

V (K1, . . . , Kk) = sup
K′

i⊂Ki

(
d
k

)
κd−k

Ṽd(K
′
1, . . . , K

′
k,Bd, . . . ,Bd︸ ︷︷ ︸

d−k раз

), (6)

где супремум берется по всем d ⩾ k и всем конечномерным выпуклым компактным подмноже-
ствам K ′

i ⊂ Ki, dimK ′
i ⩽ d, i = 1, . . . , k.

Теорема 1. Пусть k ∈ N фиксировано. Для выпуклых GB-компактов Ki ⊂ H, i = 1, . . . , k,
имеем

V (K1, . . . , Kk) =
(2π)k/2

k!κk

E Ṽk(SpeckK1, . . . , SpeckKk).

Как упоминалось ранее, в случае, когда Ki ⊂ Rd, i = 1, . . . , k, имеем V1(Ki) < ∞. Следо-
вательно, GB-свойство автоматически выполняется и его не нужно предполагать.

Далее с помощью полученного результата вычисляются смешанные объемы известных
бесконечномерных выпуклых компактов.

Напомним определение введенной Колмогоровым спирали Винера, являющейся важным
объектом функционального анализа [6]. Множество функций

S := {1[0,t](·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 1]

называется спиралью Винера.
Неудивительно, что спираль Винера тесно связана с классическим винеровским процессом.

Пусть {W (t) : t ⩾ 0} – стандартное броуновское движение. Рассмотрим двумерное стандартное
броуновское движение

{X(2)(t) = (W1(t),W2(t)) : t ⩾ 0},

где W1(t),W2(t) – независимые копии W (t). Глядя на определение S и свойство (4) изонормаль-
ного процесса, мы видим, что для замкнутой выпуклой оболочки K спирали Винера Spec2K по
распределению совпадает с выпуклой оболочкой броуновского движения {X(2)(t) : t ∈ [0, 1]}.

Пусть в L2[0, 2] заданы две спирали Винера S1 и S2:

S1 = {1[0,t](·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 2], S2 = {1[1+t,2](·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 2].

Соответствующие им замкнутые выпуклые оболочки обозначим через K1 и K2. В следующей
теореме вычисляется V (K1, K2).
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Теорема 2. Для замкнутых выпуклых оболочек K1 и K2 двух ортогональных спиралей Винера
имеем

V (K1, K2) = 2.

Помимо спирали Винера, подобным образом можно рассмотреть спираль броуновского
моста

S̊ := {1[0,t](·)− t : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 1].

Рассмотрим в L2[0, 2] две спирали броуновского моста S̊1 и S̊2:

S̊1 = {(1[0,t](·)− t)1[0,1](·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 2], S̊2 = {(1[1+t,2](·)− t)1[1,2](·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 2].

Пусть K̊1 и K̊2 – их замкнутые выпуклые оболочки. Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Для замкнутых выпуклых оболочек K̊1 и K̊2 двух ортогональных спиралей бро-
уновского моста имеем

V (K̊1, K̊2) =
π2

8
.

Также в первой главе получено обобщение широко известного неравенства Александрова–
Фенхеля (см., например, [35, раздел 7.3]) на случай смешанных объемов бесконечномерных вы-
пуклых компактов.

Теорема 4. Пусть K1, K2, . . . , Kk – непустые выпуклые компакты в H. Тогда

V 2(K1, K2, . . . , Kk) ⩾ V (K1, K1, K3, . . . , Kk)V (K2, K2, K3, . . . , Kk).

Во второй главе исследуются конические аналоги внутренних объемов. В том числе,
результаты Ф. Гётце, З. Каблучко и Д. Н. Запорожца [17] о гауссовских преобразованиях конусов
обобщаются на бесконечномерные конусы.

Будем называть множество C ⊆ Rd выпуклым конусом, если C замкнуто, выпукло и
для всех x ∈ C и λ ⩾ 0 выполнено λx ∈ C. Существуют два основных объекта с похожими
свойствами, которые являются аналогами внутренних объемов для выпуклых конусов: углы
Грассмана и конические внутренние объемы.

Углы Грассмана впервые были введены Грюнбаумом [18] как естественное обобщение те-
лесного угла. Пусть U – это случайный вектор, выбранный согласно равномерному распре-
делению на единичной сфере в линейной оболочке C в Rd (U ∈ linC ∩ Sd−1). Телесный угол
выпуклого конуса C ⊆ Rd определяется равенством α(C) := P[U ∈ C]. Для C = {0} полагаем
α({0}) = 1. Пусть, как и раньше, Wk – это k-мерное случайное линейное подпространство в Rd,
выбранное по мере Хаара на грассманиане всех таких подпространств. Определим k-й угол Грас-
смана выпуклого конуса C ⊆ Rd как вероятность того, что Wd−k пересекает C нетривиальным
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образом:

γk(C) := P[C ∩Wd−k ̸= {0}], k = 0, 1, . . . , d.

Заметим, что если C ⊂ Rd размерности d и C ̸= Rd, то

α(C) =
1

2
P[C ∩W1 ̸= {0}] = 1

2
γd−1(C).

В работе [18] Грюнбаум показал, что углы Грассмана γk, как и внутренние объемы и телесные
углы, не зависят от размерности объемлющего пространства: если вложить C ⊆ Rd в RN , где
N ⩾ d, то значения γk не изменятся. При всех k > d можем определить γk(C) := 0. Более того,
углы Грассмана, как и внутренние объемы, монотонны относительно включения множеств.

Понятие конических внутренних объемов возникает из конической версии формулы Штей-
нера, исследованной в работах [9; 20; 34; 39]: пусть C ⊆ Rd – выпуклый конус, тогда

P[dist2(Z,C) ⩽ λ] =
d∑

k=0

βk,d(λ)υk(C), λ ∈ [0, 1]. (7)

Здесь Z – вектор, равномерно распределенный на сфере Sd−1, dist(Z,C) = inf{∥Z−y∥ : y ∈ C} –
расстояние от Z до C, βk,d(·) – функция распределения бета-распределения с параметрами d−k

2

и d
2
. Коэффициенты υk(C) определяются однозначно равенством (7) и называются коническими

внутренними объемами C. При k > d положим υk(C) = 0. Конические внутренние объемы,
как и обычные, не зависят от размерности объемлющего пространства, но, в отличие от углов
Грассмана, не являются монотонными относительно включения множеств.

Конические внутренние объемы и углы Грассмана связаны линейным соотношением –
формулой Крофтона (см., например, [36, стр. 261]).

Аналогично (2), (6), можно ввести понятия углов Грассмана и конических внутренних
объемов для бесконечномерных выпуклых конусов. Будем называть выпуклым конусом или
просто конусом непустое замкнутое выпуклое множество C ⊆ H, для которого λC ⊆ C при
всех λ ⩾ 0.

Для k = 0, 1, . . . , определим k-й угол Грассмана конуса C ⊆ H формулой

γk(C) := sup
C′⊂C

γk(C
′),

где супремум берется по всем d ⩾ k и всем конечномерным выпуклым конусам C ′ ⊂ C, dimC ′ ⩽ d.
Сформулируем основные результаты данной главы.
Доказана коническая версия теоремы Цирельсона для углов Грассмана. Будем говорить,

что конус C является GBσ-конусом, если C представляется в виде счетного объединения GB-
множеств. Заметим, что для любого конечномерного конуса последнее выполнено.
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Теорема 5. Пусть C ⊂ H – GBσ-конус, k – некоторое фиксированное натуральное число,
m := min(dimC, k) < ∞. Тогда для всех j = 0, . . . ,m− 1 имеем

E[γj(SpeckC)] = γj(C).

Также получен результат о связи углов Грассмана конической оболочки множества с веро-
ятностью поглощения нуля выпуклой оболочкой его гауссовского образа (спектра). Пусть всюду
далее M обозначает произвольное множество, Int M – его внутренность, pos(M) – коническую
оболочку M , то есть наименьший выпуклый конус, содержащий M , а conv(M) – выпуклую
оболочку M (из контекста будет понятно, в каком пространстве рассматриваются приведенные
характеристики).

Теорема 6. Пусть k ∈ N фиксировано, M – подмножество в H такое, что pos(M) – GBσ-
конус, который не является линейным подпространством. Тогда

γk(pos(M)) = P[pos(SpeckM) = Rk] = P[0 ∈ Int conv(SpeckM)]. (8)

Замечание. Для любого бесконечномерного линейного пространства L вместо (8) при всех k =

0, 1, 2, . . . , имеем γk(L) = 1.

Кроме того, в этой главе доказана бесконечномерная коническая версия формулы Штейне-
ра, где вместо многочлена возникает ряд с коэффициентами, равными коническим внутренним
объемам конуса. Полученный результат, как и теорема Цирельсона, имеет гауссовскую природу
и формулируется в терминах изонормального процесса. Преимущество гауссовской версии перед
обычной в том, что гауссовскую меру можно рассмотреть на бесконечномерном пространстве,
в то время как равномерную – нельзя.

Определим конические внутренние объемы конуса C ⊆ H:

υk(C) :=
γk−1(C)− γk+1(C)

2
, k = 1, 2, . . . ; υ0(C) := 1− γ0(C) + γ1(C)

2
.

Обозначим через a+ := max(a, 0) для вещественного числа a.

Теорема 7. Пусть ξ(h) – изонормальный процесс на H, и подмножество M ⊂ H таково, что
conv(M) – GB-множество. Тогда для любого λ ∈ (0, 1)

E exp

(
1− λ−2

2
sup

h∈conv(M)\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

)
=

∞∑
k=0

λkυk(pos(M)).

Конечномерные варианты теорем 5, 6, 7 были получены Ф. Гётце, З. Каблучко и Д. Н.
Запорожцем в [17].

Третья глава посвящена изучению поведения последовательности внутренних объемов.
Среди ее ключевых особенностей мы выделим логарифмическую вогнутость и концентрацию.
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Последовательность a0, a1, a2 . . . , неотрицательных чисел называется логарифмически во-
гнутой, если a2k ⩾ ak−1ak+1 для всех k ⩾ 1. Если же для любого k ⩾ 1 выполняется неравенство
a2k ⩾

k+1
k
ak−1ak+1, то последовательность называется ультра логарифмически вогнутой.

В [16] Фавар обнаружил, что последовательность внутренних объемов конечномерного
компакта является ультра логарифмически вогнутой. Неравенство логарифмической вогнутости
легко обобщается на случай бесконечномерного компакта и формулируется следующим образом:
пусть K – непустое выпуклое компактное множество в H, тогда при k = 1, 2, . . . , выполнено

Vk(K)2 ⩾
k + 1

k
Vk+1(K)Vk−1(K). (9)

Отсюда мы видим, что если Vk′(K) = ∞ для некоторого k′ ⩾ 1, то для всех k = 1, 2, . . . , имеем
Vk(K) = ∞. Всюду далее в этой главе будем рассматривать такие компакты K, для которых
V1(K) < ∞ (равносильно тому, что K – GB-множество [7, теорема 1]).

Из (9) Шеве [11] и МакМаллен [30] вывели оценку на все внутренние объемы K че-
рез V1(K):

Vk(K) ⩽
V1(K)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . . . (10)

В [40] Уиллс ввел в рассмотрение функционал, который часто используется наряду с
внутренними объемами. Функционал Уиллса выпуклого GB-компакта K ⊂ H определяется как

W (K) :=
∞∑
k=0

Vk(K).

Из (10) сразу следует, что

W (K) ⩽ exp(V1(K)). (11)

Нас будет интересовать производящая функция последовательности внутренних объемов
в бесконечномерном случае:

fK(z) =
∞∑
k=0

Vk(K)zk, z ∈ C. (12)

Замечание. Определение fK(z) корректно поскольку, как видно из неравенства (10), ряд (12)
сходится при всех z ∈ C тогда и только тогда, когда K – GB-множество. Тем самым, функция
fK(z) является целой. Будем называть fK(z) целой функцией Штейнера.

Первый результат этой главы описывает ключевые показатели роста целой функции Штей-
нера: порядок и тип.
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Утверждение 1. Пусть K ⊂ H – непустой выпуклый GB-компакт. Тогда целая функция
Штейнера fK(z) имеет порядок ρ(K) ⩽ 1. Если порядок ρ(K) = 1, то тип σ(K) ⩽ V1(K).

Принимая во внимание представление Адамара и тот факт, что fK(0) = V0(K) = 1 для
любого непустого выпуклого K, сразу получаем следствие ниже.

Следствие 1. Целая функция Штейнера GB-компакта K ⊂ H представляется в виде:

fK(z) = ecz
∞∏
k=1

(
1− z

zk

)
exp

(
z

zk

)
, (13)

где zk – все корни fK(z), c ∈ C. При этом, если ряд
∞∑
k=1

1
|zk|

сходится, то (13) упрощается до

fK(z) = ecz
∞∏
k=1

(
1− z

zk

)
.

Далее приведены примеры функций Штейнера.

Утверждение 2. Целая функция Штейнера замкнутой выпуклой оболочки спирали Винера
имеет порядок ρ(K) = 2

3
, тип σ(K) = 3

2
(2π)

1
3 , и выражается через обобщенную гипергеомет-

рическую функцию 0F2 следующим образом:

fK(z) =
∞∑
k=0

πk/2

Γ(k
2
+ 1)k!

zk = 0F2

(
;
1

2
, 1;

πz2

4

)
+ 2z · 0F2

(
;
3

2
,
3

2
;
πz2

4

)
,

где

0F2 (;α, β; z) =
∞∑
k=0

zk

(α)k(β)kk!
, (α)k =

Γ(α + k)

Γ(α)
= α(α + 1) · · · (α + k − 1) – символ Похгаммера.

Утверждение 3. Целая функция Штейнера замкнутой выпуклой оболочки спирали броунов-
ского моста имеет порядок ρ(K̊) = 2

3
, тип σ(K̊) = 3

2
(2π)

1
3 , и выражается через обобщенную

гипергеометрическую функцию 0F2 следующим образом:

fK̊(z) =
∞∑
k=0

π(k+1)/2

2Γ
(
k
2
+ 3

2

)
k!
zk = 0F2

(
;
1

2
,
3

2
;
πz2

4

)
+

1

2
πz · 0F2

(
;
3

2
, 2;

πz2

4

)
.

Пусть теперь K – параллелепипед в H, то есть произведение счетного числа отрезков:
K =

∏∞
j=1[aj, bj]. Формула для внутренних объемов параллелепипедов хорошо известна (см.,

например, [24, теорема 9.8.2]):

Vk(K) =
∑

j1<j2<...<jk

lj1 · · · ljk .
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Здесь через lj := ∥aj − bj∥ обозначены длины сторон параллелепипеда. Тем самым, k-й внутрен-
ний объем параллелепипеда совпадет с k-й элементарной симметрической функцией от lj. Мы
видим, что K является GB-компактом тогда и только тогда, когда V1(K) =

∑∞
j=1 lj < ∞.

Утверждение 4. Целая функция Штейнера GB-параллелепипеда с длинами сторон l1, l2, . . . ,

имеет вид

fK(z) =
∞∏
j=1

(1 + zlj).

При этом для каждого числа ρ ∈ [0, 1] существует параллелепипед K такой, что его целая
функция Штейнера имеет порядок ρ(K) = ρ.

Также в данной главе получен результат о концентрации последовательности внутренних
объемов.

В работах [13] и [25] было показано, что нормированная последовательность внутренних
объемов конечномерных выпуклых компактов концентрируется вокруг определенного индекса,
который называется центральным внутренним объемом. В этой главе доказан бесконечномер-
ный аналог упомянутого результата.

Пусть K ⊂ H – непустой выпуклый GB-компакт (V1(K) < ∞). По аналогии с конеч-
номерным случаем [13], [25], введем случайную величину внутренних объемов ZK,∞ с целыми
неотрицательными значениями:

P[ZK,∞ = k] =
Vk(K)

W (K)
, k = 0, 1, 2, . . . .

Замечание. Определение ZK,∞ является корректным, так как выполнено неравенство (11).

Математическое ожидание ZK,∞ называется центральным внутренним объемом K и обо-
значается для краткости через δ(K). Это понятие играет особую роль в изучении фазовых
переходов в выпуклой геометрии (см. [13], [25]).

Теорема 8. Пусть ZK,∞ – случайная величина внутренних объемов для бесконечномерного
выпуклого GB-компакта K ⊂ H. Тогда ZK,∞ удовлетворяет неравенствам концентрации:

P[ZK,∞ − δ(K) < −t] ⩽ exp

(
−t2

4δ(K)

)
при 0 ⩽ t ⩽ δ(K);

P[ZK,∞ − δ(K) > t] ⩽ exp

(
−3t2

2

6δ(K) + 2t

)
при t ⩾ 0.

В четвертой главе исследуются дискретные аналоги внутренних объемов для выпуклых
решетчатых многогранников в Rd, а также рассматриваются валюации Грассмана, обобщающие
дискретный объем.
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Выпуклый решетчатый многогранник P ⊂ Rd определяется как выпуклая оболочка ко-
нечного множества точек целочисленной решетки Zd. Обозначим через P(Zd) множество всех
(включая пустое множество) выпуклых решетчатых многогранников в Rd. По определению по-
ложим, что aff P – аффинная оболочка P , иными словами, наименьшее аффинное подпростран-
ство в Rd, содержащее P , и dimP – размерность P , то есть размерность этого подпространства.
Будем говорить, что P полной размерности, если dimP = d. Эквивалентно, P с непустой внут-
ренностью или d-мерная мера Лебега P положительна.

Для n ∈ N определим n-увеличение P формулой nP := {nu : u ∈ P}, и определим
дискретный объем P как количество точек решетки Zd, лежащих в P :

L(P ) := #(P ∩ Zd).

Это понятие возникло вследствие простого наблюдения (см., например, [12] или [10, раздел 3.6]):

lim
n→∞

L(nP )

nd
= Vold(P ), если dimP = d; lim

n→∞

L(nP )

nk
=

Volk(P )

det(P )
, если dimP = k < d. (14)

Здесь det(P ) обозначает определитель k-мерной решетки Zd ∩ aff P .

В данной главе найдены дискретные аналоги внутренних объемов, для которых получено
соотношение, аналогичное (14), с внутренними объемами в правой части.

Вещественнозначная функция φ : P(Zd) → R называется валюацией, если φ(∅) = 0 и для
всех P,Q ∈ P(Zd) выполнено

φ(P ∪Q) = φ(P ) + φ(Q)− φ(P ∩Q), когда P ∪Q ∈ P(Zd). (15)

Будем говорить, что φ инвариантна относительно сдвигов Zd, если φ(t + P ) = φ(P ) для всех
P ∈ P(Zd) и t ∈ Zd. В этой главе рассматриваются только такие валюации. Функции Vk(·) и L(·)
являются валюациями на P(Zd) и поэтому обладают многими хорошими свойствами. Более
того, внутренние объемы – валюации на множестве всех выпуклых компактов в Rd. Таким
образом, необходимо определение дискретного внутреннего объема, которое удовлетворяет (15)
и соотношению, аналогичному (14).

С этой целью, как и прежде, для данного выпуклого конуса C ⊆ Rd, обозначим через α(C)

телесный угол C. Обычный (не дискретный) k-й внутренний объем решетчатого многогранни-
ка P можно представить в виде (см., например, [35, соотношение 4.23]):

Vk(P ) =
∑

F∈Fk(P )

α(NF (P )) · Volk(F ),

где NF (P ) – нормальный конус к P при F и Fk(P ) обозначает множество всех k-мерных гра-
ней P . Заметим, что если dimP = k < d, то Vk(P ) = Volk(P ) и Vk+1(P ) = · · · = Vd(P ) = 0.
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Для того чтобы корректно определить дискретный внутренний объем, рассмотрим еще
один способ дискретного измерения объема, так называемую валюацию телесного угла мно-
гогранника P , которая была впервые введена Ривом [32], [33] и Макдональдом [26], [27] (см.
также [10, раздел 13.1]):

A(P ) =


∑
v∈Zd

1[v ∈ P ] · α(Tv(P )), если dimP = d,

0, иначе,

где Tv(P ) – касательный конус к P в точке v. Другими словами, когда мы считаем точки Zd

в P , мы оставляем внутренние точки нетронутыми, а граничные точки умножаем на соответ-
ствующие телесные углы. Поскольку при больших n доля граничных точек nP незначительна,
то, как и в (14), мы имеем

lim
n→∞

A(nP )

nd
= Vold(P ).

Для P ∈ P(Zd) произвольной размерности и k = 0, 1, . . . , d, положим

Ak(P ) :=
∑

v∈P∩Zd

∑
F∈Fk(P )

1[v ∈ F ] det(F )α(NF (P ))α(Tv(F )).

В первом результате данной главы собраны некоторые свойства функции Ak(·), в том числе ее
связь с A(·).

Теорема 9. Для всех k = 0, 1, . . . , d, определенный выше k-й дискретный внутренний объем
Ak(·) является инвариантной относительно сдвигов валюацией на P(Zd). Более того, для всех
P ∈ P(Zd) имеем

1. A0(P ) = 1.

2. Ad(P ) = A(P ).

3. Если dimP < k, то Ak(P ) = 0.

4. limn→∞
Ak(nP )

nk = Vk(P ), k = 0, 1, . . . , d.

Фундаментальные результаты, полученные Эрхартом [14], [15] и Макдональдом [26], [27],
заключаются в том, что если P – выпуклый решетчатый многогранник в Rd полной размерности,
то для n ∈ Z+ функции L(nP ) и A(nP ) являются многочленами от n степени d:

L(nP ) =
d∑

i=0

L(i)(P )ni, A(nP ) =
d∑

i=0

A(i)(P )ni. (16)
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Эти многочлены, которые мы обозначим через LP (t), AP (t), t ∈ R, называются многочленами
Эрхарта и Макдональда соответственно.

Позже МакМаллен [29] обобщил (16) на все инвариантные относительно сдвигов валюации
на P(Zd). В частности, он показал, что если P ∈ P(Zd) и φ – валюация на P(Zd), то для n ∈ Z+

функция φ(nP ) является многочленом от n степени r ⩽ d:

φ(nP ) =
r∑

i=0

φ(i)(P )ni. (17)

Следовательно, так как k-й дискретный внутренний объем Ak(·) – валюация на P(Zd) (см.
теорему 9), то Ak(nP ) также является многочленом от n ∈ Z+ (степени k, см. теорему 10):

Ak(nP ) =
k∑

i=0

A
(i)
k (P )ni,

где мы молчаливо предполагаем что dimP ⩾ k, в противном случае Ak(nP ) ≡ 0. Будем на-
зывать этот многочлен k-м внутренним многочленом Макдональда и обозначать его через
Ak,P (t), t ∈ R. В следующей теореме представлены различные свойства внутренних многочле-
нов Макдональда и их коэффициентов.

Теорема 10. Пусть P ∈ P(Zd) и k = 0, 1, . . . , d. Если dimP < k, то Ak,P (t) ≡ 0. В противном
случае, Ak,P (t) – многочлен степени k,

Ak,P (t) =
k∑

i=0

A
(i)
k (P )ti

со следующими коэффициентами:

1. A
(k)
k (P ) = Vk(P ),

2. A
(0)
k (P ) = 0.

Более того, Ak,P (t) всегда четный или нечетный многочлен, поскольку для него выполнено
свойство взаимности:

Ak,P (−n) = (−1)kAk,P (n).

Далее вводится еще одно понятие, которое одновременно обобщает как дискретный объем
L(·), так и валюацию телесного угла A(·).

Поскольку телесные углы являются частными случаями вышеупомянутых углов Грассма-
на (с точностью до константы), то естественно рассмотреть в качестве обобщения L(·) и A(·)
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функцию

G̃k(P ) :=
∑

v∈P∩Zd

γk(Tv(P )).

Однако, основная проблема в том, что G̃k(·) не является валюацией для всех k ̸= 0, d.
Предложим возможное решение проблемы. Вместо случайной прямой мы рассмотрим ве-

роятность пересечения со случайным лучом, то есть полупрямой. Тогда модификация углов
Грассмана, которая полностью согласуется с телесным углом, имеет вид:

αk(C) := P[C ∩W+
d−k ̸= {0}], k = 0, 1, . . . , d,

где W+
d−k – случайное (d− k)-мерное линейное полуподпространство, равномерно распределен-

ное среди всех таких полуподпространств в Rd. В этой главе показано, что модифицированное
определение грассмановых углов связано с исходным и само по себе удобнее во многих случаях.
Пусть

Gk(P ) :=
∑

v∈P∩Zd

αk(Tv(P )).

Теперь, с этой модификацией углов Грассмана, Gk(·) является валюацией (см. теорему 11).
Будем называть ее k-й валюацией Грассмана. Основные свойства таких валюаций отражены в
следующей теореме.

Теорема 11. При всех k = 0, 1, . . . , d, функция Gk(·) – инвариантная относительно сдвигов
валюация на P(Zd). Кроме того, для всех P ∈ P(Zd) имеем

1. G0(P ) = L(P )− 1.

2. Gd−1(P ) = A(P ).

3. Gd(P ) = 0.

4. Если dimP = k, то

0 = Gd(P ) = · · · = Gk(P ) ⩽ Gk−1(P ) ⩽ Gk−2(P ) ⩽ . . . ⩽ G0(P ) = L(P )− 1.

Опять же, поскольку Gk(·) – валюация на P(Zd), то из результата МакМаллена (см. (17))
следует, что Gk(nP ) является многочленом от n ∈ Z+:

Gk(nP ) =
d∑

i=0

G
(i)
k (P )ni,
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где для простоты мы предполагаем, что P имеет полную размерность. Будем называть этот
многочлен k-м многочленом Грассмана и обозначим его Gk,P (t), t ∈ R. В следующей теореме
сформулированы различные свойства многочленов Грассмана и их коэффициентов.

Теорема 12. Пусть P ∈ P(Zd) полной размерности и k = 0, 1, . . . , d − 1. Тогда Gk,P (t) –
многочлен степени d,

Gk,P (t) =
d∑

i=0

G
(i)
k (P )ti,

со следующими коэффициентами:

1. G
(d)
k (P ) = Vold(P ),

2. G
(0)
k (P ) = 0.

Также в этой главе изучается вопрос о неотрицательности коэффициентов многочленов
Грассмана. Показано, что для подходящего тетраэдра Рива [32] в R3 коэффициенты при t отри-
цательны во всех многочленах Грассмана. Кроме того, доказано, что при k = 0, 1, . . . , d−2, функ-
ция Gk не является ни комбинаторно-положительной, ни комбинаторно-монотонной (см. [21]).

В заключении кратко изложены основные результаты диссертации.

Заключение

В диссертации исследуются внутренние объемы выпуклых компактов с использованием
вероятностного подхода, а также их обобщения и аналоги. Изучены свойства смешанных объ-
емов бесконечномерных компактов и получено обобщение теоремы Цирельсона на случай сме-
шанных объемов. Вычислен смешанный объем замкнутых выпуклых оболочек двух ортогональ-
ных спиралей Винера. Аналогичный результат установлен для смешанного объема замкнутых
выпуклых оболочек двух ортогональных спиралей броуновского моста. Исследованы аналоги
внутренних объемов для выпуклых конусов, получены коническая версия теоремы Цирельсона
и бесконечномерная коническая формула Штейнера. Доказано обобщение на бесконечномерные
множества результата Гётце, Каблучко и Запорожца о связи углов Грассмана конической обо-
лочки множества с вероятностью поглощения нуля выпуклой оболочкой его гауссовского образа
(спектра). Производящая функция последовательности внутренних объемов бесконечномерного
компакта рассмотрена как целая функция. Изучены ее основные свойства. Получен результат о
концентрации последовательности внутренних объемов. Исследованы дискретные аналоги внут-
ренних объемов и обобщения дискретного объема для решетчатых многогранников.

Развитые подходы и методы могут оказаться полезными и в других задачах на стыке
теории вероятностей и выпуклой геометрии.
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