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Введение

Оператор Дирака. Настоящая работа посвящена прямой и обратной спектральной задаче
одномерного оператора Дирака на полуоси R+ = [0,+∞). Следуя книге [45], определим
основные объекты исследования. ПустьQ – отображение на R+ со значениями в пространстве
симметричных 2× 2 матриц с нулевым следом вида

Q(r) =

(
−q(r) p(r)

p(r) q(r)

)
, r ⩾ 0,

где p, q – вещественнозначные функции на R+. Обозначим J = ( 0 −1
1 0 ) – квадратный корень из

минус единичной матрицы размера 2. Оператором Дирака с потенциалом Q будем называть
дифференциальный оператор

DQ = J
d

dr
+Q(r).

Необходимые нам спектральные данные DQ можно определить, рассмотрев дифференциаль-
ное уравнение на обобщенные собственные функции:

DQf = λf, λ ∈ C. (1)

Решения уравнения (1) с граничными значениями (1, 0)T и (0, 1)T будем обозначать

θ(r, λ) = (θ+(r, λ), θ−(r, λ))
T , φ(r, λ) = (φ+(r, λ), φ−(r, λ))

T .

Матричнозначная функция N = (θ, φ) является фундаментальным решением уравнения (1),
выполняется

JN ′(r, λ) +Q(r)N(r, λ) = λN(r, λ), N(0, λ) =

(
1 0

0 1

)
, r ≥ 0. (2)

Для любого потенциала Q существует единственная борелевская мера σQ на вещественной
прямой такая, что

∫
R

dσQ(x)

1+x2 <∞, и отображение, заданное на гладких функциях с компакт-
ным носителем правилом

(f1, f2) 7→
1√
π

∫
R+

(f1(x)θ+(x, λ) + f2(x)θ−(x, λ)) dx,
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продолжается до изометрии между пространствами L2(R+) ⊕ L2(R+) и L2(R, σQ). Мера σQ
называется спектральной мерой оператора DQ. Функция Вейля mQ оператора DQ задается
в верхней полуплоскости C+ = {z : Im z > 0} равенством

mQ(z) = − lim
t→∞

φ+(t, z)

θ+(t, z)
, z ∈ C+,

она является аналитической и переводит C+ в себя, то есть при всех z ∈ C+ выполняется
ImmQ(z) > 0. В настоящей работе оператор Дирака DQ исследуется с помощью методов, при-
ходящих из теории ортогональных многочленов на окружности. Связующим звеном между
оператором Дирака и ортогональными многочленами служат системы Крейна.

В 1955 году М. Крейн доказал [43], что абсолютно непрерывный спектр оператора DQ

содержит всю вещественную прямую R в случае, когда потенциал Q лежит в пространстве
L2(R+). М. Крист и А.Киселёв доказали [19], [17], [18] существование модифицированных
решений Йоста и волновых операторов для операторов Шрёдингера и Дирака с потенциа-
лами из Lr при 1 ⩽ r < 2, С.Денисов [22] установил существование волновых операторов
для операторов Дирака с потенциалами из L2(R+). Недавно Р. Бессонов расширил [9] этот
результат на операторы Дирака, спектральная мера которых принадлежит классу Сегё на
вещественной оси. Некоторые связанные результаты и подходы можно найти в работах [21],
[49], [50], [60].

Система Крейна. Рассмотрим произвольную комплекснозначную функцию a ∈ L1
loc(R+).

Системой Крейна с коэффициентом a называется система дифференциальных уравнений ∂
∂r
P (r, λ) = iλP (r, λ)− a(r)P∗(r, λ), P (0, λ) = 1,

∂
∂r
P∗(r, λ) = −a(r)P (r, λ), P∗(0, λ) = 1.

(3)

Системы вида (3) были введены М.Крейном в статье [43] и впоследствии получили его имя.
В качестве основного источника при работе с системами Крейна будет использоваться статья
С.Денисова [23]. Задача Коши (2) для оператора Дирака переписывается в систему Крей-
на (3) и наоборот с помощью простых преобразований, см. раздел 1.3 ниже, поэтому спек-
тральные данные оператора Дирака можно определять в терминах соответствующей системы
Крейна. С другой стороны, схожесть свойств решений P и P∗ системы Крейна (3) и орто-
гональных многочленов на окружности позволяет использовать методы из богатой теории
ортогональных многочленов на окружности в спектральной теории оператора Дирака.

Класс Сегё на прямой. Пусть σ – борелевская мера на прямой, и σ′ – плотность ее абсолютно
непрерывной части относительно меры Лебега. Говорят, что σ лежит в классе Сегё на прямой,
если ∫

R

dσ(x)

1 + x2
<∞,

∫
R

log σ′(x)

1 + x2
dx > −∞. (4)

Для таких мер σ существует внешняя функция Π в C+, граничные значения которой удовле-
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творяют |Π(x)|−2 = σ′(x) при почти всех x ∈ R, см. раздел 4 в книге Дж.Гарнетта [29]. Внеш-
нюю Π, для которой выполнено Π(i) > 0, мы будем называть обратной функцией Сегё меры
σ. Спектральная мера оператора DQ с потенциалом Q ∈ L2(R+) лежит в классе Сегё (4), см.
[23]. Обратное, вообще говоря, неверно. Спектральная мера σQ лежит в классе Сегё тогда и
только тогда, когда для некоторой точки λ0 ∈ C+ выполняется условие lim inf

r→∞
|P∗(r, λ0)| <∞.

Этот результат называется теоремой Крейна, он впервые получен М.Крейном в статье [43]
с небольшими неточностями, впоследствии исправленными А.Тепляевым [69]. Полное изло-
жение можно найти в разделе 8 статьи С.Денисова [23], см. теорему 8.2. Кроме того, условие
Сегё равносильно существованию числа γ ∈ [0, 2π) и возрастающей неограниченной после-
довательности {rn}n⩾0 таких, что

lim
n→∞

P∗(rn, λ) = eiγΠ(λ), λ ∈ C+, (5)

где Π = ΠQ – обратная функция Сегё меры σQ.

Энтропия оператора Дирака. В работах [9], [10] Р. Бессонов и С.Денисов описали класс
гамильтоновых канонических систем, спектральная мера которых лежит в классе Сегё на
прямой, в терминах энтропийной функции. Каждый оператор Дирака DQ с потенциалом
Q ∈ L1

loc(R+) унитарно эквивалентен дифференциальному оператору некоторой канониче-
ской системы, см. раздел 1.10 ниже. Для формулировки основных результатов диссертации
нам не потребуется теорема Бессонова-Денисова в общей формулировке, приведем ее в ин-
тересующем нас случае оператора Дирака.

Рассмотрим оператор DQ с потенциалом Q ∈ L1
loc(R+), определим матрицу NQ как

решение уравнения (2) при λ = 0 и положим HQ = N∗
QNQ. Функция

KQ(r) =
∑
n≥0

(
det

[∫ n+r+2

n+r

HQ(t) dt

]
− 4

)
, r ⩾ 0, (6)

называется энтропийной функцией или просто энтропией оператора Дирака. Теорема 1.2
статьи [10] утверждает, что KQ(0) <∞ тогда и только тогда, когда σQ лежит в классе Сегё.
Нам будет удобно работать отдельно со слагаемыми ряда (6), введем функцию

EQ(r) = det

[∫ r+2

r

HQ(t) dt

]
− 4, r ⩾ 0,

которая также будет называться энтропией.

Алгоритм Шура. Класс Шура S(D) в открытом единичном круге D = {z ∈ C : |z| < 1}
комплексной плоскости состоит из аналитических функций F в D, удовлетворяющих нера-
венству |F (z)| ⩽ 1 при всех z ∈ D. Для F ∈ S(D) будем писать F ∈ S∗(D), если F не является
конечным произведением Бляшке. Алгоритм Шура итеративно строит последовательность
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функций F0, F1, . . . следующим образом:

F0 = F, zFn+1 =
Fn − Fn(0)

z(1− Fn(0)Fn)
, n ⩾ 0. (7)

Лемма Шварца гарантирует, что если начальная функция F0 = F лежит в S∗(D), то Fn ∈
S∗(D) при всех n ⩾ 0. Числа {Fn(0)}n⩾0 называются коэффициентами Шура или коэффици-
ентами рекурсии функции F , отображение

F 7→ {Fn(0)}n⩾0

является гомеоморфизмом между пространством S∗(D) с топологией сходимости на компак-
тах в D и пространством последовательностей q : Z+ → D, удовлетворяющих |q(n)| < 1 при
всех n ⩾ 0, с топологией покоординатной сходимости, см. раздел 1.3.6 в книге [62]. Множе-
ство таких последовательностей обозначим через ℓ(Z+,D). Аналогично определим ℓ(Z,D) и
введем множество последовательностей ℓ2(Z,D) = ℓ(Z,D)∩ℓ2(Z). Классическая теорема Сегё
утверждает, что ∫

T
log(1− |F |2) dm = log

∞∏
n=0

(1− |Fn(0)|2),

где обе части конечны или бесконечны одновременно, см. раздел 2.7.8 в книге [62]. Мера m
в последней формуле обозначает меру Лебега на единичной окружности T, нормированную
вероятностным образом, m(T) = 1. Множество функций Шура, для которых

η(F ) :=
∞∏
n=0

(1− |Fn(0)|2) > 0, (8)

называется классом Сегё на окружности, будем обозначать его Sz(T).

Уравнение Абловица-Ладика. Уравнением Абловица-Ладика на целочисленной прямой Z на-
зывается следующая бесконечная система дифференциальных уравнений:

∂

∂t
q(t, n) = i

(
1− |q(t, n)|2

)(
q(t, n− 1) + q(t, n+ 1)

)
, q(0, n) = q0(n), n ∈ Z. (9)

Уравнение Абловица–Ладика было введено в [2], [3] как дискретизация кубического нели-
нейного уравнения Шрёдингера по пространственной переменной. Современное изложении
теории можно найти в книге [4]. Можно показать, что уравнение Абловица–Ладика (9) с лю-
бым начальным данным q0 ∈ ℓ(Z,D) имеет единственное глобальное решение q, более того,
q(t, ·) ∈ ℓ(Z,D) при всех t ∈ R.

Цели и задачи диссертационной работы. Целью диссертационной работы является
исследование одномерного оператора Дирака на полупрямой с помощью методов теории ор-
тогональных многочленов на окружности. Ключевыми задачами являются описание сходи-
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мости решений систем Крейна, характеризация спектральных данных операторов с осцил-
лирующими потенциалами и изучение устойчивости решений уравнения Абловица-Ладика.

Основные положения, выносимые на защиту.

1. Для операторов Дирака, спектральная мера которых лежит в классе Сегё на прямой,
доказана ограниченность в среднем обобщенных собственных функций для почти всех
вещественных значений спектрального параметра. Для соответствующих систем Крей-
на доказана сходимость решений в среднем по модулю.

2. Установлены неравенства, связывающие убывание энтропии оператора Дирака со ско-
ростью осцилляции потенциала этого оператора.

3. Введены классы сверхэкспоненциально быстро осциллирующих потенциалов. Описаны
обратные функции Сегё, соответствующие потенциалам из этих классов. Установлено,
в каких классах резонансы однозначно задают оператор Дирака.

4. Получены оценки устойчивости алгоритма Шура. С помощью этих оценок построен
алгоритм вычисления решения уравнения Абловица-Ладика с любой наперед заданной
точностью для произвольных начальных данных из ℓ2(Z+,D) на основе метода обрат-
ной задачи теории рассеяния.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются новыми. Результаты первых пя-
ти глав получены автором самостоятельно. Результаты шестой главы опубликованы в цикле
из двух совместных статей с научным руководителем, Р. В. Бессоновым.

Методы исследования. В работе используются как стандартные методы комплексно-
го анализа и спектральной теории дифференциальных операторов, так и методы, полу-
ченные относительно недавно в работах об энтропии канонических систем Р.Бессонова и
С.Денисова. Значительная часть используемых методов основана на идеях, берущих свое
начало в теории ортогональных многочленов на окружности.

Теоретическая и практическая значимость. Работа имеет теоретический характер.
Результаты работы, а также введённые в диссертации понятия могут быть использованы
для дальнейшего исследования спектральной теории оператора Дирака. Систематичность
исследования позволяет использовать материалы диссертации для чтения специальных кур-
сов.

Актуальность темы исследования. Представленная работа посвящена изучению спек-
тральной теории одномерного оператора Дирака на полупрямой и устойчивости алгоритма
Шура в единичном круге комплексной плоскости.
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Исследование спектральных свойств одномерного оператора Дирака на полупрямой не
только продолжает классические направления спектральной теории, но и тесно связано с со-
временными исследованиями в области комплексного анализа и теории операторов. Анализ
устойчивости алгоритма Шура в единичном круге актуален как с точки зрения теории функ-
ций комплексного переменного, так и для разработки стабильных вычислительных методов,
востребованных в различных областях математики.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в трех статьях [32], [34] и
[13] в журналах, входящих в международные базы данных Web of Science и Scopus.

Апробация работы. Результаты, представленные в диссертации, докладывались на сле-
дующих конференциях:

1. School “Complex analysis and Operator Theory”, 29 ноября – 3 декабря 2021, Санкт-
Петербург;

2. Workshop “St. Petersburg Youth Conference in Probability and Mathematical Physics”, 20
— 22 декабря 2022, Санкт-Петербург;

3. “Конференция по комплексному анализу и его приложениям”, 11 — 15 сентября 2023,
Красноярск;

4. “Дни анализа в Сириусе”, 16-20 октября 2023, Сочи;

5. “Четвертая конференции математических центров России”, 6 – 11 августа 2024, Санкт-
Петербург;

6. “Спектральная теория и математическая физика”, посвященная памяти М.Ш. Бирмана,
23 – 27 июня 2025, Санкт-Петербург.

Также по теме диссертации были сделаны доклады (сентябрь 2023, апрель 2025) на Санкт-
Петербургском семинаре по теории функций и теории операторов под руководством акаде-
мика С.В.Кислякова и на семинаре кафедры теории функций и функционального анализа
Московского Государственного университета (ноябрь 2025).

Содержание диссертации. Первая глава является вводной. В ней будет рассмотрена эк-
вивалентность дифференциальной системы оператора Дирака и системы Крейна, система
Дирака будет сведена к гамильтоновой канонической системе и будут обсуждены взаимосвя-
зи между системами Крейна и ортогональными многочленами на окружности.

Вторая глава диссертации посвящена вычислению асимптотики функции энтропии KQ

для потенциалов Q ∈ L2(R+) в терминах более простого функционала – величины первооб-
разной Q. Для комплексной функции f обозначим gf,r(t) =

∫ t

r
f(s) ds и положим

Df (r) = 2

∫ r+2

r

|gf,r(t)|2 dt−
∣∣∣∣∫ r+2

r

gf,r(t) dt

∣∣∣∣2 .
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Значки ≲ и ≳ в дальнейшем будут означать, что соответствующее неравенство ⩽ или ⩾

выполняется с некоторой мультипликативной константой. Символ ≍ будет использоваться,
когда одновременно выполняются соотношения ≲ и ≳.
Теорема 2.1. Пусть Q = ( −q p

p q ) ∈ L2(R+) и f = p+ iq. Тогда EQ(r) ≍ Df (r) и

EQ(r)
1/2 ≲ sup

t∈[r,r+2]

|gf,r(t)| ≲ EQ(r)
1/4,

где постоянные в соотношениях ≍ и ≲ зависят только от ∥f∥L2(R+).

В начале третьей главы исследуется сходимость P∗ к Π для систем Крейна, напомним
предельное соотношение (5). Будет доказана гипотеза А.Тепляева из статьи [69] о сходимости
в среднем для систем Крейна с вещественным коэффициентом.
Теорема 3.1. Рассмотрим систему Крейна с вещественным коэффициентом a ∈ L1

loc(R+),
спектральная мера которой лежит в классе Сегё на прямой. Функция Π является пределом
P∗(r, λ) в среднем, то есть

Π(λ) = lim
r→∞

1

r

∫ r

0

P∗(ρ, λ) dρ, λ ∈ C+,

причём сходимость равномерна на компактных подмножествах C+.
Также в третьей главе исследуется сходимость P∗ к Π на вещественной прямой.

Теорема 3.2. Рассмотрим систему Крейна с коэффициентом a ∈ L1
loc(R+), спектральная

мера которой лежит в классе Сегё на прямой. Тогда для почти всех x ∈ R выполняется
предельное соотношение

lim
r→∞

1

r

∫ r

0

|P (s, x)|2 ds = |Π(x)|2.

Этот результат тесно связан с гипотезой К.Мускалу, Т.Тао и К.Тиле из статьи [49]
об ограниченности обобщенных собственных функций оператора Дирака с L2 потенциала-
ми, недавно доказанной А.Полторацким в работе [53]. Из теоремы 3.2 следует усредненная
версия теоремы Полторацкого для более широкого класса потенциалов.
Теорема 3.4. Пусть спектральная мера оператора Дирака DQ с Q ∈ L1

loc(R+) лежит в
классе Сегё на прямой. Тогда для почти всех λ ∈ R решение f уравнения (1) ограничено на
R+ в смысле L2-усреднения по Чезаро, то есть

sup
r>0

(
1

r

∫ r

0

|f(t, λ)|2 dt
)
<∞.

В четвертой главе исследуется связь быстрого убывания энтропии, осцилляции потен-
циала и регулярности обратной функции Сегё оператора Дирака. В теореме 4.1 доказывает-
ся, что экспоненциально быстрое убывание энтропии влечет существование аналитического
продолжения у функции Сегё в горизонтальную полуплоскость Ωδ = {z : Im z > −δ} при
некотором δ > 0.
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Теорема 4.1. Пусть потенциал Q ∈ L1
loc(R+) удовлетворяет соотношению KQ(r) =

O
(
e−δr

)
при r → ∞ для некоторого δ > 0. Тогда

1. спектральная мера σQ абсолютно непрерывна и лежит в классе Сегё (4);

2. функция Сегё ΠQ аналитически продолжается в Ωδ/4;

3. функция Вейля mQ мероморфно продолжается в Ωδ/4.

В частности, если KQ(r) = O
(
e−δr

)
для любого δ > 0, то ΠQ и mQ продолжаются на всю

комплексную плоскость C.
Конструктивное продолжение функции Сегё строится в теореме 4.15 в терминах реше-

ний системы Крейна, соответствующей оператору Дирака. Будет показано, что если KQ(r) =

O
(
e−δr

)
при r → ∞ и h > δ/4, то Π допускает аналитическое продолжение в Ωδ/4 формулой

Π(z) =
z + ih

iΠ(ih)

∫ ∞

0

P (x, z)P (x, ih) dx,

где интеграл сходится абсолютно при всех z ∈ Ωδ/4.
Для Q ∈ L2(R+) оказывается верным и более сильное обратное утверждение к теореме

4.1: существование подходящего аналитического продолжения влечет не только убывание
энтропии, но и быстрое осциллирование потенциала. Рассмотрим Q ∈ L2(R+) и определим
величины

∆K = sup
{
δ : KQ(r) = O

(
e−δr

)
, r → ∞

}
,

∆Q = sup
{
δ :
∣∣∣ ∫ ∞

r

p(x) dx
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ ∞

r

q(x) dx
∣∣∣ = O

(
e−δr

)
, r → ∞

}
.

Число ∆Q отвечает за скорость экспоненциального осциллирования потенциала, подробнее
см. в разделе 4.2, а число ∆K – скорость экспоненциального убывания энтропии. Если σ —
абсолютно непрерывная мера из класса Сегё (4), то определим ∆Π как супремум множества
чисел δ ⩾ 0 таких, что Π аналитически продолжается в Ωδ и

Π− Π(i)

x− i
∈ H2(Ωδ),

где H2 – стандартный класс Харди. Если же σ не является абсолютно непрерывной или не
лежит в классе Сегё, положим ∆Π = 0.
Теорема 4.2. Для оператора Дирака DQ с потенциалом Q ∈ L2(R+) имеют место нера-
венства

∆Π ⩽ ∆Q ⩽ 4∆Π, 4∆Π ⩽ ∆K ⩽ 8∆Π.

Отдельный интерес представляет случай ∆Π = ∆K = ∆Q = +∞. Для функции f на
R+ и α > 1 будем писать f(r) = εα(r), если при некотором c > 0 выполняется |f(r)| ≲ e−crα

для всех r ⩾ 0. Равенство f(r) = ε1(r) будет использоваться, когда f убывает сверхэкспо-
ненциально, то есть для любого δ > 0 выполняется |f(r)| ≲ e−δr. Для всех α ⩾ 1 определим
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множества функций

Sα =

{
f ∈ L2(R) : supp (Ff) ⊂ R+ и

∫ ∞

r

|(Ff)(ξ)|2dξ = εα(r)

}
,

Oα =

{
f ∈ L2(R+) :

∫ ∞

0

f(x) dx сходится и
∫ ∞

r

f(x) dx = εα(r)

}
.

Класс Sα содержит функции с быстро убывающим преобразованием Фурье, а Oα являет-
ся классом функций с быстро убывающей первообразной, классом быстро осциллирующих
функций. В новых обозначениях теорема 4.2 в предельном случае говорит, что Q ∈ O1 тогда
и только тогда, когда мера σ абсолютно непрерывна и Π−Π(i)

x−i
∈ S1. Оказывается, что при

α > 1 верен аналогичный результат.
Теорема 4.4. Рассмотрим оператор Дирака DQ с потенциалом Q ∈ L2(R+). Для всех
α ⩾ 1 следующие условия равносильны:

1. потенциал Q быстро осциллирует, Q ∈ Oα;

2. энтропия оператора Дирака быстро убывает, KQ(r) = εα(r);

3. спектральная мера σ абсолютно непрерывна и Π−Π(i)
x−i

∈ Sα.

Пусть P – решение системы Крейна, соответствующей DQ. Если α > 1 и Q ̸≡ 0 в L2(R+),
то перечисленные утверждения также равносильны условию

4. для некоторой точки z0 ∈ C+ выполнено P (r, z0) = εα(r).

Когда функция Вейля mQ имеет мероморфное продолжение во всю комплексную плос-
кость, появляется возможность исследовать резонансы оператора Дирака – полюсы функции
mQ с кратностями. В пятой главе будет решена обратная спектральная задача по резонансам
в введенных классах быстро осциллирующих потенциалов.
Теорема 5.1. Резонансы оператора Дирака однозначно определяют его потенциал в классе

E =
⋃
α>1

Eα, Eα =
{
Q ∈ L1

loc(R+) : KQ(r) = εα(r)
}
.

Теорема 5.2. Резонансы не определяют потенциал в классе O1. Кроме того, любая после-
довательность {zn}n⩾0 ⊂ {z : Im z < 0}, удовлетворяющая limn→∞ Im zn = −∞ является
множеством резонансов оператора DQ для некоторого потенциала Q ∈ O1.

В шестой главе будет доказана оценка устойчивости алгоритма Шура. Для функций
F,G ∈ Sz(T) и r ∈ (0, 1) введем обозначения

ρB1(rT)(F,G) =
∞∑
k=0

rk|Fk(0)−Gk(0)|, ∥F −G∥W 1(rT) =
∞∑
k=0

rk|F̂ (k)− Ĝ(k)|.
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Теорема 6.1. Для всех F,G ∈ Sz(T), r ∈ (0, 1), удовлетворяющих условиям 1 − r ⩾

12 log η(F )−1 и 1− r ⩾ 12 log η(G)−1, имеют место неравенства

1

2
ρB1(rT)(F,G) ⩽ ∥F −G∥W 1(rT) ⩽ 2ρB1(rT)(F,G).

Следствие 6.2. Если F,G ∈ Sz(T) и r ∈ (0, 1) удовлетворяют условиям из теоремы 6.1,
то при всех n ⩾ 0 выполняется неравенство

|Fn(0)−Gn(0)| ⩽ 2r−n∥F −G∥W 1(rT).

На основе полученных оценок строится алгоритм, позволяющий приближенно вычис-
лять решение уравнение Абловица-Ладика с наперед заданной точностью. Пусть Jk – стан-
дартные функции Бесселя,

Jk(2t) =
∞∑

m=0

(−1)mt2m+k

(m+ k)!
.

Функция eit(z+1/z) =
∑

k∈Z i
kJk(2t)z

k является мультипликатором в обратной задаче рассея-
ния для уравнения Абловица-Ладика. При всех n ∈ Z+ и t ∈ R определим многочлен

Gn,t = (1− δn,t)z
n
∑
|k|⩽n

ikJk(2t)z
k, δn,t =

tnet

n!
.

Нас будет интересовать ситуация, когда n > ct для некоторого c > e. В этом случае число
δn,t мало, но поправка на множитель 1 − δn,t необходима: с ней функция Gn,t становится
функцией Шура.

Рассмотрим последовательность q0 ∈ ℓ2(Z,D), носитель которой сосредоточен на Z+.
Пусть fq0 – это функция Шура с коэффициентами рекурсии {q0(n)}n⩾0. Для n ∈ Z+ и
t ∈ R определим Fn,0 = Gn,tfq0 , с помощью алгоритма Шура (7) построим итерации Шу-
ра Fn,0, Fn,1, Fn,2, . . . и положим

q̃n(t, j) =

Fn,n+j(0), j ⩾ −n,

0, j < −n.
(10)

Следующая теорема показывает, что q̃n приближает решение q уравнения (9) с очень высокой
точностью.
Теорема 6.3. Пусть последовательность q0 ∈ ℓ2(Z,D) такова, что supp q0 ⊂ Z+ и η =∏

n∈Z+
(1 − |q0(n)|2) > e−1/12. Обозначим r = 1 − 12 log η−1 > 0, тогда функция q̃n из (10)

и решение q уравнения (9) удовлетворяют неравенству

|q(t, j)− q̃n(t, j)| ⩽
4tne3t/r

n!
r−n−j−1
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для всех n ∈ Z+, j ∈ Z, t > 0 таких, что n+ j ⩾ 0, n > t и δn,t = tnet

n!
< 1.
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Глава 1. Вспомогательные результаты

1.1. Оператор Дирака

Настоящая работа посвящена прямой и обратной спектральной задаче одномерного
оператора Дирака на полуоси R+ = [0,+∞). Следуя книге [45], определим основные объекты
исследования. Пусть Q – отображение на R+ со значениями в пространстве симметричных
2× 2 матриц с нулевым следом вида

Q(r) =

(
−q(r) p(r)

p(r) q(r)

)
, r ⩾ 0,

где p, q – вещественнозначные функции на R+. Везде далее будем предполагать, что p и q

измеримы и, более того, p, q ∈ L1
loc(R+), то есть p, q ∈ L1([0, r]) при всех r > 0. Обозначим

J = ( 0 −1
1 0 ) – квадратный корень из минус единичной матрицы размера 2. Оператором Дирака

с потенциалом Q будем называть дифференциальный оператор

DQ = J
d

dr
+Q(r).

Область определения DQ зависит от параметра α ∈ [0, 2π) и состоит из абсолютно непрерыв-
ных функций X ∈ L2(R,C2), удовлетворяющих

⟨X(0), ( sinα
cosα)⟩C2 = 0, DqX ∈ L2(R,C2).

При каждом α ∈ [0, 2π), оператор DQ с такой областью определения является самосопряжен-
ным плотно заданным оператором на L2(R,C2). Не умаляя общности, везде в статье будем
считать α = 0.

В 1955 году М. Крейн доказал [43], что абсолютно непрерывный спектр оператора DQ

содержит всю вещественную прямую R в случае, когда потенциал Q лежит в пространстве
L2(R+). М. Крист и А.Киселёв доказали [19], [17], [18] существование модифицированных
решений Йоста и волновых операторов для операторов Шрёдингера и Дирака с потенциа-
лами из Lr при 1 ⩽ r < 2, С.Денисов [22] установил существование волновых операторов
для операторов Дирака с потенциалами из L2(R+). Недавно Р. Бессонов расширил [9] этот
результат на операторы Дирака, спектральная мера которых принадлежит классу Сегё на
вещественной оси. Некоторые связанные результаты и подходы можно найти в работах [21],
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[49], [50], [60].
Необходимые нам спектральные данные DQ можно определить, рассмотрев дифферен-

циальное уравнение на обобщенные собственные функции:

DQf = λf, λ ∈ C. (1.1)

В рассматриваемом нами случае DQ самосопряжен и, следовательно, уравнение (1.1) не мо-
жет задавать настоящую собственную функцию при λ /∈ R. Тем не менее, само диффе-
ренциальное уравнение имеет единственное решение на R+ с любым граничным значением.
Решения уравнения (1.1) с граничными значениями (1, 0)T и (0, 1)T будем обозначать

θ(r, λ) = (θ+(r, λ), θ−(r, λ))
T , φ(r, λ) = (φ+(r, λ), φ−(r, λ))

T .

Матричнозначная функция N = (θ, φ) является фундаментальным решением уравнения
(1.1), выполняется

JN ′(r, λ) +Q(r)N(r, λ) = λN(r, λ), N(0, λ) =

(
1 0

0 1

)
, r ≥ 0. (1.2)

Для любого потенциала Q ∈ L1
loc(R+) существует единственная борелевская мера σQ на

вещественной прямой такая, что ∫
R

dσQ(x)

1 + x2
<∞

и отображение, заданное на гладких функциях с компактным носителем правилом

(f1, f2) 7→
1√
π

∫
R+

(f1(x)θ+(x, λ) + f2(x)θ−(x, λ)) dx, (1.3)

продолжается до изометрии между пространствами L2(R+) ⊕ L2(R+) и L2(R, σQ). Мера σQ
называется спектральной мерой оператора DQ. Функция Вейля mQ оператора DQ задается
в верхней полуплоскости C+ = {z : Im z > 0} равенством

mQ(z) = − lim
t→∞

φ+(t, z)

θ+(t, z)
, z ∈ C+, (1.4)

она является аналитической и переводит C+ в себя, то есть при всех z ∈ C+ выполняется
ImmQ(z) > 0. Спектральная мера и функция Вейля связаны соотношением

mQ(z)−mQ(z0) =
1

π

∫
R

(
1

λ− z
− 1

λ− z0

)
dσQ(λ), z, z0 ∈ C+. (1.5)

В настоящей работе оператор Дирака DQ исследуется с помощью методов, приходящих из
теории ортогональных многочленов на окружности. Связующим звеном между оператором
Дирака и ортогональными многочленами служат системы Крейна.
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1.2. Система Крейна

Рассмотрим некоторую комплекснозначную функцию a ∈ L1
loc(R+). Системой Крейна

с коэффициентом a называется система дифференциальных уравнений ∂
∂r
P (r, λ) = iλP (r, λ)− a(r)P∗(r, λ), P (0, λ) = 1,

∂
∂r
P∗(r, λ) = −a(r)P (r, λ), P∗(0, λ) = 1.

(1.6)

Системы вида (1.6) были введены М.Крейном в статье [43] и впоследствии получили его
имя. В качестве основного источника при работе с системами Крейна будет использоваться
статья С.Денисова [23]. Дифференциальная система оператора Дирака (1.2) переписывается
в систему Крейна (1.6) и наоборот с помощью простых преобразований, см. раздел 1.3 ниже,
поэтому все спектральные данные оператора Дирака могут быть определены в терминах
соответствующей системы Крейна. С другой стороны, схожесть свойств решений P и P∗

системы Крейна (1.6) и ортогональных многочленов на окружности позволяет использовать
методы из богатой теории ортогональных многочленов на окружности в спектральной теории
оператора Дирака.

Сформулируем простейшие свойства системы Крейна. При всех z ∈ C и r ⩾ 0 имеет
место формула отражения:

P (r, z) = eizrP∗(r, z), P∗(r, z) = eizrP (r, z). (1.7)

Действительно, при всех z ∈ C можем написать

∂

∂r

(
eizrP∗(r, z)

)
= izeizr · P∗(r, z)− eizr · a(r)P (r, z),

∂

∂r

(
eizrP (r, z)

)
= izeizr · P (r, z)

+ eizr
(
izP (r, z)− a(r)P∗(r, z)

)
= −eizra(r)P∗(r, z),

то есть функции eizrP∗(r, z) и eizrP (r, z) удовлетворяют дифференциальной системе Крейна
(1.6). Граничные значения в точке r = 0 также совпадают со значениями P и P∗. Равенства
в (1.7) следуют из единственности решения системы дифференциальных уравнений. Далее,
дифференцированием по r можно показать, см. лемму 3.6 в [23], что P и P∗ удовлетворяют
равенству

P (r, λ)P (r, µ)− P∗(r, λ)P∗(r, µ) = i(λ− µ)

∫ r

0

P (s, λ)P (s, µ) ds. (1.8)

Соотношение (1.8) называется формулой Кристоффеля-Дарбу. Подставляя µ = λ в (1.8),
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получаем

|P∗(r, λ)|2 − |P (r, λ)|2 = 2 Imλ

∫ r

0

|P (s, λ)|2 ds. (1.9)

Поскольку P непрерывна по r и P (0, λ) = 1, интеграл в правой части строго положителен
при всех r > 0. Следовательно, при всех λ ∈ C+ и r > 0 выполнено неравенство

|P∗(r, λ)| > |P (r, λ)|. (1.10)

В частности, ни при каком r ⩾ 0, функция P∗(r, ·) не может иметь нулей в C+.
Далее будет показано, что при выполнении некоторых дополнительных условий функ-

ции P∗ сходятся к Π в C+. Теорема 6.2 в [23] утверждает, что последовательность мер
|P∗(r, x)|−2 dx сходится при r → ∞ к dσ(x) в слабом-∗ смысле. В качестве следствия из
этой сходимости получаем следующую важную лемму.

Лемма 1.1. Если |P∗(r, x)| → |Π(x)| равномерно на компактных подмножествах R, то
мера σ абсолютно непрерывна.

1.3. Сведение оператора Дирака к системе Крейна

В этом разделе будет показано, как решения дифференциальной системы оператора
Дирака (1.2) выражаются через решения системы Крейна (1.6) и наоборот.

Систему Крейна (1.6) с коэффициентом −a будем называть двойственной системой
Крейна. Обозначим её решения P̂ и P̂∗. Заметим, что P̂ и −P̂∗ являются решениями той же
дифференциальной системы (1.6), что и P и P∗, но с другим начальным условием. Определим

pa(r) = −2Re a(2r), qa(r) = 2 Im a(2r), Qa =

(
−qa(r) pa(r)

pa(r) qa(r)

)
. (1.11)

Вычисления из раздела 13 статьи [23], также см. раздел 2.1.3 в [34], показывают, что имеют
место равенства(

θ+(r, λ) φ+(r, λ)

θ−(r, λ) φ−(r, λ)

)
=
e−iλr

2

(
P (2r, λ) + P∗(2r, λ) iP̂ (2r, λ)− iP̂∗(2r, λ)

iP (2r, λ)− iP∗(2r, λ) −P̂ (2r, λ)− P̂∗(2r, λ)

)
, (1.12)(

P (2r, λ) P̂ (2r, λ)

P∗(2r, λ) P̂∗(2r, λ)

)
= eiλr

(
θ+(r, λ)− iθ−(r, λ) −iφ+(r, λ)− φ−(r, λ)

θ+(r, λ) + iθ−(r, λ) −iφ+(r, λ) + φ−(r, λ)

)
, (1.13)

где θ и φ – это элементы фундаментального решения (1.2) оператора Дирака DQa . Спек-
тральная мера σ оператора Дирака DQa такова, что отображение

O : f 7→ 1√
2π

∫ ∞

0

f(r)P (r, λ) dr, (1.14)
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изначально определённое на простых измеримых функциях с компактным носителем, про-
должается до изометрии из L2(R+) в L2(R, σ), см. теорему 13.1 в [23], то есть σ является
спектральной мерой системы Крейна. Функция Вейля системы Крейна задаётся тем же со-
отношением (1.5), что и для оператора Дирака. Определение (1.4) переписывается в терминах
системы Крейна как

m(z) = − lim
r→∞

φ+(r, z)

θ+(r, z)
= − lim

r→∞

iP̂ (2r, z)− iP̂∗(2r, z)

P (2r, z) + P∗(2r, z)
= lim

r→∞

iP̂∗(r, z)− iP̂ (r, z)

P∗(r, z) + P (r, z)
, z ∈ C+.

(1.15)

Кроме того, согласно теореме 6.2 из [23] имеет место предельное равенство

m(z) = lim
r→∞

iP̂∗(r, z)

P∗(r, z)
, z ∈ C+. (1.16)

1.4. Класс Сегё на прямой

Пусть σ – борелевская мера на прямой, и σ′ – это плотность ее абсолютно непрерывной
части относительно меры Лебега на R. Говорят, что σ лежит в классе Сегё на прямой, если∫

R

dσ(x)

1 + x2
<∞,

∫
R

log σ′(x)

1 + x2
dx > −∞. (1.17)

Для таких мер σ существует внешняя функция Π в C+, граничные значения которой удо-
влетворяют |Π(x)|−2 = σ′(x) при почти всех x ∈ R, см. раздел 4 в книге Дж. Гарнетта [29].
Внешнюю Π, для которой выполнено Π(i) > 0, мы будем называть обратной функцией Сегё
меры σ. Она допускает явное представлении в виде

Π(λ) = exp

− 1

2πi

∞∫
−∞

(
1

s− λ
− s

s2 + 1

)
log σ′(s) ds

 , λ ∈ C+. (1.18)

Теорема 1.2 (С. Денисов, [23]). Спектральная мера оператора Дирака DQ с потенциалом
Q ∈ L2(R+) лежит в классе Сегё (1.17).

Хорошо видно, что если Q и a связаны как показано в разделе 1.3, то условия Q ∈
L2(R+) и a ∈ L2(R+) равносильны. Следовательно, на языке систем Крейна теорема 1.2
формулируется аналогично: условие a ∈ L2(R+) влечет принадлежность спектральной меры
системы Крейна классу Сегё. Обратное утверждение неверно, но условие Сегё для спек-
тральной меры может быть эквивалентно переписано в терминах решений системы Крейна.
Следующий результат называется теоремой Крейна, впервые получен М. Крейном в [43] с
небольшими неточностями, впоследствии исправленными А. Тепляевым в [69]. Полное изло-
жение можно найти в разделе 8 статьи С.Денисова [23], см. теорему 8.2.
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Теорема 1.3 (Теорема Крейна, раздел 8 в [23], [69]). Пусть σ – спектральная мера системы
Крейна (1.6), а P, P∗ – её решения. Следующие утверждения равносильны:

(a) спектральная мера σ лежит в классе Сегё (1.17) на вещественной прямой;

(b) для некоторой точки λ0 ∈ C+ выполнено∫ ∞

0

|P (r, λ0)|2 dr <∞;

(c) для некоторой точки λ0 ∈ C+ выполнено lim inf
r→∞

|P∗(r, λ0)| <∞.

Отметим, что выполнение условий (b) или (c) теоремы Крейна для некоторой точки
λ0 ∈ C+ влечет выполнение этих условий для всех λ ∈ C+. В частности, для некоторой
возрастающей неограниченной последовательности rn функции P∗(rn, ·) сходятся в C+ рав-
номерно на компактах. При правильном выборе последовательности rn, этот предел сов-
падает с обратной функцией Сегё Π, соответствующей спектральной мере, с точностью до
постоянного унимодулярного множителя. Нам пригодится это утверждение в следующей
формулировке.

Лемма 1.4 (Раздел 8, [23]). Рассмотрим систему Крейна, спектральная мера которой
лежит в классе Сегё на прямой. Если последовательность rn → ∞ такова, что P (rn, λ0) →
0 при n → ∞ для некоторой точки λ0 ∈ C+, то существует константа γ ∈ [0, 2π) и
последовательность {nk}k⩾0, для которых P∗(rnk

, λ) → eiγΠ(λ) при k → ∞ для всех λ ∈ C+.

Доказательство. Утверждение следует из леммы 8.5 и доказательства леммы 8.6 из [23].

Выведем некоторые простые следствия теоремы Крейна. Из условия (b) теоремы Крей-
на и леммы 1.4 следует, что для некоторой возрастающей неограниченной последовательно-
сти {rn}n⩾0 одновременно для всех λ ∈ C+ выполняются предельные соотношения

lim
n→∞

|P∗(rn, λ)| = |Π(λ)|, lim
n→∞

|P (rn, λ)| = 0.

Подставим эту последовательность в формулу Кристоффеля-Дарбу (1.9) и перейдем к пре-
делу при n→ ∞. Получим равенство

|Π(λ)|2 = 2 Imλ

∫ ∞

0

|P (s, λ)|2 ds, λ ∈ C+. (1.19)

Теорема 8.7 из [23] говорит, что спектральные меры системы Крейна и двойственной системы
Крейна лежат в классе Сегё одновременно. Следовательно, по лемме 1.4 можно выбрать
последовательность rn → ∞ и числа γ, γ̂ ∈ [0, 2π), удовлетворяющие

lim
n→∞

P∗(rn, λ) = eiγΠ(λ), lim
n→∞

P̂∗(rn, λ) = eiγ̂Π̂(λ), λ ∈ C+.
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Подставляя это в предельное равенство (1.16) для функции Вейля, получаем

m(λ) = i lim
n→∞

P̂∗(rn, λ)

P∗(rn, λ)
= eiγ

Π̂(λ)

Π(λ)
, λ ∈ C+, (1.20)

для некоторой другой постоянной γ ∈ [0, 2π).

1.5. Функции Кристоффеля

Рассмотрим борелевскую меру σ на вещественной прямой, удовлетворяющую условию∫
R

dσ(x)
1+x2 <∞. Функцией Кристоффеля порядка r ⩾ 0 меры σ называется

mr(z) = mr(σ, z) =
1

2π
inf
{
∥f∥2L2(R,σ) : f ∈ PWr, f(z) = 1

}
, z ∈ C, (1.21)

где PWr – пространство Пэли-Винера целых функций, представимых в виде

f(z) =

∫ r

0

φ(s)eizs ds, z ∈ C, φ ∈ L2[0, r].

При всех z ∈ C функция mr(z) монотонна по r, и корректно определена

m∞(z) = lim
r→∞

mr(z) = inf
r
mr(z), z ∈ C.

Если σ не лежит в классе Сегё, то для всех λ ∈ C+ выполнено m∞(λ) = 0, см. теорему 17.2 в
[23]. Обратное утверждение верно, если σ является спектральной мерой некоторой системы
Крейна.

Предположим, что σ – спектральная мера системы Крейна с потенциалом a ∈ L1
loc(R+).

Лемма 8.1 в [23] утверждает, что PWr ⊂ L2(R, σ) и функция kr(z′, ·), заданная формулой

kr(z
′, z) =

1

2π

∫ r

0

P (s, z)P (s, z′) ds, z, z′ ∈ C, (1.22)

является воспроизводящим ядром в пространстве PWr с нормой, индуцированной из L2(R, σ).
Последнее означает, что kr(z′, ·) ∈ PWr и для всех f ∈ PWr выполняется

f(z′) = ⟨f, kr(z′, ·)⟩L2(R,σ) =

∫
R
f(x)kr(z′, x) dσ(x).

Классическое рассуждение с воспроизводящими ядрами показывает, см. лемму 8.2 в [23], что
инфимум в 1.21 достигается на функции kr(z, ·)/kr(z, z) и

mr(z) =
1

2πkr(z, z)
=

(∫ r

0

|P (s, z)|2 ds
)−1

, z ∈ C. (1.23)

В частности, как и говорилось выше, эквивалентные условия теоремы Крейна 1.3 равносиль-
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ны условию m∞(λ) > 0 для λ ∈ C+. Отметим, что из равенства (1.19) следует

m∞(λ) =

(∫ ∞

0

|P (r, λ)|2 dr
)−1

=
2 Imλ

|Π(λ)|2
, λ ∈ C+. (1.24)

1.6. Случай квадратично суммируемого потенциала

Как уже было отмечено ранее, соответствие операторов Дирака и систем Крейна из
раздела 1.3 сопоставляет матрицам Q ∈ L2(R+) функции a ∈ L2(R+). В теореме 1.2 утвер-
ждается, что квадратичная суммируемость потенциала влечет условие Сегё для спектраль-
ной меры, поэтому для систем Крейна с a ∈ L2(R+) справедливы все рассуждения, про-
веденные в разделе 1.4. Можно сказать значительно больше. Применим неравенство Коши-
Буняковского-Шварца и теорему Крейна к дифференциальному уравнению из системы Крей-
на на P∗. Для всех λ ∈ C+ имеем

∥∥ ∂
∂r
P∗(r, λ)

∥∥
L1(R+)

=
∥∥a(r)P (r, λ)∥∥

L1(R+)
⩽
∥∥a∥∥

L2(R+)

∥∥P (r, λ)∥∥
L2(R+)

<∞.

Следовательно, P∗(r, λ) сходится при r → ∞ при всех λ ∈ C+. По лемме 1.4, предел совпадает
с обратной функцией Сегё Π с точностью до постоянного унимодулярного множителя, то есть
для некоторого γ ∈ [0, 2π) выполняется

lim
r→∞

P∗(r, λ) = eiγΠ(λ) = Πγ(λ), λ ∈ C+. (1.25)

Теорема 1.5 (С. Денисов, [23]). Рассмотрим систему Крейна с потенциалом a ∈ L2(R+).
Для каждого ε > 0 сходимость (1.25) равномерна в полуплоскости {λ : Imλ > ε}. Более
того, равномерно в той же области выполнено |P∗(r, λ)| ≍ 1, |Π(λ)| ≍ 1 и |P (r, λ)| ≲ 1.

Доказательство. Равномерность сходимости в {λ : Imλ > ε} доказывается в теореме 11.1
из [23]; в том же доказательстве появляется оценка

|P∗(r, λ)| ⩽ (1 + ∥a∥L2 [Imλ]−1/2) exp([Imλ]−1∥a∥2L2),

которая влечет равномерную ограниченность P∗ в полуплоскостях. Ограниченность P−1
∗ сле-

дует из доказательства леммы 4.6, а точнее неравенства (77) в [23]. Оценка на P следу-
ет из неравенства |P | ⩽ |P∗| в C+, см. (1.10). Наконец, сходимость (1.25) дает оценки для
Π и Π−1.

Теорема 1.6 (С. Денисов, теорема 11.2, [23]). Если коэффициента a системы Крейна лежит
в L2(R+), то Π−1

γ = 1 + h для некоторой h ∈ H2(C+).
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Предложение 1.7. Рассмотрим систему Крейна с коэффициентом a ∈ L2(R+). Имеют
место неравенства

|P∗(r, z)| ≲ exp
(
r∥a∥L2(R+)

)
, Im z ⩾ 0,

|P∗(r, z)| ≲ exp
(
r∥a∥L2(R+) + r| Im z|

)
, Im z < 0,

где постоянная в соотношении ≲ зависит только от ∥a∥L2(R+).

Доказательство. Ограниченность P∗ следует из неравенства Гронуолла-Беллмана для си-
стемы Крейна, см. доказательство теоремы 11.1 в [23]. Неравенство |P∗(r, z)| ⩽ exp(∥a∥L1([0,r]))

в замкнутой полуплоскости {z : Im z ⩾ 0} доказано в теореме 12.1 в [23]. Для z с отрица-
тельной мнимой частью можно использовать формулу отражения (1.7) и неравенство (1.10)
для z ∈ C+:

∣∣P∗(r, z)
∣∣ = ∣∣eizrP (r, z)∣∣ ⩽ er| Im z|∣∣P∗(r, z)

∣∣ ⩽ exp
(
∥a∥L1([0,r]) + r| Im z|

)
, Im z < 0.

Неравенство ∥a∥L1([0,r]) ⩽
√
r∥a∥L2([0,r]) ⩽

1+r
2
∥a∥L2([0,r]) завершает доказательство.

1.7. Ортогональные многочлены на единичной окружности

Пусть D = {z ∈ C : |z| < 1} – единичный круг комплексной плоскости, а T = ∂D – его
граница, единичная окружность. Рассмотрим вероятностную меру µ на T. Если носитель
µ не является конечным набором точек (будем называть такие меры нетривиальными), то
функции {zn}n⩾0 линейно независимы в пространстве L2(T, µ). В этой ситуации к системе
{zn}n⩾0 можно применить ортогонализацию Грама-Шмидта и получить последовательность
унитарных многочленов {Φn}n⩾0, ортогональных в L2(T, µ). Многочлены φn = Φn/∥Φn∥L2(T,µ)

являются ортонормированными в L2(T, µ), то есть ∥φn∥L2(T,µ) = 1 при n ⩾ 0 и

⟨φn, φm⟩L2(T,µ) =

∫
T
φn(ζ)φm(ζ) dµ(ζ) = 0, n ̸= m. (1.26)

Введем функции

Φ∗
n(z) = znΦn(1/z), φ∗

n(z) = znφn(1/z). (1.27)

Если Φn = zn + bn−1z
n−1 + . . . + b1z + b0, то функция Φ∗

n, заданная последним равенством,
имеет вид Φ∗

n(z) = b0z
n + b1z

n−1 + . . .+ bn−1z + 1, поэтому Φ∗
n называются развернутыми ор-

тогональными многочленами. Аналогично для φn и φ∗
n. Многочлены Φn и Φ∗

n удовлетворяют
равенствам

Φn+1(z) = zΦn(z)− αnΦ
∗
n(z), (1.28)

Φ∗
n+1(z) = Φ∗

n(z)− αnzΦn(z), (1.29)
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где αn = −Φn+1(0), см. теорему 1.5.2 в [62]. Числа {αn}n⩾0 называются коэффициентами
рекурсии меры µ, а равенства (1.28) и (1.29) – соотношениями рекурсии. Ортогональность
Φn+1 и Φ∗

n в (1.28) влечет

∥Φn∥2L2(µ) = ∥zΦn∥2L2(µ) = ∥Φn+1 + αnΦ
∗
n(z)∥2L2(µ) = ∥Φn+1∥2L2(µ) + |αn|2∥Φn∥2L2(µ). (1.30)

Из чего, в частности, следует, что |αn| < 1 при всех n ⩾ 0. С другой стороны, любая последо-
вательность чисел {an}n⩾0 ⊂ D×∞ является последовательностью коэффициентов рекурсии
некоторой нетривиальной вероятностной меры µ на T, см. раздел 1.7 в [62]. Важнейшим
результатом теории ортогональных многочленов является теорема Сегё о сходимости лога-
рифмического интеграла меры µ. Пусть m – мера Лебега на T, нормированная условием
m(T) = 1, и µ′ – плотность абсолютно непрерывной части µ относительно m. Множество
мер, удовлетворяющих ∫

T
log µ′ dm > −∞, (1.31)

называется классом Сегё на окружности, а само неравенство (1.31) – условием Сегё. Если
µ удовлетворяет (1.31), то существует внешняя в D функция Π, см. [29], удовлетворяющая
|Π(ζ)|−2 = |µ′(ζ)| для почти всех ζ ∈ T. Иными словами, корректно определена

Π(z) = exp

(
−1

2

∫
T

ζ + z

ζ − z
log µ′(ζ) dζ

)
, z ∈ D. (1.32)

Функция Π называется обратной функцией Сегё меры µ.

Теорема 1.8 (Теорема Сегё). Следующие условия равносильны:

(a) мера µ лежит в классе Сегё;

(b) для некоторой точки z0 ∈ D выполнено
∑∞

n=0 |φn(z0)|2 <∞;

(c) многочлены φ∗
n сходятся в D равномерно на компактах ;

(d) коэффициенты рекурсии суммируемы с квадратом,
∑

n⩾0 |αn|2 <∞.

Более того, если выполнены эквивалентные условия теоремы, то

lim
n→∞

φ∗
n(z) = Π(z), (1− |z|2)

∑
n⩾0

|φn|2 = |Π(z)|2, z ∈ D. (1.33)

Эквивалентность пунктов (a) и (d) может быть точнее записана равенством∫
T
log µ′ dm = log

∞∏
n=0

(1− |αn|2).
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Функции Кристоффеля меры на окружности. Пусть µ – нетривиальная вероятност-
ная мера на µ. Для всех n ⩾ 0 определим линейное пространство Pn многочленов степени не
выше n и рассмотрим функцию

λn(z) = λn(µ, z) = inf
{
∥P∥2L2(T,µ) : P ∈ Pn, P (z) = 1

}
, z ∈ C. (1.34)

Функция λn называется функцией Кристоффеля меры µ порядка n. При z = 0 имеем

λ(0) = inf
{
∥P∥2L2(T,µ) : P ∈ Pn, P (0) = 1

}
= inf

{
∥P∥2L2(T,µ) : P ∈ Pn, P (z) = anz

n + . . .+ a1z + 1
}

= dist2L2(T,µ)(1, zPn−1) = dist2L2(T,µ)(z
n,Pn−1) = ∥Φn∥2L2(T,µ),

кроме того, инфимум достигается на P = Φ∗
n. Норма Φn выражается, напомним (1.30), в

терминах коэффициентов рекурсии, поэтому выполняется

λn(0) = ∥Φn∥2L2(T,µ) =
n−1∏
k=0

(1− |αk|2).

Для произвольного z ∈ D значение λn(z) может быть вычислено в терминах воспроизводяще-
го ядра. Многочлены φ0, . . . , φn образуют ортогональный базис в пространстве Pn с нормой
индуцированной из L2(T, µ). Это означает, что функция

Kn(ξ, z) =
n∑

j=0

φj(z)φj(ξ) (1.35)

является воспроизводящим ядром в точке z, то есть для любого P ∈ Pn выполняется

⟨P,Kn(·, z)⟩L2(T,µ) = P (z).

Неравенство Коши-Буняковского-Шварца дает

|P (z)|2 = |⟨P,Kn(·, z)⟩L2(µ)|2 ⩽ ∥P∥2L2(µ)∥Kn(·, z)∥2L2(µ) = ∥P∥2L2(µ)Kn(z, z). (1.36)

Следовательно, при всех z ∈ C имеем λn(z) ⩾ Kn(z, z)
−1. С другой стороны для P =

Kn(·, z)Kn(z, z) в (1.36) достигается равенство, поэтому

λn(z) = Kn(z, z)
−1 =

( n∑
j=0

|φj(z)|2
)−1

, z ∈ C. (1.37)

Вместе с формулой (1.33) в случае Сегё это влечет равенство

λ∞(z) = lim
n→∞

λn(z) = (1− |z|2)|Π(z)|−2, z ∈ D. (1.38)
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Отметим, что условие λ∞(z) > 0 для некоторого z ∈ D эквивалентно условиям (a) – (d) из
теоремы Сегё.

1.8. Системы Крейна и ортогональные многочлены

Оригинальная статья Крейна [43], в которой были впервые рассмотрены системы Крей-
на (1.6), называлась Континуальные аналоги предложений о многочленах, ортогональных
на единичной окружности. Свойства решений системы Крейна (1.6) во многом напоминают
свойства ортогональных многочленов на окружности, потенциал a имеет роль последова-
тельности {αn}n⩾0, а спектральная мера σ системы Крейна соответствует мере µ, с которой
начался предыдущий раздел. Выделим несколько сходств между теориями.

• Условие ортогональности (1.26) эквивалентно тому, что отображение заданное форму-
лой {an}n⩾0 7→

∑
n⩾0 anφn является изометрией пространств ℓ2(Z+) и L2(T, µ). В этом

смысле свойство (1.14) спектральной меры об изометричности оператора

O : f 7→ 1√
2π

∫ ∞

0

f(r)P (r, λ) dr

между пространствами L2(R+) и L2(R, σ) означает, что функции P (r, ·) ортогональны
в пространстве L2(R, σ).

• Отображение µ 7→ {αn}n⩾0 является биекцией между множеством всех нетривиальных
вероятностных мер на T и последовательностей комплексных чисел из D. На стороне
систем Крейна аналогичного факта нет: любому потенциалу a ∈ L1

loc(R+) соответствует
мера σ на R, удовлетворяющая

∫ dσ(x)
1+x2 < ∞, однако обратное неверно. Биективность

присутствует в более широком классе дифференциальных уравнений – канонических
систем, основные определения будут приведены в разделе 1.9.

• Условия Сегё (1.17) на прямой и (1.31) на окружности оба описывают сходимость ло-
гарифмического интеграла меры. В обеих ситуациях обратная функция Сегё (точнее,
ее логарифм) является аналитическим продолжением логарифма плотности меры, см.
явные формулы (1.18) и (1.32).

• Теорема Крейна 1.3 является прямым аналогом теоремы Сегё 1.8, пункты (a) – (c)
в приведенных формулировках практически идентичны. Важным отличием является
отсутствие в теореме Крейна условия в терминах коэффициента a, которое могло бы
играть роль пункта (d) теоремы Сегё. Теорема 1.2 утверждает, что a ∈ L2(R+) влечет
равносильные условия теоремы Крейна, однако обратное неверно. Частично этот про-
бел заполняет теорема Бессонова-Денисова 1.9 об энтропийных функциях, см. раздел
1.12 ниже.

• Сходимость φ∗
n к Π в случае Сегё переносится в сходимость P∗(r, ·) к Π для систем

Крейна с квадратично суммируемыми потенциалами, см. раздел 1.6. В общем случае
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для мер из класса Сегё имеет место сходимость только по подпоследовательности, на-
помним лемму 1.4.

• Функция Кристоффеля mr для меры на прямой определяется способом, аналогичным
(1.34): пространство многочленов Pn преобразуется в пространство Пэли-Винера PWr,
и естественным образом возникает формула (1.21),

mr(z) = mr(σ, z) =
1

2π
inf
{
∥f∥2L2(R,σ) : f ∈ PWr, f(z) = 1

}
.

Отметим, что функция Кристоффеля корректно определена не только для мер, соот-
ветствующих системам Крейна.

• Если σ является спектральной мерой некоторой системы Крейна, то воспроизводящее
ядро kr в PWr с нормой из L2(R, σ) задается формулой (1.22), аналогичной (1.35),

kr(z
′, z) =

1

2π

∫ r

0

P (s, z)P (s, z′) ds.

Равенство (1.38) также переносится в m∞(λ) = 2 Imλ|Π(λ)|−2, напомним (1.24).

1.9. Канонические системы

Р. Бессонов и С. Денисов в [9], [10] разработали подход к исследованию оператора Ди-
рака, основанный на сведении системы Дирака (1.2) к гамильтоновой канонической системе,
см. [57] и [58], и использовании функции энтропии этой системы. В этом и следующих раз-
делах будут определены основные объекты из теории канонических систем и описана связь
канонических систем с оператором Дирака. В разделе 1.12 будет введена функция энтропии.

Гамильтонианом называется отображение H на R+ со значениями в множестве 2 ×
2 матриц вида H =

(
h1 h
h h2

)
, где h, h1, h2 ∈ L1

loc(R+), удовлетворяющее traceH(t) > 0 и
detH(t) ⩾ 0 при всех t ⩾ 0. Гамильтониан H называется

• сингулярным, если
∫
R+

traceH(s) ds = +∞;

• тривиальным, если H = fP , где f ∈ L1
loc(R+) — скалярная функция, а P — постоянная

матрица ранга 1, и нетривиальным в противном случае.

Каноническая система с гамильтонианом H — это дифференциальное уравнение

J
∂

∂t
M(t, z) = zH(t)M(t, z), M(0, z) = ( 1 0

0 1 ) , z ∈ C, t ⩾ 0. (1.39)

Решение M системы (1.39) принято представлять в виде

M(t, z) = (Θ(t, z),Φ(t, z)) =

(
Θ+(t, z) Φ+(t, z)

Θ−(t, z) Φ−(t, z)

)
, z ∈ C, t ⩾ 0.
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Функция Вейля канонической системы определяется равенством

m(z) = lim
t→∞

Φ−(t, z)

Θ−(t, z)
, z ∈ C+.

Она является аналитической в C+ и удовлетворяет Imm(z) > 0 для всех z ∈ C+. Последнее
означает, что m является функцией Герглотца и, следовательно, допускает представление

m(z) =
1

π

∫
R

(
1

x− z
− x

x2 + 1

)
dσ(x) + bz + a, z ∈ C+, (1.40)

где a ∈ R, b ⩾ 0 — постоянные, а σ — борелевская мера на вещественной прямой, удовле-
творяющая условию

∫
R

dσ(x)
1+x2 <∞. Мера σ называется спектральной мерой гамильтониана H

и канонической системы (1.39). С каждой канонической системой можно связать оператор
и определить спектральную меру в терминах изометричности, аналогичной (1.14), см. [58],
[57] или стр. 10 в [14].

1.10. Сведение оператора Дирака к канонической системе

Рассмотрим оператор Дирака DQ с потенциалом Q ∈ L1
loc(R+) и определим NQ(t) =

N(t, 0), где N – фундаментальное решение дифференциальной системы (1.2). Матрица NQ

является решением задачи Коши

JN ′
Q(t) +Q(t)NQ(t) = 0, NQ(0) = ( 1 0

0 1 ) , t ⩾ 0. (1.41)

Стандартное рассуждение с вронскианом показывает, что

detNQ(t) = exp

(∫ t

0

trace(JQ(x)) dx

)
, t ⩾ 0. (1.42)

Имеем Q = ( −q p
p q ), JQ =

( −p −q
−q p

)
, поэтому trace(JQ(t)) = 0 и detNQ(t) = 1 при всех t ⩾ 0.

Матрица M(t, z) = N−1
Q (t)N(t, z) является фундаментальным решением канонической

системы (1.39) с гамильтонианом

HQ(t) = N∗
Q(t)NQ(t). (1.43)

Действительно, из дифференциальных уравнений на N(t, z) и NQ(t) следует

JN ′(t, z) = JN ′
Q(r)M(t, z) + JNQ(t)M

′(t, z) = −Q(t)N(t, z) + JNQ(t)M
′(t, z),

zNQ(t)M(t, z) = zN(t, z) = JN ′(t, z) +Q(t)N(t, z) = JNQ(t)M
′(t, z).

Остается заметить, что из равенство detNQ = 1 влечет JN−1
Q = N∗

QJ , поэтому

JM ′(t, z) = zJ(JNQ(t))
−1NQ(t)M(t, z) = N∗

Q(t)NQ(t)M(t, z) = HQ(t)M(t, z).
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Более того, спектральная мера канонической системы с гамильтонианом HQ совпадает со
спектральной мерой оператора Дирака DQ (см. раздел 2.4 в [9] или [58]). Класс гамильто-
нианов, получающихся описанным способом из некоторой системы Дирака, можно описать
явно, см. теорему 1.7 в статье [41]. Таким образом, рассуждения из настоящего раздела и
раздела 1.3 показывают, что спектральная теория операторов Дирака и систем Крейна мо-
жет рассматриваться как часть спектральной теории канонических систем для некоторого
класса гамильтонианов.

1.11. T - экспонента

Рассмотрим подробнее дифференциальное уравнение (1.41) на NQ. Его можно перепи-
сать в виде

N ′
Q(r) = JQ(r)NQ(r), NQ(0) = I, r ⩾ 0, (1.44)

где I = ( 1 0
0 1 ) – единичная 2×2 матрица. Если бы Q была постоянной матрицей, то решением

(1.44) была бы классическая матричная экспонента. Для непостоянного Q выполнено

NQ(r) = I +
∑
m⩾1

∫ r

0

JQ(t1)

∫ t1

0

JQ(t2)

∫ t2

0

. . .

∫ tm−1

0

JQ(tm) dtm . . . dt3 dt2 dt1. (1.45)

Выражение в правой части называется T-экспонентой матрицы JQ, см. книгу [27]. Опреде-
лим этот объект формально.

Пусть A — матричнозначная функция с вещественными элементами из L1
loc(R+). Ре-

шение дифференциального уравнения

∂

∂t
XA(r, t) = A(t)XA(r, t), XA(r, r) = I, t ⩾ r (1.46)

называется Т-экспонентой A. Имеет место групповое свойство

XA(r, t)XA(t0, r) = XA(t0, t), t0 ⩽ r ⩽ t. (1.47)

Явное представление (1.45) в общей ситуации принимает вид

XA(r, t) = I +
∑
m⩾1

∫ t

r

A(t1)

∫ t1

r

A(t2)

∫ t2

r

. . .

∫ tm−1

r

A(tm) dtm . . . dt3 dt2 dt1. (1.48)

Заметим, что ряд сходится по операторной норме, так как норма m-го члена не превосходит∫ t

r

. . .

∫ tm−1

r

∥A(t1)∥ · . . . · ∥A(tm)∥ dtm . . . dt1 ⩽
1

m!

(∫ t

r

∥A(s)∥ ds
)m

.
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Пусть v — произвольный единичный вектор. Из (1.46) имеем

∂

∂t
∥XA(r, t)v∥2 = 2

〈
∂

∂t
XA(r, t)v,XA(r, t)v

〉
= 2⟨AXA(r, t)v,XA(r, t)v⟩.

Скалярное произведение в правой части можно оценить через произведение норм, поэтому

2∥A(t)∥∥XA(r, t)v∥2 ⩾
∂

∂t
∥XA(r, t)v∥2 ⩾ −2∥A(t)∥∥XA(r, t)v∥2,

2∥A(t)∥ ⩾
∂

∂t
log ∥XA(r, t)v∥2 ⩾ −2∥A(t)∥.

Последнее неравенство и начальное условие XA(r, r) = I влекут

exp

[∫ t

r

∥A(s)∥ ds
]
⩾ ∥XA(r, t)v∥ ⩾ exp

[
−
∫ t

r

∥A(s)∥ ds
]
, (1.49)

exp

[∫ t

r

∥A(s)∥ ds
]
⩾ ∥XA(r, t)∥, exp

[∫ t

r

∥A(s)∥ ds
]
⩾ ∥XA(r, t)

−1∥. (1.50)

1.12. Энтропия канонической системы

В работах [9], [10] Р. Бессонов и С. Денисов описали класс гамильтонианов, спектраль-
ная мера которых лежит в классе Сегё на вещественной прямой, в терминах энтропийной
функции. Сформулируем их результат.

Рассмотрим сингулярный нетривиальный гамильтониан H. При всех r ≥ 0 определим
его r-сдвиг Hr формулой Hr(x) = H(r + x), x ⩾ 0. Спектральную меру и функцию Вейля,
соответствующие гамильтониану Hr, обозначим за σr и mr соответственно. Кроме того, пусть
wr при всех r ⩾ 0 обозначает плотность абсолютно непрерывной части меры σr относительно
меры Лебега на прямой. Функция энтропии KH меры σ определяется равенством

KH(r) = log Immr(i)−
1

π

∫
R

logwr(x)

1 + x2
dx

= log

(
1

π

∫
R

dσ(x)

x2 + 1
+ br

)
− 1

π

∫
R

logwr(x)

1 + x2
dx, r ≥ 0, (1.51)

где br ⩾ 0 – это параметр из представления (1.40) для mr. Хорошо видно, что KH(r) < ∞
тогда и только тогда, когда σr лежит в классе Сегё на прямой. Неравенство Йенсена дает
KH(r) ⩾ 0 при всех r ⩾ 0. Более того, KH(r) не возрастает и limr→0KH(r) = 0, см. лемму 2 в
[9]. Если

√
detH /∈ L1(R+), то при всех n ⩾ 0 можно завести функцию

ηn(r) = min

{
x :

∫ x

r

√
detH(t) dt = n

}
, r ⩾ 0,



31

и определить энтропию KH гамильтониана H равенством

KH(r) =
∑
n≥0

(
det

[ ∫ ηn+2(r)

ηn(r)

H(t) dt

]
− 4

)
, r ⩾ 0. (1.52)

Отметим, что KH(r) ⩾ 0 при всех r ⩾ 0, так как все слагаемые в правой части (1.52) неот-
рицательны, см. рассуждение в лемме 10.8 из [10]. Основной результат работы [10] содержит
двустороннюю оценку на энтропию KH в терминах энтропии гамильтониана KH .

Теорема 1.9 (Теорема 1.2, [10]). Спектральная мера сингулярного нетривиального гамиль-
тониана H лежит в классе Сегё (1.17) тогда и только тогда, когда

√
detH /∈ L1(R+) и

KH(0) <∞. Более того, имеет место неравенство

c1KH(r) ≤ KH(r) ≤ c2KH(r) · ec2KH(r), r ⩾ 0,

где c1 и c2 – некоторые абсолютные постоянные.
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Глава 2. Оценки энтропии системы
Дирака

Рассмотрим оператор Дирака DQ с потенциалом Q ∈ L1
loc(R+) и определим гамиль-

тониан HQ формулой (1.43). Из равенства (1.42) знаем, что detHQ(t) = 1 при всех t ⩾ 0.
Определение (1.52) энтропийной функции KQ = KHQ

в этом случае упрощается, имеем

KQ(r) =
∑
n≥0

(
det

[∫ n+r+2

n+r

HQ(t) dt

]
− 4

)
, r ⩾ 0. (2.1)

Теорема 1.9 для оператора Дирака утверждает, что условие KQ(0) < ∞ равносильно тому,
что спектральная мера σQ лежит в классе Сегё. Глава 4 настоящей диссертации посвящена
описанию класса мер, для которых ряд в правой части (2.1) сходится экспоненциально быст-
ро. Сформулируем несколько результатов, позволяющих описывать величину слагаемых в
KQ в терминах потенциала Q. Нам будет удобно работать с функцией

EQ(r) = det

[∫ r+2

r

HQ(t) dt

]
− 4, r ⩾ 0, (2.2)

которая также будет называться энтропией.

2.1. Энтропия и величина первообразной

На время ограничимся случаем внедиагонального потенциала Q =
(
0 p
p 0

)
для некоторой

функции p ∈ L2(R+). Дифференциальное уравнение (1.44) решается явно, имеем

NQ(t) =

(
exp (−g0(t)) 0

0 exp (g0(t))

)
, HQ(t) =

(
exp (−2g0(t)) 0

0 exp (2g0(t))

)
,

где gr(t) =
∫ t

r
p(s) ds – первообразная p. Определение (2.2) принимает вид

EQ(r) = det

∫ r+2

r

HQ(t) dt− 4 =

∫ r+2

r

e−2g0(t) dt ·
∫ r+2

r

e2g0(t) dt− 4

=

∫ r+2

r

e−2gr(t) dt ·
∫ r+2

r

e2gr(t) dt− 4, r ⩾ 0. (2.3)
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Разложим экспоненты e2gr и e−2gr в ряд Тэйлора,

e±2gr(t) = 1± 2gr(t) + 2g2r(t) +O(g3r(t)),

подставим и проинтегрируем. Из условия p ∈ L2(R+) имеем gr(t) = o(1) при r → ∞ равно-
мерно по t ∈ [r, r + 2], поэтому

EQ(r) ≍ 2

∫ r+2

r

gr(t)
2 dt−

(∫ r+2

r

gr(t) dt

)2

= 2

∫ r+2

r

(
gr(t)−

1

2

∫ r+2

r

gr(s) ds

)2

dt.

Таким образом, энтропия эквивалентна среднеквадратичному отклонению (дисперсии) пер-
вообразной p. Теорема 2.1 ниже утверждает, что аналогичная эквивалентность имеет место
и в общем случае Q = ( −q p

p q ) ∈ L2(R+). Для комплексной функции f определим gf,r(t) =∫ t

r
f(s) ds и положим

Df (r) = 2

∫ r+2

r

|gf,r(t)|2 dt−
∣∣∣∣∫ r+2

r

gf,r(t) dt

∣∣∣∣2 , r ⩾ 0. (2.4)

Теорема 2.1. Пусть Q = ( −q p
p q ) ∈ L2(R+) и f = p+ iq. Тогда EQ(r) ≍ Df (r) и

EQ(r)
1/2 ≲ sup

t∈[r,r+2]

|gf,r(t)| ≲ EQ(r)
1/4,

где постоянные в соотношениях ≍ и ≲ зависят только от ∥f∥L2(R+).

Теорема 2.1 позволяет оценить энтропию KQ в терминах более простой характеристи-
ки потенциала – величины его первообразной. Неформально говоря, в ней утверждается,
что быстрое убывание энтропии равносильно быстрому убыванию первообразной, которое в
дальнейшем будет называться словом осцилляция, см. раздел 4.2. Коэффициент a системы
Крейна, соответствующей DQ, задается формулой (1.11), 2a(2r) = −p(r)+iq(r), поэтому вме-
сто функции f = p+ iq в теореме можно использовать функцию a. Доказательство теоремы
являются техническими и сводятся к аккуратной оценке слагаемых ряда в явной формуле
(1.48) для Т-экспоненты. В следующей теореме показывается, что экспоненциально быстрая
осцилляция потенциала Q ∈ L1

loc(R+) влечет убывание его энтропии.

Теорема 2.2. Если элементы p и q потенциала Q = ( −q p
p q ) ∈ L1

loc(R+) удовлетворяют

sup
r⩾0

∫ r+1

r

(|p|+ |q|) ds <∞,

sup
t⩾r

∣∣∣∣∫ t

r

p(s) ds

∣∣∣∣ = O
(
e−δr

)
, sup

t⩾r

∣∣∣∣∫ t

r

q(s) ds

∣∣∣∣ = O
(
e−δr

)
, r → ∞,

то выполняются условия KQ(r) = O
(
e−δr

)
и EQ(r) = O

(
e−δr

)
при r → ∞.
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2.2. Масштабирование

В определениях (2.1) и (2.2) функции энтропии интегралы берутся по отрезкам длины
2 с концами в целых точках. Предложение 2.8 в [12] утверждает, что в теореме 1.9 отрезки
[0, 2], [1, 3], [2, 4], . . . можно заменить на [α0, α2], [α1, α3], [α2, α4], . . . для любой последователь-
ности 0 = α0, α1, α2, . . ., удовлетворяющей 0 < C1 ⩽ αn+1 − αn ⩽ C2 для некоторых C1 и C2.
Из этого следует, что спектральная мера σQ лежит в классе Сегё на прямой тогда и только
тогда, когда для некоторого l > 0 выполнено

∑
k⩾0E

(l)
Q (kl) <∞, где

E
(l)
Q (r) =

1

l2
det

[∫ r+2l

r

HQ(t) dt

]
− 4, r ⩾ 0. (2.5)

Величина E(l)
Q будет называться масштабированной энтропией. Нормировка 1/l2 подобрана

так, чтобы выполнялось равенство E
(1)
Q = EQ. Сформулируем количественный аналог по-

следнего утверждения.

Теорема 2.3. Рассмотрим потенциал Q ∈ L2(R+) и непрерывную убывающую функцию f

на R+, удовлетворяющую limr→∞ f(r) = 0. Если условие

E
(l)
Q (r) ≲ f(r), r ⩾ 0 (2.6)

выполнено для некоторого параметра l > 0, то оно выполнено для всех l > 0.

2.3. Доказательства

2.3.1. Доказательство теоремы 2.3

Вспомогательные оценки. Для отрезка I и функции f ∈ L1(I) будем использовать обо-
значение

⟨f⟩I =
1

|I|

∫
I

f(x) dx.

Зафиксируем некоторый отрезок I = [a, b] и определим

I1 = [a, (a+ b)/2], I2 = [(3a+ b)/4, (a+ 3b)/4], I3 = [(a+ b)/2, b]

— левую, среднюю и правую половины I соответственно.

Лемма 2.4. Пусть g — положительная измеримая функция на I. Тогда

⟨g⟩I⟨g−1⟩I − 1 ≲ max
n∈{1,2,3}

[
⟨g⟩In⟨g−1⟩In − 1

]
,

при условии, что последний максимум не превосходит 1.
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Доказательство. Обозначим максимум из условия леммы через ε. Имеем

⟨g⟩I⟨g−1⟩I =
1

4
(⟨g⟩I1 + ⟨g⟩I3)

(
⟨g−1⟩I1 + ⟨g−1⟩I3

)
=

1

4
(⟨g⟩I1 − ⟨g⟩I3)

(
⟨g−1⟩I1 − ⟨g−1⟩I3

)
+

1

2

(
⟨g⟩I1⟨g−1⟩I1 + ⟨g⟩I3⟨g−1⟩I3

)
.

Следовательно, выполнено

⟨g⟩I⟨g−1⟩I − 1 ⩽
⟨g⟩I1⟨g−1⟩I1 − 1

2
+

⟨g⟩I3⟨g−1⟩I3 − 1

2

+
1

4

∣∣(⟨g⟩I1 − ⟨g⟩I3)
(
⟨g−1⟩I1 − ⟨g−1⟩I3

)∣∣
⩽ ε+

1

4
⟨g⟩I1⟨g−1⟩I1

∣∣∣∣(1− ⟨g⟩I3
⟨g⟩I1

)(
1− ⟨g−1⟩I3

⟨g−1⟩I1

)∣∣∣∣
⩽ ε+

1 + ε

4

∣∣∣∣(1− ⟨g⟩I3
⟨g⟩I1

)(
1− ⟨g−1⟩I3

⟨g−1⟩I1

)∣∣∣∣ . (2.7)

Пусть f = log g. Неравенство Йенсена для n ∈ {1, 2, 3} дает

1 ⩽ ⟨ef⟩Ine−⟨f⟩In ⩽ ⟨ef⟩In⟨e−f⟩In = ⟨g⟩In⟨g−1⟩In ⩽ 1 + ε. (2.8)

Отсюда следует (см. (4.12) в [12] или (3.7) в [40]) оценка ⟨|f − ⟨f⟩In|⟩In ≲
√
ε и

|⟨f⟩I1 − ⟨f⟩I2| = ⟨|⟨f⟩I1 − ⟨f⟩I2|⟩I1∩I2 ⩽ ⟨|⟨f⟩I1 − f |⟩I1∩I2 + ⟨|f − ⟨f⟩I2|⟩I1∩I2
≲ ⟨|⟨f⟩I1 − f |⟩I1 + ⟨|f − ⟨f⟩I2|⟩I2 ≲

√
ε. (2.9)

Неравенства (2.8) и (2.9) дают∣∣∣∣⟨g⟩I1⟨g⟩I2
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣⟨ef⟩I1⟨ef⟩I2
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣⟨ef⟩I1e⟨f⟩I1
· e

⟨f⟩I1

e⟨f⟩I2
· e

⟨f⟩I2

⟨ef⟩I2
− 1

∣∣∣∣ ≲ √
ε.

Аналогично можем получить∣∣∣∣⟨g−1⟩I1
⟨g−1⟩I2

− 1

∣∣∣∣ ≲ √
ε,

∣∣∣∣⟨g⟩I2⟨g⟩I3
− 1

∣∣∣∣ ≲ √
ε,

∣∣∣∣⟨g−1⟩I2
⟨g−1⟩I3

− 1

∣∣∣∣ ≲ √
ε.

Из чего, в свою очередь, следуют∣∣∣∣⟨g⟩I3⟨g⟩I1
− 1

∣∣∣∣ ≲ √
ε,

∣∣∣∣⟨g−1⟩I3
⟨g−1⟩I1

− 1

∣∣∣∣ ≲ √
ε.

Подстановка последних неравенств в (2.7) завершает доказательство.

Лемма 2.5. Пусть G — отображение на I со значениями в множестве 2×2 матриц, удо-
влетворяющее G(t) ⩾ 0 и detG(t) = 1 для почти всех t ∈ I. Предположим, что равномерно
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для всех единичных векторов v ∈ R2 и t ∈ I выполнено

⟨G(t)v, v⟩ ≍ 1. (2.10)

Тогда имеет место неравенство

det⟨G⟩I − 1 ≲ max
n∈{1,2,3}

[det⟨G⟩In − 1] , (2.11)

при условии, что последний максимум не превосходит 1.

Доказательство. Обозначим максимум из условия леммы через ε. Для каждой постоянной
2× 2 матрицы M выполняется равенство

1√
detM

=
1

π

∫
R2

e−⟨Mx,x⟩dx.

Переписав интеграл в полярных координатах, получаем

1√
detM

=
1

π

∫
T

(∫ ∞

0

e−r2⟨Mζ,ζ⟩r dr

)
dζ =

1

2π

∫
T

dζ

⟨Mζ, ζ⟩
.

Рассмотрим некоторый подотрезок J отрезка I и определим AJ = ⟨G⟩J . Из неравенства
Йенсена имеем

1√
detAJ

=
1

2π

∫
T

dζ

⟨AJζ, ζ⟩
⩽

1

2π

∫
T

〈
1

⟨Gζ, ζ⟩

〉
J

dζ =

〈
1

2π

∫
T

dζ

⟨Gζ, ζ⟩

〉
J

=

〈
1√
detG

〉
J

= 1,

0 ⩽
∫
T

(〈
1

⟨Gζ, ζ⟩

〉
J

− 1

⟨AJζ, ζ⟩

)
dζ = 2π

(
1− 1√

detAJ

)
.

Обозначим gζ(t) = ⟨G(t)ζ, ζ⟩, тогда последнее равенство примет вид∫
T

(
⟨g−1

ζ ⟩J − ⟨gζ⟩−1
J

)
dζ = 2π

(
1− 1√

detAJ

)
.

Далее, условие (2.10) дает

⟨g−1
ζ ⟩J − ⟨gζ⟩−1

J =
⟨g−1

ζ ⟩J⟨gζ⟩J − 1

⟨gζ⟩J
≍ ⟨g−1

ζ ⟩J⟨gζ⟩J − 1,

и из последних двух равенств получается

1− 1√
detAJ

≍
∫
T
FJ(ζ) dζ,

где FJ(ζ) = ⟨g−1
ζ ⟩J⟨gζ⟩J − 1. Более того, соотношение (2.11) эквивалентно∫

T
FI(ζ) dζ ≲ max

n∈{1,2,3}

[∫
T
FIn(ζ) dζ

]
. (2.12)
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Рассмотрим множество S ⊂ T,

S = {ζ : FIn(ζ) < 1, n = 1, 2, 3}.

По лемме 2.4, для всех ζ ∈ S выполнено

F (ζ) ≲ max
n∈{1,2,3}

FIn(ζ). (2.13)

С другой стороны, в силу предположения (2.10), имеем

FI(ζ) ≲ 1 ⩽ max
n∈{1,2,3}

FIn(ζ), ζ ∈ T \ S.

Значит, (2.13) выполняется на всей окружности (возможно, с другой константой в соотно-
шении ≲). Неравенство (2.12) следует, доказательство леммы завершено.

Энтропия и масштабирование. Напомним, что для l > 0, масштабированная энтропия
E

(l)
Q определяется равенством (2.5). Как уже было показано ранее, NQ(t) = XJQ(0, t), где

XJQ – это Т-экспонента (1.46) матрицы JQ. Формула для гамильтониана (1.43) и групповое
свойство (1.47) влекут

HQ(t) = (XJQ(0, r))
∗(XJQ(r, t))

∗XJQ(r, t)XJQ(0, r), 0 ⩽ r ⩽ t.

Для каждого r ⩾ 0 выполнено detXJQ(0, r) = 1, поэтому (2.5) переписывается в виде

E
(l)
Q (r) =

1

l2
det

[∫ r+2l

r

(XJQ(r, t))
∗XJQ(r, t) dt

]
− 4, r ⩾ 0. (2.14)

Доказательство теоремы 2.3. Предположим, что (2.6) выполнено для l = l0. Покажем, что
для всех достаточно больших r выполнены условия леммы 2.5 для матричнозначной функции
Gr(t) = (XJQ(r, t))

∗XJQ(r, t) на отрезке I = [r, r + 4l0]. Действительно, свойства упорядочен-
ной экспоненты немедленно влекут Gr(t) ⩾ 0 и detGr(t) = 1 для всех t ∈ I. Более того, если
v ∈ R2 — единичный вектор, то

⟨Gr(t)v, v⟩ = ∥XJQ(r, t)v∥22 ≍ 1,

в силу неравенства (1.49) и условия Q ∈ L2(R+). Применяя лемму 2.5, получаем

1

4
E

(2l0)
Q (r) = det⟨Gr⟩I − 1 ⩽ max

n∈{1,2,3}
[det⟨Gr⟩In − 1]

=
1

4
max

[
E

(l0)
Q (r), E

(l0)
Q (r + l0), E

(l0)
Q (r + 2l0)

]
≲ f(r).

Следовательно, соотношение (2.6) выполнено для l = 2l0. Повторяя эту процедуру, получим,
что оно выполнено для l = 2nl0 при всех натуральных n. Остаётся заметить, что неравенство
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(2.6) для l = l0 влечёт (2.6) для всех l < l0, см. формулу (5.1) в [12].

2.3.2. Доказательство теоремы 2.1

Осцилляция и дисперсия. Для функций F ∈ L1([0, 1]) в этом разделе будут использо-
ваться обозначения ⟨F ⟩ = ⟨F ⟩[0,1] =

∫ 1

0
F (s) ds и

D(F ) =

∫ 1

0

F (s)2 ds− ⟨F ⟩2 =
∫ 1

0

(F (s)− ⟨F ⟩)2 ds. (2.15)

Для положительных чисел ε и δ определим функцию γ = γ(ε, δ) = ε1/4δ1/2 и рассмотрим
следующее множество Wε,δ абсолютно непрерывных функций:

Wε,δ =
{
F : F (0) = 0, D(F ) ⩽ ε, ∥F ′∥L2([0,1]) ⩽ δ

}
. (2.16)

Докажем несколько технических утверждений про функции из Wε,δ.

Лемма 2.6. Если F ∈ Wε,δ, то D(F )2 ⩽ δ и D(F ) ⩽ γ2.

Доказательство. По теореме о среднем значении для некоторой точки s0 ∈ [0, 1] выполнено
⟨F ⟩ = F (s0). Тогда имеем

|F (s)− ⟨F ⟩| = |F (s)− F (s0)| ⩽
∫ s

s0

|F ′(x)| dx ⩽ δ, s ∈ [0, 1].

Оценка D(F ) ⩽ δ2 следует. Чтобы установить второе требуемое неравенство, напишем

D(F )2 = D(F ) ·D(F ) ⩽ δ2 · ε = γ2.

Доказательство леммы завершено.

Лемма 2.7. Для F ∈ Wε,δ имеют места неравенства

|⟨F ⟩| ⩽ 2γ, sup
t∈[0,1]

|F (t)| ⩽ 4γ, ∥F 2 − ⟨F ⟩2∥L2([0,1]) ⩽ 6ε1/2γ.

Доказательство. Неравенство Коши-Буняковского-Шварца даёт∫ r

0

(F (s)− ⟨F ⟩)2 ds
∫ r

0

F ′(s)2 ds ⩾

(∫ r

0

(F (s)− ⟨F ⟩)F ′(s) ds

)2

=

(
F (r)2

2
− ⟨F ⟩F (r)

)2

.

Левая часть не превосходит εδ2, поэтому имеем

|F (r)2 − 2⟨F ⟩F (r)| ⩽ 2
√
εδ = 2γ2, r ∈ [0, 1]. (2.17)
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Далее, преобразуем равенство (2.15):

⟨F ⟩2 = D(F )−
∫ 1

0

[F (s)2 − 2⟨F ⟩F (s)] ds.

Слагаемые в правой части оцениваются с помощью неравенства (2.17) и леммы 2.6. Получаем
оценку ⟨F ⟩2 ⩽ 3γ2. Кроме того, для любого r ∈ [0, 1] имеем

(F (r)− ⟨F ⟩)2 = ⟨F ⟩2 + [F (r)2 − 2⟨F ⟩F (r)] ⩽ 5γ2.

Следовательно, выполнено |F (r)| ⩽ |⟨F ⟩|+
√
5γ ⩽ 4γ. Остается написать неравенства

∣∣F 2 − ⟨F ⟩2
∣∣ = ∣∣(F − ⟨F ⟩)(F + ⟨F ⟩)

∣∣ ⩽ 6γ
∣∣F − ⟨F ⟩

∣∣,
∥F 2 − ⟨F ⟩2∥L2([0,1]) ⩽ 6γ∥F − ⟨F ⟩∥L2([0,1]) ⩽ 6γ

√
ε.

Доказательство леммы завершено.

Напомним, (2.4), что используются обозначения gf,r(t) =
∫ t

r
f(s) ds и

Df (r) = 2

∫ r+2

r

|gf,r(t)|2 dt−
∣∣∣∣∫ r+2

r

gf,r(t) dt

∣∣∣∣2 .
Следующая лемма является важной частью доказательства теоремы 2.1.

Лемма 2.8. Для f ∈ L2(R+) выполняются соотношения

Df (r)
1/2 ≲ sup

t∈[r,r+2]

|gf,r(t)| ≲ Df (r)
1/4,

где константы в ≲ зависят только от ∥f∥L2(R+)

Доказательство. Левое неравенство в лемме получается автоматически:

Df (r) ⩽ 2

∫ r+2

r

|gf,r(t)|2 dt ⩽ 2 sup
t∈[r,r+2]

|gf,r(t)|2.

Докажем правое неравенство. Рассмотрим вещественные функции

qr(t) = Re gf,r(r + 2t), pr(t) = Im gf,r(r + 2t), t ∈ [0, 1].

Имеет место равенство Df (r) = 4D(pr) + 4D(qr). Кроме того, знаем p′(t) = Re f(r + 2t) и
p′(t) = Im f(r + 2t), поэтому pr, qr ∈ Wε,δ, где ε = ∥f∥L2 и δ = Df (r). Из леммы 2.7 получаем

sup
s∈[r,r+2]

|gf,r(s)| ⩽ sup
t∈[0,1]

|pr(t)|+ sup
t∈[0,1]

|qr(t)| ≲ Df (r)
1/4 · ∥f∥1/2L2([r,r+2]).
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Энтропия и дисперсия. Пусть A – это некоторая 2 × 2 матричнозначная функция на
отрезке [0, 1] с элементами из L1([0, 1]). Для s ∈ R рассмотрим Т-экспоненту XsA на [0, 1], см.
формулу (1.46), и определим функцию

FA(s) = det

(∫ 1

0

XsA(t)X
T
sA(t) dt

)
. (2.18)

Из явного представления Т-экспоненты (1.48) видно, что FA является аналитической по s.
Обозначим через {an}n⩾0 коэффициенты ее ряда Тэйлора в нуле. Выполняется

FA(s) =
∑
n⩾0

ans
n, s ∈ R. (2.19)

Предположим, что A имеет вид A = ( −q p
p q ), где p и q — функции из L1([0, 1]). Для такой

матрицы выполнено JAJ−1 = −A, где J = ( 0 −1
1 0 ), и при всех t ⩾ 0 имеет место равенство

(JXA(t)J
−1)′ = JA(t)XA(t)J

−1 = (JA(t)J−1)(JXA(t)J
−1) = −A(t)JXA(t)J

−1.

Последнее означает, что X−A = JXAJ
−1 на всем отрезке [0, 1]. Из формулы (2.18) видим, что

FA(s) = F−A(s) = FA(−s) для всех s ∈ R, то есть функция F чётна и an = 0 при нечётных n.
Нашей дальнейшей целью будет оценка членов последовательности an с четными индексами.
Начнем с явного вычисления a2 в терминах p и q. Напомним, что для функции f ∈ L2([0, 1])

величина Df определена в (2.15).

Лемма 2.9. Если A = ( −q p
p q ) ∈ L2([0, 1]), то имеет место равенство a2 = 4D(gp) + 4D(gq),

где gp(t) =
∫ t

0
p(x) dx, gq(t) =

∫ t

0
q(x) dx – первообразные p и q соответственно.

Доказательство. Вспомним явную формулу (1.48) для Т-экспоненты. При всех t ∈ [0, 1]

имеем

XsA(t) = I + s

∫ t

0

A(t1) dt1 + s2
∫ t

0

∫ t1

0

A(t1)A(t2) dt2 dt1 + o(s2),

XsA(t)XsA(t)
T = I + s

∫ t

0

A(t1) dt1 + s

∫ t

0

AT (t1) dt1 + s2
∫ t

0

A(t1) dt1

∫ t

0

AT (t1) dt1

+ s2
∫ t

0

∫ t1

0

A(t1)A(t2) dt2 dt1 + s2
∫ t

0

∫ t1

0

(A(t1)A(t2))
T dt2 dt1 + o(s2).

Слагаемые в первой строчке последнего равенства переписываются в терминах gp и gq:∫ t

0

A(t1) dt1 =

∫ t

0

AT (t1) dt1 =

(
−gq(t) gp(t)

gp(t) gq(t)

)
,∫ t

0

A(t1) dt1

∫ t

0

AT (t1) dt1 = (g2p(t) + g2q (t))I.
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Далее, для t1, t2 ∈ [0, 1] можем написать

A(t1)A(t2) =

(
−q(t1) p(t1)

p(t1) q(t1)

)(
−q(t2) p(t2)

p(t2) q(t2)

)

=

(
q(t1)q(t2) + p(t1)p(t2) −q(t1)p(t2) + p(t1)q(t2)

q(t1)p(t2)− p(t1)q(t2) q(t1)q(t2) + p(t1)p(t2)

)
.

Последнее дает A(t1)A(t2) + (A(t1)A(t2))
T = 2

(
q(t1)q(t2) + p(t1)p(t2)

)
I. Равенства∫ t

0

∫ t1

0

q(t1)q(t2) dt2dt1 =
gq(t)

2

2
,

∫ t

0

∫ t1

0

p(t1)p(t2) dt2dt1 =
gp(t)

2

2

позволяют преобразовать∫ t

0

∫ t1

0

A(t1)A(t2) + (A(t1)A(t2))
T dt2 dt1 = (g2q (t) + g2p(t))I.

Следовательно, выполнено

XsA(t)XsA(t)
T = I + 2s

(
−gq(t) gp(t)

gp(t) gq(t)

)
+ 2s2(g2q (t) + g2p(t))I + o(s2).

Остается проинтегрировать по [0, 1] и посчитать определитель. Имеем

a2 = −4

(∫ 1

0

gp(t) dt

)2

− 4

(∫ 1

0

gq(t) dt

)2

+ 4

∫ 1

0

gp(t)
2 dt+ 4

∫ 1

0

gq(t)
2 dt = 4D(gp) + 4D(gq).

Теорема 2.10. Рассмотрим матрицу A = ( −q p
p q ) ∈ L2([0, 1]) и обозначим

δ = ∥p∥L2([0,1]) + ∥q∥L2([0,1]), ε = D(gp) +D(gq),

где gp(t) =
∫ t

0
p(x) dx и gq(t) =

∫ t

0
q(x) dx — первообразные p и q соответственно. Тогда

последовательность {an}n⩾0 из (2.19) удовлетворяет
∑

n⩾4 |an| = o(ε) при ε, δ → 0.

Прежде, чем приступать к доказательству теоремы 2.10, выведем из нее теорему 2.1.

Доказательство теоремы 2.1. Напомним, что энтропия EQ задана равенством (2.2),

EQ(r) = det

[∫ r+2

r

HQ(t) dt

]
− 4 = det

[∫ r+2

r

N∗
Q(t)NQ(t) dt

]
− 4, r ⩾ 0,

где NQ – это решение дифференциального уравнения N ′
Q = JQNQ. Определим матрич-

нозначную функцию Ar(t) = 2JQ(r + 2t) на отрезке [0, 1]. Имеем Ar = ( −pr qr
qr pr ), где pr =
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2p(r + 2t) и qr(t) = 2q(r + 2t), поэтому Df (r) = D(gp) + D(gq) (напомним, что f = p + iq).
Выполнено равенство

(NQ(r + 2t))′ = 2N ′
Q(r + 2t) = 2JQ(r + 2t)NQ(r + 2t) = Ar(t)NQ(r + 2t),

то есть Т-экспонента XAr на [0, 1] имеет вида XAr(t) = NQ(r + 2t). Имеем

FAr(1) = det

(∫ 1

0

XAr(t)X
T
Ar
(t) dt

)
= det

(
1

2

∫ r+2

r

NQ(t)N
T
Q(t) dt

)
=

1

4
EQ(r) + 1.

С другой стороны, из теоремы 2.10 и леммы 2.9 знаем

FAr(1) = 1 + a2 + o(ε) = 1 + 4Df + o(ε), ε→ 0.

Получаем равенство EQ(r) = 16Df + o(ε) при ε→ 0, что завершает доказательство.

Теорема 2.10 в диагональном случае. Когда матрица A является диагональной при
всех t, коэффициенты an из (2.19) вычисляются явно, и теорема 2.10 доказывается очень
кратко.

Лемма 2.11. Рассмотрим матрицу A =
( −q 0

0 q

)
∈ L1([0, 1]) и обозначим g(t) =

∫ t

0
q(s) ds.

При всех n ⩾ 0 имеет место равенство

an =
2n

n!

∫ 1

0

∫ 1

0

(g(x)− g(y))n dx dy.

Доказательство. Из определения Т-экспоненты знаем, что при всех s ∈ R и t ⩾ 0 выполнено

XsA(t) = exp

(
s

∫ t

0

A(x)dx

)
=

(
e−sg(t) 0

0 esg(t)

)
,

FA(s) =

∫ 1

0

e2sg(t) dt ·
∫ 1

0

e−2sg(t) dt.

Раскладывая экспоненты в ряд Тэйлора, получаем

FA(s) =

∫ 1

0

∑
k⩾0

(2s)kgk(t)

k!
dt ·

∫ 1

0

∑
m⩾0

(−2s)mgm(t)

m!
dt

=
∞∑
k=0

∞∑
m=0

(−1)m(2s)k+m

k!m!

∫ 1

0

gk(t) dt

∫ 1

0

gm(t) dt.

Сгруппируем слагаемые в правой части по степеням s и приравняем найденные коэффици-
енты к (2.19). Имеем

an = 2n
n∑

l=0

(−1)l

l!(n− l)!

∫ 1

0

gn−l(t) dt

∫ 1

0

gl(t) dt =
2n

n!

∫ 1

0

∫ 1

0

(g(x)− g(y))n dx dy.
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Отметим, что an = 0 при нечётных n, и

a2 = 2

∫ 1

0

∫ 1

0

(g(x)− g(y))2 dx dy = 4

∫ 1

0

g(x)2 dx− 4

(∫ 1

0

g(x) dx

)2

= 4D(g),

что согласуется с леммой 2.9. Доказательство завершено.

Доказательство теоремы 2.10 в диагональном случае. При всех x, y ∈ [0, 1] имеет место
неравенство |gq(x) − gq(y)| ⩽ δ. Подставим эту оценку в формулу для an из леммы 2.11 и
используем равенство a2 = 4ε из леммы 2.9. Получаем

|an| ⩽
2n−1|a2|
n!

sup
x,y∈[0,1]

|gq(x)− gq(y)|n−2 ⩽
2n−1 · 4ε

n!
δn−2, n ⩾ 3.

Требуемая оценка
∑

n⩾3 an = o(ε) следует.

Замечание 2.12. Аналогичное рассуждение работает, когда A =
(
0 p
p 0

)
или, в более общем

случае, когда A(t1) и A(t2) коммутируют для почти всех t1, t2.

Вспомогательные результаты. Для доказательства теоремы 2.10 в общем случае необхо-
димы технические подробности. Коэффициенты {an}n⩾0 из (2.19) будут оценены с помощью
явной формулы (1.48) для Т-экспоненты, как это было проделано в лемме 2.9 с коэффици-
ентом a2. Для упрощения работы с многомерными интегралами введем обозначение

(f1 . . . fn)t =

∫ t

0

. . .

∫ tn−1

0

f1(t1) . . . fn(tn) dtn . . . dt1. (2.20)

Вспомним определение (2.16) множества Wε,δ.

Лемма 2.13. Пусть нам даны числа ε, δ > 0 и функции F1, . . . , Fk ∈ Wε,δ. Обозначим
γ = ε1/4δ1/2 и f1 = F ′

1, . . . , fk = F ′
k. Имеет место неравенство

|(f1 . . . , fn)t| ⩽ (8γ)m, m = [(n+ 1)/2].

Если n чётно и f2i−1 = f2i для некоторого 1 ⩽ i ⩽ n/2, то аналогичное неравенство выпол-
няется при m = n/2 + 1.

Доказательство. Пусть n нечётно, n = 2m−1. Изменим порядок интегрирования в (f1 . . . fn)t

следующим образом:

(f1 . . . fn)t =

∫ t0

0

dt2

∫ t2

0

dt4 . . .

∫ t2m−2

0

dt2m

(
m−1∏
l=1

f2l ·
m∏
k=1

∫ t2k−2

t2k

f2k−1 dt2k−1

)
,

где t0 = t и t2m = 0. Для каждого 1 ⩽ k ⩽ m по лемме 2.7 имеем∣∣∣∣ ∫ t2k−2

t2k

f2k−1(t2k−1) dt2k−1

∣∣∣∣ = |F2k−1(t2k−2)− F2k−1(t2k)| ⩽ 8γ. (2.21)
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Следовательно, выполнено∣∣∣∣ m∏
k=1

∫ t2k−2

t2k

f2k−1(t2k−1) dt2k−1

∣∣∣∣ ⩽ 8mγm, |(f1 . . . fn)t| ⩽ 8mγm
m−1∏
l=1

∥f2l∥L1([0,1]).

Чтобы завершить доказательство в случае нечётного n, заметим, что условие F2l ∈ Wε,δ

влечет ∥f2l∥L1([0,1]) = ∥F ′
2l∥L1([0,1]) ⩽ δ < 1. При чётном n = 2m рассуждения аналогичны:

возьмём внешние интегралы по t2, t4, . . . , t2m, а внутренние — по t1, t3, . . . , t2m−1.
Для более точной оценки в случае чётного n и f2i−1 = f2i = f возьмём внешние ин-

тегралы по переменным t2, t4 . . . , t2i−2 и t2i+1, . . . t2m−1. Тогда произведение во внутреннем
интеграле примет вид

i−1∏
l=1

f2l(t2l) ·
m−1∏
l=i

f2l+1(t2l+1) ·
i−1∏
k=1

∫ t2k−2

t2k

f2k−1(t2k−1) dt2k−1

×
∫ t2i−2

t2i+1

∫ t2i−1

t2i+1

f(t2i)f(t2i−1) dt2i dt2i−1 ·
m∏

k=i+1

∫ t2k−1

t2k+1

f2k(t2k) dt2k.

Видим, что появляется только один новый интеграл. Он явно вычисляется:∫ t2i−2

t2i+1

∫ t2i−1

t2i+1

f(t2i)f(t2i−1) dt2i dt2i−1 =
(F (t2i−2)− F (t2i+1))

2

2
.

Выражение в правой части последнего равенства не превосходит 32γ2 по лемме 2.7. Для
завершения доказательства используем ту же оценку, что и в (2.21).

Лемма 2.14. Пусть F,G ∈ Wε,δ и f = F ′, g = G′. Тогда

|(ffgg)t| ⩽ 160γ4, |(fgg)t| ⩽ 11γ3, |(ffg)t| ⩽ 79γ3.

Доказательство. Начнем с интеграла (ffgg)t. Переставляя пределы интегрирования, полу-
чаем

(ffgg)t =

∫ t

0

g(t3) ·
[∫ t

t3

∫ t1

t3

f(t1)f(t2) dt2 dt1

]
·
[∫ t3

0

g(t4) dt4

]
dt3

=

∫ t

0

g(t3) ·
(F (t)− F (t3))

2

2
·G(t3) dt3

=
F (t)2

2

∫ t

0

g(t3)G(t3) dt3 − F (t)

∫ t

0

F (t3)g(t3)G(t3) dt3 +
1

2

∫ t

0

F 2(t3)g(t3)G(t3) dt3.

(2.22)
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Обозначим ⟨F ⟩ =
∫ 1

0
F (x) dx и ⟨G⟩ =

∫ 1

0
G(x) dx. Лемма 2.7 даёт

|⟨F ⟩| ⩽ 2γ, sup
t∈[0,1]

|F (t)| ⩽ 4γ, ∥F 2 − ⟨F ⟩2∥L2([0,1]) ⩽ 6ε1/2γ, (2.23)

|⟨G⟩| ⩽ 2γ, sup
t∈[0,1]

|G(t)| ⩽ 4γ, ∥G2 − ⟨G⟩2∥L2([0,1]) ⩽ 6ε1/2γ. (2.24)

Для первого интеграла в (2.22) напишем

F (t)2

2

∫ t

0

g(t3)G(t3) dt3 =
F (t)2G(t)2

4
,

∣∣∣∣F (t)22

∫ t

0

g(t3)G(t3) dt3

∣∣∣∣ ⩽ 64γ4.

Далее, перепишем второй интеграл и применим неравенство Гёльдера:∫ t

0

F (t3)g(t3)G(t3) dt3 = ⟨F ⟩
∫ t

0

g(t3)G(t3) dt3 +

∫ t

0

(F (t3)− ⟨F ⟩)g(t3)G(t3) dt3

=
⟨F ⟩G(t)2

2
+

∫ t

0

(F (t3)− ⟨F ⟩)g(t3)G(t3) dt3,∣∣∣∣∫ t

0

F (t3)g(t3)G(t3) dt3

∣∣∣∣ ⩽ |⟨F ⟩G(t)2|
2

+ ∥F − ⟨F ⟩∥L2∥g∥L2∥G∥L∞ .

Условия из определения (2.16) множества Wε,δ дают ∥F − ⟨F ⟩∥L2([0,1]) ⩽ ε1/2 и ∥g∥L2([0,1]) ⩽ δ.
Напомним, что γ2 = ε1/2δ. Из неравенств (2.23) и (2.24) получаем∣∣∣∣∫ t

0

F (t3)g(t3)G(t3) dt3

∣∣∣∣ ⩽ (2γ) · (4γ)2

2
+ ε1/2 · δ · 4γ = 20γ3.

Кроме того, из (2.23) знаем |F (t)| ⩽ 4γ, поэтому∣∣∣∣F (t)2

∫ t

0

F (t3)g(t3)G(t3) dt3

∣∣∣∣ ⩽ 40γ4.

Аналогично для третьего интеграла напишем∫ t

0

F 2(t3)g(t3)G(t3) dt3 = ⟨F ⟩2
∫ t

0

g(t3)G(t3) dt3 +

∫ t

0

(F (t3)
2 − ⟨F ⟩2)g(t3)G(t3) dt3,∣∣∣∣∫ t

0

F 2(t3)g(t3)G(t3) dt3

∣∣∣∣ ⩽ |⟨F ⟩2G(t)2|
2

+ ∥F 2 − ⟨F ⟩2∥L2∥g∥L2∥G∥L∞

⩽
(2γ)2 · (4γ)2

2
+ 6ε1/2γ · δ · 4γ = 56γ4.

Теперь неравенство |(ffgg)t| ⩽ 160γ4 следует из (2.22). Для доказательство оценок на (fgg)t

и (ffg)t требуется меньше вычислений. Снова преобразуем интеграл и применим неравенства
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из (2.23), (2.24). Выполнено

(fgg)t =

∫ t

0

f(t1)

[∫ t1

0

∫ t2

0

g(t2)g(t3) dt3 dt2

]
dt1 =

1

2

∫ t

0

f(t1)G(t1)
2 dt1

=
⟨G⟩2

2

∫ t

0

f(t1) dt1 +
1

2

∫ t

0

f(t1)(G(t1)
2 − ⟨G⟩2) dt1,

|(fgg)t| ⩽
⟨G⟩2|F (t)|+ ∥f∥L2∥G2 − ⟨G⟩2∥L2

2
⩽

(2γ)2 · 4γ + δ · 6ε1/2γ
2

= 11γ3.

Интеграл (ffg)t можем переписать в виде

(ffg)t =

∫ t

0

g(t3)

[∫ t1

t3

∫ t

t3

f(t1)f(t2) dt2 dt1

]
dt3 =

1

2

∫ t

0

g(t3)(F (t)− F (t3))
2 dt3

=
F (t)2

2

∫ t

0

g(t3) dt3 − F (t)

∫ t

0

g(t3)F (t3) dt3 +
1

2

∫ t

0

g(t3)F (t3)
2 dt3

=
F (t)2G(t)

2
− F (t)

[
⟨F ⟩

∫ t

0

g(t3) dt3 +

∫ t

0

g(t3)(F (t3)− ⟨F ⟩) dt3
]
+ (gff)t.

Это даёт |(ffg)t| ⩽ (4γ)2·4γ
2

+ 4γ[2γ · 4γ + δε1/2] + 11γ3 = 79γ3. Доказательство завершено.

Для 2× 2 матриц M и N введем обозначение

det(M,N) = det(M +N)− det(M)− det(N).

С помощью метода математической индукции доказывается, что для 2×2 матриц Z1, . . . , Zn

имеет место тождество

det(Z1 + . . .+ Zn) =
n∑

k=1

det(Zk) +
n∑

k=0

n∑
l=k+1

det(Zk, Zl). (2.25)

Кроме того, если M = (m1m2) и N = (n1n2) матрицы с вектор-столбцами m1,m2 и n1, n2

соответственно, то выполнено

det(M,N) = det((m1n2)) + det((n1m2)). (2.26)

В случае N = I получаем

det(M, I) = trace(M). (2.27)

Пусть ∥·∥2 обозначает норму Фробениуса для 2×2 матрицы, то есть квадратный корень
из суммы квадратов элементов. Выполняются следующие неравенства:

| det(M)| ⩽ ∥M∥22/2, | det(M,N)| ⩽ ∥M∥2∥N∥2, ∥MN∥2 ⩽ ∥M∥2∥N∥2. (2.28)
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Доказательство теоремы 2.10. Зададим матрицы Mk(t), Nk(t) на [0, 1] и Lk равенствами

XsA(t) =
∑
k⩾0

skMk(t), XsA(t)XsA(t)
T =

∑
k⩾0

skNk(t), Lk =

∫ 1

0

Nk(t) dt. (2.29)

Из первого и второго равенств получаем следующее выражение для Nk:

Nk(t) =
k∑

m=0

Mm(t)M
T
k−m(t). (2.30)

Формула (1.48) позволяет явно выразить Mk через A. Имеем M0(t) = I,

Mk(t) =

∫ t

0

A(t1)

∫ t1

0

A(t2)

∫ t2

0

. . .

∫ tk−1

0

A(tk) dtk . . . dt3 dt2 dt1, k ⩾ 1. (2.31)

Из определения (2.18) функции FA и тождества (2.25) на смешанный определитель получаем

FA(s) = det

( ∞∑
k=0

skLk

)
=

∞∑
k=0

s2k det(Lk) +
∞∑
k=0

∞∑
l=k+1

sk+l det(Lk, Ll).

Перегруппируем правую часть по степеням s и приравняем к соответствующим коэффици-
ентам из равенства FA(s) =

∑
n⩾0 ans

n, напомним (2.19). Имеем

a2n = det(Ln) +
n−1∑
k=0

det(Lk, L2n−k), n ⩾ 0. (2.32)

Покажем, что для n ⩾ 2 числа a2n малы. Неравенство (2.28) даёт

|a2n| ⩽ ∥Ln∥22 +
n−1∑
k=0

∥Lk∥2 · ∥L2n−k∥2. (2.33)

Из представления (2.31) видим, что каждый элемент матрицы Mk — это сумма 2k−1 интегра-
лов вида ±(f1 . . . fk)t, где fi = p или fi = q при всех 1 ⩽ i ⩽ k. Согласно лемме 2.13, каждый
такой интеграл не превосходит (8γ)m, где m = m(k) = [(k + 1)/2] ⩾ k/2. Таким образом,
получаем

∥Mk∥2 ⩽
√

4 · (2k−1(8γ)m)2 = 2k(8γ)m, m = m(k) = [(k + 1)/2] , k ⩾ 1. (2.34)

Подставим полученную оценку в формулу (2.30) для Nk. При всех k ⩾ l выполнено m(l) +

m(k − l) ⩾ m(k), и при маленьких ε, δ выполняется 8γ = 8ε1/4δ1/2 ⩽ 1. Получаем

∥Nk(t)∥2 ⩽
k∑

l=0

∥Ml(t)∥2 · ∥Mk−l(t)∥2 ⩽ 2k
k∑

l=0

(8γ)m(l)+m(k−l) ⩽ 2k(k + 1)(8γ)m(k) ⩽ 22k(8γ)m(k).
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Из определения (2.29) матрицы Lk знаем ∥Lk∥22 ⩽
∫ 1

0
∥Nk(t)∥22 dt, что означает

∥Lk∥2 ⩽ 22k(8γ)m(k). (2.35)

Подставляя это в неравенство (2.33), получаем

|a2n| ⩽ 24n(8γ)2m(n) +
n−1∑
k=0

24n(8γ)m(k)+m(2n−k) ⩽ (n+ 1)27nγn.

Таким образом,
∑

n⩾4 |a2n| ⩽
∑

n⩾4(n + 1)27nγn = O(γ4) = O(εδ2) = o(ε) при ε, δ → 0. Для
завершения доказательства остается показать соотношения a4 = o(ε) и a6 = o(ε) при ε, δ → 0.
Оценка a2n = O(γn) из леммы 2.13 для n = 2, 3 даёт a4 = O(γ2) и a6 = O(γ3) соответственно,
что недостаточно. Для n = 3 ситуация улучшается при более тщательном рассмотрении
слагаемых в (2.32). Для n = 2 будет явно выписано представление a4 через функции p и q,
см. формулу (2.47) ниже. Уравнение (2.32) для n = 3 имеет вид

a6 = det(L3) + det(L1, L5) + det(L2, L4) + det(L0, L6). (2.36)

Из неравенств (2.35) и (2.28) знаем

∣∣ det(L3)
∣∣ ⩽ ∥∥L3

∥∥2
2
= O

(
γ2m(3)

)
= O

(
γ4
)
= o
(
ε
)
, ε, δ → 0,∣∣ det(L1, L5)

∣∣ ⩽ ∥∥L1

∥∥
2
·
∥∥L5

∥∥
2
= O

(
γm(1)+m(5)

)
= O

(
γ4
)
= o
(
ε
)
, ε, δ → 0. (2.37)

Далее, L0 = N0 = I, поэтому равенство (2.27) дает

det(L0, L6) = trace(L6) =

∫ 1

0

trace(N6(t)) dt. (2.38)

Формула (2.30) для k = 6 влечет

trace(N6) = trace

(
6∑

k=0

MkM
T
6−k

)
= trace(M6 +MT

6 +M2M
T
4 +M4M

T
2 ) + trace(M3M

T
3 +M1M

T
5 +M5M

T
1 ). (2.39)

Аналогично (2.37), из неравенства (2.34) следует

trace(M3M
T
3 +M1M

T
5 +M5M

T
1 ) = O(γ4) = o(ε), ε, δ → 0. (2.40)

Рассмотрим матричнозначную функцию

K(t1, t2) = A(t1)A(t2) =

(
p(t1)p(t2) + q(t1)q(t2) p(t1)q(t2)− q(t1)p(t2)

−p(t1)q(t2) + q(t1)p(t2) p(t1)p(t2) + q(t1)q(t2)

)
.
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Формула (2.31) для k = 2, 4, 6 принимает вид

M2 =

∫ t

0

∫ t1

0

K(t1, t2) dt2 dt1, M4 =

∫ t

0

. . .

∫ t3

0

K(t1, t2)K(t3, t4) dt4 . . . dt1,

M6 =

∫ t

0

. . .

∫ t5

0

K(t1, t2)K(t3, t4)K(t5, t6) dt6 . . . dt1.

Каждый элемент M6(t) — это сумма 32 интегралов вида ±(f1 . . . f6)t, где fk = p или fk = q

для каждого 1 ⩽ k ⩽ 6; элементы M2M
T
4 — аналогичные суммы из (f1f2)t(f3 . . . f6)t. В общей

ситуации лемма 2.13 дает для них лишь недостаточную оценку O(γ3). Однако, если f1 = f2,
или f3 = f4, или f5 = f6, то оценка улучшается до O(γ4) = o(ε) при ε, δ → 0. Таким образом,
если в слагаемом участвовал диагональный элемент K, то им можно пренебречь. Имеем

M6(t) = o(ε) +

∫ t

0

. . .

∫ t5

0

K̃(t1, t2)K̃(t3, t4)K̃(t5, t6) dt6 . . . dt1, (2.41)

M2M
T
4 = o(ε) +

∫ t

0

∫ t1

0

K̃(t1, t2) dt2 dt1

∫ t

0

. . .

∫ t3

0

K̃(t1, t2)K̃(t3, t4) dt4 . . . dt1, (2.42)

где матрица K̃ определяется как

K̃(t1, t2) =

(
0 p(t1)q(t2)− q(t1)p(t2)

−p(t1)q(t2) + q(t1)p(t2) 0

)
.

Заметим, что K̃ + K̃T = 0. Это свойство переносится на интегралы в (2.41) и (2.42). Имеем

M6 +MT
6 = o(ε), M2M

T
4 +M4M

T
2 = o(ε), ε, δ → 0.

Полученное равенство и соотношение (2.40) при подстановке в (2.39), влекут trace(N6) = o(ε).
Теперь из равенств (2.38) и (2.36) следует

a6 = det(L2, L4) + o(ε), ε, δ → 0. (2.43)

Имеем | det(L2, L4)| ⩽ ∥L2∥2 · ∥L4∥2. Из (2.35) знаем ∥L4∥2 = O(γ2), поэтому оценка a6 = o(ε)

немедленно последует из

∥L2∥2 = O(γ2), ε, δ → 0. (2.44)

Вычислим L2. Из формулы (2.31) имеем

M0 = I, M1 =

(
−(q)t (p)t

(p)t (q)t

)
, M2 =

(
(pp)t + (qq)t (pq)t − (qp)t

−(pq)t + (qp)t (pp)t + (qq)t

)
. (2.45)
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Формула (2.30) для n = 1, 2, 3 дает

N0 = I, N1 =M0M
T
1 +M1M

T
0 = 2M1,

M0M
T
2 =MT

2 , M1M
T
1 = ((p)2t + (q)2t )I = 2((pp)t + (qq)t)I,

N2 =M0M
T
2 +M1M

T
1 +M2M

T
0 = 4((pp)t + (qq)t)I. (2.46)

По лемме 2.13, (pp)t = O(γ2) и (qq)t = O(γ2), что влечет N2(t) = O(γ2). Из определения (2.29)
теперь получаем соотношение (2.44), что завершает часть с a6.

Вычисление a4 более техническое. Покажем, что выполнено

a4/16 = 2

∫ 1

0

(qqqq)t dt− 2

∫ 1

0

(qqq)t dt ·
∫ 1

0

(q)t dt+

(∫ 1

0

(qq)t dt

)2

+ 2

∫ 1

0

(pppp)t dt− 2

∫ 1

0

(ppp)t dt ·
∫ 1

0

(p)t dt+

(∫ 1

0

(pp)t dt

)2

+ 2

∫ 1

0

(qqpp)t dt+ 2

∫ 1

0

(ppqq)t dt+ 2

∫ 1

0

(qq)t dt ·
∫ 1

0

(pp)t dt

− 2

∫ 1

0

(q)t dt ·
∫ 1

0

(qpp)t dt− 2

∫ 1

0

(p)t dt ·
∫ 1

0

(pqq)t dt. (2.47)

Применение лемм 2.13 и 2.14 к этим интегралам сразу даёт a4 = o(ε). Остаётся обосновать
формулу (2.47). Формула (2.32) для n = 2 имеет вид

a4 = det(L2) + det(L1, L3) + det(L0, L4). (2.48)

Вычислим матрицы L0, . . . , L4. В (2.45) уже найдены матрицы M0,M1 и M2. Далее, снова из
(2.31) имеем

M3 =

(
−(qqq)t − (qpp)t + (pqp)t − (ppq)t (qqp)t − (qpq)t + (pqq)t + (ppp)t

(qqp)t − (qpq)t + (pqq)t + (ppp)t (qqq)t + (qpp)t − (pqp)t + (ppq)t

)
. (2.49)

Матрица M4(t) имеет вид (
x y
−y x ) с первым столбцом(

(qqqq)t + (qqpp)t − (qpqp)t + (qppq)t + (pqqp)t − (pqpq)t + (ppqq)t + (pppp)t . . .

−(qqqp)t + (qqpq)t − (qpqq)t − (qppp)t + (pqqq)t + (pqpp)t − (ppqp)t + (pppq)t . . .

)
.

Матрицы N0, N1, N2 вычислены в (2.46). Посчитаем N3 и N4 из (2.30). Выполняется M0M
T
3 =

MT
3 , и M1M

T
2 имеет вид (

x y
y −x ),

M1M
T
2 =

(
−(q)t · (qq)t − (q)t · (pp)t − (p)t · (qp)t + (p)t · (pq)t . . .

(p)t · (qq)t + (p)t · (pp)t − (q)t · (qp)t + (q)t · (pq)t . . .

)
.
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Из определения (2.20) для (. . .)t видно, что

(f)t · (g1g2 . . . gn)t = (fg1g2 . . . gn)t + (g1fg2 . . . gn)t + . . .+ (g1g2 . . . gnf)t. (2.50)

Это позволяет преобразовать выражение для M1M
T
2 в(

−3(qqq)t − [(qpp)t + (pqp)t + (ppq)t]− [(pqp)t + 2(qpp)t] + [2(ppq)t + (pqp)t] . . .

[(pqq)t + (qpq)t + (qqp)t] + 3(ppp)t − [2(qqp)t + (qpq)t] + [(qpq)t + 2(pqq)t] . . .

)

=

(
−3(qqq)t − 3(qpp)t + (ppq)t − (pqp)t . . .

3(pqq)t + 3(ppp)t − (qqp)t + (qpq)t . . .

)
.

Подставляя это в (2.30) при k = 3, получаем

N3 =M3 +MT
3 +M1M

T
2 +M2M

T
1 =

(
−8(qqq)t − 8(ppq)t 8(qqp)t + 8(ppp)t

8(qqp)t + 8(ppp)t 8(qqq)t + 8(ppq)t

)
.

Аналогично (2.38) устанавливаем

det(L0, L4) = trace(L4) =

∫ t

0

trace(N4(t)) dt. (2.51)

Запишем формулу (2.30) для n = 4:

N4 =M4 +MT
4 +M1M

T
3 +M3M

T
1 +M2M

T
2 . (2.52)

Все матрицы в этой сумме имеют вид (
x y
−y x ). Чтобы посчитать следN4, достаточно вычислить

верхний левый элемент в каждой из них. Для M1M
T
3 формулы (2.45) и (2.49) дают

−(q)t (−(qqq)t − (qpp)t + (pqp)t − (ppq)t) + (p)t ((qqp)t − (qpq)t + (pqq)t + (ppp)t) .

По формуле (2.50) это переписывается как

4(qqqq)t + [2(qqpp)t + (qpqp)t + (qppq)t]

− [(qpqp)t + 2(pqqp)t + (pqpq)t] + [(qppq)t + (pqpq)t + 2(ppqq)t]

+ [(pqqp)t + (qpqp)t + 2(qqpp)t]− [(pqpq)t + 2(qppq)t + (qpqp)t]

+ [2(ppqq)t + (pqpq)t + (pqqp)t] + 4(pppp)t

= 4(qqqq)t + 4(qqpp)t + 4(ppqq)t + 4(pppp)t.

Из (2.45) находим верхний левый элемент M2M
T
2 :

((qq)t + (pp)t)
2 + ((pq)t − (qp)t)

2 = (qq)2t + 2(qq)t(pp)t + (pp)2t + (pq)2t + (qp)2t − 2(pq)t(qp)t.

(2.53)
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Аналогично (2.50) выполняется

(f1f2)t(g1g2)t = (f1f2g1g2)t + (f1g1f2g2)t + (f1g1g2f2)t + (g1f1f2g2)t + (g1f1g2f2)t + (g1g2f1f2)t,

Равенство (2.53) преобразуется в

6(qqqq)t + 2[(qqpp)t + (qpqp)t + (qppq)t + (pqqp)t + (pqpq)t + (ppqq)t] + 6(pppp)t

+[2(qpqp)t + 4(qqpp)t] + [2(pqpq)t + 4(ppqq)t]− 2[2(qppq)t + (qpqp)t + (pqpq)t + 2(pqqp)t]

= 6(qqqq)t + 6(qqpp)t + 2(qpqp)t − 2(qppq)t − 2(pqqp)t + 2(pqpq)t + 6(ppqq)t + 6(pppp)t.

При сложении M4 +M2M
T
2 +MT

4 слагаемые (qpqp)t, 2(qppq)t, 2(pqqp)t, 2(pqpq)t сокращаются,
и по (2.52), (2.51) получаем N4 = 16((qqqq)t + (qqpp)t + (ppqq)t + (pppp)t)I и

det(L0, L4) = 32

∫ 1

0

[(qqqq)t + (qqpp)t + (ppqq)t + (pppp)t] dt. (2.54)

Далее, имеем

detL2 = det

(∫ 1

0

N2(t) dt

)
= det

(
4

∫ 1

0

((qq)t + (pp)t)I dt
)

= 16

(∫ 1

0

(qq)t dt+

∫ 1

0

(pp)t dt

)2

= 16

(∫ 1

0

(qq)t dt

)2

+ 16

(∫ 1

0

(pp)t dt

)2

+ 32

∫ 1

0

(qq)t dt

∫ 1

0

(pp)t dt. (2.55)

Последняя часть — это det(L1, L3), которая оценивается с помощью (2.26):

det(L1, L3) = det

(
−2
∫ 1

0
(q)t dt 8

∫ 1

0
(qqp)t + (ppp)t dt

2
∫ 1

0
(p)t dt 8

∫ 1

0
(qqq)t + (ppq)t dt

)

+det

(
−8
∫ 1

0
(qqq)t + (ppq)t dt 2

∫ 1

0
(p)t dt

8
∫ 1

0
(qqp)t + (ppp)t dt 2

∫ 1

0
(q)t dt

)

= −32

∫ 1

0

(q)t dt ·
∫ 1

0

((qqq)t + (ppq)t) dt− 32

∫ 1

0

(p)t dt ·
∫ 1

0

((ppp)t + (qqp)t) dt.

Формула (2.47) получается подстановкой последнего равенства, (2.54) и (2.55) в (2.48). До-
казательство теоремы завершено.

2.3.3. Доказательство теоремы 2.2

Вначале разберем случай внедиагонального потенциала Q =
(
0 p
p 0

)
, где p — веществен-

нозначная функция на R+, удовлетворяющая supt⩾r

∣∣ ∫ t

r
p(s) ds

∣∣ = O
(
e−δr

)
при r → ∞. Опре-

делим первообразную gr(t) =
∫ t

r
p(s) ds. В этом случае энтропию EQ можно посчитать по
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формуле (2.3):

EQ(r) =

∫ r+2

r

e−2gr(t) dt ·
∫ r+2

r

e2gr(t) dt− 4. (2.56)

Оценка на gr влечет неравенства

sup
t⩾r

∣∣e2gr(t) − 2gr(t)− 1
∣∣ ≲ e−2δr, sup

t⩾r

∣∣e−2gr(t) + 2gr(t)− 1
∣∣ ≲ e−2δr.

Подстановка этого в (2.56) завершает доказательство в диагональном случае.
Перейдем к общей ситуации. Напомним, (2.14), что энтропийную функцию можно вы-

числить по формуле

EQ(r) = det

[∫ r+2

r

(XJQ(r, t))
∗XJQ(r, t) dt

]
− 4, (2.57)

где XJQ — это Т-экспонента, соответствующая JQ. Утверждается, что оператор XJQ близок
к единичному. Из явной формулы (1.48) для Т-экспоненты имеем

∥∥∥XJQ(r, t)− I
∥∥∥ =

∥∥∥∑
m⩾1

∫ t

r

JQ(t1)

∫ t1

r

JQ(t2)

∫ t2

r

. . .

∫ tm−1

r

JQ(tm) dtm . . . dt3 dt2 dt1

∥∥∥
⩽
∑
m⩾1

∫ t

r

∫ t1

r

. . .

∫ tm−2

r

m−1∏
k=1

∥∥∥Q(tk)∥∥∥ · ∥∥∥∫ tm−1

r

Q(tm) dtm

∥∥∥ dtm−1 . . . dt2 dt1

⩽ sup
s⩾r

∥∥∥∫ s

r

Q(s) ds
∥∥∥ ·∑

m⩾1

∫ t

r

∫ t1

r

. . .

∫ tm−2

r

m−1∏
k=1

∥∥∥Q(tk)∥∥∥ dtm−1 . . . dt2 dt1. (2.58)

При каждом m ⩾ 1 выполнено

∫ t

r

∫ t1

r

. . .

∫ tm−2

r

m−1∏
k=1

∥∥Q(tk)∥∥ dtm−1 . . . dt2 dt1 ⩽

(∫ t

r
∥Q(t1)∥ dt1

)m−1

(m− 1)!
.

Кроме того, можем написать∫ t

r

∥Q(t1)∥ dt1 ≲ exp

∫ t

r

|p(t1)|+ |q(t1)| dt1 ≲ 1,

поэтому из неравенства (2.58) следует∥∥∥XJQ(r, t)− I
∥∥∥ ≲ sup

s⩾r

∥∥∥∫ s

r

Q(s) ds
∥∥∥.
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Оператор
∫ t

r
Q(s) ds симметричен и имеет нулевой след, следовательно

∥∥∥∥∫ t

r

Q(s) ds

∥∥∥∥ =

√(∫ t

r

p(s) ds

)2

+

(∫ t

r

q(s) ds

)2

≲ e−δr

равномерно по t. Получаем ∥XJQ(r, t)− I∥ ≲ e−δr и

(XJQ(r, t))
∗XJQ(r, t) = I +Mr(t),

где Mr — матричнозначная функция, удовлетворяющая ∥Mr(t)∥ ≲ e−δr. Для завершения
доказательства подставим последнее в равенство (2.57):

EQ(r) = det

[∫ r+2

r

(I +Mr(t)) dt

]
− 4 = det

[
2I +

∫ r+2

r

Mr(t) dt

]
− 4 ≲ e−δr.
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Глава 3. Сходимость решений в среднем

Для систем Крейна с квадратично суммируемыми потенциалами имеет место сходи-
мость, см. формулу (1.25) в разделе 1.6,

lim
r→∞

P∗(r, λ) = Πγ(λ), λ ∈ C+. (3.1)

В оригинальной работе М. Крейна [43] в формулировке теоремы 1.3 была неточность: в тео-
реме утверждалось, что сходимость (3.1) имеет место для произвольной системы Крейна,
спектральная мера которой лежит в классе Сегё (1.17). А. Тепляев в статье [69] привел пра-
вильную формулировку теоремы Крейна, и построил контрпримеры к исходной версии, см.
теоремы 2 и 3 в [69]. В случае Сегё выполняется только сходимость по подпоследовательно-
сти, см. лемму 1.4. В настоящей главе диссертации рассматривается вопрос о сходимости P∗

к Π в среднем, то есть изучается сходимость функций

1

r

∫ r

0

P∗(x, λ) dx,
1

r

∫ r

0

|P∗(x, λ)| dx.

3.1. Гипотеза Тепляева

В статье [69] А. Тепляев сформулировал две гипотезы о сходимости P∗ к Π для систем
Крейна с вещественными коэффициентами, см. гипотезы 6.5 и 6.6 [69]. Первая из них дока-
зана в статье С.Денисова [23], вторая – в статье автора [32]. Сформулируем эти результаты.

Теорема (Лемма 8.6, [23]). Рассмотрим систему Крейна с вещественным коэффициентом
a ∈ L1

loc(R+), спектральная мера которой лежит в классе Сегё на прямой. Если последо-
вательность tn → ∞ такова, что P (tn, λ0) → 0 при n → ∞ для некоторого λ0 ∈ C+, то
P∗(tn, λ) сходится к Π(λ) равномерно на компактных подмножествах C+.

Теорема 3.1. Рассмотрим систему Крейна с вещественным коэффициентом a ∈ L1
loc(R+),

спектральная мера которой лежит в классе Сегё на прямой. Функция Π является пределом
P∗(r, λ) в среднем, то есть

Π(λ) = lim
r→∞

1

r

∫ r

0

P∗(ρ, λ) dρ, λ ∈ C+,

причём сходимость равномерна на компактных подмножествах C+.
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3.2. Сходимость решений системы Крейна на вещественной оси

Теорема Крейна 1.3, теорема 1.6 о сходимости в L2 случае и теорема 3.1 описывают
сходимость P∗ к Π в открытой полуплоскости C+. Не менее важным являются вопросы о
сходимости на вещественной оси R. Будет доказано, что для почти всех x ∈ R решения
P∗(r, x) системы Крейна сходятся при r → ∞ в среднем квадратичном по модулю.

Теорема 3.2. Рассмотрим систему Крейна с коэффициентом a ∈ L1
loc(R+), спектральная

мера которой лежит в классе Сегё на прямой. Тогда для почти всех x ∈ R выполняется
предельное соотношение

lim
r→∞

1

r

∫ r

0

|P (s, x)|2 ds = |Π(x)|2.

Соотношение (1.23) позволяет переформулировать теорему 3.2 в терминах вычисления
асимптотики функции Кристоффеля меры σ.

Теорема 3.3. Рассмотрим систему Крейна с коэффициентом a ∈ L1
loc(R+), спектраль-

ная мера которой лежит в классе Сегё на прямой. Для почти всех x ∈ R выполняется
предельное соотношение

lim
r→∞

rmr(σ, x) = σ′(x).

Работы [25] и [16] посвящены исследованию асимптотических свойств функции Кри-
стоффеля для оператора Шрёдингера. Некоторые связанные результаты из теории ортого-
нальных многочленов на окружности представлены в статьях [1], [6], [11] и [46].

М.Крист и А. Киселёв доказали в разделе 6.3 работы [19], что решение уравнения (1.1)
ограничено для почти всех λ ∈ R в случае, когда Q ∈ Lr(R+), 1 ⩽ r < 2. Гипотеза об огра-
ниченности в случае p = 2 была сформулирована в работе [49] К.Мускалу, Т.Тао и К.Тиле
в 2003 году, и доказана [53] А. Полторацким в 2021. В работе Г. Мнацаканяна [48] указано,
что в статье Полторацкого присутствует ошибка; эта ошибка была исправлена в работе [52],
которая пока существует лишь в виде препринта. Соотношения между решениями системы
Крейна и решениями (1.2) позволяют вывести из теоремы 3.2 L2–усредненную версию теоре-
мы Полторацкого для класса потенциалов, спектральная мера которых лежит в классе Сегё.

Теорема 3.4. Пусть спектральная мера оператора Дирака DQ с Q ∈ L1
loc(R+) лежит в

классе Сегё на прямой. Тогда для почти всех λ ∈ R решение f уравнения (1.1) ограничено
на R+ в смысле L2-усреднения по Чезаро, то есть

sup
r>0

1

r

∫ r

0

|f(t, λ)|2 dt <∞.

Отдельно отметим, что множество полной меры точек λ, для которых имеют место
сходимость из теоремы 3.2 и ограниченность из теоремы 3.4, явно описывается в терминах
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граничных значений функции Сегё Π. Охарактеризовать множество, на котором имеет место
сходимость из теоремы Полторацкого, не представляется возможным.

3.3. Ортогональные многочлены на окружности

Для точек z, удовлетворяющих |z| > 1, выполняется λ∞(z) = 0, а для всех ζ ∈ T
имеет место равенство λ∞(ζ) = µ({ζ}), см. теорему 2.2.1 [62]. В частности, это означает, что
λ∞(ζ) = 0 почти всюду на T по мере Лебега. В работе [46] 1991 года А.Мате, П.Невай и
В.Тотик решили вопрос о скорости убывания λn к нулю на окружности.

Теорема 3.5 (А. Мате, П. Невай, В. Тотик, [46]). Пусть µ лежит в классе Сегё на единич-
ной окружности. Тогда для почти всех ζ ∈ T выполнено

lim
n→∞

nλn(ζ) = µ′(ζ).

Равенство (1.37) позволяет переформулировать теорему Мате—Невая—Тотика в тер-
минах сходимости в среднем ортонормированных многочленов.

Теорема 3.6. Пусть µ лежит в классе Сегё на единичной окружности. Тогда для почти
всех ζ ∈ T выполнено

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

|φk(ζ)|2 =
1

µ′(ζ)
.

Вспоминая связь между системами Крейна и ортогональными многочленами, изложен-
ную в разделе 1.8, заметим, что теоремы 3.3 и 3.2 представляют собой непрерывные аналоги
теорем 3.5 и 3.6 соответственно.

3.4. Доказательства

3.4.1. Доказательство теоремы 3.1

Лемма 3.7. Рассмотрим систему Крейна (1.6) с коэффициентом a ∈ L1
loc(R+), спектраль-

ная мера которой лежит в классе Сегё (1.17). Для всех λ ∈ C+ выполнено

lim
r→∞

1

r

∫ r

0

|P∗(ρ, λ)| dρ = |Π(λ)| .

Доказательство. Из теоремы Крейна 1.3 знаем, что P (·, λ) лежит в L2(R+) при всех λ ∈ C+,
поэтому выполняется

lim inf
r→∞

|P (r, λ)|2 = 0, λ ∈ C+.
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Вспомним соотношение (1.19) и перейдем к нижнему пределу в формуле Кристоффеля-
Дарбу (1.9). Имеем

lim inf
r→∞

|P∗(r, λ)|2 = lim inf
r→∞

(
|P (r, λ)|2 + 2 Im(λ)

∫ r

0

|P (s, λ)|2 ds
)

= lim
r→∞

2 Im(λ)

∫ r

0

|P (s, λ)|2 ds = |Π(λ)|2.

Таким образом, выполнено lim infr→∞ |P∗(r, λ)| = |Π(λ)| и

lim inf
r→∞

1

r

∫ r

0

|P∗(ρ, λ)| dρ ⩾ |Π(λ)| , λ ∈ C+. (3.2)

Оценку сверху также можно получить из формулы Кристоффеля-Дарбу (1.9) и равенства
(1.19). При всех λ ∈ C+ выполнено

|P∗(r, λ)|2 ⩽ |P (r, λ)|2 + |Π(λ)|2.

Проинтегрируем по [0, r], усредним и еще раз применим (1.19). Получаем

1

r

∫ r

0

|P∗(ρ, λ)|2 dρ =
1

r

∫ r

0

(
|P (ρ, λ)|2 + |Π(λ)|2

)
dρ

=
1

r

∫ r

0

|P (ρ, λ)|2 dρ+ |Π(λ)|2 ⩽
(

1

2r Imλ
+ 1

)
|Π(λ)|2.

Теперь неравенство Коши-Буняковского-Шварца даёт

1

r

∫ r

0

|P∗(ρ, λ)| dρ ⩽

√
1

r

∫ r

0

|P∗(ρ, λ)|2 dρ ⩽

√
1 +

1

2r Im(λ)
|Π(λ)|. (3.3)

Переходя к верхнему пределу по r при r → ∞, получаем

lim sup
r→∞

1

r

∫ r

0

|P∗(ρ, λ)| dρ ⩽ |Π(λ)| .

Последнее неравенство вместе с (3.2) влекут утверждение леммы.

Следствие 3.8. Пусть коэффициент a ∈ L1
loc(R+) системы Крейна принимает только

вещественные значение. Если спектральная мера этой системы Крейна лежит в классе
Сегё на прямой, то выполняется

lim
r→∞

1

r

∫ r

0

P∗(ρ, i) dρ = Π(i).

Доказательство. При λ = i решения P (·, i) и P∗(·, i) системы Крейна принимают только
вещественные значения, так как коэффициенты и начальные значения системы дифферен-
циальных уравнений (1.6) вещественны. Более того, P∗(r, i) не обращается в ноль при r ⩾ 0,
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напомним (1.9). Следовательно, P∗(r, i) > 0 при всех r ⩾ 0, и из леммы 3.7 получаем

lim
r→∞

1

r

∫ r

0

P∗(ρ, i) dρ = lim
r→∞

1

r

∫ r

0

|P∗(ρ, i)| dρ = |Π(i)| .

Остается заметить, что Π(i) ∈ R и Π(i) > 0 по определению (1.18) функции Сегё.

Доказательство теоремы 3.1. Для r ⩾ 1 определим аналитическую в C+ функцию

Fr(λ) =
1

r

∫ r

0

P∗(ρ, λ) dρ, λ ∈ C+.

Из неравенства (3.3), полученного в доказательстве леммы 3.7, следует

|Fr(λ)| =
∣∣∣∣1r
∫ r

0

P∗(ρ, λ) dρ

∣∣∣∣ ⩽ 1

r

∫ r

0

|P∗(ρ, λ)| dρ ⩽

√
1 +

1

2r Im(λ)
|Π(λ)|, λ ∈ C+. (3.4)

В частности, получаем, что семейство функций {Fr}r⩾1 локально ограничено на компактах
в C+. Тогда по теореме Монтеля оно является предкомпактным. Пусть последовательность
rn → ∞ такова, что последовательность Frn сходится на компактах в C+ и limn→∞ Frn = F̃ .
Неравенство (3.4) даёт

|F̃ (λ)| = lim
n→∞

|Frn(λ)| ⩽ |Π(λ)|, λ ∈ C+.

С другой стороны, по следствию 3.8 имеем

F̃ (i) = lim
n→∞

Frn(i) = lim
n→∞

1

rn

∫ rn

0

P∗(ρ, i) dρ = Π(i).

Применяя принцип максимума модуля, заключаем, что F̃ (λ) = Π(λ) для всех λ ∈ C+. По-
скольку любой частичный предел Fr при r → ∞ совпадает с Π, то Fr имеет предел, равный Π.
Это завершает доказательство.

3.4.2. Доказательство теорем 3.2 и 3.3

Как уже показано выше, теоремы 3.2 и 3.3 равносильны в силу соотношения (1.23).
Утверждение теоремы 3.3 эквивалентно двум неравенствам

lim sup
r→∞

rmr(σ, x) ⩽ σ′(x), (3.5)

lim inf
r→∞

rmr(σ, x) ⩾ σ′(x). (3.6)

Их доказательствам посвящены следующие разделы.

Верхняя оценка, доказательство (3.5). Нам понадобится следующая стандартная тех-
ническая лемма о свертке с аппроксимативной единицей.
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Лемма 3.9. Пусть Φ — непрерывная чётная функция на R такая, что функция Φ(x)(1+x2)

ограничена и
∫
R Φ(x) dx = 1. При r > 0 обозначим Φr(t) = rΦ(rt). Для любой борелевской

меры σ, удовлетворяющей
∫
R

dσ(x)
1+x2 <∞, предельное равенство

lim
r→∞

(Φr ∗ σ) (x) = σ′(x),

выполняется при почти всех x ∈ R.

Доказательство. Если x /∈ suppσ, то сходимость (Φr ∗ σ) (x) к нулю можно показать непо-
средственно. Значит, не умаляя общности, можем считать, что σ имеет компактный носитель.
Теперь необходимо отдельно рассмотреть абсолютно непрерывную и сингулярные части ме-
ры σ относительно меры Лебега. Для абсолютно непрерывной части меры лемма следует
из основного свойства аппроксимативной единицы, см. теорему 8.15 в [26]; для сингулярной
части можно адаптировать доказательство леммы 5.4 в [29].

Следующая лемма показывает, что неравенство (3.5) выполняется для любой борелев-
ской меры σ, удовлетворяющей

∫
R

dσ(x)
1+x2 < ∞. Условие Сегё и тот факт, что мера является

спектральной мерой системы Крейна, являются избыточными.

Лемма 3.10. Пусть σ – борелевская мера на R, удовлетворяющая
∫
R

dσ(x)
1+x2 < ∞. Тогда для

почти всех x ∈ R выполняется

lim sup
r→∞

rmr(σ, x) ⩽ σ′(x).

Доказательство. Вспомним, что символом F обозначается изометрическое на L2(R) преоб-
разование Фурье. Определим функции

R(x) =
1√
2π

eix − 1

ix
= F

(
1[0,1]

)
(x), Φ(x) = |R(x)|2,

где 1[0,1] — характеристическая функция отрезка [0, 1]. По теореме Планшереля имеем∫
R
Φ(t) dt = ∥R∥2L2 = ∥1[0,1]∥2L2 = 1.

Рассмотрим функцию fr,z(x) =
√
2πR(r(x−z)). Заметим, что fr,z ∈ PWr и fr,z(z) = 1, поэтому

можем подставить fr,z в определение (1.21) функции Кристоффеля. Имеем

rmr(σ, z) ⩽
r

2π

∫
R
|fr,z(x)|2 dσ(x) = r

∫
R
|R(r(x− z))|2 dσ(x)

=

∫
R
Φr(x− z) dσ(x) = (Φr ∗ σ)(z).

Для завершения доказательства остаётся перейти к верхнему пределу при r → ∞ и приме-
нить лемму 3.9.
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Убывание функций из пространства Пэли-Винера. Обозначим через En элементар-
ный множитель Вейерштрасса:

En(z) =

(1− z), n = 0,

(1− z) exp
(
z + z2

2
+ · · ·+ zn

n

)
, n > 0.

Теорема 3.11 (Теорема Адамара о факторизации, раздел 4.2, [44]). Пусть f — целая функ-
ция конечного порядка ρ ⩾ 0, и {an}∞n=0 — её ненулевые корни с учётом кратности. Тогда
f допускает факторизацию

f(z) = eg(z)zm
∞∏
k=0

Ed

(
z

ak

)
,

где g — многочлен степени не выше ρ, и d = [ρ].

Лемма 3.12. Пусть f ∈ PWr имеет только вещественные корни. Тогда для всех t ∈ R и
γ > 0 выполняется неравенство

|f(t)| ⩽ |f(t+ γi)|eγr.

Доказательство. Обозначим через {an}∞n=0 корни f с учётом кратности. Функции из про-
странства Пэли-Винера имеют порядок 1, поэтому теорема Адамара о факторизации 3.11,
дает представление f в виде

f(z) = ec1z+c2zm
∞∏
k=0

(
1− z

ak

)
e

z
ak , (3.7)

где c1 и c2 – некоторые комплексные постоянные. Выберем большое вещественное число N
и оценим |f(−iN)|. Имеем

|f(−iN)| =
∣∣∣∣e−c1iN+c2(−iN)m

∞∏
k=0

(
1− −iN

ak

)
e

−iN
ak

∣∣∣∣ ⩾ ∣∣e−c1iN+c2
∣∣ = eN Im c1+Re c2 .

Поскольку f принадлежит пространству PWr, её экспоненциальный тип не превосходит r.
Значит, выполняется

r ⩾ lim sup
N→∞

log |f(−iN)|
N

⩾ lim sup
N→∞

N Im c1 +Re c2
N

= Im c1.

Используем полученное неравенство для доказательства леммы. Если f(t) = 0, то неравен-
ство в лемме тривиально. В противном случае можем написать

f(t+ γi)

f(t)
= ec1·γi ·

(
t+ γi

t

)m ∞∏
k=0

(
1− t+γi

ak

1− t
ak

e
γi
ak

)
.
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Все множители кроме первого не менее 1 по модулю, следовательно,

∣∣f(t+ γi)/f(t)
∣∣ ⩾ ∣∣ec1·γi∣∣ = e−γ Im c1 ⩾ e−γr,

что и требовалось доказать в лемме.

Нижняя оценка, доказательство (3.6). На протяжении этого раздела будет предпола-
гать, что мера σ лежит в классе Сегё на вещественной прямой. Рассмотрим функцию Сегё

D = Π−1. (3.8)

Из определения (1.18) для Π следует, что равенство

|D(x)|2 = σ′(x) (3.9)

выполняется для почти всех x ∈ R. Неравенство (3.6) переписывается в виде

lim inf
r→∞

rmr(σ, x) ⩾ |D(x)|2. (3.10)

Наложим некоторые ограничения на точку x = x0. Во-первых, предположим, что x0 является
точкой Лебега для D, то есть

lim
h→0

1

h

∫
|x−x0|<h

|D(x)−D(x0)| dx = 0. (3.11)

Во-вторых, будем считать, что D имеет некасательное граничное значение в x0. Оба этих
условия выполняются на множестве полной меры Лебега; без ограничения общности можем
считать, что рассматриваемая точка x = x0 удовлетворяет этим двум условиям. Кроме того,
для простоты изложения зафиксируем x0 = 0. Напомним, (1.22), что kr – воспроизводящее
ядро в PWr и функция

fr(x) = kr(0, x)/kr(0, 0)

реализует инфимум в определении mr(σ, 0). Это означает∫
R
|fr(x)D(x)|2 dx ⩽

∫
R
|fr(x)|2 dσ(x) = 2πmr(0). (3.12)

Чтобы доказать неравенство (3.10), воспользуемся методом от противного. Нам будет удобно
рассматривать r, удовлетворяющие условию

rmr(σ, 0) < |D(0)|2. (3.13)

Вспомогательные леммы.
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Лемма 3.13. Для любой точки z ∈ C+ выполняется неравенство

|fr(z)D(z)| ⩽ kr(0, 0)
− 1

2 (4π Im z)−
1
2 .

В частности, для любого c > 0 функция frD ограничена в полуплоскости {z : Im(z) > c}.

Доказательство. Из неравенства Коши-Буняковского-Шварца и (1.19) имеем

|kr(0, z)|2 =
1

(2π)2

∣∣∣ ∫ r

0

P (s, 0)P (s, z), ds
∣∣∣2 ⩽ 1

(2π)2

∫ r

0

|P (s, 0)|2 ds
∫ r

0

|P (s, z)|2 ds

= kr(0, 0) ·
1

2π

∫ r

0

|P (s, z)|2 ds ⩽ kr(0, 0)
|Π(z)|
4π Im z

.

Подставляя эту оценку в определение fr, получаем требуемое:

|fr(z)|2 = |kr(0, z)/kr(0, 0)|2 ⩽ kr(0, 0)
−1 |Π(z)|

4π Im z
.

Лемма 3.14. Для каждого z ∈ C+ имеют место неравенства∫
R

fr(x)D(x)

x+ z
dx = 0,∫

R

fr(x)D(x)

x− z
dx = 2πifr(z)D(z). (3.14)

Замечание 3.15. В случае, когда frD ∈ Hp(C+) для некоторого p ⩾ 1, заключение леммы
3.14 хорошо известно, см. стр. 116 в [39]. Наш случай не подпадает под этот критерий,
однако функция frD удовлетворяет условию “ограниченности” из леммы 3.13.

Доказательство леммы 3.14. Интегралы можно вычислить интегрированием по вычетам.
Возьмем большое положительное число R и рассмотрим контур CR, состоящий из отрезка
LR = [−R,R] и полуокружности ΓR, соединяющей точки R и −R в верхней полуплоскости.
Имеем ∫

CR

fr(x)D(x)

x− z
dx =

∫
LR

fr(x)D(x)

x− z
dx+

∫
ΓR

fr(x)D(x)

x− z
dx.

Поскольку frD
x−z

∈ L1(R), интеграл по LR стремится к интегралу по всей прямой,

lim
R→∞

∫
LR

fr(x)D(x)

x− z
dx =

∫
R

fr(x)D(x)

x− z
dx.

Интеграл по дуговой части контура стремится к нулю в силу оценки из леммы 3.13. Дей-
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ствительно, интеграл
∫ π

0
1

| sin θ|1/2 dθ сходится и

∣∣∣∣∫
ΓR

fr(x)D(x)

x− z
dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ π

0

|fr(Reiθ)D(Reiθ)|
R− |z|

Rdθ

⩽
R

R− |z|

∫ π

0

1

kr(0, 0)1/2(4πR| sin θ|)1/2
dθ = O(R−1/2), R → ∞.

Остается заметить, что внутри контура CR нет полюсов функции fr(x)D(x)
x−z

, если Im z < 0, и
есть единственный полюс первого порядка в точке z, если z ∈ C+. Получаем∫

CR

fr(x)D(x)

x− z
dx = 2πiResz

(
fr(x)D(x)

x− z

)
, Im z > 0,∫

CR

fr(x)D(x)

x− z
dx = 0, Im z < 0.

Доказательство леммы завершено.

Лемма 3.16. Для всех z /∈ R выполняется fr(z) ̸= 0.

Доказательство. Докажем рассуждением от противного. Пусть существует λ /∈ R такое,
что fr(λ) = 0. Тогда выполнено

kr(0, λ) =
1

2π

∫ r

0

P (s, 0)P (s, λ) ds = 0,

и формула Кристоффеля-Дарбу (1.8) даёт

P (r, λ)P (r, 0)− P∗(r, λ)P∗(r, 0) = 0,

|P (r, λ)P (r, 0)| = |P∗(r, λ)P∗(r, 0)|.

Последнее равенство противоречит неравенству |P∗| > |P | в C+, см. (1.10).

Следствие 3.17. Для почти всех t ∈ R и всех γ > 0 имеет место неравенство

|fr(t)| ⩽ |fr(t+ γi)|eγr.

Доказательство. Функция fr лежит в пространстве PWr и по лемме 3.16 все ее корни ве-
щественны. Таким образом, fr удовлетворяет условиям леммы 3.12, требуемое следует.

Лемма 3.18. Зафиксируем положительное число b. Для всех достаточно больших r, удо-
влетворяющих (3.13), неравенство |fr(t)| < 25 выполняется для всех t ∈ [− b

r
, b
r
].

Доказательство. Точка t + i/r лежит в конусе K = {z : b Im z ⩾ |Re z|}. По предположе-
нию, D имеет некасательное граничное значение в точке 0 и D(0) ̸= 0. Следовательно, D
непрерывна в точке 0 внутри конуса K, и при достаточно больших r имеем

|D (t+ i/r)| ⩾ |D(0)|/2. (3.15)
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Лемма 3.14 для точки z = t+ i/r дает

fr (t+ i/r)D (t+ i/r) =

∫
R

fr(x)D(x)

x− (t+ i/r)
dx.

Применяя неравенство Коши-Буняковского-Шварца, получаем

|fr (t+ i/r)D (t+ i/r)|2 ⩽
∫
R
|fr(x)D(x)|2 dx

∫
R

1

x2 + 1
r2

dx.

Первый множитель не превосходит 2πmr(0), напомним неравенство (3.12), а второй вычис-
ляется явно, он равен πr. Теперь из предположения (3.13) следует

|fr (t+ i/r)D (t+ i/r)|2 ⩽ 2πmr(0) · πr ⩽ 2π2|D(0)|2.

Оценка (3.15) влечет |fr (t+ i/r) | ⩽ 2
√
2π. Применяя следствие 3.17 с γ = 1/r, получаем

|fr(t)| ⩽ e · |fr (t+ i/r) | ⩽ 2
√
2πe < 25,

что и требовалось.

Лемма 3.19. Зафиксируем ε > 0. При всех достаточно больших r, удовлетворяющих
(3.13), выполнено неравенство |I| ⩽ 4ε|D(0)|, где

I =

∫
R

e−irxfr(x)

x− δi
D(x) dx, δ = ε/r.

Доказательство. Рассмотрим другой интеграл Ĩ, заданный равенством

Ĩ =

∫
R

(
e−irxfr(x)

x− δi

)
D(x) dx =

∫
R

eirxfr(x)

x+ δi
D(x) dx.

Докажем, что Ĩ = 0. Поскольку fr ∈ PWr, имеем eirxfr(x) ∈ PWr. Кроме того, функция D
x+δi

лежит H2(C+), поэтому выполнено

eirxfrD

x+ δi
∈ H1(C+).

Теперь равенство Ĩ = 0 следует из классического факта о том, что интеграл H1 функции по
вещественной прямой равен нулю, см. лемму 3.7 в [29].

Определим число b = 4π/ε2 и разобьем вещественную прямую R на два множества
K1 = [−b/r, b/r], K2 = R \K1. Представим I = I1 + I2, где

I1 =

∫
K1

e−irxfr(x)

x− δi
D(x) dx, I2 =

∫
K2

e−irxfr(x)

x− δi
D(x) dx.

Аналогично введем интегралы Ĩ1 и Ĩ2 так, чтобы выполнялось равенство Ĩ = Ĩ1+Ĩ2. Интеграл
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I2 можно оценить при помощи неравенства Коши-Буняковского-Шварца:

|I2|2 =
∣∣∣∣∫

K2

e−irxfr(x)D(x)

x− δi
dx

∣∣∣∣2 ⩽ ∫
K2

|fr(x)D(x)|2 dx
∫
K2

∣∣∣∣ e−irx

x− δi

∣∣∣∣2 dx.
Первый множитель не превосходит 2πmr(0), см. (3.12). Второй интеграл оценивается:∫

K2

∣∣∣∣ e−irx

x− δi

∣∣∣∣2dx =

∫
|x|> b

r

dx

x2 + δ2
⩽ 2

∫ ∞

b
r

dx

x2
= 2r/b.

Таким образом, получаем |I2|2 ⩽ 4πrmr(0)/b. В предположении (3.13) это дает

|I2| ⩽
√

4π

b
|D(0)| = ε|D(0)|. (3.16)

Аналогично доказывается Ĩ2 ⩽ ε|D(0)|. Условие Ĩ = 0 тогда влечет Ĩ1 ⩽ ε|D(0)|. Далее,
можем написать

I1/D(0)− Ĩ1/D(0) =

∫
K1

e−irxfr(x)

x− δi

(
D(x)

D(0)
− D(x)

D(0)

)
dx

=

∫
K1

e−irxfr(x)

x− δi

(
D(x)−D(0)

D(0)
− D(x)−D(0)

D(0)

)
dx.

Из леммы 3.18 знаем, что |fr(x)| < 25 для всех x ∈ K1, поэтому

sup
x∈K1

∣∣∣∣e−irxfr(x)

x− δi

∣∣∣∣ ⩽ 25

δ
, |I1/D(0)− Ĩ1/D(0)| ⩽ 50

|D(0)|δ

∫
K1

|D(x)−D(0)| dx,

|I1| ⩽ |Ĩ1|+
50

δ

∫
K1

|D(x)−D(0)| dx.

Напомним, (3.11), что 0 – точка Лебега для D. Это означает, что для достаточно больших r
выполнено∫

K1

|D(x)−D(0)| dx =

∫
|x|< b

r

|D(x)−D(0)| dx < b

r

ε2

25b
|D(0)| = ε2|D(0)|

25r
,

|I1| ⩽ |Ĩ1|+
50

δ
· ε

2|D(0)|
25r

= |Ĩ1|+ 2ε|D(0)| ⩽ 3ε|D(0)|.

Последнее неравенство вместе с (3.16) завершает доказательство леммы.

Доказательство (3.10). Зафиксируем число ε > 0. Для доказательства (3.10) нужно по-
казать, что при достаточно больших r выполняется

rmr(σ, 0) > (1− 6ε)|D(0)|2. (3.17)
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Рассмотрим функции

Gr =
eirx − 1

x
= i

√
2πF(1[0,r]), Hr =

e−irx − 1

x
.

По построению имеем Gr ∈ PWr ⊂ H2(C+), поэтому при всех δ > 0 выполнено∫
R
|Hr(x− δi)|2 dx =

∫
R
|Gr(x+ δi)|2 dx ⩽ ∥Gr∥2L2(R) = 2π∥1[0,r]∥2L2(R) = 2πr. (3.18)

Зафиксируем δ = ε/r и рассмотрим интеграл

Ar =

∫
R
fr(x)Hr(x− δi)D(x) dx.

Неравенство Коши-Буняковского-Шварца, (3.18) и (3.12) дают

|Ar|2 ⩽
∫
R
|fr(x)D(x)|2 dx

∫
R
|Hr(x− δi)|2 dx ⩽ 4π2rmr(0).

С другой стороны, можем расписать

Ar = e−rδ

∫
R

e−irxfr(x)D(x)

x− δi
dx−

∫
R

fr(x)D(x)

x− δi
dx.

Первый интеграл оценен в лемме 3.19, значение второго равно 2πifr(δi)D(δi) согласно лемме
3.14. Таким образом, получаем

2π
√
rmr(0) ⩾ |ar| ⩾ 2π|fr(δi)D(δi)| − 4ε|D(0)|. (3.19)

Поскольку функция D имеет некасательное граничное значение в точке 0, при достаточно
больших r имеем |D(iδ)| ⩾ e−ε|D(0)|. Кроме того, из следствия 3.17 известно

|fr(δi)| ⩾ e−rδ|fr(0)| = e−ε|fr(0)| = e−ε.

Подстановка двух последних полученных неравенств в (3.19) дает√
rmr(0) ⩾ (e−2ε − 2ε/π)|D(0)| ⩾ ((1− 2ε)− 2ε/π)|D(0)| ⩾ (1− 3ε)|D(0)|.

Возводя в квадрат, получаем (3.17) при достаточно маленьких ε. Доказательство теоремы
3.3 завершено.

3.4.3. Доказательство теоремы 3.4

Для доказательства теоремы достаточно проверить ограниченность в среднем для эле-
ментов фундаментального решения уравнения (1.1), то есть ограниченность в среднем θ и φ
из (1.2). Рассмотрим систему Крейна из раздела 1.3, соответствующую DQ. Ее спектральная
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мера совпадает со спектральной мерой оператора DQ, и поэтому лежит в классе Сегё. Спек-
тральная меры двойственной системы тогда тоже лежит в классе Сегё, см. лемму 8.7 в [23].
Следовательно, к P и P̂ применима теорема 3.2. Теперь теорема 3.4 моментально следует из
формул в (1.12) и соображения, что |P (r, x)| = |P∗(r, x)| и |P̂ (r, x)| = |P̂∗(r, x)| для x ∈ R.
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Глава 4. Операторы Дирака с быстро
осциллирующими потенциалами

Если спектральная мера системы Крейна лежит в классе Сегё (1.17) на вещественной
прямой, то в верхней полуплоскости C+ корректно определена (1.18) обратная функция Сегё
Π, соответствующая этой системе. В настоящей главе изучается ситуация, когда Π имеет ана-
литическое продолжение в некоторую полуплоскость Ωδ = {z : Im z > −δ} нижней полуплос-
кости комплексной плоскости. Оказывается, что при некоторых условиях наличие аналити-
ческого продолжения функции Сегё эквивалентно быстрому убыванию энтропии оператора
Дирака или быстрой осцилляции потенциала этого оператора.

4.1. Аналитическое продолжение функции Сегё

Рассмотрим оператор Дирака DQ с потенциалом Q ∈ L1
loc(R+) и определим соответ-

ствующий ему гамильтониан HQ = N∗
QNQ, где NQ – это решения уравнения N ′

Q = JQNQ,
напомним формулу (1.43) из раздела 1.10. Функции энтропии KQ и EQ заданы формулами
(2.1) и (2.2):

KQ(r) =
∑
n≥0

(
det

[∫ n+r+2

n+r

H(t) dt

]
− 4

)
,

EQ(r) = det

[∫ r+2

r

H(t) dt

]
− 4.

Теорема 1.9 утверждает, что KQ(0) =
∑

n⩾0EQ(n) < ∞ тогда и только тогда, когда спек-
тральная мера оператора Дирака лежит в классе Сегё на вещественной оси. Первая теорема
настоящей главы утверждает, что экспоненциальное убывание энтропии KQ влечет суще-
ствование аналитического продолжения у функции Сегё Π в полуплоскость

Ω∆ = {z : Im z > −∆}

для некоторого ∆ > 0, зависящего от скорости убывания энтропии.

Теорема 4.1. Пусть потенциал Q ∈ L1
loc(R+) удовлетворяет соотношению KQ(r) = O

(
e−δr

)
при r → ∞ для некоторого δ > 0. Тогда

1. спектральная мера σQ абсолютно непрерывна и лежит в классе Сегё (1.17);
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2. функция Сегё ΠQ аналитически продолжается в Ωδ/4;

3. функция Вейля mQ мероморфно продолжается в Ωδ/4.

В частности, если KQ(r) = O
(
e−δr

)
для любого δ > 0, то ΠQ и mQ продолжаются на всю

комплексную плоскость C.

В теореме 4.1 утверждается только существование продолжений. Конструктивное опи-
сание аналитического продолжения Π в терминах решений системы Крейна, соответствую-
щей оператору DQ, приведено в теореме 4.15.

4.2. Скорость осцилляции и ширина полосы аналитичности

Условие экспоненциального убывания энтропии KQ(r) = O
(
e−δr

)
при r → ∞ из тео-

ремы 4.1 равносильно условию EQ(r) = O
(
e−δr

)
и описывает широкий класс потенциалов.

Например, в теореме 2.2 показано, что условие KQ(r) = O
(
e−δr

)
выполняется, если

p(r) = O
(
e−δr

)
, q(r) = O

(
e−δr

)
, r → ∞.

Такие Q называются экспоненциально убывающим, и для них теорема 4.1 хорошо известна в
теории резонансов рассеяния, см. [38], [63], [61], [28]. Приложение теоремы 4.1 к исследованию
резонансов приведено в главе 5.

Вычисление энтропии в диагональном случае, см. формулу (2.3), показывает, что по-
ведение EQ зависит не от величины потенциала Q, а от величины его первообразной. Будем
говорить, что функция f ∈ L1

loc(R+) быстро осциллирует, если

F (r) = sup
t∈[r,r+1]

∫ t

r

f(s) ds

быстро убывает. Нас будут интересовать режимы убывания, например, F (r) = O(e−δr) или
даже F (r) = O(e−rα) для α > 1 при r → ∞. Быстро убывающие функции сами по себе яв-
ляются быстро осциллирующими, но обратное неверно. Модельную ситуацию можно видеть
на рисунке 4.1: частая смена знака у функции ведет к сокращениям при интегрировании и
быстрому убыванию первообразной. Эффект, связанный с тем, что осцилляция потенциала
может компенсировать рост этого потенциала и приводить к свойствам, характерным для
убывающих потенциалов, хорошо известен в спектральной теории, см. [47], [64], [59], а так-
же приложение 2 к XI.8 в [56]. В дальнейших разделах будут сформулированы результаты,
описывающие скорость осцилляции потенциала в терминах его спектральных данных.

Перейдем к формулировке результата обратного теореме 4.1. Рассмотрим потенциал
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Рис. 4.1: Осциллирующая функция f(r) = sin(er)/(1 + r) и ее быстро убывающая первооб-
разная

∫∞
r
f(x) dx.

Q ∈ L2(R+) и определим величины

∆K = sup
{
δ : KQ(r) = O

(
e−δr

)
, r → ∞

}
,

∆Q = sup
{
δ :
∣∣ ∫ ∞

r

p(x) dx
∣∣+ ∣∣ ∫ ∞

r

q(x) dx
∣∣ = O

(
e−δr

)
, r → ∞

}
.

Число ∆Q отвечает за скорость экспоненциального осциллирования потенциала, а число ∆K

– скорость экспоненциального убывания энтропии. Из теоремы 2.1 следует, что ∆K и ∆Q

эквиваленты и, более точно,

2∆Q ⩽ ∆K ⩽ 4∆Q. (4.1)

Напомним, что для δ > 0 используется обозначение Ωδ = {z : Im z > −δ}. Если σ — абсолют-
но непрерывная мера из класса Сегё (1.17), то определим ∆Π как супремум ширины δ такой,
что Π аналитически продолжается в Ωδ и

Π(z)− Π(i)

z − i
∈ H2(Ωδ). (4.2)

Если же σ не является абсолютно непрерывной или не лежит в классе Сегё, положим ∆Π = 0.
В предложении 4.23 ниже будет показано, что условие (4.2) равносильно

Π(x)− Π(i)

x− i
∈ L2(R), eδξ · F

(
Π(x)− Π(i)

x− i

)
∈ L2(R). (4.3)

Теорема 4.2. Для оператора Дирака DQ с потенциалом Q ∈ L2(R+) имеют место нера-
венства

∆Π ⩽ ∆Q ⩽ 4∆Π, 4∆Π ⩽ ∆K ⩽ 8∆Π.
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При внимательном изучении доказательства теоремы 2.1 становится ясно, что оба нера-
венства в (4.1) могут превращаться в равенства. В разделе 4.5.3 будет показано, что для
экспоненциально убывающего потенциала Q выполняется 4∆Π = ∆K. Автору неизвестна
точность остальных неравенств в теореме 4.2.

4.3. Сверхэкспоненциально быстро осциллирующие потенциалы

Теоремы 4.1 и 4.2 описывают максимальную ширину полосы аналитичности обратной
функции Сегё в терминах скорости убывания энтропии. При этом, если KQ(r) убывает быст-
рее e−δr при всех δ > 0, то функция Π оказывается целой. В силу эквивалентности условий
(4.2) и (4.3), теорема 4.2 в случае ∆Π = ∆K = ∆Q = +∞ может быть переформулирована
следующим образом на языке систем Крейна.

Теорема 4.3. Пусть коэффициент a системы Крейна лежит в L2(R+). Тогда следующие
условия равносильны

1. при всех δ > 0 выполнено KQ(r) = O(e−δr) при r → ∞;

2. несобственный интеграл
∫∞
0
a(x) dx сходится и при всех δ > 0 выполнено∫ ∞

r

a(x) dx = O(e−δr), r → ∞;

3. спектральная мера σ абсолютна непрерывна, Π−Π(i)
x−i

∈ L2(R) и при всех δ > 0 имеет
место соотношение

∫∞
r

|φ(ξ)|2 dξ = O(e−δr) при r → ∞, где

φ = F
(
Π(z)− Π(i)

x− i

)
.

В теореме 4.3 в каждом из пунктов присутствует величина, убывающая сверхэкспо-
ненциально. Далее нас будут интересовать еще более быстро убывающие функции, с целью
упрощения изложения введем несколько обозначений. Для функции f на R+ и α > 1 будем
писать f(r) = εα(r), если при некотором c > 0 на всей полупрямой выполняется |f(r)| ≲ e−crα .
Равенство f(r) = ε1(r) будет использоваться, когда f убывает сверхэкспоненциально, то есть
для любого δ > 0 выполняется |f(r)| ≲ e−δr при r ⩾ 0. Введём класс

Sα =

{
f ∈ L2(R) : supp (Ff) ⊂ R+ и

∫ ∞

r

|(Ff)(ξ)|2dξ = εα(r)

}
(4.4)

функций из L2 с убывающим преобразованием Фурье и класс быстро осциллирующих L2

функций

Oα =

{
f ∈ L2(R+) :

∫ ∞

0

f(x) dx сходится и
∫ ∞

r

f(x) dx = εα(r)

}
.
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В новых обозначениях теорема 4.3 для системы Крейна с L2 потенциалом звучит так: a ∈ O1

тогда и только тогда, когда мера σ абсолютна непрерывна и Π(z)−Π(i)
x−i

∈ S1. Оказывается, при
α > 1 верен аналогичный результат.

Теорема 4.4. Рассмотрим систему Крейна с коэффициентом a ∈ L2(R+). Для любого
α ⩾ 1 следующие утверждения равносильны:

1. потенциал a быстро осциллирует, a ∈ Oα;

2. энтропия системы Крейна очень быстро убывает, Ka(r) = εα(r);

3. спектральная мера σ абсолютно непрерывна и Π−Π(i)
x−i

∈ Sα.

Более того, если α > 1 и a ̸≡ 0 в L2(R+), то перечисленные утверждения также равно-
сильны условию

4. для некоторого z0 ∈ C+ выполнено P (r, z0) = εα(r).

Приведём дополнительные замечания к теореме. Точку i в утверждении 3 можно за-
менить на произвольную z0 ∈ C+. При α = 1 импликация 4 =⇒ 1, 2, 3 остается верной, см.
предложение 4.25, однако обратное может не выполняться; точки z0, удовлетворяющие усло-
вию 4, в точности соответствуют комплексно сопряжённым резонансам соответствующего
оператора Дирака, см. главу 5.

Новизна теоремы 4.4 заключается в импликации 3 =⇒ 1, которая позволяет оценить
среднее убывание потенциала в терминах его спектральных данных. Описание класса L2-
потенциалов с компактным носителем в терминах функций Сегё дано в работе [41] Е. Коро-
тяева; аналогичный результат для оператора Шрёдингера получен в [42], [7]. Спектральные
свойства сверхэкспоненциально убывающих потенциалов изучались в [28], [35].

4.4. Ортогональные многочлены

Если µ лежит в классе Сегё, то в единичном круге D корректно определена обратная
функция Сегё Π и выполняется {αn}n⩾0 ∈ ℓ2(Z+). Большая регулярность µ или, что то же
самое, регулярность граничных значений Π влечет более быстрое убывание коэффициентов
рекурсии. Теорема Бакстера, см. оригинальную статью Г. Бакстера [8] или теорему 5.2.2 в
[62], утверждает, что {αn}n⩾0 ∈ ℓ1(Z+) тогда и только тогда, когда µ абсолютно непрерывна,
Π отделена от нуля на T и граничные значения Π лежат в алгебре Винера. Последнее означа-
ет, что {cn}n⩾0 ∈ ℓ1(Z+), где Π(z) =

∑
k⩾0 ckz

k при z ∈ D. В теореме 1 из статьи И.Ибрагимова
[1] доказывается, что убывание αn = O(n−2t) при n→ ∞ для t > 1/2 равносильно наличию [t]

производных у Π и некоторому условию гельдеровости на Π(t) (отметим, что это также пере-
писывается в терминах убывания последовательности ck). Случай экспоненциально быстрого
убывания коэффициентов рассмотрен в статье [31] У. Гренандера и М.Розенблатта, также
см. теоремы 4 и 5 в [1]. Этот же результат является частью теоремы 1 из статьи [51] П. Невая
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и В.Тотика, посвященной распределению нулей ортогональных многочленов, сформулируем
его. Зададим число rα ∈ [1,+∞] равенством

r−1
α = lim sup

n→∞
|αn|1/n. (4.5)

Величина rα описывает скорость экспоненциального убывания коэффициентов рекурсии. Да-
лее, если µ абсолютно непрерывна и лежит в классе Сегё, то определим rΠ как радиус ана-
литичности Π в нуле,

rΠ = sup
{
r : Π аналитична в {|z| < r}

}
.

В противном случае положим rΠ = 1.

Теорема 4.5 (Глава 7 [62]). Для любой нетривиальной меры µ на T выполнено rα = rΠ.

Аналогичный результат для матриц Якоби и многочленов ортогональных на прямой
получен в статье Д.Даманика и Б.Саймона [20], в которой теорема 4.5 названа теоремой
Невая-Тотика, см. теорему 1.1. В статьях автора [34] и [33] используется то же название,
однако правильнее было бы называть теорему 4.5 теоремой Гренандера—Розенблатта или
теоремой Гренандера-Розенблатта-Невая-Тотика.

Заметим, что rα из формулы (4.5) задает радиус сходимости ряда A(z) =
∑

n⩾0 αnz
n в

нуле. Следовательно, при некоторых предположениях на µ, теорема Гренандера-Розенблатта-
Невая-Тотика говорит, что радиусы сходимости A(z) и Π(z) совпадают. Отдельно выделим
случай rΠ = +∞, то есть случай, когда обе Π и A оказываются целыми. Из теоремы 4.5
следует эквивалентность следующих двух утверждений:

1. ряд A(z) =
∑

n⩾0 αnz
n сходится при всех z ∈ C и задает целую функцию;

2. мера µ является абсолютно непрерывной мерой из класса Сегё, и её обратная функция
Сегё Π продолжается до целой функции.

Подобно тому, как для степенного ряда простейшей характеристикой служит радиус сходи-
мости, у целой функции возникает понятие порядка. В работе автора [33] формулируется и
доказывается равенство порядков A и Π.

Теорема 4.6. Следующие утверждения эквивалентны:

1. ряд A(z) =
∑

n⩾0 αnz
n задает целую функцию порядка ρ;

2. мера µ является абсолютно непрерывной мерой из класса Сегё, и её обратная функция
Сегё Π продолжается до целой функции порядка ρ.

Данная теорема позволяет вычислять порядок Π в терминах коэффициентов рекурсии
αn аналогично равенству rα = rΠ теоремы Невая-Тотика. Действительно, обозначим через
ρµ порядок функции Π в случае, когда µ – абсолютно непрерывная мера из классе Сегё и
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Π является целой. В других случаях положим ρµ = +∞. Формула, выражающая порядок
целой функции через коэффициенты её ряда Тэйлора, см. лекцию 1 в [44], позволяет записать
теорему 4.6 равенством

ρµ = lim sup
n→∞

n lnn

− ln |αn|
.

В статьях автора [34] и [33] приведены доказательства теорем 4.5 и 4.6, идеи которых позво-
ляют получить близкие по духу результаты в непрерывном случае для систем Крейна.

Комментарии.

• В результатах, о которых идет речь в настоящем разделе, утверждается, что скорость
сходимости к нулю коэффициентов рекурсии αn связана со скоростью убывания коэф-
фициентов Фурье ck функции Π. Аналогичное верно и для систем Крейна. Теорема 4.2
является версией теоремы 4.5: параметры ∆Q и ∆Π играют роли rΠ и rα соответствен-
но. Аналитическое продолжение в круг радиуса rΠ > 1 соответствует продолжению в
полосу ширины ∆Π в нижней полуплоскости. В таком же смысле отслеживается связь
теорем 4.6 и 4.4.

• Непрерывный вариант теоремы Бакстера приведен в главе 12 статьи С.Денисова [23].

• В статье [1] И.Ибрагимов изучает скорость сходимости λn к λ∞ в контексте теории
прогноза стационарных процессов. Лемма 4.18 и теорема 4.29 настоящей диссертации
точно так же исследуют сходимость mr к m∞. Подобно теореме Ибрагимова, степенное
осциллирование потенциала должно быть возможно переформулировать в терминах
степенного убывания преобразования Фурье обратной функции Сегё.

4.5. Доказательства

4.5.1. Доказательство теоремы 4.1

Регуляризованные системы Крейна. Для работы с функцией энтропии канонической
системы нам понадобится еще один инструмент – регуляризованная система Крейна. Введем
все необходимые объекты, следуя статье [9].

Пусть H — сингулярный нетривиальный гамильтониан со спектральной мерой σ, лежа-
щей в классе Сегё на вещественной прямой. Напомним, см. раздел 1.12, что используется обо-
значение mr для функции Вейля гамильтониана Hr(x) = H(r+x), и энтропия K = KH задана
формулой (1.51). Определим функции I(r) = IH(r) = Immr(i), R(r) = RH(r) = Remr(i) при
r ⩾ 0. Соответствующая H регуляризованная система Крейна представляет собой следую-
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щую систему дифференциальных уравнений:

∂

∂r
P̃ ∗
r (z) = (z − i)f1(r)P̃r(z) + izf2(r)P̃

∗
r (z), P̃ ∗

0 (z) = IH(0)
−1, (4.6)

∂

∂r
P̃r(z) = izP̃r(z) + (z + i)f1(r)P̃

∗
r (z)− izf2(r)P̃r(z), P̃0(z) = 0, (4.7)

где f1(r) = −1
4
e2iu(r/2)

(
R′(r/2)
I(r/2) + iI

′(r/2)
I(r/2)

)
с u(r) =

∫ r

0
R′(t)
2I(t)dt, и f2(r) = K′(r/2)

4
. Отметим, что

функции KH , IH и RH локально абсолютно непрерывны, см. лемму 3 в [9], и система диф-
ференциальных уравнений корректно определена.

Прежде всего, покажем, что регуляризованная система Крейна, определённая в [9],
совпадает с системой, заданной уравнениями (4.6) и (4.7). Обозначим через P̃r и P̃∗

r регуля-
ризованную систему Крейна из [9]. Утверждается, что P̃r = P̃r и P̃∗

r = P̃ ∗
r . Действительно,

начальные значения (P̃0, P̃
∗
0 ) выбраны так, чтобы совпадать с (P̃0, P̃

∗
0), следовательно, доста-

точно показать, что P̃r и P̃∗
r удовлетворяют дифференциальным уравнениям (4.6) и (4.7).

Уравнение (4.6) следует из леммы 8 в [9] заменой переменных. Чтобы установить (4.7), за-
метим, что уравнение (37) в [9] даёт P̃r(z) = eirzP̃∗

r(z) и

∂

∂r
P̃r(z) =

∂

∂r

(
eirzP̃∗

r(z)
)
= iz · eirzP̃∗

r(z) + eirz · ∂
∂r

P̃∗
r(z)

= izP̃r(z) + eirz
(
(z − i)f1(r)P̃r(z) + izf2(r)P̃∗

r(z)
)

= izP̃r(z) + (z + i)f1(r)P̃
∗
r(z)− izf2(r)P̃r(z). (4.8)

Лемма 4.7. Функции P̃ ∗
r и P̃r удовлетворяют формуле отражения

P̃ ∗
r (z) = eirzP̃r(z), P̃r(z) = eirzP̃ ∗

r (z). (4.9)

Кроме того, имеют место следующие дифференциальные уравнения:

∂

∂r
|P̃ ∗

r (z)|2 = 2Re
(
(z − i)f1(r)P̃r(z)P̃ ∗

r (z)
)
− 2 Im zf2(r)|P̃ ∗

r (z)|2, (4.10)

∂

∂r
|P̃r(z)|2 = −2 Im z|P̃r(z)|2 + 2Re

(
(z + i)f1(r)P̃

∗
r (z)P̃r(z)

)
+ 2 Im zf2(r)|P̃r(z)|2. (4.11)

Доказательство. Уравнения в (4.9) следуют из (4.8). Дальнейшее доказательство сводится
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к непосредственным вычислениям. Действительно, имеем

∂

∂r
|P̃ ∗

r (z)|2 = 2Re

(
P̃ ∗
r (z)

∂

∂r
P̃ ∗
r (z)

)
= 2Re

(
P̃ ∗
r (z)

(
(z − i)f1(r)P̃r(z) + izf2(r)P̃

∗
r (z)

))
= 2Re

(
(z − i)f1(r)P̃r(z)P̃ ∗

r (z)
)
− 2 Im zRe f2(r)|P̃ ∗

r (z)|2;

∂

∂r
|P̃r(z)|2 = 2Re

(
P̃r(z)

∂

∂r
P̃r(z)

)
= 2Re

(
P̃r(z)

(
izP̃r(z) + (z + i)f1(r)P̃

∗
r (z)− izf2(r)P̃r(z)

))
= −2 Im z|P̃r(z)|2 + 2Re

(
(z + i)f1(r)P̃

∗
r (z)P̃r(z)

)
+ 2 Im zRe f2(r)|P̃r(z)|2.

Гамильтониан Ĥ = J∗HJ будем называть двойственным к H, а соответствующую ему
регуляризованную систему Крейна — двойственной регуляризованной системой Крейна. Обо-
значим её решения через P̃r,d, P̃

∗
r,d. Непосредственное вычисление показывает, что выполне-

но KĤ = KH . Более того, если H = HQ — гамильтониан из раздела 1.10, то имеют ме-
сто равенства Ĥ = H−Q и EQ = E−Q. Следующая лемма является аналогом соотношения
PP̂∗ + P∗P̂ = 2eiλr для систем Крейна, см. формулу (75) в [23].

Лемма 4.8. Для r ⩾ 0 и z ∈ C справедливо равенство

P̃ ∗
r (z)P̃r,d(z) + P̃ ∗

r,d(z)P̃r(z) = 2eiλr.

Доказательство. Коэффициенты двойственной регуляризованной системы отличаются от
исходной системы (4.6), (4.7) лишь знаком f1 (f2 остаётся прежней, см. замечание после
леммы 7.3 в [10]). В матричной форме системы принимают вид

∂

∂r

(
P̃ ∗
r

P̃r

)
=

(
izf2 (z − i)f1

(z + i)f1 iz(1− f2)

)(
P̃ ∗
r

P̃r

)
,

∂

∂r

(
P̃ ∗
r,d

P̃r,d

)
=

(
izf2 −(z − i)f1

−(z + i)f1 iz(1− f2)

)(
P̃ ∗
r,d

P̃r,d

)
.

Обозначим матрицу в первом равенстве через V . Простым преобразованием получаем

∂

∂r

(
P̃ ∗
r

P̃r

)
= V

(
P̃ ∗
r

P̃r

)
,

∂

∂r

(
P̃ ∗
r,d

−P̃r,d

)
= V

(
P̃ ∗
r,d

−P̃r,d

)
.

Следовательно, решение X уравнения X ′ = V X с X(0, z) = ( 1 0
0 1 ) имеет вид

X =
1

2

(
P̃ ∗
r P̃ ∗

r,d

P̃r −P̃r,d

)(
1 1

1 −1

)
.
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Вычисляя определитель, находим

detX(r, z) =
1

2

(
P̃ ∗
r (z)P̃r,d(z) + P̃ ∗

r,d(z)P̃r(z)
)
.

С другой стороны, из X ′ = V X следует

detX(r, z) = exp

(∫ r

0

traceV (t, z) dt

)
= exp

(∫ r

0

iz dt

)
= eirz.

Последние два равенства вместе дают требуемое в лемме.

Следующее утверждение является количественной версией леммы 7 из [9].

Лемма 4.9 (Лемма 7, [9]). Коэффициент f1 регуляризованной системы Крейна удовлетво-
ряет равномерной по всем r ⩾ 0 оценке

|f1(r)| ≲
√

|K′(r/2)|+ |K′(r/2)|.

Доказательство. Согласно определению f1, утверждение леммы эквивалентно∣∣∣∣I ′(r)

I(r)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣R′(r)

I(r)

∣∣∣∣ ≲√|K′(r)|+ |K′(r)|.

Формулы (39) и (40) в [9] дают

−K′ =

(
Ih1 +

1

Ih1
− 2

)
+

1

4

(
R′

I

)2
1

Ih1
, (4.12)

I ′

I
= Ih1 −

1

Ih1
− 1

4

(
R′

I

)2
1

Ih1
, (4.13)

где h1 — элемент матрицы H в позиции (1,1), см. определение в разделе 1.9. Функция K
нестрого убывает, следовательно, −K′ = |K′| для всех t ⩾ 0. Оба слагаемых в правой части
первого равенства неотрицательны, поэтому

Ih1 +
1

Ih1
− 2 ⩽ |K′|, (4.14)

1

4

(
R′

I

)2
1

Ih1
⩽ |K′|,

(
R′

I

)2

⩽ 4Ih1|K′|. (4.15)

Заметим, что по определению I(r) = Immr(i) и mr(i) ⩾ 0, так как mr – функция Герглотца.
Кроме того, условие H ⩾ 0 влечет h1 ⩾ 0. Если I(r)h1(r) ∈

[
1
2
, 2
]
, то из (4.15) следуют

соотношения (R′/I)2 ≲ |K′| и

∣∣∣Ih1 − 1

Ih1

∣∣∣ ≲√Ih1 +
1

Ih1
− 2 ⩽

√
|K′|; (4.16)
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в противном случае имеем неравенства

Ih1 ≲
∣∣∣ 1

Ih1
− Ih1

∣∣∣ ≍ Ih1 +
1

Ih1
− 2 ⩽ |K′| (4.17)

и (R′/I)2 ⩽ 4Ih1|K′| ≲ |K′|2. Требуемые оценки для R′/I выполняются в обоих случаях.
Для оценки I ′(r)/I(r) подставим неравенства (4.16), (4.17) и (4.15) в (4.13).

Лемма 4.10 (Лемма 9, [9]). Для z ∈ C+ справедливы соотношения

lim
r→∞

P̃ ∗
r (z) = Π(z), lim

r→∞
P̃r(z) = 0,

∫ ∞

0

|P̃r(z)|2 dr <∞.

Рассмотрим систему Крейна (1.6) и построим каноническую систему с той же спек-
тральной мерой, следуя сведениям из разделов 1.3 и 1.10. Следующая лемма связывает си-
стему Крейна и её регуляризованную версию.

Лемма 4.11. Для всех z0 ∈ C+ и r ⩾ 0 выполняется

2 Im z0

∫ ∞

r

|P (x, z0)|2 dx = |Π(z0)|2 −
(
|P̃ ∗

r (z0)|2 − |P̃r(z0)|2
)
. (4.18)

Доказательство. Пусть σ — спектральная мера системы Крейна. Напомним, что воспроиз-
водящее ядро в PWr с нормой из L2(R, σ) в точке z0 ∈ C+ задаётся формулой (1.22):

kr(z0, z) =
1

2π

∫ r

0

P (x, z)P (x, z0) dx.

С другой стороны, воспроизводящее ядро имеет вид

kr(z0, z) = − 1

2πi

P̃ ∗
r (z)P̃

∗
r (z0)− P̃r(z)P̃r(z0)

z − z0
,

см. формулу (48) в [9]. Следовательно, имеем

kr(z0, z0) =
|P̃ ∗

r (z0)|2 − |P̃r(z0)|2

4π Im z0
=

1

2π

∫ r

0

|P (x, z0)|2 dx. (4.19)

Утверждение леммы теперь следует из (1.19).

Доказательство теоремы 4.1. Рассмотрим каноническую систему (1.39) со спектральной
мерой σ из класса Сегё. Пусть K — её энтропийная функция (1.51), Π — обратная функция
Сегё меры σ, а P̃r, P̃

∗
r — решения соответствующей регуляризованной системы Крейна. Ни-

же, см. (4.22), будет показано, что в условиях теоремы 4.1 энтропийная функция K убывает
экспоненциально. Следующая лемма утверждает, что условие части (1) теоремы 4.1 выпол-
няется при значительно более слабом предположении

√
|K′| ∈ L1(R+).
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Лемма 4.12. Если
√
|K′| ∈ L1(R+), то мера σ абсолютно непрерывна относительно меры

Лебега на вещественной прямой, и функция Π непрерывна в C+. Более того, равномерно по
z ∈ C+ имеют место неравенства

∣∣ log |P̃ ∗
r (z)|

∣∣ ≲ |z|+ 1, (4.20)∣∣ log |Π(z)|∣∣ ≲ |z|+ 1. (4.21)

Доказательство. Вспомним дифференциальное уравнение (4.6) и разделим его на P̃ ∗
r (z):

∂

∂r
log P̃ ∗

r (z) = (z − i)f1(r)
P̃r(z)

P̃ ∗
r (z)

+ izf2(r).

Для z ∈ C+ справедливо неравенство |P̃r(z)| ⩽ |P̃ ∗
r (z)|, см. (4.19), поэтому∣∣∣ ∂

∂r
log P̃ ∗

r (z)
∣∣∣ ⩽ ∣∣∣(z − i)f1(r) + izf2(r)

∣∣∣ ≲ (|z|+ 1)
(√

|K′(r/2)|+ |K′(r/2)|
)
,

где последнее неравенство следует из леммы 4.9. Интегрируя, получаем неравенство (4.20).
Заметим, что ∂

∂r
log P̃ ∗

r (z) ∈ L1(R+), причём норма ∥ ∂
∂r

log P̃ ∗
r (z)∥L1(R+) равномерно ограниче-

на на компактах в C+. Это означает, что P̃ ∗
r (z) сходится при r → ∞ равномерно на компактах

в C+. По лемме 4.10, предел совпадает с Π в C+, следовательно, Π непрерывна в C+. Нера-
венство (4.21) следует из (4.20).

Наконец, утверждается, что |P̃ ∗
r (x)|−2dx

w∗
→ dσ. Действительно, |P̃ ∗

r (x)|−2dx является
спектральной мерой гамильтониана Ĥr из [9], поэтому сходимость следует из следствия 5.8
и теоремы 7.3 в [57]. Это вместе с оценкой (4.20) влечёт отсутствие сингулярной части у σ.
Доказательство завершено.

Доказательство теоремы 4.1. Пусть H = HQ – гамильтониан, построенный для оператора
Дирака в разделе 1.10. По условию теоремы выполнено

KQ(r) =
∑
n⩾0

(
det

[∫ r+n+2

r+n

HQ(t) dt

]
− 4

)
= O

(
e−δr

)
, r → ∞.

Из теоремы 1.9 следует, что σ лежит в классе Сегё и

KH(r) = O
(
e−δr

)
, r → ∞. (4.22)

В частности, из монотонности K имеем
√
|K′| ∈ L1(R+), и часть (1) теоремы 4.1 непосред-

ственно следует из леммы 4.12.

Покажем, что Π аналитически продолжается в полуплоскость Ωδ/4. Вспомним диффе-
ренциальное уравнение (4.6) и применим оценки из леммы 4.9:∣∣∣ ∂

∂r
P̃ ∗
r (z)

∣∣∣ ≲ (|z|+ 1)
(√

|K′(r/2)|+ |K′(r/2)|
)∣∣∣P̃r(z)

∣∣∣+ |z||K′(r/2)|
∣∣∣P̃ ∗

r (z)
∣∣∣.
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Используя неравенство (4.20) и формулу отражения (4.9), получаем

∣∣P̃ ∗
r (z)

∣∣ ⩽ er| Im z|ec(|z|+1),
∣∣P̃r(z)

∣∣ ⩽ er| Im z|ec(|z|+1), Im z ⩽ 0,

где постоянная c не зависит от z. Подставим эти оценки в предыдущее неравенство. Имеем∣∣∣ ∂
∂r
P̃ ∗
r (z)

∣∣∣ ≲ (|z|+ 1)
(√

|K′(r/2)|+ |K′(r/2)|
)
er| Im z|ec(|z|+1), Im z ⩽ 0. (4.23)

В силу (4.22), интеграл ∫ ∞

0

(√
|K′(r/2)|+ |K′(r/2)|

)
er| Im z| dr

сходится при | Im z| < δ/4. Следовательно, ∂
∂r
P̃ ∗
r (z) ∈ L1(R+) для точек z, удовлетворяющих

0 ⩾ Im z > −δ/4, и P̃ ∗
r (z) сходится в этой области. С другой стороны, по лемме 4.10 функция

P̃ ∗
r (z) сходится к Π в C+ при r → ∞. Часть (2) теоремы 4.1 доказана.

Напомним, что EQ = E−Q, поэтому −Q также удовлетворяет условиям теоремы, и
часть (2) применима как к Q, так и к −Q. Отсюда следует, что обе функции ΠQ и Π−Q

аналитически продолжаются в Ωδ/4, и следовательно, функция Вейля для DQ может быть
мероморфно продолжена в ту же область соотношением (1.20). Доказательство теоремы за-
вершено.

Следствие 4.13. Предположим, что выполнены условия теоремы 4.1. Тогда для любого
числа δ1 < δ/4 существует постоянная C такая, что |Π(z)| ⩽ eC(|z|+1) в Ωδ1.

Доказательство. Требуемое неравенство для z ∈ C+ написано в (4.21), а для z ∈ Ωδ1 \ C+

следует из оценки (4.23) и установленной сходимости P̃ ∗
r к Π.

Пусть P и P∗ — решения системы Крейна, соответствующей оператору DQ. Следующее
следствие является количественной версией лемм 4.10 и 4.11.

Следствие 4.14. Зафиксируем точку z0, удовлетворяющую Im z0 > δ/4. В условиях тео-
ремы 4.1 равномерно при всех r ⩾ 0 выполнено∣∣∣P̃r(z0)

∣∣∣ ≲ e−δr/4,
∣∣∣P̃ ∗

r (z0)− Π(z0)
∣∣∣ ≲ e−δr/2,∫ ∞

r

|P (x, z0)|2 dx ≲ e−δr/2.

Доказательство. Интегрируя (4.23) для z = z0, получаем∣∣∣P̃ ∗
r (z0)

∣∣∣ ≲ 1 +

∫ r

0

(√
|K′(ρ/2)|+ |K′(ρ/2)|

)
eρ Im z0 dρ.

Экспоненциальное убывание энтропии K(r) = O
(
e−δr

)
влечёт |P̃ ∗

r (z0)| ≲ e(Im z0−δ/4)r, а оценка
для P̃r(z0) следует из (4.9). Вспомним дифференциальное уравнение (4.6). По лемме 4.10
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функция P̃ ∗
r (z0) сходится при r → ∞ и, следовательно, ограничена по r. Таким образом,

(4.6) и лемма 4.9 дают∣∣∣ ∂
∂r
P̃ ∗
r (z0)

∣∣∣ ≲ (√|K′(r/2)|+ |K′(r/2)|
)∣∣∣P̃r(z0)

∣∣∣+ |K′(r/2)|.

Проинтегрируем последнее неравенство по [r,+∞), применим лемму 4.10 и полученную оцен-
ку для P̃r(z0), чтобы получить требуемое неравенство для P̃ ∗

r (z0) − Π(z0). Для завершения
доказательства остается применить Лемму 4.11:∫ ∞

r

|P (x, z0)|2 dx ≲
(
|Π(z0)|2 − |P̃ ∗

r (z0)|2
)
+ |P̃r(z0)|2 ≲ e−δr/2.

Аналитическое продолжение через формулу Кристоффеля-Дарбу.

Теорема 4.15. Пусть потенциал Q ∈ L1
loc(R+) таков, что KQ(r) = O

(
e−δr

)
при r → ∞

для некоторого δ > 0. Зафиксируем произвольное h > δ/4. Тогда интеграл∫ ∞

0

P (x, z)P (x, ih) dx (4.24)

сходится равномерно на компактах в полуплоскости Ωδ/4 = {z : Im z > −δ/4}, и функция

z 7−→ z + ih

iΠ(ih)

∫ ∞

0

P (x, z)P (x, ih) dx, z ∈ Ωδ/4, (4.25)

задает аналитическое продолжение Π в Ωδ/4.

Доказательство. Подставим ih в формулу Кристоффеля-Дарбу (1.8):

i
P∗(r, z)P∗(r, ih)− P (r, z)P (r, ih)

z + ih
=

∫ r

0

P (x, z)P (x, ih) dx, z ∈ C. (4.26)

Пусть ρn — неограниченная возрастающая последовательность, для которой выполняется
P (ρn, ih) → 0 при n → ∞. Лемма 1.4 позволяет выбрать подпоследовательность nk и число
γ ∈ [0, 2π) такие, что

P (ρnk
, z) → 0, P∗(ρnk

, z) → eiγΠ(z),

равномерно на компактах в C+. Подставляя ρnk
вместо r в (4.26) и переходя к пределу при

k → ∞, получим

i
Π(z)Π(ih)

z + ih
= lim

k→∞

∫ ρnk

0

P (x, z)P (x, ih) dx, z ∈ C+,

Π(z) =
z + ih

iΠ(ih)
lim
k→∞

∫ ρnk

0

P (x, z)P (x, ih) dx, z ∈ C+.
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Следовательно, тот факт, что (4.25) определяет аналитическое продолжение Π, непосред-
ственно вытекает из сходимости интеграла (4.24).

Для двух положительных чисел A ⩽ B определим

FA,B(z) =

∫ B

A

P (r, z)P (r, ih) dr, z ∈ C.

Из следствия 4.14 имеем ∫ ∞

r

|P (x, ih)|2 dx ≲ e−δr/2, r ⩾ 0. (4.27)

Тогда для z ∈ C+ неравенство Коши-Буняковского-Шварца даёт

|FA,B(z)| ⩽

√∫ B

A

|P (r, z)|2 dr

√∫ B

A

|P (r, ih)|2 dr ≲

√∫ ∞

0

|P (r, z)|2 dr · e−Aδ/4.

Из равенства (1.19) следует равномерная оценка

|FA,B(z)| ≲ e−Aδ/4 |Π(z)|√
Im z

, z ∈ C+. (4.28)

В силу формулы отражения (1.7), FA,B допускает представление

FA,B(z) =

∫ B

A

eizrP∗(r, z)P (r, ih) dr, z ∈ C.

Введём обозначение Ω−
δ/4 = {z : 0 > Im z > −δ/4}. Применяя аналогичное неравенство Коши-

Буняковского-Шварца, для z ∈ Ω−
δ/4 получим

|FA,B(z)| ⩽

√∫ B

A

e2 Im zr|P (r, ih)|2 dr

√∫ B

A

|P∗(r, z)|2 dr ≲
e−A(δ/4−Im z)

δ/4− Im z

√∫ B

A

|P∗(r, z)|2 dr.

(4.29)

Функция |P∗(r, z)|2 не суммируема на R+, однако интеграл по конечному отрезку можно
оценить с помощью равенств (1.9) и (1.19), похожее рассуждение было ранее проделано в
доказательстве леммы 3.7. Иными словами, имеем∫ B

A

|P∗(r, z)|2 dr =
∫ B

A

(
|P (r, z)|2 + 2 Im(z)

∫ r

0

|P (s, z)|2 ds
)
dr ⩽

(
1

2 Im(z)
+B − A

)
|Π(z)|2.

Дополнительно предположим |B − A| ⩽ 1. Тогда для z ∈ Ω−
δ/4 выполняется

∫ B

A

|P∗(r, z)|2 dr ≲
|Π(z)|2

Im(z)
.
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Подставляя эту оценку в (4.29), получаем

|FA,B(z)| ≲
e−A(δ/4−Im z)

δ/4− Im z
· |Π(z)|√

| Im z|
, z ∈ Ω−

δ/4, B − A ⩽ 1. (4.30)

Зафиксируем компакт K ⊂ Ωδ/4. Покажем, что существует положительная константа α,
зависящая от K, такая, что

|FA,B(z)| ≲ e−Aα, (4.31)

равномерно по A ⩽ B и z ∈ K. Возьмём прямоугольник R со сторонами, параллельными

K

L4

L3

L2

L1

x1 x2

iy1

iy2

R

Ωδ/4−iδ1

Рис. 4.2: Компактное множество K и прямоугольник R в доказательстве (4.31)

осям координат такой, что K ⊂ R ⊂ Ωδ/4 и dist(K, ∂R) > 0, см. рисунок 4.2. Без ограничения
общности можно считать, что R пересекает вещественную ось. Пусть L1, L2, L3 и L4 — левая,
верхняя, правая и нижняя стороны R соответственно, а x1, x2, y1, y2 таковы, что

L1 ⊂ {z : Re z = x1}, L3 ⊂ {z : Re z = x2},

L2 ⊂ {z : Im z = y1}, L4 ⊂ {z : Im z = y2}.
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По лемме 4.12 функция Π непрерывна в C+, следовательно,

sup
z∈∂R∩C+

|Π(z)| <∞, sup
z∈∂R∩C−

|Π(z)| <∞. (4.32)

Обозначим α = δ/4− |y2| > 0. Комбинируя оценки (4.28), (4.30) и (4.32), получаем

|FA,B(z)| ≲
e−Aα√
| Im z|

, z ∈ ∂R \ R, B − A ⩽ 1. (4.33)

Для каждого z0 ∈ K имеем

FA,B(z0) =
1

2πi

∫
∂R

FA,B(z)

z − z0
dz =

1

2πi

4∑
n=1

∫
Ln

FA,B(z)

z − z0
dz.

Неравенство |z − z0| ⩾ dist(K, ∂R) > 0 влечёт

|FA,B(z0)| ≲
∫
∂R

|FA,B(z)||dz| =
4∑

n=1

∫
Ln

|FA,B(z)||dz|. (4.34)

Осталось оценить интегралы по сторонам R. Из (4.33) имеем∫
L2

|FA,B(z)||dz| =
∫ x2

x1

|FA,B(x+ iy1)|dx ≲ e−Aα,∫
L1

|FA,B(z)||dz| =
∫ y1

y2

|FA,B(x1 + iy)|dy ≲ e−Aα

∫ y1

y2

1√
| Im y|

dy ≲ e−Aα.

Интегралы по L3 и L4 оцениваются аналогично. Значит, (4.31) выполнено при всех A,B,
удовлетворяющих B − A ⩽ 1. Если n ⩽ B − A < n+ 1 для некоторого натурального n, то

|FA,B(z)| ⩽
n∑

k=0

|FA+k,A+k+1(z)|+ |FA+n,B(z)| ≲
n∑

k=0

e−(A+k)α + e−(A+n)α ≍ e−Aα,

поэтому (4.31) верно для всех A ⩽ B с другой константой в соотношении ≲. Сходимость
интеграла (4.24) установлена, что завершает доказательство теоремы 4.15.

4.5.2. Доказательство теоремы 4.2

Вспомогательные результаты.

Лемма 4.16. Предположим, что a ∈ L2(R+) и EQ(r) = O
(
e−δr

)
при r → ∞ для некоторого

δ > 0. Тогда Π аналитична в Ωδ/4, и для каждого α ∈ (0, 1) неравенство |Π(z)| ≲ (1 + |z|)α

выполняется равномерно в замкнутой полуплоскости Ωαδ/4.

Доказательство. Аналитичность Π уже доказана в теореме 4.1, поэтому необходимо только
доказать оценку |Π(z)| ≲ (1 + |z|)α. Положим δ1 = δ/4 и зафиксируем произвольное h > δ1.
По теореме 1.6 имеет место сходимость P∗(r, ih) → Πγ(ih) при r → ∞. Применяя неравенство
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Коши-Буняковского-Шварца к (1.6), получаем

|P∗(r, ih)− Πγ(ih)| =
∣∣∣∣∫ ∞

r

a(x)P (x, ih) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∥a∥L2(R+) ·

√∫ ∞

r

|P (x, ih)|2 dx.

Следствие 4.14 дает

|P∗(r, ih)− Πγ(ih)| ≲ e−rδ1 , r ⩾ 0. (4.35)

Равенство (4.26) эквивалентно

P∗(r, z) =
z + ih

iP∗(r, ih)

∫ r

0

P (x, z)P (x, ih) dx+
P (r, z)P (r, ih)

P∗(r, ih)
, z ∈ C.

С другой стороны, в теореме 4.15, напомним (4.25), доказана формула

Πγ(z) =
z + ih

iΠγ(ih)

∫ ∞

0

P (x, z)P (x, ih) dx, z ∈ Ωδ1 .

Рассмотрим разность последних двух равенств:

Πγ(z)− P∗(r, z) =
z + ih

iΠγ(ih)

∫ ∞

r

P (x, z)P (x, ih) dx− P (r, z)P (r, ih)

P∗(r, ih)

+
(z + ih)

i

∫ r

0

P (x, z)P (x, ih) dx ·

(
1

Πγ(ih)
− 1

P∗(r, ih)

)
, z ∈ Ωδ1 .

Пусть точка z удовлетворяет Im z = −αδ1. Из формулы отражения (1.7) имеем

|P (r, z)| = |eirzP∗(r, z)| = eαδ1r|P∗(r, z)|.

Функции P∗(r, z) и P∗(r, ih)
−1 равномерно ограничены при r ⩾ 0 по теореме 1.6. Следова-

тельно, выполняется

|Πγ(z)− P∗(r, z)| ≲ (|z|+ 1)

∫ ∞

r

eαδ1x|P (x, ih)| dx+ eαδ1r|P (r, ih)|

+ (|z|+ 1)|Πγ(ih)− P∗(r, ih)|
∫ r

0

eαδ1x|P (x, ih)| dx

равномерно на прямой {z : Im z = −αδ1}. Следствие 4.14 показывает, что интеграл в первом
слагаемом есть O

(
e−(1−α)δ1r

)
при r → ∞. По той же причине интеграл в последнем слагаемом

ограничен при r ⩾ 0. В силу (4.35), последнее слагаемое есть O
(
e−rδ1

)
при r → ∞, поэтому

|Πγ(z)− P∗(r, z)| ≲ (|z|+ 1)e−(1−α)δ1r + eαδ1r|P (r, ih)|, r ⩾ 0,∫ r+1

r

|Πγ(z)− P∗(ρ, z)| dρ ≲ (|z|+ 1)e−(1−α)δ1r +

∫ r+1

r

eαδ1ρ|P (ρ, ih)| dρ, r ⩾ 0.
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Применяя следствие 4.14 для ih ещё раз, получаем∫ r+1

r

|Πγ(z)− P∗(ρ, z)| dρ ≲ (|z|+ 1)e−(1−α)δ1r.

Последнее эквивалентно существованию константы C такой, что∫ r+1

r

|P∗(ρ, z)| dρ ⩾ |Πγ(z)| − C(|z|+ 1)e−(1−α)δ1r, r ⩾ 0.

Определим r0 = r0(z) как решение уравнения

e−δ1(1−α)r =
|Πγ(z)|

2C(|z|+ 1)
.

Тогда для каждого r ⩾ r1 = min(r0, 0) выполнено
∫ r+1

r
|P∗(ρ, z)| dρ ⩾ |Πγ(z)|/2. Формулы

(1.19) и (1.7) для точки z ∈ C+ и последнее неравенство дают

|Πγ(z)|2 = 2 Im z

∫ ∞

0

|P (x, z)|2 dx ≳
∫ r1+1

r1

e−2αδ1x|P∗(x, z)|2 dx ≳ |Πγ(z)|2e−2αδ1r1 .

Из теоремы 1.6 известно, что функция Πγ(z) равномерно ограничена при Im z = −αδ1, сле-
довательно, имеет место неравенство |Πγ(z)|e−αδ1r1 ≲ 1. Если r1 = 0, то |Πγ(z)| ≲ 1. Если
r1 = r0, то

e−αδ1r1 = e−αδ1r0 =
(
e−δ1(1−α)r0

)β ≍
(
|Πγ(z)|
|z|+ 1

)β

,

где β = α
1−α

. Таким образом, для z, удовлетворяющих Im z = −αδ1, имеем

|Πγ(z)|
(
|Πγ(z)|
|z|+ 1

)β

≲ 1, |Πγ(z)| ≲ (|z|+ 1)
β

1+β = (|z|+ 1)α. (4.36)

Функция z 7→ Πγ(z)(z+ iδ)
−α аналитична в полосе {z : | Im z| ⩽ αδ1}; из теоремы 1.5 и оценки

(4.36) знаем, что она ограничена на границе этой полосы. Более того, из следствия 4.13
следует, что эта функция растёт не быстрее экспоненты. Из принципа Фрагмена-Линделёфа
в полосе следует, что f ограничена в полосе. Значит, (4.36) выполняется во всей замкнутой
полуплоскости Ωαδ1 . Доказательство завершено.

Следствие 4.17. Предположим, что a ∈ L2(R+) и EQ(r) = O
(
e−δr

)
при r → ∞ для неко-

торого δ > 0. Тогда
Π(x− i∆)

x+ i
∈ H2(C+) для каждого ∆ < δ/8.

Доказательство. Зафиксируем произвольное ∆ < δ/8 и положим α = 4∆/δ < 1/2. По лемме
4.16, неравенство |Π(z)| ≲ (1 + |z|)α выполняется в полуплоскости Ωαδ/4 = Ω∆. Поскольку
α−1 < −1

2
, функция Π(1+|z|)−1 интегрируема с квадратом по всем горизонтальным прямым

в Ω∆, что и требовалось.
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Лемма 4.18. Предположим, что a ∈ L2(R+), σ абсолютно непрерывна и для некоторого

∆ > 0 функция
Π(x− i∆)

x+ i
лежит в H2(C+). Тогда для всех z0 ∈ C+ и δ < min(∆, Im z0)

выполнено ∫ ∞

r

|P (t, z0)|2 dt ≲ e−2δr, r ⩾ 0. (4.37)

Доказательство. Зафиксируем точку z0 в C+, число δ < min(∆, Im z0) и введем функцию
G = Πγ/(z − z0). Известно, что G(z − iδ) ∈ H2(C+), следовательно, существует функция φ ∈
L2(R+) такая, что

G(z − iδ) =

∫ ∞

0

φ(t)eitz dt, z ∈ C+,

G(z) =

∫ ∞

0

φ(t)e−tδeitz dt, z ∈ Ωδ.

Пусть Gr — проекция G на пространство PWr,

Gr(z) =

∫ r

0

φ(t)e−tδeitz dt, z ∈ C.

Вспомним определение (1.21) минимизирующей функции mr. Покажем, что mr(z0) сходится
к m∞(z0) экспоненциально быстро по r. Поскольку Gr ∈ PWr, то выполняется

mr(σ, z0) ⩽
1

2π
∥Gr/Gr(0)∥L2(R,σ) =

1

2π|Gr(z0)|2

∫ ∞

−∞

|Gr(t)|2

|Π(t)|2
dt. (4.38)

Исследуем правую часть последнего неравенства. Для z ∈ C+ имеем

G(z)−Gr(z) =

∫ ∞

r

φ(t)e−tδeitz dt.

Эта разность равномерно ограничена в C+:

|G(z)−Gr(z)| ⩽
∫ ∞

r

∣∣φ(t)e−tδeitz
∣∣ dt = ∫ ∞

r

|φ(t)| e−t(Im z+δ) dt

⩽ e−r(Im z+δ)

∫ ∞

r

|φ(t)| e−(t−r)δ dt ≲ e−(Im z+δ)r, r ⩾ 0, (4.39)

где последнее неравенство следует из неравенства Коши-Буняковского-Шварца. В частности,
при z = z0 выполнено

∣∣|G(z0)|2 − |Gr(z0)|2
∣∣ ⩽ |G(z0)−Gr(z0)| (|G(z0)|+ |Gr(z0)|) ≲ e−(δ+Im z0)r.
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Так как |G(z0)| = |Π(z0)|
2| Im z0| ̸= 0, можем написать∣∣∣∣ 1

|Gr(z0)|2
− 1

|G(z0)|2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ |G(z0)|2 − |Gr(z0)|2

|Gr(z0)|2|G(z0)|2

∣∣∣∣ ≲ e−(δ+Im z0)r,

1

|Gr(z0)|2
=

1

|G(z0)|2
+O

(
e−(δ+Im z0)r

)
=

4(Im z0)
2

|Π(z0)|2
+O

(
e−(δ+Im z0)r

)
, r → ∞. (4.40)

Преобразуем интеграл в правой части неравенства (4.38). Имеем∫ ∞

−∞

|Gr(t)|2

|Πγ(t)|2
dt =

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ G(t)Πγ(t)
+
Gr(t)−G(t)

Πγ(t)

∣∣∣∣2 dt = ∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ 1

t− z0
+
Gr(t)−G(t)

Πγ(t)

∣∣∣∣2 dt
=

∫ ∞

−∞

(
1

|t− z0|2
+ 2Re

(
1

t− z0
· Gr(t)−G(t)

Πγ(t)

)
+

∣∣∣∣Gr(t)−G(t)

Πγ(t)

∣∣∣∣2
)
dt. (4.41)

Определим множество S =
{
t :
∣∣∣ 1
Πγ(t)

− 1
∣∣∣ ⩽ 1

2

}
⊂ R. Тогда |Πγ|−1 < 2 на S, и

∫
S

∣∣∣∣Gr(t)−G(t)

Πγ(t)

∣∣∣∣2 dt ⩽ 4

∫
R
|Gr(t)−G(t)|2 .

Из равенства Планшереля получаем∫
S

∣∣∣∣Gr(t)−G(t)

Πγ(t)

∣∣∣∣2 dt ≲ ∥∥e−δtφ1[r,∞)

∥∥2
L2(R) ≲ e−2δt. (4.42)

С другой стороны, на R \ S выполняется

3
∣∣Π−1

γ − 1
∣∣ ⩾ ∣∣Π−1

γ − 1
∣∣+ 1 ⩾ |Πγ|−1.

Данное неравенство и теорема 1.6 влекут∫
R\S

1

|Πγ(t)|2
dt ⩽ 9

∫
R

∣∣∣∣ 1

Πγ(t)
− 1

∣∣∣∣2 dt <∞.

Теперь из неравенства Коши-Буняковского-Шварца и оценки (4.39) следует∫
R\S

∣∣∣∣Gr(t)−G(t)

Πγ(t)

∣∣∣∣2 dt ⩽ sup
t∈R

|Gr(t)−G(t)|2
∫
R\S

1

|Πγ(t)|2
dt ≲ e−2δr. (4.43)

Складывая (4.42) и (4.43), устанавливаем оценку на интеграл последнего слагаемого в фор-
муле (4.41): ∫

R

∣∣∣∣Gr(t)−G(t)

Πγ(t)

∣∣∣∣2 dt ≲ e−2δr. (4.44)
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Перейдем к оценке второго слагаемого в (4.41). Рассмотрим интеграл

I =

∫ ∞

−∞

1

t− z0
· Gr(t)−G(t)

Πγ(t)
dt.

Известно, что Gr − G и
1

(z − z0)Πγ

лежат в H2(C+), поэтому
Gr −G

(z − z0)Πγ

∈ H1(C+), и следо-

вательно I = 0, см. лемму 3.7 в [29] . Интеграл второго слагаемого в (4.41) переписывается
в виде∫ ∞

−∞

1

t− z0
· Gr(t)−G(t)

Πγ(t)
dt =

∫ ∞

−∞

1

t− z0
· Gr(t)−G(t)

Πγ(t)
dt− I

= −2i Im z0

∫ ∞

−∞

1

(t− z0)(t− z0)
· Gr(t)−G(t)

Πγ(t)
dt. (4.45)

Обозначим подынтегральную функцию за F , то есть положим

F (z) =
Gr(z)−G(z)

(z − z0)(z − z0)Πγ(z)
, z ∈ C+.

Вычислим
∫
R F (t) dt методом контурного интегрирования. Обозначим через x0 и y0 веще-

ственную и мнимую части z0 и положим z1 =
1
2
(z0 + x0). Контур CR показан на рисунке 4.3,

он состоит из горизонтального отрезка JR = [x0 − R, x0 + R], двух вертикальных отрезков
L
(1)
R = [x0+R, z1+R], L

(2)
R = [z1−R, x0−R] и полуокружности AR с центром в z1 радиуса R.

x0 −R x0 +Rx0

z1 −R z1 +Rz1

z0

Рис. 4.3: Контур интегрирования в лемме 4.18

Единственная особенность F внутри CR — простой полюс в z0, следовательно, выполнено∫
CR

F (z)dz = 2πiResz0 F (z) =
2π(Gr(z0)−G(z0))

2 Im z0Πγ(z0)
.
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Из теоремы 1.6 и оценки (4.39) знаем, что функция Gr−G
Πγ

равномерно ограничена в полу-
плоскости {Im z > y0/2}. Имеем неравенство∣∣∣∣∫

AR

F (z) dz

∣∣∣∣ ≲ ∫
AR

1

|(z − z0)(z − z0)|
|dz| = O

(
R−1

)
, R → ∞. (4.46)

Теперь рассмотрим V (R) =

∫
L
(1)
R

F (z) dz +

∫
L
(2)
R

F (z) dz. Имеем

|V (R)|2 ≲
∫ y0

2

0

|F (x0 −R + iy)|2dt+
∫ y0

2

0

|F (x0 +R + iy)|2dy.

Следовательно, выполнено∫
R+

|V (R)|2 dR ⩽
∫∫

M

|F (x+ iy)|2 dx dy,

где M = {z : 0 ⩽ Im z ⩽ y0
2
} = R × [0, y0

2
]. Для z = x + iy ∈ M имеем |z − z0| ⩾ Im z0/2 > 0.

Это вместе с (4.39) позволяет вывести равномерную для z ∈M оценку

|F (z)| =
∣∣∣∣ Gr(z)−G(z)

(z − z0)(z − z0)Πγ(z)

∣∣∣∣ ≲ ∣∣∣∣ 1

(z − z0)Πγ(z)

∣∣∣∣ .
Два последних неравенства вместе влекут

∥V ∥2L2(R+) ⩽
∫∫

M

∣∣∣∣ 1

(z − z0)Πγ(z)

∣∣∣∣2 dy dx ≲

∥∥∥∥ 1

(z − z0)Πγ

∥∥∥∥2
H2(C+)

<∞. (4.47)

Собирая все вместе, получаем

2π(Gr(z0)−G(z0))

2 Im z0Πγ(z0)
=

∫
CR

F (z) dz = V (R) +

∫
AR

F (z) dz +

∫
JR

F (z) dz,∣∣∣∣∫
JR

F (z) dz − 2π(Gr(z0)−G(z0))

2 Im z0Πγ(z0)

∣∣∣∣ ⩽ |V (R)|+
∣∣∣∣∫

AR

F (z) dz

∣∣∣∣ .
В силу (4.46), второе слагаемое стремится к 0 при R → ∞; из (4.47) следует

lim inf
R→∞

|V (R)| = 0.

Таким образом, в последнем неравенстве можно перейти к пределу по R → ∞ и получить∫
R
F (z) dz =

2π(Gr(z0)−G(z0))

2 Im z0Πγ(z0)
.

Равенство (4.45) тогда дает∫
R

Gr(t)−G(t)

(t− z0)Πγ(t)
dt =

−2πi(Gr(z0)−G(z0))

Π(z0)
.
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К правой части можно применить неравенство (4.39). Имеем∣∣∣∣∫
R

Gr(t)−G(t)

(t− z0)Πγ(t)
dt

∣∣∣∣ ≲ e−(δ+Im z0)r. (4.48)

Подстановка (4.44) и (4.48) в (4.41) даёт∫ ∞

−∞

|Gr(t)|2

|Π(t)|2
dt =

∫ ∞

−∞

1

|t− z0|2
dt+O

(
e−2δr

)
=

π

Im z0
+O

(
e−2δr

)
, r → ∞. (4.49)

Теперь из (4.40), (4.49) и (4.38) следует

mr(z0) =

(
4(Im z0)

2

|Π(z0)|2
+O

(
e−2δr

))( 1

2 Im z0
+O

(
e−2δr

))
=

2 Im z0
|Π(z0)|2

+O
(
e−2δr

)
, r → ∞.

По формуле (1.24) это равносильно mr(z0) = m∞(z0)+O
(
e−2δr

)
при r → ∞. Для завершения

доказательства перепишем mr и m∞ через соотношения (1.23) и (1.24):

mr(z0)−m∞(z0) =

(∫ r

0

|P (t, z0)|2 dt
)−1

−
(∫ ∞

0

|P (t, z0)|2 dt
)−1

≳
∫ ∞

r

|P (t, z0)|2 dt.

Неравенство (4.37) немедленно следует.

Следствие 4.19. В предположениях леммы 4.18 для каждого δ < min(4, 4∆) выполнено
EQ(r) = O

(
e−δr

)
при r → ∞.

Доказательство. Дифференциальное уравнение (4.10) в точке z = i принимает вид

∂

∂r
|P̃ ∗

r (i)|2 = −2f2(r)|P̃ ∗
r (i)|2 =

|K′(r/2)|
2

|P̃ ∗
r (i)|2. (4.50)

Видим, что функция |P̃ ∗
r (i)|2 не убывает по r, и лемма 4.10 даёт

|P̃ ∗
r (i)|2 ⩽ lim

ρ→∞
|P̃ ∗

ρ (i)|2 = |Π(i)|2.

Перепишем равенство из леммы 4.11 в точке z = i:

2

∫ ∞

r

|P (x, i)|2 dx =
(
|Π(i)|2 − |P̃ ∗

r (i)|2
)
+ |P̃r(i)|2.

По лемме 4.18 левая часть убывает экспоненциально быстро по r. Имеем

0 ⩽ |Π(i)|2 − |P̃ ∗
r (i)|2 ⩽ 2

∫ ∞

r

|P (x, i)|2 dx ≲ e−2δr, δ < min(1,∆).

С другой стороны, выполнено |P̃ ∗
r (i)| ⩾ |P̃ ∗

0 (i)| = 1 при r ⩾ 0, и уравнение (4.50) даёт

|Π(i)|2 − |P̃ ∗
r (i)|2 =

∫ ∞

r

∂

∂r
|P̃ ∗

s (i)|2 ds =
∫ ∞

r

|K′(s/2)|
2

|P̃ ∗
s (i)|2 ds ≳ K(r/2).
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Два последних неравенства влекут K(r/2) ≲ e−2δr, то есть K(r) ≲ e−4δr при δ < min(1,∆).
Для завершения доказательства остается применить теорему 1.9:

EQ(r) ⩽ KQ(r) ≤ c2KH(r)e
c2KH(r) ≲ e−4δr, 4δ < min(4, 4∆).

Замечание 4.20. Ограничительное условие δ < 4 в лемме 4.18 возникает из-за того, что
точка z = i является особой для дифференциального уравнения (4.10),

∂

∂r
|P̃ ∗

r (z)|2 = 2Re
(
(z − i)f1(r)P̃r(z)P̃ ∗

r (z)
)
− 2 Im zf2(r)|P̃ ∗

r (z)|2.

В любой другой точке z слагаемое

2Re
(
(z − i)f1(r)P̃r(z)P̃ ∗

r (z)
)

не обращается в ноль. Разобраться с данной проблемой позволяет идея масштабирования,
введенная в разделе 2.2.

Окончание доказательства теоремы 4.2.

Доказательство теоремы 4.2. Напомним, (4.1), что выполняется 2∆Q ⩽ ∆K ⩽ 4∆Q. Это
означает, что неравенства ∆Π ⩽ ∆Q ⩽ 4∆Π следуют из 4∆Π ⩽ ∆K ⩽ 8∆Π. Докажем вторую
пару неравенств. Из преобразований, проделанных в разделе 1.3, видно, что Q ∈ L2(R+)

эквивалентно a ∈ L2(R+), где a— коэффициент системы Крейна, соответствующей оператору
Дирака DQ. Неравенство ∆K ⩽ 8∆Π доказано в следствии 4.17. Лемма 4.18 и следствие 4.19
из нее дают оценку min(4, 4∆Π) ⩽ ∆E, которого достаточно для завершения доказательства
теоремы 4.2 в случае, когда ∆Π ⩽ 1. Для потенциалов Q с ∆Π > 1 будет использован метод
масштабирования из раздела 2.2.

Возьмем функцию a ∈ L2(R+) и для v > 0 рассмотрим систему Крейна (1.6) с коэф-
фициентом a(v) : r 7→ va(vr), которая будет называться масштабированной системой Крейна.
Обозначим

P (v)
∗ , Π(v), H

(v)
Q , EQ(v) , ∆

(v)
Π и ∆

(v)
K

— решение, обратную функцию Сегё, гамильтониан, энтропийную функцию и параметры из
теоремы 4.2, соответствующие этой системе Крейна. Непосредственное вычисление показы-
вает, что P (v)

∗ (r, λ) = P
(v)
∗ (vr, λ/r), следовательно, выполняется

Π(v)(λ) = Π(λ/v), ∆
(v)
Π = v∆Π.

Если число v удовлетворяет условию v∆Π < 1, то для масштабированной системы Крей-
на можно применить теорему 4.2. Из определения гамильтониана имеем H

(v)
Q (t) = HQ(vt),
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следовательно, EQ(v)(r) = E
(v)
Q (vr), где E(v)

Q — масштабированная энтропия, см. определение
(2.5). Из теоремы 2.3 следует равенство ∆

(v)
K = v∆K. Таким образом, выполняется

∆Π/∆K = ∆
(v)
Π /∆

(v)
K ∈ [4, 8].

Доказательство теоремы завершено.

4.5.3. О точности результатов

В теоремах 4.1 и 4.2 установлены неравенства между скоростью экспоненциального
убывания энтропийной функции EQ и шириной полосы, в которую аналитически продол-
жается обратная функция Сегё. В этом разделе будет приведен пример экспоненциально
убывающего потенциала Q, для которого имеет место равенство 4∆Π = ∆K.

Рассмотрим систему Крейна (1.6) с коэффициентом a(r) = e−r. Потенциал соответству-
ющего оператора Дирака DQ задаётся формулой Q =

(
0 2e−2r

2e−2r 0

)
. Энтропия потенциала Q

вычисляется по формуле (2.3),

EQ(r) =

∫ r+2

r

e−2gr(t) dt ·
∫ r+2

r

e2gr(t) dt− 4, r ⩾ 0,

где gr(t) =
∫ t

r
2e−2t1 dt1 = e−2r(1− e2(t−r)). Получаем соотношение EQ(r) ≍ e−4r равносильное

∆K = 4. Теорема 4.2 тогда влечет 1/2 ⩽ ∆Π ⩽ 1. Из теоремы 4.1 мы знаем, что Π ана-
литически продолжается в область Ω1. Равномерно в замкнутой полуплоскости {Imλ ⩾ 0}
имеет место неравенство |P∗(r, λ)| ⩽ exp(∥a∥L1), напомним доказательство предложения 1.7.
Из дифференциального уравнения (1.6) системы Крейна и формулы отражения (1.7) знаем

∂

∂r
P∗(r, λ) = −a(r)P (r, λ) = −a(r)eiλrP∗(r, λ) = e−(1−iλ)rP∗(r, λ),∣∣∣ ∂

∂r
P∗(r, λ)

∣∣∣ = e−(1−Imλ)r
∣∣∣P∗(r, λ)

∣∣∣.
Значение

∥∥ ∂
∂r
P∗(r, λ)

∥∥
L1(R+)

равномерно ограничено в полуплоскости {λ : 1 − ε ⩾ Imλ ⩾ 0}
для каждого ε > 0. Получаем, что Π равномерно ограничена в Ωδ для каждого δ < 1 и
∆Π ⩾ 1. Таким образом, получаем равенство 4∆Π = ∆K = 4.

В предыдущем примере можно также показать, что Π не продолжается ни в какую
полуплоскость Ωδ при δ > 1. Значение P∗(r, ih) является вещественным положительным
числом при всех r ⩾ 0, поэтому

∂

∂r
P∗(r,−ih) = −a(r)P (r,−ih) = e−(1−h)rP∗(r, ih) ≍ e−(1−h)r

равномерно для 1 ⩾ h ⩾ 0. Отсюда следует

|Π(−ih)| = lim
r→∞

|P∗(r,−ih)| ≍
∫ ∞

0

e−(1−h)ρdρ =
1

1− h
.
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Получаем, |Π(−ih)| → ∞ при h→ 1−, и Π не может быть аналитически продолжена в точку
λ = −i и тем более в любую горизонтальную полуплоскость, содержащую −i.

В теореме 4.2 доказаны неравенства 4∆Π ⩽ ∆K ⩽ 8∆Π. Приведённый выше пример по-
казывает, что возможно 4∆Π = ∆K. Автору неизвестно, может ли это равенство нарушаться.
Константа 8 в правой части неравенства возникает в следствии 4.17, где выведена оценка
для L2-нормы из поточечного неравенства. Вероятно, теорему с точным равенством можно
получить после некоторой модификации определения ∆Π.

4.5.4. Доказательство теоремы 4.4

Функции из класса Sα. Прежде чем приступить к доказательству теоремы 4.4, подробнее
опишем класс Sα, определенный в (4.4). Следующая лемма поможет нам получить оценки
на рост функции в терминах скорости убывания ее преобразования Фурье.

Лемма 4.21. Рассмотрим измеримую функцию f : R+ → R, удовлетворяющую f(r) = εα(r)

при некотором α > 1. Определим g(x) =
∑

n⩾0 f(n)e
xn на R. Функция g(x) ограничена при

x ⩽ 0, и существует постоянная c ⩾ 0, для которой выполнено |g(x)| ≲ exp
(
c|x|α∗), где

α∗ = α
α−1

.

Доказательство. В случае, когда x ⩽ 0, имеем |g(x)| ⩽
∑

n⩾0 |f(n)| <∞. Возьмём x > 0. По
определению εα знаем, что f(n) ≲ exp(−nα/c1) для некоторой постоянной c1. Следовательно,
выполнено ∑

n⩾0

f(n)exn ≲
∑
n⩾0

exp (−nα/c1 + xn) .

Пусть N0 =
[
(c1(x+ 1))1/(α−1)

]
+ 1. Тогда для n > N0 выполняется −nα/c1 + xn < −n и

∑
n⩾N0

f(n)exn ≲
∑
n⩾N0

e−n ≲ 1.

С другой стороны, если n ⩽ N0, то −nα/c1 + xn < xN0 и∑
n<N0

f(n)exn ≲
∑
n<N0

eN0x ⩽ N0e
N0x.

Остается заметить, что xN0 = O
(
x1+1/(α−1)

)
= O

(
xα

∗) при x→ ∞.

Лемма 4.22. При α ⩾ 1 класс Sα состоит из целых функций, ограниченных во всех верхних
горизонтальных полуплоскостях Ωδ = {z : Im z > −δ}. При α > 1 порядок функций из Sα

не превосходит α∗ = α
α−1

.

Доказательство. Обозначим φ = Ff . Из определения класса Sα, известно что suppφ ⊂ R+

и
∫∞
r

|φ(t)|2 dt = εα(r). В частности, интеграл 1√
2π

∫∞
0
φ(t)eizt dt сходится при любом z ∈ C и
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задает целую функцию, совпадающую с F−1φ = f на R. Неравенство Коши-Буняковского-
Шварца дает

∣∣∣∣∫ ∞

0

φ(t)eizt dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ ∞

0

|φ(t)|e−t Im z dt ⩽
∑
n⩾0

√∫ n+1

n

e−t Im z dt

√∫ n+1

n

|φ(t)|2 dt.

Имеем
√∫ n+1

n
|φ(t)|2 dt = εα(n) и

∫ n+1

n
e−t Im z dt ≍ e−n Im z, что влечет сходимость суммы в

правой части и ограниченность f в верхних горизонтальных полуплоскостях. Оценка порядка
следует из леммы 4.21.

При α = 1 лемма 4.22 говорит, что функции из S1 являются целыми и ограничены в
каждой верхней горизонтальной полуплоскости. Можно привести и более точное описание в
терминах пространств Харди H2.

Предложение 4.23. Функция f ∈ H2(C+) продолжается до аналитической функции из
H2(Ωδ) для δ > 0 тогда и только тогда, когда eδxFf ∈ L2(R+). В частности, условие
f ∈ S1 равносильно тому, что f лежит в H2(Ωδ) при всех δ > 0.

Доказательство. Предположим, что f ∈ H2(Ωδ) при некотором δ > 0. Из определения
класса Харди имеем f, fδ = f(· − iδ) ∈ L2(R) и Ff = e−δxFfδ. Последнее равенство дает
eδxFf = Ffδ ∈ L2(R+), что завершает доказательство импликации в одну из сторон. Если
же выполнено eδxFf ∈ L2(R+), то интеграл

1√
2π

∫
R+

(Ff)(x) · eizx dx

сходится при всех z ∈ Ωδ и задает H2(Ωδ) функцию, совпадающую с f в C+.

Из предложения 4.23 сразу следует эквивалентность условий (4.2) и (4.3). Видим, что
теорема 4.3 действительно является переформулировкой теоремы 4.2. В следующем предло-
жении доказывается, что в условии 3 теоремы 4.4 точку i можно заменить на произвольную
точку в C+.

Предложение 4.24. Пусть f — целая функция и α ⩾ 1. Если f−f(z0)
z−z0

∈ Sα для некоторой
точки z0 ∈ C, то и для всех z0 ∈ C.

Доказательство. Имеем Sα ⊂ S1, следовательно, f−f(z0)
z−z0

∈ S1. Характеризация S1 в терми-
нах пространства Харди из предложения 4.23 влечёт, что f−f(z1)

z−z1
∈ S1 для любого z1 ∈ C.

Пусть φ = F
(

f−f(z0)
z−z0

)
и ψ = F

(
f−f(z1)
z−z1

)
. Тогда φ, ψ ∈ L2(R+) и

f(z) = f(z1) +
z − z1√

2π

∫ ∞

0

φ(x)eizx dx = f(z2) +
z − z2√

2π

∫ ∞

0

ψ(x)eizx dx, (4.51)

где интегралы абсолютно сходятся для любого z ∈ C. Рассмотрим функции

Φ(t) =

∫ ∞

t

φ(x)eiz2x dx, Ψ(t) =

∫ ∞

t

ψ(x)eiz1x dx.
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Для доказательства предложения достаточно установить

ψ(x) = φ(x)− i(z1 − z2)Φ(x)e
−iz2x. (4.52)

Действительно, утверждение
∫∞
r

|φ(t)|2 dt = εα(r) влечёт Φ(t) = εα(t) по формуле интегриро-
вания по частям, и требуемое

∫∞
r

|ψ(t)|2 dt = εα(r) тогда следует из (4.52). Сконцентрируемся
на (4.52). Из (4.51) имеем

f(z2) = f(z1) +
z2 − z1√

2π
Φ(0), f(z1) = f(z2) +

z1 − z2√
2π

Ψ(0),

Ψ(0) = Φ(0) =
√
2π
f(z2)− f(z1)

z2 − z1
. (4.53)

Для z ∈ C интегрированием по частям можем получить∫ ∞

0

φ(x)eizx dx =

∫ ∞

0

φ(x)eiz2x · ei(z−z2)x dx

= −Φ(x)ei(z−z2)x
∣∣∣∞
0
+ i(z − z2)

∫ ∞

0

Φ(x) · ei(z−z2)x dx

= Φ(0) + i(z − z2)

∫ ∞

0

Φ(x) · ei(z−z2)x dx.

Аналогичное преобразование для
∫∞
0
ψ(x)eizx dx в (4.51) даёт

f(z1) +
Φ(0)(z − z1)√

2π
+
i(z − z1)(z − z2)√

2π

∫ ∞

0

Φ(x) · ei(z−z2)x dx

= f(z2) +
Ψ(0)(z − z2)√

2π
+
i(z − z1)(z − z2)√

2π

∫ ∞

0

Ψ(x) · ei(z−z1)x dx.

Перегруппировав слагаемые, находим

√
2π(f(z1)− f(z2)) + z(Φ(0)−Ψ(0)) + (Ψ(0)z2 − Φ(0)z1)

= i(z − z1)(z − z2)

∫ ∞

0

(
Φ(x)e−iz2x −Ψ(x)e−iz1x

)
eizx dx.

Левая часть обращается в ноль в силу равенства (4.53). Следовательно, имеет место формула
Φ(x)e−iz2x − Ψ(x)e−iz1x = 0 или Ψ(x) = Φ(x)ei(z1−z2)x. По определению Φ и Ψ имеем Φ′(x) =

−φ(x)eiz2x и Ψ′(x) = −ψ(x)eiz1x. Взяв производную в предыдущем равенстве, получаем

−ψ(x)eiz1x = −φ(x)eiz2x · ei(z1−z2)x + Φ(x) · i(z1 − z2)e
i(z1−z2)x,

что эквивалентно (4.52). Доказательство завершено.

Убывающее решение системы Крейна.

Лемма 4.25. Рассмотрим систему Крейна с коэффициентом a ∈ L2(R+). Предположим,
что для некоторых α ⩾ 1 и z0 ∈ C+ выполнено P (r, z0) = εα(r). Тогда спектральная мера
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σ абсолютно непрерывна, коэффициент a лежит в классе Oα, и обратная функция Сегё Π

допускает аналитическое продолжение на всю комплексную плоскость, причём Π(z0) = 0

и Π(z)
z−z0

∈ Sα.

Доказательство. Подставим z0 вместо µ в формулу Кристоффеля–Дарбу (1.8):∫ r

0

P (s, λ)P (s, z0) ds = i
P∗(r, λ)P∗(r, z0)− P (r, λ)P (r, z0)

λ− z0
. (4.54)

Согласно предложению 1.7, |P (s, λ)| ограничено некоторой экспонентой по s. Из условия
P (s, z0) = εα(s) получаем, что интеграл

F (λ) =

∫ ∞

0

P (s, λ)P (s, z0) ds (4.55)

абсолютно сходится для любого λ ∈ C и задает целую функцию. В частности, при r → ∞
имеем P (r, λ)P (r, z0) → 0. Если λ ∈ C+, то по теореме 1.6 выполнено

P∗(r, λ)P∗(r, z0) → Πγ(λ)Πγ(z0), r → ∞.

Значит, правая часть (4.54) сходится при r → ∞ и выполняется

F (λ) =
iΠγ(λ)Πγ(z0)

λ− z0
=
iΠ(λ)Π(z0)

λ− z0
, λ ∈ C+.

Следовательно, Π(λ) = (λ−z0)F (λ)

iΠ(z0)
— целая функция, причём Π(z0) = 0, как и требовалось.

Кроме того, равномерно на компактах в C получаем предельное соотношение

lim
r→∞

P∗(r, λ) = Πγ(λ), λ ∈ C. (4.56)

Теорема 6.2 в [23] утверждает, что последовательность мер |P∗(r, x)|−2 dx сходится при r → ∞
к dσ(x) в слабом-∗ смысле. Вместе со сходимостью (4.56) на вещественной прямой R это
влечет абсолютную непрерывность σ.

Оценка, которая была использована для обоснования сходимости интеграла в (4.55),
равномерна в области {Imλ > −δ} для всех δ ⩾ 0, поэтому F ограничена в каждой верх-
ней горизонтальной полуплоскости. В частности, F ограничена на вещественной прямой.
Рассмотрим множество

M = {x ∈ R : |Π(x)| ⩽ 2}. (4.57)

Имеем |F (z)| ≲ |(z−z0)−1| на M , поэтому ∥F∥L2(M) <∞. По теореме 1.6 существует функция
h ∈ H2(C+) такая, что Π−1

γ = 1 + h. Если x /∈ M , то |Π(x)| > 2 и |h(x)| > 1/2. Мера Лебега
множества R \M конечна по неравенству Чебышёва. Получаем

∥F∥L2(R\M) ≲ ∥F∥L∞(R) <∞.
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Таким образом, F ∈ L2(R) и

Π(z)

z − z0
=

1

iΠ(z0)
F (z) ∈ L2(R).

Чтобы доказать, что Π(z)
z−z0

∈ Sα, нужно показать, что FF убывает очень быстро. Имеем

F (z) =

∫ r

0

P (s, z)P (s, z0) ds+

∫ ∞

r

P (s, z)P (s, z0) ds.

Первое слагаемое пропорционально воспроизводящему ядру kr,z0(z) ∈ PWr из (1.22). Пусть
fr – это преобразование Фурье второго слагаемого, тогда fr и FF совпадают на [r,∞), и
выполняется

∥∥FF∥∥
L2[r,+∞)

=
∥∥fr∥∥L2[r,+∞)

⩽
∥∥fr∥∥L2(R) =

∥∥∥∫ ∞

r

P (x, z)P (x, z0) dx
∥∥∥
L2(R)

.

Аналогично оценке для ∥F∥L∞(R) получаем

∥∥∥∫ ∞

r

P (x, z)P (x, z0) dx
∥∥∥
L∞(R)

= εα(r), r ⩾ 0.

Пусть множество M определено как в (4.57). Мера Лебега R \M конечна, следовательно,∥∥∥∫ ∞

r

P (x, z)P (x, z0) dx
∥∥∥
L2(R\M)

≲
∥∥∥∫ ∞

r

P (x, z)P (x, z0) dx
∥∥∥
L∞(R)

= εα(r).

С другой стороны, на M имеем dz ≲ |Π|−2dz = dσ(z). Изометрическое свойство (1.14) спек-
тральной меры для f(x) = 1[r,∞)P (x, z0) дает

∥∥∥∫ ∞

r

P (x, z)P (x, z0) dx
∥∥∥
L2(M)

≲
1√
2π

∥∥∥∫ ∞

r

P (x, z)P (x, z0) dx
∥∥∥
L2(R,σ)

=
∥∥∥O (1[r,∞)P (x, z0)

)∥∥∥
L2(R,σ)

=
∥∥∥1[r,∞)P (x, z0)

∥∥∥
L2(R)

= εα(r).

Доказательство части леммы, посвященной функции Π, завершено.

Теперь оценим скорость сходимости интеграла
∫∞
r
a(t) dt. Дифференциальное уравне-

ние системы Крейна (1.6) для P∗ и сходимость (4.56) дают

Πγ(λ)− P∗(r, λ) = −
∫ ∞

r

a(x)P (x, λ) dx, λ ∈ C.

Для точки λ = z0 получаем

|P∗(r, z0)− Πγ(z0)| =
∣∣∣∣∫ ∞

r

a(x)P (x, z0) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∥a∥L2(R+) ·

√∫ ∞

r

|P (x, z0)|2 dx = εα(r). (4.58)
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Кроме того, выполнено Πγ(z0) = Π(z0) = 0, поэтому имеем

P∗(r, z0) = P∗(r, z0)− Πγ(z0) =

∫ ∞

r

a(x)P (x, z0) dx.

Применяя формулу отражения (1.7), получаем

P∗(r, z0) =

∫ ∞

r

a(x)eixz0P∗(x, z0) dx

= Πγ(z0)

∫ ∞

r

a(x)eixz0 dx+

∫ ∞

r

a(x)eixz0
[
P∗(x, z0)− Πγ(z0)

]
dx.

Из неравенства Коши-Буняковского-Шварца и оценки (4.58) следует, что второй интеграл
сходится и равен εα(r). Кроме того, из формулы отражения (1.7) знаем

∣∣P∗(r, z0)
∣∣ = ∣∣eiz0rP (r, z0)∣∣ = εα(r).

Получаем, что несобственный интеграл
∫∞
r
eixz0a(x) dx сходится, и∣∣∣∣∫ ∞

r

eixz0a(x) dx

∣∣∣∣ ⩽ |P∗(r, z0)|
|Πγ(z0)|

+
1

|Πγ(z0)|

∣∣∣∣∫ ∞

r

a(x)eixz0
[
P∗(r, z0)− Πγ(z0)

]
dx

∣∣∣∣ = εα(r).

Обозначим A(r) =
∫∞
r
eixz0a(x) dx = εα(r). Выполнено равенство∫ ∞

r

a(x) dx =

∫ ∞

r

eixz0a(x) · e−ixz0 dx = −A(x)e−ixz0
∣∣∣∞
r
− iz0

∫ ∞

r

A(x) · e−ixz0 dx.

Оба слагаемых в правой части равенства убывают как εα(r), что означает a ∈ Oα. Доказа-
тельство леммы завершено.

Система Крейна с осциллирующим потенциалом.

Лемма 4.26. Если a ∈ Oα для некоторого α ⩾ 1, то функция Π аналитически продолжа-
ется во всю комплексную плоскость C, и для любого z ∈ C выполняется

|P∗(r, z)− Πγ(z)| = (1 + |z|)εα(r)

равномерно в полосе Uδ = {z : δ > Im z > −δ} для любого δ > 0. Более того, если α > 1, то
порядок функции Π не превосходит α∗ = α

α−1
.

Доказательство. Возьмем два числа r1 ⩾ r ⩾ 0. Используя дифференциальное уравнение
из системы Крейна (1.6) для P∗(r, z), формулу отражения (1.7) и ещё раз дифференциальное
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уравнение для P∗(r, z), получаем

P∗(r1, z)− P∗(r, z) = −
∫ r1

r

a(t)P (t, z) dt = −
∫ r1

r

a(t)eitzP∗(t, z) dt

= −
∫ r1

r

a(t)eitz
[
1−

∫ t

0

a(s)P (s, z) ds

]
dt

= −
∫ r1

r

a(t)eitzdt+

∫ r1

0

a(s)P (s, z)

[∫ r1

max(r,s)

a(t)eitzdt

]
ds.

Следовательно, при всех z ∈ C имеет место неравенство

|P∗(r1, z)− P∗(r, z)| ⩽ sup
s∈[r,r1]

∣∣∣∣∫ r1

s

a(t)eitzdt

∣∣∣∣ · (1 + ∫ r1

0

|a(s)P (s, z)| ds
)
. (4.59)

Обозначим A(r) = −
∫∞
r
a(t) dt, тогда выполнено∫ r1

s

a(t)eitzdt = A(t)eitz
∣∣∣r1
s
− iz

∫ r1

s

A(t)eitz dt,

sup
s∈[r,r1]

∣∣∣∣∫ r1

s

a(t)eitzdt

∣∣∣∣ ⩽ (2 + |z|(r1 − r))er1| Im z| sup
s⩾r

|A(s)|.

Для оценки второго интеграла в (4.59) воспользуемся неравенством Коши–Буняковского-
Шварца: ∫ r1

0

|a(s)P (s, z)| ds ⩽ ∥P (s, z)∥L2([0,r1])∥a∥L2(R+).

Из формулы отражения (1.7) знаем P (s, z) = eiszP∗(s, z). Экспоненциальная оценка на P∗ из
предложения 1.7, позволяется написать

|P (s, z)| = |eiszP∗(s, z)| ⩽ e
s(| Im z|+∥a∥L2(R+)),∫ r1

0

|a(s)P (s, z)| ds ≲ er1(| Im z|+∥a∥L2(R)).

Если предположить r1 − r ⩽ 1, то полученные оценки, при подстановке в (4.59), дадут

|P∗(r1, z)− P∗(r, z)| ≲ (1 + |z|) exp
(
2r| Im z|+ r∥a∥L2(R+)

)
sup
s⩾r

|A(s)|, z ∈ C. (4.60)

В полосе Uδ имеем | Im z| ⩽ δ, поэтому для r1 ⩽ r2 ⩽ r1 + 1 равномерно в этой области вы-
полняется |P∗(r1, z)−P∗(r, z)| ⩽ (1+ |z|)εα(r). Это означает, что P∗(r, z) сходится при r → ∞
равномерно очень быстро в Uδ. Этот предел совпадает с Πγ в C+, то есть Π допускает ана-
литическое продолжение в Uδ, и limr→∞ P∗(r, z) = Πγ(z) для z ∈ Uδ. Требуемая равномерная
оценка в Uδ также следует. Поскольку параметр δ > 0 был произвольным, Π является це-
лой. Остается оценить ее порядок при α > 1. Из неравенства (4.60) для z ∈ C получаем
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равномерную оценку

|Πγ(z)− 1| ⩽
∑
n⩾0

|P∗(n+ 1, z)− P∗(n, z)| ≲ (1 + |z|)
∑
n⩾0

exp
(
n(2| Im z|+ ∥a∥L2(R+))

)
sup
s⩾n

|A(s)|.

Выполнено sups⩾n |A(s)| = εα(n), поэтому из леммы 4.21 следует равномерное в C неравенство
|Π(z)| ≲ exp(cδα

∗
) ⩽ exp(c|z|α∗

) с некоторой постоянной c.

Оценка из предыдущей леммы даёт |Π(z)| ≲ 1 + |z| равномерно в Uδ для любого δ > 0.
Это неравенство можно усилить следующим образом.

Следствие 4.27. Пусть a ∈ Oα для некоторого α ⩾ 1 и пусть δ, β > 0 — произвольные
положительные числа. Тогда |Π(z)| ≲ 1 + |z|β равномерно в Ωδ = {z : Im z > −δ}.

Доказательство. Из теоремы 1.5 известно, что Π ограничена в {z : Im z ⩾ 1}, поэтому до-
статочно показать |Π(z)| ≲ 1 + |z|β только для полосы Sδ = {z : 1 ⩾ Im z ⩾ −δ}.

i
z0

z1

−∆i

−δi Sδ

S∆

Рис. 4.4: Полоса для теоремы Адамара о трёх прямых.

Возьмём ∆ > 0, удовлетворяющее 1+δ
1+∆

⩽ β, и обозначим S∆ = {z : 1 ⩾ Im z ⩾ −∆}.
Тогда ∂S∆ = L1 ∪ L2, где L1 = {Im z = 1} и L2 = {Im z = −∆}. Возьмём z0 ∈ S∆ и положим
z1 = z0 + 3i, F (z) = Π(z)

z−z1
, см. рисунок 4.4. Имеем |z − z1| ⩾ 1 для z ∈ L1, следовательно,

sup
z∈L1

|F (z)| = sup
z∈L1

|Π(z)|
|z − z1|

⩽ sup
z∈L1

|Π(z)| ≲ 1.

Далее, если z ∈ S∆, то можно написать |z|+1
|z−z1| ⩽ 1 + |z1|+1

|z−z1| ≲ 1 + |z1| ≲ 1 + |z0| и получить

sup
z∈S∆

|F (z)| = sup
z∈S∆

|Π(z)|
|z − z1|

⩽ (1 + |z0|) sup
z∈S∆

|Π(z)|
|z|+ 1

≲ 1 + |z0|
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равномерно по z0 ∈ Sδ. Теперь теорема Адамара о трёх прямых, см. стр. 33 в [55], даёт

|F (z0)| ⩽
(
sup
z∈L1

|F (z)|
)1−h

·
(
sup
z∈L2

|F (z)|
)h

≲ 1 + |z0|h,

где h = 1−Im z0
∆+1

⩽ 1+δ
1+∆

⩽ β по определению ∆. Отсюда

|Π(z0)| = (2 + 2| Im z0|)|F (z0)| ≲ 1 + |z0|h ≲ 1 + |z0|β

равномерно по z0 ∈ Sδ. Доказательство завершено.

Система Крейна с целой обратной функцией Сегё.

Лемма 4.28. Пусть a ∈ L2(R+), σ абсолютно непрерывна, и Π — целая функция конечного
порядка. Тогда либо у Π есть хотя бы один ноль в C, либо a ≡ 0 в L2(R+).

Доказательство. Предположим, что у Π нет нулей в C. Тогда Π(z) = eg(z), где g — много-
член. Из теоремы 1.6 известно, что eg(z)+iγ = Πγ(z) → 1 при Im z → ∞. Это возможно только
тогда, когда g и Πγ являются константами. В этом случае σ совпадает с мерой Лебега, а
значит a ≡ 0 в L2(R+).

В лемме 4.18 было показано, как продолжимость функции Сегё может быть исполь-
зована для нахождения асимптотики решений системы Крейна. В следующей теореме будет
доказано аналогичное утверждение для случая сверхэкспоненциального убывания. Более
быстрое убывание преобразования Фурье функции Π(x)−Π(i)

x−i
позволяет избавиться от техни-

ческих деталей из доказательства леммы 4.18.

Теорема 4.29. Рассмотрим систему Крейна с коэффициентом a ∈ L2(R+), спектральная
мера σ которой абсолютно непрерывна, и обратная функция Сегё Π является целой. Если
для некоторой точки z0 ∈ C+ выполнено Π(z0) = 0 и Π

z−z0
∈ Sα, то P (r, z0) = εα(r).

Доказательство. Обозначим φ = F
(

Π
z−z0

)
и рассмотрим функции

G(z) =
Π(z)

z − z0
=

1√
2π

∫ ∞

0

φ(t)eitz dt, Gr(z) =
1√
2π

∫ r

0

φ(t)eitz dt, z ∈ C.

Напомним определение (1.21) функции mr. Выполнено Gr ∈ PWr и dσ(t) = |Π(t)|−2dt, сле-
довательно, можем написать

mr(σ, z0) ⩽
1

2π
∥Gr/Gr(z0)∥L2(R,σ) =

1

2π|Gr(z0)|2

∫ ∞

−∞

|Gr(t)|2

|Π(t)|2
dt. (4.61)

Рассмотрим правую часть последнего неравенства. Для z ∈ C имеем

G(z)−Gr(z) =
1√
2π

∫ ∞

r

φ(t)eitz dt,

∥G−Gr∥L2(R) = ∥φ∥L2[r,+∞) = εα(r).
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Кроме того, для z ∈ C+ ∪ R можно написать оценку

|G(z)−Gr(z)| ≲
∫ ∞

r

∣∣φ(t)eitz∣∣ dt ⩽ ∥φ∥L1[r,+∞) = εα(r).

Полученное неравенство для z = z0 влечет

1

|Gr(z0)|2
− 4(Im z0)

2

|Π(z0)|2
=

1

|Gr(z0)|2
− 1

|G(z0)|2
= εα(r). (4.62)

Значит, первый множитель в правой части (4.61) стремится к пределу очень быстро. Для
интеграла в (4.61) выполняется∫ ∞

−∞

|Gr(t)|2

|Π(t)|2
dt =

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣G(t)Π(t)
+
Gr(t)−G(t)

Π(t)

∣∣∣∣2 dt = ∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ 1

t− z0
+
Gr(t)−G(t)

Π(t)

∣∣∣∣2 dt
=

∫ ∞

−∞

(
1

|t− z0|2
+ 2Re

(
1

t− z0
· Gr(t)−G(t)

Π(t)

)
+

∣∣∣∣Gr(t)−G(t)

Π(t)

∣∣∣∣2
)
dt.

Имеем ∥G−Gr∥L2(R) = εα(r) и

∥∥∥∥ 1

(t− z0)Π(t)

∥∥∥∥
L2(R)

≲

√∫
R

dσ(t)

1 + t2
<∞.

Из последнего неравенства следует∣∣∣ ∫ ∞

−∞

1

t− z0
· Gr(t)−G(t)

Π(t)
dt
∣∣∣ ≲ ∥∥∥ 1

(t− z0)Π(t)

∥∥∥
L2(R)

·
∥∥∥G−Gr

∥∥∥
L2(R)

= εα(r).

Далее, по теореме 1.6, Π−1
γ = 1 + h для некоторой h ∈ H2(C+), поэтому

∥∥∥Gr(t)−G(t)

Π

∥∥∥2
L2(R)

≲
∥∥G−Gr

∥∥2
L2(R) +

∥∥G−Gr

∥∥2
L∞(R) ·

∥∥h∥∥2
H2(C+)

= εα(r).

Таким образом, выполнено∫ ∞

−∞

|Gr(t)|2

|Π(t)|2
dt =

∫ ∞

−∞

dt

|t− z0|2
+ εα(r) =

π

Im z0
+ εα(r). (4.63)

Подставляя оценки (4.62) и (4.63) в неравенство (4.61), получаем

mr(z0) =

(
4(Im z0)

2

|Π(z0)|2
+ εα(r)

)(
1

2 Im z0
+ εα(r)

)
=

2 Im z0
|Π(z0)|2

+ εα(r).

Теперь из (1.19) и (1.23) следует

mr(z0)−
2 Im z0
|Π(z0)|2

=

(∫ r

0

|P (t, z0)|2 dt
)−1

−
(∫ ∞

0

|P (t, z0)|2 dt
)−1

≳
∫ ∞

r

|P (t, z0)|2 dt.
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Получаем соотношение ∥P (t, z0)∥L2[r,∞) = εα(r). Напомним дифференциальное уравнение для
P (r, z0) из системы Крейна (1.6):

P ′(r, z0) = iz0P (r, z0)− a(r)P∗(r, z0).

Из предложения 1.7 известно, что значения P∗(r, z0) ограничены по r, поэтому P ′(r, z0) лежит
в L2(R+) и выполняется

|P (r, z0)|2 =
∣∣∣2∫ ∞

r

Re (P (t, z0)P
′(t, z0)) dt

∣∣∣ ⩽ 2∥P (t, z0)∥L2[r,+∞) ∥P ′(t, z0)∥L2[r,+∞) = εα(r).

Это завершает доказательство.

Доказательство теоремы 4.4.

Доказательство теоремы 4.4. Для α = 1 теорема 4.4 совпадает с уже доказанной ранее
теоремой 4.3. Предположим, что α > 1. Равносильность 1⇐⇒2, также как в случае α = 1,
следует из теоремы 2.1. Импликации 4 =⇒ 1 и 4 =⇒ 3 доказаны в предложении 4.25, остаётся
показать 1 =⇒ 4 и 3 =⇒ 4.

Если выполнено условие 1, то Π — целая функция конечного порядка по предложению
4.26. Далее, по лемме 4.28 существует точка z0 ∈ C+, для которой выполнено Π(z0) = 0.
Тогда снова из предложения 4.26 получаем

|P∗(r, z0)| = |P∗(r, z0)− Π(z0)| = εα(r).

Из формулы отражения (1.7) получаем P (r, z0) = eiz0rP∗(r, z0) = εα(r), что и есть условие 4.
Предположим, что Π удовлетворяет условию 3. Тогда по лемме 4.22 функция Π — целая

конечного порядка, имеющая некоторый корень z0 согласно лемме 4.28. Предложение 4.24
даёт Π(z)

z−z0
∈ Sα, и из теоремы 4.29 следует P (r, z0) = εα(r). Это завершает доказательство

импликации 3 =⇒ 4 и всей теоремы для α > 1.
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Глава 5. Прямая и обратная
спектральные задачи по резонансам в

классе быстро осциллирующих
потенциалов

5.1. Формулировки результатов

Настоящая глава посвящена решению прямой и обратной спектральных задач по ре-
зонансам рассеяния. Общая теория резонансов дифференциальных операторов изложена в
к книге [24] С. Дятлова и М. Зворского, в интересующем нас случае оператора Дирака хо-
рошими источниками являются статьи Е. Коротяева [36], [37], [41] с соавторами. Резонанса-
ми оператора Дирака DQ называются полюса функции Вейля mQ в нижней полуплоскости
комплексной плоскости, кратностью резонанса называется кратность соответствующего по-
люса. Чтобы резонансы были корректно определены, необходимо, чтобы mQ мероморфно
продолжалась в некоторую область вне C+. Резонансы оператора Дирака хорошо изучены
для потенциалов с компактными носителями и экспоненциально убывающих потенциалов,
см. [28], [61], [38], [63]. По теореме 4.1 сверхэкспоненциально быстрое убывание энтропии
KQ(r) = εα(r) при некотором α ⩾ 1 гарантирует существование мероморфного продолжения
функции mQ во всю комплексную плоскость, что позволяет корректно определить резонансы
оператора.

Теорема 5.1. Резонансы оператора Дирака однозначно определяют его потенциал в классе

E =
⋃
α>1

Eα, Eα =
{
Q ∈ L1

loc(R+) : KQ(r) = εα(r)
}
. (5.1)

Согласно теореме 4.4, при α > 1 выполнено Oα ⊂ Eα, поэтому теорема 5.1 решает за-
дачу единственности для быстро осциллирующих потенциалов. Вопрос описания множеств,
которые могут быть множествами резонансов, значительно сложнее, соответствующая зада-
ча является открытой и в случае потенциала с компактным носителем, см. [71]. Для α = 1

резонансы не задают потенциал и, более того, множество резонансов может быть практиче-
ски произвольным.
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Теорема 5.2. Резонансы не определяют потенциал в классе O1. Кроме того, любая после-
довательность {zn}n⩾0 ⊂ {z : Im z < 0}, удовлетворяющая limn→∞ Im zn = −∞ является
множеством резонансов оператора DQ для некоторого потенциала Q ∈ O1.

5.2. Доказательства

5.2.1. Доказательство теоремы 5.1

Вспомним определение (5.1) класса E потенциалов со сверхэкспоненциально быстро
убывающей энтропией. Согласно теореме 4.1, для любого Q ∈ E , обратная функция Сегё
Π = ΠQ и функция Вейля m = mQ продолжаются на всю комплексную плоскость. По опре-
делению, резонансы рассеяния оператора DQ — это полюсаm с соответствующей кратностью.

Лемма 5.3. Пусть потенциал Q ∈ L1
loc(R+) удовлетворяет условию KQ(r) = ε1(r). Тогда

резонансы оператора DQ это в точности нули обратной функции Сегё, кратность резо-
нанса совпадает с кратностью соответствующего нуля.

Доказательство. Энтропия KQ(0) конечна, поэтому для некоторого γ ∈ [0, 2π) выполнено
соотношение m = eiγΠ̂/Π в полуплоскости C+, напомним соотношение (1.20). Из теоремы
4.1 знаем, что это равенство продолжается во всю комплексную плоскость. Таким образом,
если z — полюс mQ кратности n, то z — нуль Π кратности не менее n. Чтобы установить
равенство кратностей, нужно показать, что Π и Π̂ не имеют общих нулей. Согласно формуле
отражения (4.9), уравнение из леммы 4.8 эквивалентно

P̃ ∗
r (z)P̃

∗
r,d(z) + P̃ ∗

r,d(z)P̃
∗
r (z) = 2, z ∈ C.

В следствии 4.14 показано, что Π(z) = lim
r→∞

P̃ ∗
r (z) и Π̂(z) = lim

r→∞
P̃ ∗
r,d(z) для всех z ∈ C.

Следовательно, выполнено

Π(z)Π̂(z) + Π(z)Π̂(z) = 2, z ∈ C, (5.2)

и равенство Π(z) = Π̂(z) = 0 невозможно.

Таким образом, резонансы — это нули целой функции Π. Функция распределения нулей
тесно связана с порядком Π.

Лемма 5.4. Если Q ∈ Eα для некоторого α > 1, то Π имеет порядок не выше
α

α− 1
.

Доказательство. Нужно показать, что для z ∈ C выполняется оценка

|Π(z)| ≲ exp
(
C|z|

α
α−1

)
с некоторой постоянной C. Из леммы 4.12 в полуплоскости C+ известно более сильное нера-
венство Π(z) ≲ exp (C|z|). Предельное соотношение Π(z) = lim

r→∞
P̃ ∗
r (z) из следствия 4.14 и
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оценка (4.23) влекут

|Π(z)| ≲ (|z|+ 1)ec(|z|+1)

∫ ∞

0

(√
|K′(ρ/2)|+ |K′(ρ/2)|

)
eρ| Im z| dρ, Im z ⩽ 0.

Условие KQ(r) = εα(r) влечет K(r) = εα(r), см. теорему 1.9. Тогда для некоторых постоянных
c1 и c2 выполнено

|Π(z)| ≲ (|z|+ 1)ec(|z|+1)

∫ ∞

0

exp
(
ρ| Im z| − c1ρ

α
)
dρ ≲ exp

(
c2|z|

α
α−1

)
,

где последнее неравенство получается дискретизацией и оценками из леммы 4.21.

Доказательство теоремы 5.1. Пусть Q1 и Q2 — два потенциала из E с одинаковым набором
резонансов с учётом кратностей {zk}∞k=0. Согласно лемме 5.4, обе функции Π1 и Π2 име-
ют конечный экспоненциальный тип, поэтому частное Π1(z)/Π2(z) задает целую функцию
конечного порядка, не имеющую нулей. Следовательно, Π1(z)/Π2(z) = exp(g(z)) для некото-
рого многочлена g. По лемме 4.12 существует c > 0 такое, что |Π1(z)| ≲ ec|z| и e−c|z| ≲ |Π2(z)|
для z ∈ C+, поэтому

∣∣eg(z)∣∣ ≲ e2c|z| или Re g(z) ≲ |z| + 1 при z ∈ C+. Последнее возможно
только если g – линейная функция, g(z) = a1z + a2, где a1 и a2 — комплексные константы.
Условие Сегё (1.17) для Π1 и Π2 дает

xRe a1 +Re a2
x2 + 1

=
Re g

x2 + 1
=

log |Π1| − log |Π2|
x2 + 1

∈ L1(R).

Получаем Re a1 = 0. С другой стороны, из явной формулы (1.18) знаем, что выполнены
предельные равенства

lim
y→+∞

Π1(iy) = lim
y→+∞

Π2(iy) = 1.

Из них следует, что Re g(iy) = −y Im a1 + Re a2 стремится к нулю при y → +∞, и поэтому
Im a1 = 0. Таким образом, a1 = 0, g = a2 – чисто мнимая константа и |Π1| = |Π2| почти
всюду на вещественной прямой R. По лемме 4.12, обе меры σ1 и σ2 абсолютно непрерывны,
следовательно, dσ1 = |Π1|−2 dx = |Π2|−2 dx = dσ2. Равенство потенциалов следует.

5.2.2. Доказательство теоремы 5.2

Функции Сегё операторов Дирака с квадратично суммируемыми потенциалами.

Теорема 5.5 (Теорема 11.5, С.Денисов, [23]). Пусть σ — неотрицательная мера на R та-
кая, что log σ′ ∈ L1(R) + L2(R). Предположим также, что σ удовлетворяет

exp

[
1

2iπ

∫ ∞

−∞

log σ′(x)

s− λ
ds

]
= 1 + γ(λ), γ ∈ H2(C+).

Тогда σ является спектральной мерой некоторой системы Крейна с L2 коэффициентом.
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Следствие 5.6. Если внешняя в C+ функция G удовлетворяет log |G(x)| ∈ L1(R) + L2(R)
и G−1 − 1 ∈ H2(C+), то G является обратной функцией Сегё для некоторого оператора
Дирака с L2 потенциалом и абсолютно непрерывной спектральной мерой.

Доказательство. Рассмотрим меру dσ = 1/|G|2 dx на R. Из предположений на G следует,
что σ лежит в классе Сегё. Модуль граничных значений G совпадает с модулем граничного
значения обратной функции Сегё Π = Πσ, следовательно, Π и G отличаются унимодулярным
множителем (см. раздел 4 главы II в книге [29], посвященный внешним функциям). Тогда
для некоторого γ ∈ [0, 2π) выполняется

eiγG−1(z) = exp

[
1

2iπ

∫ ∞

−∞

log σ′(x)

s− z
ds

]
.

Если подставить z = iy и устремить y → +∞, последнее равенство преобразуется в eiγ = 1, то
есть Π = G. Теперь из предположений на G следует, что σ удовлетворяет условиям теоремы
5.5, что завершает доказательство.

Построение подходящей целой функции. Обозначим через D открытую вертикаль-
ную полуполосу ширины 1 в нижней полуплоскости,

D = {z : Im z < 0, |Re z| < 1} .

Теорема 5.7 (Г. Сегё, Г. Пойа задачи 158-160 [54]). Существует целая функция E такая,
что функция z2(E(z) + 1/z) ограничена в C \D.

Cr

i

Lr

z0

ir

Рис. 5.1: Контур интегрирования

Лемма 5.8. Существует целая функция Γ0 с единственным нулем в точке z = 0, удовле-
творяющая Γ0(z) = 1 +O(1/z) при z → ∞ в C \D.

Доказательство. Рассмотрим функцию E из теоремы 5.7 и определим ее первообразную
F (z0) =

∫ z0
1
E(z) dz. Сделаем разрез комплексной плоскости вдоль отрицательной мнимой
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полуоси. В этой области имеем

F (z0) =

∫ z0

1

E(z) dz = − log z0 +

∫ z0

1

(E(z) + 1/z) dz.

Обозначим r = |z0| и выберем контур интегрирования, состоящий из вертикального отрезка
Lr = [i, ir] и дуги Cr окружности с центром в нуле, соединяющей z0 и ir, см. рис. 5.1. Заметим,
что для z0 ∈ C \D весь контур целиком лежит в C \D. Поскольку E(z) + 1/z = O(1/z2) в
C \D, интеграл A =

∫ +i∞
1

(E(z) + 1/z) dz по вертикальному лучу абсолютно сходится и∫
Lr

(E(z) + 1/z) dz = A+

∫ ir

+i∞
(E(z) + 1/z) dz = A+O(1/r), r → ∞.

Для интеграла по дуговой части контура можем написать∣∣∣ ∫
Cr

(E(z) + 1/z) dz
∣∣∣ ⩽ |Cr| · sup

z∈Cr

|E(z) + 1/z| = O(1/r), r → ∞.

Следовательно, в C \D выполнено

F (z) = − log z + A+O(1/|z|), |z| → ∞.

Положим Γ0(z) = zeF (z)−A. Последнее соотношение гарантирует, что имеет место равенство
Γ0(z) = 1 + O(1/z) при z → ∞ в области C \ D. Кроме того, по определению Γ0 имеет
единственный ноль в точке z = 0, что и требовалось.

Лемма 5.9. Рассмотрим множество S точек в полуплоскости {Im z < 0}, не имеющее
предельных точек. Существует целая функция GS, множество нулей которой совпадает
с S, удовлетворяющая условиям

GS − 1 ∈ H2(C+), GS ∈ H∞(C+), G−1
S ∈ H∞(C+). (5.3)

Более того, если S имеет конечное число элементов в каждой горизонтальной полосе, то
построенная GS будет ограничена в каждой верхней горизонтальной полуплоскости.

Доказательство. Для пустого множества S подходит GS = 1, поэтому далее будем счи-
тать, что S не пусто. Функция GS будет строиться последовательно. Пусть элементы S это
z1, z2, . . ., пронумерованные в порядке неубывания модуля. Положим G0(z) = 1, и дальше
будем определять

Gn(z) = Gn−1(z)Γ0(cn(z − zn)),

где Γ0 – это функция, построенная в лемме 5.8, а cn – некоторое большое вещественное число.
Если множество S конечно, будем считать Gn+1 = Gn при достаточно больших n. Независимо
от выбора cn, функция Gn имеет ровно n нулей z1, . . . , zn (или |S| нулей, если S конечно и
n > |S|). Покажем, что при правильном выборе чисел cn выполняются следующие условия:
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(a) Gn сходятся в H2(C+);

(b) Gn сходятся в H∞(C+), причем предел обратим в H∞(C+);

(c) Gn сходятся равномерно на каждом компакте в C.

В предположении, что limn→∞ Im zn = −∞ также будет установлено

(d) Gn сходятся равномерно в каждой горизонтальной полосе в C.

Заметим, что выполнения условий (a) – (d) достаточно для доказательства теоремы.
Действительно, условие (c) гарантирует, что GS(z) = limn→∞Gn(z) – это корректно опреде-
ленная целая функция, а условия (a) и (b) обеспечивают (5.3). Если же S имеет конечное
число элементов в каждой полосе, то GS получится ограниченной в каждой полуплоскости
из-за условия (d).

По определению функции Γ0 из леммы 5.8, существует абсолютная константа C такая,
что имеет место неравенство

|1− Γ0(z)| ⩽ C/z, z /∈ D. (5.4)

Для точки z ∈ C+ и любого n ⩾ 0 выполнено Im(z − zn) > 0, следовательно, cn(z − zn) /∈ D

при любом выборе cn. Тогда можем написать

|Gn(z)−Gn−1(z)| ⩽ |Gn−1(z)| · |1− Γ0(cn(z − zn))| ⩽
C|Gn−1(z)|
|cn(z − zn)|

. (5.5)

Поскольку |z − zn| ⩾ | Im zn| и Gn−1 ∈ H∞(C+), имеем

∥Gn −Gn−1∥H∞(C+) ⩽
C∥Gn−1∥H∞(C+)

cn| Im zn|
.

Получаем, чтоGn сходятся вH∞(C+) для любой достаточно быстро растущей последователь-
ности cn. Из того же неравенства следует, что все функции G−1

n можно считать равномерно
ограниченными в H∞(C+).

Далее, заметим, что условие (5.4) влечет 1− Γ0 ∈ H2(C+) и

∥1− Γ0(cn(z − zn))∥H2(C+) =
∥1− Γ0∥H2(Ωn)√

cn
⩽

∥1− Γ0∥H2(C+)√
cn

,

где Ωn = {Im z > −cn Im zn} – это полуплоскость в C+. Следовательно, имеем

∥Gn −Gn−1∥H2(C+) = ∥Gn−1(z)(1− Γ0(cn(z − zn)))∥H2(C+)

⩽ ∥Gn−1∥H∞(C+)∥1− Γ0(cn(z − zn))∥H2(C+)

⩽
1

√
cn
∥Gn−1∥H∞(C+)∥1− Γ0∥H2(C+).
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Получаем, что условие (a) выполняется для любой достаточно быстро растущей последова-
тельности cn.

Чтобы установить (c) и (d), необходимо аккуратнее провести оценку аналогичную (5.5)
для произвольного компакта или полуплоскости. Для каждого zn рассмотрим полуполосу
Dn = D + zn и шар Bn = {z : |z − zn| < 1}. Заметим, что если z /∈ Dn, то cn(z − zn) /∈ Dn и
(5.5) выполняется. Тогда имеем неравенство

|Gn(z)−Gn−1(z)| ⩽ C|Gn−1(z)|/cn, z ∈ C \ (Bn ∪Dn). (5.6)

Определим следующие множества:

Un = ∪m⩾n(Dm ∪Bm), Rn = {Im z > −n} \ Un.

При любом выборе чисел c1, . . . , cn, функция Gn−1 равномерно ограничена в Rn, потому что
она ограничена в {Im z > −n}. Неравенство (5.6) гарантирует, что для всех достаточно
больших cn имеет место неравенство

sup
z∈Rn

|Gn(z)−Gn−1(z)| ⩽ 1/n2. (5.7)

Поскольку Rn образуют вложенную последовательность, (5.7) влечет равномерную сходи-
мость на каждом Rn. Более того, любой компакт содержится в Rn при всех достаточно
больших n, а если Im zn → −∞ при n → ∞, то и любая полуплоскость {z : Im z > −h}.
Условия (c) и (d) следуют. Доказательство завершено.

Доказательство теоремы 5.2. Обозначим S = {zn}n⩾0 и по лемме 5.9 построим функцию
GS с нулями в S. Покажем, что GS удовлетворяет условиям следствия 5.6. Имеем

∥G−1
S − 1∥H2(C+) ⩽ ∥GS − 1∥H2(C+) · ∥G−1

S ∥H∞(C+) <∞.

Далее, обозначим h = GS − 1 ∈ H2(C+) и рассмотрим M = {x ∈ R : |h(x)| > 1/10}. Мера
множества M конечна по неравенству Чебышёва. Имеем | log |Gs|| ⩽ 2|h| ∈ L2(R \ M) и
log |Gs| ∈ L∞(M) ⊂ L1(M). То есть log |Gs| ∈ L1(R) ∩ L2(R) и по следствию 5.6 функция
GS является обратной функцией Сегё некоторого оператора Дирака DQ с потенциалом Q ∈
L2(R+).

Остается доказать, что Q быстро осциллирует. Действительно, функция GS ограничена
в каждой верхней горизонтальной полуплоскости, а значит

GS(z)−GS(i)

x− i

лежит в пространстве Харди H2 в каждой верхней горизонтальной полуплоскости. Условие
Q ∈ O1 теперь следует из теоремы 4.3, напомним предложение 4.23.
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Замечание 5.10. Для любого быстро осциллирующего Q ∈ O1 существует бесконечно
много других Q̃ ∈ O1 с тем же множеством резонансов.

Доказательство. Обозначим множество резонансов оператора DQ через S. Из доказатель-
ства теоремы 5.2 видно, что любая целая функция с нулями в S, удовлетворяющая условиям
(5.3) из предыдущей леммы, является обратной функцией Сегё оператора DQ̃ для некоторого
Q̃ ∈ O1, причем разным функциям соответствуют разные потенциалы операторов. Таким об-
разом, достаточно доказать, что существует бесконечно много подходящих целых функций.

Если множество S пусто, то нам подойдет функция вида exp(cE) для произвольной
вещественной константы c и функции E из теоремы 5.7. Если же S не пусто, то необходимо
вспомнить, что в доказательстве теоремы 5.7 функция GS строилась по последовательности
cn, в качестве которой можно было взять любую быстро растущую последовательность.
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Глава 6. Решение уравнения
Абловица-Ладика с помощью алгоритма

Шура

6.1. Уравнение Абловица-Ладика

Уравнением Абловица-Ладика на целочисленной прямой Z называется следующая бес-
конечная система дифференциальных уравнений:

∂

∂t
q(t, n) = i

(
1− |q(t, n)|2

)(
q(t, n− 1) + q(t, n+ 1)

)
, q(0, n) = q0(n), n ∈ Z. (6.1)

Уравнение Абловица–Ладика было введено в [2], [3] как пространственная дискретизация ку-
бического нелинейного уравнения Шрёдингера (NLS), современное изложении теории можно
найти в [4]. Будем использовать обозначение ℓ(Z,D) для множества всех последовательно-
стей q = {qn}n∈Z таких, что |qn| < 1 для всех n ∈ Z. Аналогично определим ℓ(Z+,D) и введем
множества последовательностей

ℓ2(Z+,D) = ℓ(Z+,D) ∩ ℓ2(Z+), ℓ2(Z,D) = ℓ(Z,D) ∩ ℓ2(Z).

Уравнение Абловица–Ладика (6.1) обладает единственным глобальным решением q, если q0 ∈
ℓ(Z,D), более того для этого q выполняется q(t, ·) ∈ ℓ(Z,D) при всех t ∈ R. Доказательство
этого факта можно найти в разделе 7 статьи [13], также см. стр. 4 в [30], стр. 20 в [5] и раздел
1.1 из [66].

6.2. Алгоритм Шура

Класс Шура S(D) в открытом единичном круге D = {z ∈ C : |z| < 1} комплексной
плоскости C состоит из аналитических функций F в D, удовлетворяющих условию

sup
z∈D

|F (z)| ⩽ 1.

Для F ∈ S(D), будем писать F ∈ S∗(D), если F не является конечным произведением Бляш-
ке. Рассмотрим функцию F ∈ S∗(D). Положим F0 = F и определим последовательность
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функций {Fn}n⩾0 с помощью алгоритма Шура:

zFn+1 =
Fn − Fn(0)

1− Fn(0)Fn

, n ⩾ 0. (6.2)

По лемме Шварца все функции F0, F1, F2, . . . лежат в множестве S∗(D). В случае, когда F ∈
S(D) \ S∗(D) является конечным произведением Бляшке порядка N ⩾ 0, та же конструкция
даёт конечную последовательность произведений Бляшке F0, F1, . . . , FN порядков N , N − 1,
. . . , 0 соответственно. В частности, FN является унимодулярной константой, и алгоритм
Шура останавливается.

Отметим, что |Fn(0)| < 1 для всех F ∈ S∗(D) и n ⩾ 0 по принципу максимума мо-
дуля. Следовательно, каждая функция F ∈ S∗(D) порождает последовательность чисел
{Fn(0)}n⩾0 ⊂ D, которые называют коэффициентами рекурсии или коэффициентами Шу-
ра функции F . Отображение

F 7→ {Fn(0)}n⩾0

является гомеоморфизмом между пространством S∗(D) с топологией сходимости на компакт-
ных подмножествах D и пространством последовательностей ℓ(Z+,D) с топологией покоор-
динатной сходимости, см. раздел 1.3.6 в [62]. Здесь Z+ = Z∩ [0,+∞). В частности, для любой
последовательности {αn}n⩾0 ⊂ D существует единственная функция F ∈ S∗(D), для которой
при всех n ⩾ 0 выполнено αn = Fn(0) .

Устойчивость алгоритма Шура. Классическая теорема Сегё утверждает, что∫
T
log(1− |F |2) dm = log

∞∏
n=0

(1− |Fn(0)|2), (6.3)

где обе части конечны или бесконечны одновременно, см. раздел 2.7.8 в книге [62]. Мера m
в последней формуле обозначает меру Лебега на единичной окружности T, нормированную
вероятностным образом, m(T) = 1. В частности, теорема Сегё говорит, что F ∈ S ∩ X, см.
определение (6.12) пространства X ниже, тогда и только тогда, когда {Fn(0)}n⩾0 ∈ ℓ2(Z+,D).
Множество функций Шура, для которых

η(F ) :=
∞∏
n=0

(1− |Fn(0)|2) > 0, (6.4)

называется классом Сегё на окружности, будем обозначать его Sz(T).
Для функции h ∈ L1(T) и k ∈ Z обозначим через ĥ(k) её k-й коэффициент Фурье:

ĥ(k) =

∫
T
h(ξ)ξ̄k dm(ξ). (6.5)

Пусть r > 0. Обозначим через W 1(rT) линейное пространство функций h ∈ L1(T), для кото-
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рых выполнено
∑

k∈Z r
k|ĥ(k)| <∞, снабжённое нормой ∥

∑
k∈Z ckz

k∥W 1(rT) =
∑

k∈Z r
k|ck|. Если

h1,2 ∈ L2(T), то h1h2 ∈ L1(T) и выполняется следующее мультипликативное неравенство:

∥h1h2∥W 1(rT) =
∑
k∈Z

rk|(ĥ1 ∗ ĥ2)(k)| ⩽
∑
k∈Z

∑
j∈Z

rk|ĥ1(j)ĥ2(k − j)|

=
∑
j∈Z

rj|ĥ1(j)|
∑
k∈Z

rk−j|ĥ2(k − j)| = ∥h1∥W 1(rT) · ∥h2∥W 1(rT). (6.6)

Кроме того, рассмотрим пространство

B1(rT) =
{
F ∈ S∗(D) :

∑
k⩾0

rk|Fk(0)| <∞
}

с метрикой на нем, заданной формулой

ρB1(rT)(F,G) :=
∞∑
k=0

rk|Fk(0)−Gk(0)|. (6.7)

Следующая теорема утверждает, что для функций Шура F,G из класса Сегё Sz(T) величины
∥F −G∥W 1(rT) и ρB1(rT)(F,G) эквиваленты, если число r отделено от 1.

Теорема 6.1. Для всех F,G ∈ Sz(T), r ∈ (0, 1), удовлетворяющих условиям 1 − r ⩾

12 log η(F )−1 и 1− r ⩾ 12 log η(G)−1, имеют место неравенства

1

2
ρB1(rT)(F,G) ⩽ ∥F −G∥W 1(rT) ⩽ 2ρB1(rT)(F,G).

Важным для нас будет следующее следствие из этой теоремы.

Следствие 6.2. Если F,G ∈ Sz(T) и r ∈ (0, 1) удовлетворяют условиям из теоремы 6.1,
то при всех n ⩾ 0 выполняется неравенство

|Fn(0)−Gn(0)| ⩽ 2r−n∥F −G∥W 1(rT).

Доказательство. Действительно, из определения (6.7) метрики в B1 и теоремы 6.1 имеем

|Fn(0)−Gn(0)| ⩽ ρB1(rT)(Fn, Gn) ⩽ r−nρB1(rT)(F,G) ⩽ 2r−n∥F −G∥W 1(rT).

6.3. Алгоритм для вычисления решения с заданной точностью

Рассмотрим ряд Фурье для мультипликатора обратной задачи рассеяния eit(z+1/z):

eit(z+1/z) =
∑
k∈Z

ikJk(2t)z
k, z ∈ T. (6.8)
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Здесь Jk — стандартные функции Бесселя [15] порядка k, то есть

Jk(2t) = i−k

∫
T
eit(z+1/z)z̄k dm =

∞∑
m=0

(−1)mt2m+k

(m+ k)!
.

Пусть Pn,t(z) =
∑

|k|⩽n i
kJk(2t)z

k — тригонометрический многочлен Лорана для функции
eit(z+1/z) порядка n. Определим многочлен Gn,t формулой

Gn,t = (1− δn,t)z
nPn,t, δn,t =

tnet

n!
. (6.9)

Нас будет интересовать случай, когда n > ct для некоторого c > e. В этом случае “поправка
δn,t” очень мала, но важна: она обеспечивает принадлежность Gn,t классу Шура S∗.

Рассмотрим последовательность q0 ∈ ℓ2(Z,D), носитель которой сконцентрирован на
полуоси Z+. Пусть fq0 – это функция Шура с коэффициентами рекурсии {q0(n)}n⩾0. Функция
Fn,0 = Gn,tfq0 рациональна и лежит в классе Шура S∗(D), см. предложение 6.9 ниже. С
помощью алгоритма Шура (6.2) построим итерации Шура Fn,0, Fn,1, Fn,2, . . . и положим

q̃n(t, j) =

Fn,n+j(0), j ⩾ −n,

0 j < −n.
(6.10)

Следующая теорема показывает, что q̃n аппроксимирует решение q уравнения (6.1) с очень
высокой точностью.

Теорема 6.3. Пусть последовательность q0 ∈ ℓ2(Z,D) такова, что supp q0 ⊂ Z+ и η =∏
n∈Z+

(1− |q0(n)|2) > e−1/12. Обозначим r = 1− 12 log η−1 > 0, тогда функция q̃n из (6.10) и
решение q уравнения (6.1) удовлетворяют неравенству

|q(t, j)− q̃n(t, j)| ⩽
4tne3t/r

n!
r−n−j−1

для всех n ∈ Z+, j ∈ Z, t > 0 таких, что n+ j ⩾ 0, n > t и δn,t =
tnet

n!
< 1.

6.4. Нелинейное преобразование Фурье

Один из стандартных подходов к решению (6.1) предлагает теория рассеяния. Для
последовательности q ∈ ℓ(Z,D) определим функции a, b, rq на T формулой

rq(z) =
b(z)

a(z)
,

(
a b

b ā

)
=
∏
k∈Z

1√
1− |q(k)|2

·

(
1 q(k)z−k

q(k)zk 1

)
, z ∈ T. (6.11)

Функция rq называется коэффициентом отражения q, функция a является внешней в D и
выполнено равенство |a|2−|b|2 = 1, см. [13]. Классическая процедура решения уравнения (6.1)
выглядит так: построим rq0 по последней формуле, определим rt = eit(z+1/z)rq0 на T и найдем
qt ∈ ℓ(Z,D) такое, что rqt = rt. Оказывается, что q(t, n) = qt(n) будет решением уравнения
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(6.1) для начальных данных q0 при условии достаточно быстрого убывания q0, например,∑
k∈Z |q0(k)| < ∞. Отметим, что при

∑
k∈Z |q(k)| < ∞ произведение в (6.11) сходится при

всех z ∈ T, а для
∑

k∈Z |q(k)|2 < ∞ можно показать, что это произведение сходится по мере
Лебега на T, см. раздел 6 в [13]. Основные результаты в этой области принадлежат К.Тиле и
Т. Тао, см. работу [67] или её расширенную версию за авторством К. Тиле, Т.Тао и Й.Цая [68],
где уравнение Абловица-Ладика возникает в контексте нелинейного преобразования Фурье.
Теорема 6.5 ниже собирает в себе несколько утверждений из [67] и [68], доказательство можно
найти в [13], см. теорему 1.7.

Следующая теорема является ключом к вычислению решений уравнения (6.1) с помо-
щью оценок устойчивости для алгоритма Шура.

Теорема 6.4 (Р. Бессонов, лемма 3.4, [13]). Предположим, что q ∈ ℓ2(Z,D) такова, что
supp q ⊂ Z+, и пусть fq = b/a, см. формулу (6.11). Тогда fq является функцией Шура, и ее
коэффициенты рекурсии совпадают с последовательностью {q(k)}k⩾0.

Используя формулу (6.11), определим нелинейное преобразование Фурье как

Fsc : q 7→ rq

на множестве ℓ1(Z,D). Здесь Fsc рассматривается как отображение из ℓ1(Z,D) в L∞(T). В
дальнейшем область определения Fsc будет расширена, а множество значений сужено. Опре-
делим метрическое пространство

X = {h ∈ L∞(T) : ∥h∥L∞(T) ⩽ 1, log(1− |h|2) ∈ L1(T)} (6.12)

с метрикой Сильвестра-Вайнбреннера ρs, см. статью [65], заданной формулой

ρs(h1, h2) =

√
−
∫
T
log

(
1−

∣∣∣ h1 − h2
1− h̄1h2

∣∣∣2) dm. (6.13)

Для δ ∈ [0, 1) обозначим множество

B[δ] = {h ∈ L∞(T) : ∥h∥L∞(T) ⩽ δ} ⊂ X.

Будем рассматривать B[δ] как подпространство X с индуцированной метрической топологи-
ей. Теорема ниже утверждает, что Fsc единственным образом продолжается до непрерывно-
го отображения из ℓ2(Z,D) в X. Положим G[δ] = F−1

sc (B[δ]), где F−1
sc (E) — полный прообраз

множества E при отображении Fsc : ℓ
2(Z,D) → X. Имея эти определения, можно сформули-

ровать основные свойства Fsc.

Теорема 6.5 (К.Тиле, Т.Тао, [67]). Нелинейное преобразование Фурье Fsc обладает следу-
ющими свойствами:

(1) отображение Fsc : ℓ
1(Z,D) → L∞(T) единственным образом продолжается до непре-

рывного отображения Fsc : ℓ
2(Z,D) → X;
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(2) отображение Fsc : ℓ
2(Z,D) → X является замкнутым;

(3) выполняется Fsc(q(· − n)) = z−nFsc(q) для всех q ∈ ℓ2(Z,D) и n ∈ Z;

(4) отображение Fsc : ℓ
2(Z,D) → X сюръективно;

(5) отображение Fsc : ℓ
2(Z,D) → X не инъективно;

(6) отображение Fsc : G[δ] → B[δ] является гомеоморфизмом для любого δ ∈ (0, 1);

(7) если q = q(t, n) — решение (6.1) с начальными данными q0 ∈ G[δ], то q(t, ·) ∈ G[δ] для
каждого t ∈ R, и q(t, ·) = F−1

sc (eit(z+1/z)Fsc(q0)).

Фундаментальная проблема, возникающая при попытке решить (6.1) методом обратно-
го рассеяния для начальных данных q0 из ℓ2(Z,D) описана в пункте (5) теоремы 6.5: для двух
начальных данных q0 ̸= q̃0 может выполняться rq0 = rq̃0 . Этот феномен впервые был обнару-
жен А.Вольбергом и П.Юдицким в [70] на уровне матриц Якоби, а затем Т.Тао и К.Тиле
[67] в контексте нелинейного преобразования Фурье. Это показывает, что при переходе к ко-
эффициентам отражения rq0 , rq̃0 происходит потеря информации, что делает невозможным
прямое применение метода обратного рассеяния для решения уравнения Абловица-Ладика
(6.1) с начальными данными из ℓ2(Z,D). Теорема 6.3 позволяет преодолеть эту трудность.

6.5. Доказательства

6.5.1. Доказательство теоремы 6.1

Для доказательства теоремы 6.1 нам потребуются некоторые вспомогательные резуль-
таты. Возьмем функцию F ∈ Sz(T). Неравенство x ⩽ − log(1 − x) выполняется для всех
x ∈ [0, 1). Применим его к (6.4):

∞∑
k=0

|Fk(0)|2 ⩽
∞∑
k=0

− log(1− |Fk(0)|2) = log η(F )−1, (6.14)

∞∑
k=0

|F̂ (k)|2 =
∫
T
|F |2 dmT ⩽

∫
T
− log(1− |F |2) dmT = log η(F )−1. (6.15)

Лемма 6.6. Пусть F ∈ Sz(T), r ∈ (0, 1) таковы, что 1 − r ⩾ T log η(F )−1 для некоторого
T > 0. Тогда ∥Fn∥2W 1(rT) ⩽ 1/T для всех n ⩾ 0.

Доказательство. Из неравенства (6.15) получаем

∥Fn∥W 1(rT) =
∞∑
k=0

rk|F̂n(k)| ⩽
( ∞∑

k=0

r2k ·
∞∑
k=0

|F̂n(k)|2
)1/2

⩽

√
log η(Fn)−1

1− r2
. (6.16)

Из определения (6.4) величины η(F ) следует η(F ) ⩽ η(Fn) для всех n ⩾ 0, поэтому

∥Fn∥2W 1(rT) ⩽
log η(Fn)

−1

1− r2
⩽

log η(F )−1

1− r
⩽

1

T
.
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Лемма 6.7. Пусть F ∈ Sz(T), r ∈ (0, 1) таковы, что 1 − r ⩾ T log η(F )−1 для некоторого
T > 0. Тогда имеют место неравенства

T − 1

T

∞∑
k=0

|Fk(0)|rk ⩽ ∥F∥W 1(rT) ⩽
T + 1

T

∞∑
k=0

|Fk(0)|rk.

Доказательство. Один шаг алгоритма Шура (6.2) можно переписать в виде

zFn+1 = Fn − Fn(0) + zFn(0)FnFn+1. (6.17)

Если выразить Fn через Fn−1, получится

z2Fn+1 = zFn − zFn(0) + z2Fn(0)FnFn+1

= Fn−1 − Fn−1(0)− zFn(0) + zFn−1(0)Fn−1Fn + z2Fn(0)FnFn+1.

Продолжая итерации (6.17), находим

zn+1Fn+1 = F −
n∑

k=0

zkFk(0) +
n∑

k=0

zk+1Fk(0)FkFk+1.

Перейдем к пределу при n→ ∞. Имеем

F =
∞∑
k=0

zkFk(0)−
∞∑
k=0

zk+1Fk(0)FkFk+1, z ∈ D. (6.18)

Применяя лемму 6.6 к Fk и Fk+1, получаем∥∥∥∥ ∞∑
k=0

zk+1Fk(0)FkFk+1

∥∥∥∥
W 1(rT)

⩽
∞∑
k=0

rk+1|Fk(0)| · ∥Fk∥W 1(rT) · ∥Fk+1∥W 1(rT) ⩽
1

T

∞∑
k=0

rk|Fk(0)|,

где было использовано субмультипликативное свойство (6.6) нормы ∥ · ∥W 1(rT). Утверждение
леммы следует из (6.18) и неравенства треугольника.

Лемма 6.8. Пусть F,G ∈ Sz(T), r ∈ (0, 1) таковы, что 1 − r ⩾ T log η(F )−1 и 1 − r ⩾

T log η(G)−1 для некоторого T > 0. Тогда имет место неравенство

∞∑
k=0

|Gk(0)| · ∥Fk∥W 1(rT) ⩽
T + 1

T 2
.

Доказательство. Из предыдущей леммы следует

∥Fk∥W 1(rT) ⩽
T + 1

T

∞∑
l=0

rl|Fk+l(0)|.
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Используя это, неравенство Коши-Буняковского-Шварца и (6.14), получаем

∞∑
k=0

|Gk(0)| · ∥Fk∥W 1(rT) ⩽
T + 1

T

∞∑
k=0

|Gk(0)|
∞∑
l=0

rl|Fk+l(0)| =
T + 1

T

∞∑
l=0

rl
∞∑
k=0

|Gk(0)| · |Fk+l(0)|

⩽
T + 1

T

∞∑
l=0

rl ·
√

log η(Fl)−1 log η(G)−1 ⩽
(T + 1)

√
log η(F )−1 log η(G)−1

T (1− r)
.

Остается воспользоваться неравенствами T log η(F )−1 ⩽ 1− r и T log η(G)−1 ⩽ 1− r. Лемма
доказана.

Доказательство теоремы 6.1. Сначала докажем теорему 6.1 в предположении Fn+1 = Gn+1 =

0 для некоторого n ⩾ 0. Для краткости будем писать ∥ · ∥ вместо ∥ · ∥W 1(rT). Проведем дока-
зательство по индукции. Зафиксируем k ∈ Z+ и предположим, что

1

2

∞∑
l=0

rl|Fj+l(0)−Gj+l(0)| ⩽ ∥Fj −Gj∥W 1(rT) ⩽ 2
∞∑
l=0

rl|Fj+l(0)−Gj+l(0)| (6.19)

выполнено для всех j > k. Наша цель – доказать (6.19) для j = k. Заметим, что (6.19)
выполняется при j ⩾ n + 1, так что база индукции выполнена. Соотношение (6.18) для
функций Fk, Gk дает

Fk −Gk =

( ∞∑
l=0

zlFk+l(0)−
∞∑
l=0

zl+1Fk+l(0)Fk+lFk+l+1

)
−

−
( ∞∑

l=0

zlGk+l(0)−
∞∑
l=0

zl+1Gk+l(0)Gk+lGk+l+1

)
=

∞∑
l=0

zl(Fk+l(0)−Gk+l(0))−
∞∑
l=0

zl+1
(
Fk+l(0)Fk+lFk+l+1 −Gk+l(0)Gk+lGk+l+1

)
.

Для каждого s = k + l выражение в последних скобках можно переписать в виде

Fs(0)FsFs+1 −Gs(0)GsGs+1 =(Fs(0)−Gs(0))FsFs+1+

+Gs(0)Fs(Fs+1 −Gs+1) +Gs(0)Gs+1(Fs −Gs).

Следовательно, имеем

Fk −Gk =
∞∑
l=0

zl
(
Fk+l(0)−Gk+l(0)

)
−

∞∑
l=0

zl+1Fk+lFk+l+1

(
Fk+l(0)−Gk+l(0)

)
−

−
∞∑
l=0

zl+1Gk+l(0)Fk+l

(
Fk+l+1 −Gk+l+1

)
−

∞∑
l=0

zl+1Gk+l(0)Gk+l+1

(
Fk+l −Gk+l

)
. (6.20)

Для второго члена в последней сумме используем неравенство треугольника, субмультипли-
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кативное свойство (6.6) нормы ∥ · ∥W 1(rT) и лемму 6.6. Получаем∥∥∥∥ ∞∑
l=0

zl+1Fk+lFk+l+1

(
Fk+l(0)−Gk+l(0)

)∥∥∥∥ ⩽
∞∑
l=0

rl+1∥Fk+l∥ · ∥Fk+l+1∥ ·
∣∣Fk+l(0)−Gk+l(0)

∣∣
⩽

1

T

∞∑
l=0

rl|Fk+l(0)−Gk+l(0)|. (6.21)

Перепишем третий и четвертый члены в (6.20) в виде

∞∑
l=0

zl+1Gk+l(0)Fk+l

(
Fk+l+1 −Gk+l+1

)
=

∞∑
l=1

zlGk+l−1(0)Fk+l−1

(
Fk+l −Gk+l

)
,

∞∑
l=0

zl+1Gk+l(0)Gk+l+1

(
Fk+l −Gk+l

)
=

∞∑
l=1

zlzGk+l(0)Gk+l+1

(
Fk+l −Gk+l

)
+ zGk(0)Gk+1

(
Fk −Gk

)
.

Видим, что сумма этих выражений равна

zGk(0)Gk+1(Fk −Gk) +
∞∑
l=1

zl
(
Gk+l−1(0)Fk+l−1 + zGk+l(0)Gk+l+1

)(
Fk+l −Gk+l

)
.

Для каждого l ⩾ 1 имеем k + l > k, поэтому Fk+l −Gk+l можно оценить по предположению
индукции (6.19). Вместе с леммой 6.8 это дает∥∥∥∥ ∞∑

l=1

zl(zGk+l(0)Gk+l+1 +Gk+l−1(0)Fk+l−1)
(
Fk+l −Gk+l

)∥∥∥∥
⩽ 2

∞∑
l=1

rl
(
|Gk+l(0)| · ∥Gk+l+1∥+ |Gk+l−1(0)| · ∥Fk+l−1∥

) ∞∑
t=0

rt|Fk+l+t(0)−Gk+l+t(0)|

⩽ 2
∞∑
l=1

(
|Gk+l(0)| · ∥Gk+l+1∥+ |Gk+l−1(0)| · ∥Fk+l−1∥

)
· sup
ℓ⩾1

∞∑
t=0

rt+ℓ|Fk+ℓ+t(0)−Gk+ℓ+t(0)|

⩽
4(T + 1)

T 2

∞∑
s=1

rs|Fk+s(0)−Gk+s(0)|. (6.22)

Обозначим C(T ) = 4(T+1)
T 2 + 1

T
= 5T+4

T 2 . Подстановка неравенств (6.21) и (6.22) в формулу
(6.20) дает

(1− C(T ))
∞∑
s=0

rs|Fk+s(0)−Gk+s(0)| ⩽ ∥(Fk −Gk)− zGk(0)Gk+1(Fk −Gk)∥

⩽ (1 + C(T ))
∞∑
s=0

rs|Fk+s(0)−Gk+s(0)|. (6.23)
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По лемме 6.6 имеем ∥Gk(0)Gk+1∥ ⩽ ∥Gk∥ · ∥Gk+1∥ ⩽ 1/T , поэтому

T − 1

T
∥Fk −Gk∥ ⩽ ∥(Fk −Gk)− zGk(0)Gk+1(Fk −Gk)∥ ⩽

T + 1

T
∥Fk −Gk∥. (6.24)

Следовательно, при T > 1 из неравенств (6.23) и (6.24) получаем

T (1− C(T ))

T + 1

∞∑
l=0

rl|Fk+l(0)−Gk+l(0)| ⩽ ∥Fk −Gk∥W 1(rT),

T (1 + C(T ))

T − 1

∞∑
l=0

rl|Fk+l(0)−Gk+l(0)| ⩾ ∥Fk −Gk∥W 1(rT).

Остается проверить, что при T = 12 выполняются неравенства

1

2
⩽
T (1− C(T ))

T + 1
,

T (1 + C(T ))

T − 1
⩽ 2,

где C(T ) = 5T+4
T 2 . Это действительно так.

Для завершения доказательства необходимо избавиться от предположения Fn+1 =

Gn+1 = 0. Для этого возьмем произвольные функции Шура F,G ∈ Sz(T), зафиксируем
n ∈ Z+ и рассмотрим функции F (n), G(n) ∈ Sz(T), для которых выполнено

F
(n)
k (0) =

Fk(0), k ⩽ n,

0, k > n,
G

(n)
k (0) =

Gk(0), k ⩽ n,

0, k > n.

Из определения (6.4) функционала η следует, что η(F (n)) ⩾ η(F ) и η(G(n)) ⩾ η(G), поэтому
предыдущая часть доказательства применима к F (n) и G(n). Имеем

1

2
∥F (n) −G(n)∥W 1(rT) ⩽ ρB1(rT)(F

(n), G(n)) ⩽ 2∥F (n) −G(n)∥W 1(rT).

При стремлении n к бесконечности выполнено

ρB1(rT)(F
(n), G(n)) → ρB1(rT)(F,G), ∥F (n) −G(n)∥W 1(rT) → ∥F −G∥W 1(rT).

Действительно, первая сходимость непосредственно следует из определения (6.7) метрики
ρB1(rT); вторая сходимость выполняется, поскольку F̂ (k) = F̂ (n)(k), Ĝ(k) = Ĝ(n)(k) для всех
n ⩾ k, см. теорему 1.5.5 в [62]. Доказательство завершено.
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6.5.2. Доказательство теоремы 6.3

Напомним определения функций Gn,t и Pn,t из (6.9):

Pn,t =
∑
|k|⩽n

ikJk(2t)z
k, Gn,t = (1− δn,t)z

nPn,t, δn,t =
tnet

n!
, t > 0.

Не умаляя общности, будем предполагать, что t > 0. Нам пригодится стандартная оценка

|Jν(2t)| ⩽ |t|ν/Γ(|ν|+ 1) (6.25)

для функций Бесселя, см., например, стр. 91 в [15].

Лемма 6.9. Пусть z ∈ T и n > t > 0 таковы, что δn,t < 1 для δn,t =
tnet

n!
из (6.9). Тогда

|Gn,t(z)| < 1 при всех z ∈ D. В частности, для любого q0 ∈ ℓ2(Z,D) с носителем на Z+,
имеем Gn,tfq0 ∈ S∗(D), и конструкция, описанная в разделе 6.3, является корректной.

Доказательство. Имеем∣∣∣Pn,t(z)− eit(z+1/z)
∣∣∣ = ∣∣∣ ∑

|k|>n

ikJk(2t)z
k
∣∣∣ ⩽ 2

∑
k>n

r−k|Jk(2t)|, |z| = r.

Применяя оценку (6.25) для функций Бесселя, для z ∈ rT получаем

∣∣Pn,t(z)− eit(z+1/z)
∣∣ ⩽ 2

∑
k>n

r−ktk

k!
⩽

2tnr−net/r

(n+ 1)!
⩽
tnr−net/r

n!
, (6.26)

|Pn,t(z)| ⩽
∣∣eit(z+1/z)

∣∣+ tnr−net/r

n!
. (6.27)

В частности, для z ∈ T это даёт |Pn,t(z)| ⩽ 1 + δn,t. Таким образом, имеем 1− δn,t по предпо-
ложению и

|Gn,t(z)| = (1− δn,t)|Pn,t(z)| ⩽ 1− δ2n,t < 1, z ∈ T.

Доказательство леммы завершено.

Лемма 6.10. Пусть n, t удовлетворяют условиям леммы 6.9. Тогда для всех r ⩽ 1 выпол-
нено неравенство

∥Gn+1,t − zGn,t∥W 1(rT) ⩽ Sn(t, r), Sn(t, r) = 6δn,te
t/r.

Доказательство. Из определения (6.9) знаем

Gn+1,t − zGn,t = (1− δn+1,t)z
n+1Pn+1,t − (1− δn,t)z

n+1Pn,t

= zn+1(Pn+1,t − Pn,t)− δn+1,tz
n+1Pn+1,t + δn,tz

n+1Pn,t.
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Оценим нормы каждого слагаемого в пространстве W 1(rT). Выполняется

Pn,t =
∑
|k|⩽n

ikJk(2t)z
k, Pn+1,t =

∑
|k|⩽n+1

ikJk(2t)z
k,

∥znPn,t∥W 1(rT) =
∑
|k|⩽n

rn+k|Jk(2t)|.

Применив оценку (6.25), получим

∥znPn,t∥W 1(rT) ⩽
∑
k⩾0

rn+k tk

Γ(|k|)
⩽ rn(et/r + etr) ⩽ 2rnet/r.

Аналогично для Pn+1,t устанавливаем

∥zn+1Pn,t∥W 1(rT) ⩽ 2rn+1et/r.

Кроме того, поскольку Pn,t и Pn+1,t это многочлены Лорана одной и той же функции, имеем

∥zn+1(Pn+1,t − Pn,t)∥W 1(rT) = ∥i−(n+1)Jn+1(2t) + in+1Jn+1(2t)z
2(n+1)∥W 1(rT)

⩽ 2|Jn+1(2t)| ⩽
2tn+1

Γ(n+ 2)
⩽ 2δn,t.

Собирая все вместе, находим

∥Gn+1,t − zGn,t∥W 1(rT) ⩽ 4δn,tr
n+1et/r + 2δn,t ⩽ 6δn,te

t/r,

что и требовалось доказать.

Лемма 6.11. Для любых n > 0, t > 0, r ∈ (0, 1) имеем
∑

k⩾n Sk(t, r)r
−k ⩽ 6δn,te

2t/r · r−n.

Доказательство. Для n > t > 0 выполнено δn+1,t = δn,t
t

n+1
, поэтому

∑
k⩾n

Sk(t, r)r
−k ⩽ 6δn,te

t/rr−n

(
1 +

t/r

n+ 1
+

(t/r)2

(n+ 1)(n+ 2)
+ . . .

)
⩽ 6δn,te

t/rr−net/r = 6δn,te
2t/r · r−n.

Заявленная оценка получена.

Доказательство теоремы 6.3. Покажем, что {q̃n(t, j)}n⩾0 является последовательностью Ко-
ши для каждого j ∈ Z. Возьмём два положительных целых числа n2 > n1 ⩾ −j, зафиксируем
r ∈ (0, 1) и рассмотрим разность

|q̃n2(t, j)− q̃n1(t, j)| = |Fn2,n2+j(0)− Fn1,n1+j(0)| ⩽
n2−1∑
k=n1

|Fk+1,k+1+j(0)− Fk,k+j(0)|. (6.28)
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Из леммы 6.9 знаем, что Gn,t является функцией Шура, поэтому на T имеет место неравен-
ство |Gk,tfq0| ⩽ |fq0|. Тогда по теореме Сегё (6.3) для каждого k ⩾ 0 следует

min(η(Gk+1,tfq0), η(zGk,tfq0)) ⩾ η(fq0) = η > e−1/12.

Оценка из следствия 6.2 для функций Fk+1 и zFk и числа n = k + j + 1 дает

|Fk+1,k+1+j(0)− Fk,k+j(0)| = |(Fk+1)k+j+1(0)− (zFk)k+j+1(0)| ⩽ 2r−k−j−1∥Fk+1 − zFk∥W 1(rT).

По определению выполнено Fk = Gk,tfq0 и Fk+1 = Gk+1,tfq0 . Вместе со свойством субмульти-
пликативности (6.6) это влечет

∥Fk+1 − zFk∥W 1(rT) = ∥(Gk+1,t − zGk,t)fq0∥W 1(rT) ⩽ ∥Gk+1,t − zGk,t∥W 1(rT)∥fq0∥W 1(rT).

Оценим первый множитель по лемме 6.10, а второй – с помощью оценки (6.16). Имеем

|Fk+1,k+1+j(0)− Fk,k+j(0)| ⩽ 2r−k−j−1Sk(t, r)

√
log η(fq0)

−1

1− r2
= 2r−k−j−1Sk(t, r)

√
log η−1

1− r2
.

Подставим это в равенство (6.28) и применим оценку для суммы Sk(t, r) из леммы 6.11:

|q̃n2(t, j)− q̃n1(t, j)| ⩽ 2r−j−1C(η) ·
∞∑

k=n1

Sk(t, r)r
−k ⩽ 12C(η)δn1,te

2t/r · r−n1−j−1,

где C(η) =
√

log η−1

1−r2
. Известно, что log η−1 = (1 − r)/12, поэтому C(η) =

√
1

12(1+r)
⩽ 1

3
. На-

помним, что δn1,t =
ettn1

n1!
убывает очень быстро при n1 → ∞, таким образом, {q̃n(t, j)}n⩾−j

является последовательностью Коши для каждого j ∈ Z. Обозначим её предел через q̃(t, ·).
Полагая n1 = n и переходя к пределу при n2 → +∞, получаем

|q̃(t, j)− q̃n(t, j)| ⩽ 4δn,te
2t/r · r−n−j−1 = 4

tnet

n!
e2t/r · r−n−j−1 ⩽

4tne3t/r

n!
r−n−j−1,

что в точности совпадает с заявленной в теореме оценкой. Осталось показать, что q̃(t, j) =
q(t, j), то есть q̃ является решением уравнения Абловица-Ладика (6.1) с начальными дан-
ными q0. По утверждениям (6), (7) теоремы 6.5 достаточно проверить, что rq̃ = rq или,
эквивалентно, rq̃ = eit(z+1/z)rq0 .

При всех n ⩾ 0 последовательность q̃n(t, · − n) сосредоточена на Z+, и выполнено
q̃n(t, j − n) = Fn,j(0) для j ∈ Z+. Обозначим коэффициенты в (6.11) для q0 и q̃n(t, · − n)

соответственно как a, b и an,0, bn,0. Имеем rq̃n(t,·−n) = bn,0/an,0 и Fn,0 = fq̃n(t,·−n) = bn,0/an,0 по
теореме 6.4. Из неравенства (6.26) мы знаем, что Pn,t = z−nGn,t сходятся к мультипликатору
eit(z+1/z) при n→ ∞, поэтому равномерно на T имеет место сходимость

z−nbn,0/an,0 = z−nFn,0 = z−nGn,tfq0 → eit(z+1/z)fq0 = eit(z+1/z)b̄/a.
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Напомним, что функции a, an,0 являются внешними, имеют положительные значения в точке
z = 0 и удовлетворяют |a|2 − |b|2 = 1, |an,0|2 − |bn,0|2 = 1 на T. Сходимость z−nbn,0/an,0 →
eit(z+1/z)b̄/a тогда означает |an,0|2 → |a|2, log |an,0|2 → log |a|2 равномерно на T, следовательно,
an,0 → a по мере Лебега на T по свойствам внешних функций (точнее, по слабой непре-
рывности преобразования Гильберта, см. обсуждение рядом с формулой 6.30 в [13]). Отсюда
следует, что znbn,0 → eit(z+1/z)b по мере Лебега на T. Таким образом, имеем

rq̃n(t,·) = znrq̃n(t,·−n) = znbn,0/an,0 → eit(z+1/z)b/a = eit(z+1/z)rq(t,·) (6.29)

по мере Лебега на T, где первое равенство в (6.29) — это утверждение (3) теоремы 6.5. С
другой стороны, при n→ +∞ величины∫

T
log(1− |rq̃n(t,·)|2) dm =

∫
T
log(|an,0|−2) dm = log |an,0(0)|−2

стремятся к

log |a(0)|−2 =

∫
T
log(1− |rq|2) dm =

∫
T
log(1− |eit(z+1/z)rq|2) dm.

Далее, rq̃n(t,·) → eit(z+1/z)rq в метрическом пространстве X, см. предложение 6.10 в [13]. Вели-
чины ess supT(|rq̃n(t,·)|2) = 1−ess supT |an,0|−2 равномерно отделены от 1, так как an,0 равномер-
но сходятся на T к ограниченной функции a. Тогда непрерывность обратного нелинейного
преобразования Фурье, см. утверждение (6) в теореме 6.5, даёт нам сходимость q̃n(t, ·) к
F−1

sc (eit(z+1/z)rq) в подпространстве G(δ), δ ∈ (0, 1), метрического пространства ℓ2(Z,D). По-
скольку последовательность q̃n(t, ·) поэлементно сходится к q̃(t, ·) при n → +∞, получаем
q̃(t, ·) = F−1

sc (eit(z+1/z)rq) на Z. Тогда rq̃(t,·) = Fsc(q̃(t, ·)) = eit(z+1/z)rq почти всюду на T. Дока-
зательство теоремы завершено.



128

Заключение

Сформулируем основные результаты диссертационной работы:

1. Для операторов Дирака, спектральная мера которых лежит в классе Сегё на прямой,
доказана ограниченность в среднем обобщенных собственных функций для почти всех
спектральных параметров. Для соответствующих систем Крейна доказана сходимость
решений в среднем по модулю.

2. Установлены неравенства, связывающие убывание энтропии оператора Дирака со ско-
ростью осциллирования потенциала оператора.

3. Введены классы сверхэкспоненциально быстро осциллирующих потенциалов. Описаны
обратные функции Сегё, соответствующие потенциалам из этих классов. Установлено,
в каких классах резонансы однозначно задают оператор Дирака.

4. Получены оценки устойчивости алгоритма Шура в круге. С помощью этих оценок по-
строен алгоритм, позволяющий вычислять решение уравнения Абловица-Ладика с лю-
бой наперед заданной точностью.
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