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Введение

Актуальность и степень разработанности темы исследования. Данная работа по-
священа изучению внутренних объемов выпуклых компактов с использованием вероятностного
подхода, а также их обобщений и аналогов.

Пусть K ⊂ Rd – непустое выпуклое компактное множество, dimK – размерность K (то
есть размерность наименьшего аффинного подпространства, содержащего K). Важнейшими
геометрическими характеристиками K являются его внутренние объемы V0(K), . . . , Vd(K), ко-
торые определяются как коэффициенты в формуле Штейнера (см., например, [61, соотноше-
ние 14.5]):

Vold(K + λBd) =
d∑

k=0

κd−kVk(K)λd−k, λ ⩾ 0, (0.1)

где через Vold(·) обозначен объем (d-мерная мера Лебега), Bk – это k-мерный единичный шар и
κk := Volk(Bk) = πk/2/Γ(k

2
+ 1) – это объем Bk (κ0 := 1). Другими словами, объем окрестности

представляется многочленом, коэффициенты которого зависят от множества K.

Формула Штейнера впервые возникла в трудах Штейнера [65]. Он вывел её для выпуклых
многогранников в пространствах R2 и R3. Сегодня эта формула представляет собой частный
случай более общей теоремы Минковского для смешанных объемов (см. раздел 1.1.2 главы 1).

Известен эквивалентный способ определения внутренних объемов с помощью формулы
Куботы [61, раздел 6.2] через средний объем проекции множества:

Vk(K) =

(
d

k

)
κd

κkκd−k

E Volk(ΠWk
(K)), (0.2)

где Wk обозначает k-мерное случайное линейное подпространство в Rd, распределенное по мере
Хаара на грассманиане всех таких подпространств, и ΠWk

(K) – это ортогональная проекция K
на Wk.

При всех dimK < k ⩽ d выполнено Vk(K) = 0, и при k > d можем положить Vk(K) = 0.

Внутренние объемы играют важную роль в выпуклой геометрии (см., например, [60]). В
частности, можно показать [61, раздел 6.2], что Vd(·) – это d-мерный объем, Vd−1(·) – половина
площади поверхности для d-мерных выпуклых компактов, V1(·) – средняя ширина, с точностью
до постоянного множителя, и V0(·) ≡ 1.
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Пусть Kd обозначает семейство всех непустых выпуклых компактов в Rd с метрикой Хау-
сдорфа dH . В работе [37] Хадвигер доказал следующий фундаментальный результат: для любой
непрерывной, инвариантной относительно сдвигов и вращений функции φ на Kd такой, что

φ(K ∪ L) = φ(K) + φ(L)− φ(K ∩ L), когда K,L,K ∪ L ∈ Kd,

существуют константы c0, . . . , cd ∈ R, для которых

φ(K) =
d∑

k=0

ckVk(K), K ∈ Kd.

Здесь мы доопределяем φ(∅) = 0, Vk(∅) = 0, k = 0, 1, . . . , d, чтобы были корректно заданы
φ(K ∩ L), Vk(K ∩ L), K, L ∈ Kd.

Теорема Хадвигера демонстрирует значимость понятия внутренних объемов и является ос-
новным инструментом для доказательства многих результатов в стохастической геометрии [44].

Вместе с тем из-за удобного подбора нормировки в формуле (0.1) внутренние объемы
обладают еще одним примечательным свойством: они не зависят от размерности объемлющего
пространства. Это означает, что при вложенииK в RN при N ⩾ d, внутренние объемы останутся
такими же. Данное наблюдение объясняет термин “intrinsic volumes”, предложенный МакМал-
леном [51] и впоследствии переведенный на русский язык как “внутренние объемы”. Судаков [11]
и Шеве [23], используя последнее свойство, смогли обобщить понятие внутреннего объема на
случай бесконечномерного K следующим образом.

Пусть H – бесконечномерное сепарабельное гильбертово пространство. Тогда для произ-
вольного непустого выпуклого множества K ⊂ H определим Vk(K), k = 0, 1, . . . , формулой

Vk(K) = sup
K′⊂K

Vk(K
′) ∈ [0,∞], (0.3)

где супремум берется по всем конечномерным выпуклым компактным подмножествам K ′ в K.
Существует совсем немного результатов о внутренних объемах бесконечномерных мно-

жеств. Среди них для нас особый интерес будут представлять результаты Судакова [11] и Ци-
рельсона [14] о неожиданной и глубокой связи между внутренними объемами выпуклых компак-
тов и гауссовскими процессами. Идеи Судакова и Цирельсона получили дальнейшее развитие и
применение в работах [34; 43; 66] и др.

В первой части настоящей работы мы сконцентрируемся на бесконечномерных выпуклых
множествах. Будет представлено обобщение теоремы Цирельсона на случай смешанных объемов
(см. главу 1), а также будут получены версия теоремы Цирельсона для конических аналогов
внутренних объемов и бесконечномерная коническая формула Штейнера (см. главу 2). Вме-
сте с тем будет исследована производящая функция последовательности внутренних объемов
бесконечномерного компакта (см. главу 3).
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Во второй части диссертации основным объектом изучения является выпуклый решетча-
тый многогранник P ⊂ Rd, определяемый как выпуклая оболочка конечного множества точек
целочисленной решетки Zd. Для таких многогранников мы введем и исследуем дискретные ана-
логи внутренних объемов, которые аппроксимируют Vk(nP ) при больших n. Также мы рассмот-
рим понятие валюации Грассмана – функции, интересным образом обобщающей дискретный
объем (см. главу 4).

Ввиду некоторого разнообразия рассматриваемых вопросов, каждая из глав также имеет
свое собственное подробное введение, дублировать которое в данном разделе смысла нет.

Цели и задачи диссертационной работы. Целью работы является исследование внут-
ренних и смешанных объемов выпуклых компактов, их конических аналогов, а также их связи
с гауссовскими процессами.

Были решены следующие задачи:

1. Изучение свойств смешанных объемов бесконечномерных компактов и обобщение теоремы
Цирельсона на случай смешанных объемов.

2. Исследование аналогов внутренних объемов для выпуклых конусов, а также получение
конической версии теоремы Цирельсона и бесконечномерной конической формулы Штей-
нера.

3. Анализ производящей функции последовательности внутренних объемов бесконечномер-
ного компакта и их концентрации.

4. Введение и изучение дискретных аналогов внутренних объемов и обобщений дискретного
объема для решетчатых многогранников.

Основные положения, выносимые на защиту, и краткое содержание работы.

1. Представлено обобщение теоремы Цирельсона на случай смешанных объемов. Получен-
ная формула верна как для конечномерных, так и для бесконечномерных выпуклых ком-
пактов с конечным первым внутренним объемом. Последнее условие предполагается и в
оригинальной теореме Цирельсона, оно эквивалентно так называемому GB-свойству (от
англ. Gaussian Bounded) выпуклого множества, которое заключается в ограниченности
почти наверное траекторий гауссовского изонормального процесса на рассматриваемом
множестве. С помощью полученного результата вычислен смешанный объем замкнутых
выпуклых оболочек двух ортогональных спиралей Винера, тесно связанных с винеров-
ским процессом. Аналогичный результат установлен для смешанного объема замкнутых
выпуклых оболочек двух ортогональных спиралей броуновского моста. Кроме того, до-
казано обобщение известного неравенства Александрова–Фенхеля на бесконечномерные
выпуклые компакты. Этим результатам посвящена глава 1.



8

2. Доказана коническая версия теоремы Цирельсона для так называемых углов Грассма-
на бесконечномерных выпуклых конусов. Конечномерный вариант был получен Ф. Гётце,
З. Каблучко и Д. Н. Запорожцем [34]. В бесконечномерном случае требуется предполагать
GBσ-свойство конуса (по аналогии с оригинальной теоремой Цирельсона), то есть конус
должен иметь представление в виде не более чем счетного объединения GB-множеств. Для
конусов в d-мерном пространстве k-й угол Грассмана определяется как вероятность (мера
Хаара) нетривиального пересечения конуса со случайным линейным (d− k)-мерным под-
пространством. Данный объект, впервые описанный Грюнбаумом [36], обобщает известное
понятие телесного угла конуса. Свойство независимости углов Грассмана от размерности
d объемлющего пространства Rd (как и в ситуации с внутренними объемами) позволило
рассмотреть их обобщение на бесконечномерные конусы. Углы Грассмана представляют
собой важные характеристики выпуклого конуса, обладают похожими свойствами с внут-
ренними объемами и поэтому называются их коническими аналогами. Также получено
обобщение на бесконечномерные множества результата Гётце, Каблучко и Запорожца о
связи углов Грассмана конической оболочки множества с вероятностью поглощения нуля
выпуклой оболочкой его гауссовского образа (спектра). Помимо этого, доказана бесконеч-
номерная коническая версия формулы Штейнера, где вместо многочлена возникает ряд с
коэффициентами, равными коническим внутренним объемам конуса. Полученный резуль-
тат, как и теорема Цирельсона, имеет гауссовскую природу и формулируется в терминах
изонормального процесса. Преимущество гауссовской версии перед обычной в том, что
гауссовскую меру можно рассмотреть на бесконечномерном пространстве, в то время как
равномерную – нельзя. Эти результаты изложены в главе 2.

3. В главе 3 исследована производящая функция последовательности внутренних объемов
бесконечномерного выпуклого компакта. Ее можно рассматривать как целую функцию
и применять к ней методы комплексного анализа. Сильная логарифмическая вогнутость
последовательности внутренних объемов позволила изучить основные свойства данной це-
лой функции: найдены оценки на порядок и тип, рассмотрены примеры. Также в главе 3
получен результат о концентрации последовательности внутренних объемов.

4. В главе 4 найдены дискретные аналоги внутренних объемов. В частности, показано, что
они аппроксимируют соответствующие внутренние объемы nP при больших натуральных
n для решетчатых многогранников P . Также обнаружено одно обобщение, позволяющее
связать два классических подхода к определению дискретного объема: через подсчет ко-
личества точек решетки в многограннике и посредством суммирования телесных углов
касательных конусов к многограннику в этих точках. Таким обобщением служит сум-
ма по целочисленным точкам введенных в работе модифицированных углов Грассмана
многогранника. Изучены свойства этого обобщения и показано, что модифицированное
определение грассмановых углов связано с исходным. Причем именно новое понятие, в от-
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личие от оригинального, обеспечивает аддитивность обобщающей функции на множестве
выпуклых решетчатых многогранников. Кроме того, предложенное определение само по
себе удобнее во многих случаях, что также отражено в главе 4.

Методы. В настоящей диссертации используются разнообразные методы выпуклой гео-
метрии, теории вероятностей и математического анализа.

Научная новизна. Основные результаты работы, выносимые на защиту, являются но-
выми.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты диссертации носят теоре-
тический характер и могут быть использованы в различных областях теории вероятностей,
выпуклой геометрии и функционального анализа.

Степень достоверности, публикации и апробация результатов. Все полученные
в этой диссертационной работе результаты являются математически достоверными фактами.
Материалы диссертации опубликованы в статьях [2—5] в рецензируемых журналах, которые
входят в список рекомендованных ВАК.

Основные результаты по теме диссертации докладывались на Санкт-Петербургском Го-
родском семинаре по теории вероятностей и математической статистике под руководством ака-
демика РАН И. А. Ибрагимова (Санкт-Петербург, октябрь 2021 г., ноябрь 2022 г., ноябрь 2023 г.),
на семинаре «Stochastic Analysis and Applications» (Москва, ноябрь 2023 г.), на семинаре «Опти-
мальное управление и динамические системы» (Москва, декабрь 2024 г.), а также на следующих
конференциях:

• Conference «New Trends in Mathematical Stochastics» (Санкт-Петербург, 2021);

• Санкт-Петербургские зимние молодежные конференции по теории вероятностей и мате-
матической физике (Санкт-Петербург, 2021, 2022);

• Вторая конференция Математических центров России (Москва, 2022);

• Международная научная конференция «Предельные теоремы теории вероятностей и ма-
тематической статистики» (Ташкент, 2022);

• Школа-конференция по теории точечных процессов (Суздаль, 2022);

• China-Russia Symposium on Probability (Пекин, 2023);

• Третья конференция Математических центров России (Майкоп, 2023);

• Международная научная студенческая конференция (Новосибирск, 2023);

• Четвертая конференция Математических центров России (Санкт-Петербург, 2024);
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• Мини-конференция памяти В. Н. Судакова, посвященная 90-летию со дня его рождения
(Санкт-Петербург, 2024);

• Пятая конференция Математических центров России (Красноярск, 2025);

• Дни анализа в Сириусе: аппроксимация, оптимизация, восстановление данных и смежные
вопросы (Сириус, 2025);

• Stochastic & Integral Geometry and Related Fields conference (Ереван, 2025).

Личный вклад. Результаты работ [2—4] получены соискателем единолично. Статья [5]
выполнена в соавторстве с Д. Н. Запорожцем, который осуществлял общее руководство работой.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 4 глав, заклю-
чения и библиографии. Общий объем диссертации составляет 112 страниц текста, включая 1
рисунок. Библиография включает 68 наименований.

Благодарности. Автор выражает благодарность своему научному руководителю, Запо-
рожцу Дмитрию Николаевичу, за ценные советы, постоянную поддержку и помощь на всех
этапах работы над диссертацией.
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Глава 1. Смешанные объемы
бесконечномерных выпуклых компактов

1.1. Введение

1.1.1. Теоремы Судакова и Цирельсона: гауссовское представление внутренних
объемов

Оказалось, что, помимо вышеприведенных во введении определений, у внутренних объе-
мов существует гауссовское представление, которое позволяет изучать их с вероятностной точки
зрения. В этом разделе мы сформулируем хорошо известные результаты Судакова и Цирельсона
о неожиданной и глубокой связи между внутренними объемами некоторых выпуклых компактов
и гауссовскими процессами.

Будем называть центрированный гауссовский случайный процесс (ξ(h))h∈H , параметриче-
ским множеством которого является сепарабельное гильбертово пространство H, изонормаль-
ным, если его ковариационная функция имеет вид

cov(ξ(h), ξ(g)) = ⟨h, g⟩, (1.1)

где через ⟨·, ·⟩ обозначено скалярное произведение на H.
В своей работе [11, предложение 14] Судаков обнаружил связь между первым внутренним

объемом и супремумом изонормального процесса.

Теорема 1.1.1 (Судаков). Для выпуклого компакта K ⊂ H

V1(K) =
√
2πE sup

h∈K
ξ(h). (1.2)

Позже Цирельсон [14, теорема 6] обобщил теорему 1.1.1. Пусть {ξi(h) : h ∈ H}, i = 1, . . . , k,
обозначают k независимых копий изонормального процесса. Тогда k-мерный спектр выпуклого
компактного множества K ⊂ H определяется как случайное множество вида

SpeckK := {(ξ1(h), . . . , ξk(h)) : h ∈ K} ⊂ Rk.
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Для формулировки результата Цирельсона нам потребуется понятие GB-множества. Подмно-
жество K сепарабельного гильбертова пространства H называется GB-множеством, если су-
ществует модификация изонормального процесса с параметрическим множеством K, имеющая
ограниченные почти наверное реализации (см. подробные определения и свойства в разделе 1.3).
Известно [11, теорема 1], что свойство выпуклого K быть GB-множеством равносильно тому,
что V1(K) <∞. В последнем случае Vk(K) <∞ для всех k = 0, 1, . . . (см., главу 3 и [23]).

Теорема 1.1.2 (Цирельсон). Для выпуклого компактного GB-множества K ⊂ H и всех
k = 0, 1, . . . ,

Vk(K) =
(2π)k/2

k!κk
EVolk(SpeckK). (1.3)

Замечание 1.1.1. В случае, когдаK является подмножеством d-мерного линейного пространства
H ′ ⊂ H, отождествляя H ′ и Rd, при k ⩽ d мы можем переписать последнюю формулу в виде

Vk(K) =
(2π)k/2

k!κk
EVolk(AK),

где A – стандартная гауссовская матрица размера k × d (то есть элементы A – независимые
стандартные гауссовские случайные величины), SpeckK = AK := {Ax : x ∈ K} ⊂ Rk.

Заметим, что в Rd для всех непустых выпуклых компактов V1(K) <∞, поэтому в конечно-
мерном случае нет необходимости предполагать GB-свойство, так как оно заведомо выполнено.

Замечание 1.1.2. GB-свойство компакта K в общем случае гарантирует ограниченность и вы-
пуклость почти наверное множества SpeckK (см., например, [6, предложение 14]).

Замечание 1.1.3. Строго говоря, в теореме 1.1.1 нам требуется наличие сепарабельной моди-
фикации у процесса ξ, а в теореме 1.1.2 – так называемой естественной модификации у ξi

(подробнее см. в пунктах 1.3.3, 1.3.4). Мы покажем, что в условиях теорем 1.1.1, 1.1.2 соответ-
ствующие модификации действительно существуют (см. утверждение 1.3.1).

Замечание 1.1.4. Понятно, что Volk в правой части (1.3) можно заменить на Vk:

Vk(K) =
(2π)k/2

k!κk
EVolk(SpeckK) =

(2π)k/2

k!κk
EVk(SpeckK).

Для n = 0, 1, . . ., нетрудно видеть, что

ΠWk
(SpecnK)

d
= SpeckK, (1.4)

где k ⩽ n, d
= обозначает равенство по распределению и ΠWk

(SpecnK) – это ортогональная про-
екция SpecnK на случайное k-мерное линейное подпространство Wk, выбранное по мере Хаара
на грассманиане всех таких подпространств в Rn (во избежание нагромождения обозначений,
мы не вводим нового символа для k-мерных подпространств в Rn, ср. (0.2)). Тогда из (1.3),
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формулы Куботы (0.2) и (1.4) можно вывести следующее равенство, обобщающее (1.3):

Vk(K) =
(2π)k/2 (n− k)! κn−k

n! κn
EVk(SpecnK).

Также в [14, теорема 5] Цирельсон представил бесконечномерную вероятностную версию
формулы Штейнера в терминах изонормального процесса.

Теорема 1.1.3 (Цирельсон). Для выпуклого компактного GB-множества K ⊂ H

E exp

(
sup
h∈K

[
λξ(h)− λ2

2
Dξ(h)

])
=

∞∑
k=0

(
λ√
2π

)k

Vk(K), λ ⩾ 0.

Замечание 1.1.5. В случае конечномерного множества K последнее выражение имеет еще одну
интерпретацию. Для выпуклого компакта K ⊂ Rd рассмотрим сумму

d∑
k=0

(
1√
2π

)k

Vk(K).

Несложно понять (см., например, [38], [66]), что

d∑
k=0

(
1√
2π

)k

Vk(K) =

∫
Rd

1

(2π)d/2
e−dist2(x,K)/2dx,

где dist(x,K) = inf{∥x − y∥ : y ∈ K} – расстояние между x ∈ Rd и K, ∥ · ∥ – евклидова норма.
Изонормальный процесс ξ(h) на множестве K ⊂ Rd представляется следующим образом:

ξ(h) = ⟨N, h⟩ =
d∑

i=1

Nihi.

Здесь N = (N1, . . . , Nd) – стандартный гауссовский вектор в Rd. Тем самым, при λ = 1 в теоре-
ме 1.1.3 имеем

E exp

(
sup
h∈K

[
⟨N, h⟩ − 1

2

d∑
i=1

h2i

])
=

d∑
k=0

(
1√
2π

)k

Vk(K) =

∫
Rd

1

(2π)d/2
e−dist2(x,K)/2dx.

Основная цель настоящей главы – получить обобщение теоремы 1.1.2 на случай смешан-
ных объемов, определенных в следующем разделе.

1.1.2. Смешанные объемы

Минковский в 1911 году доказал [54], что для произвольных непустых выпуклых компак-
тов K1, . . . , Ks ⊂ Rd функционал Vold(λ1K1+. . .+λsKs) при λ1, . . . , λs ⩾ 0 является однородным
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многочленом степени d с неотрицательными коэффициентами:

Vold(λ1K1 + . . .+ λsKs) =
s∑

i1=1

· · ·
s∑

id=1

λi1 . . . λidṼd(Ki1 , . . . , Kid). (1.5)

Коэффициенты Ṽd(Ki1 , . . . , Kid) являются однозначно определенными, если предположить, что
они симметричны относительно перестановок Ki1 , . . . , Kid . Коэффициент Ṽd(Ki1 , . . . , Kid) назы-
вается смешанным объемом Ki1 , . . . , Kid .

Несложно понять (см., например, [60, раздел 5.1]), что внутренние объемы являются част-
ными случаями смешанных, а именно верна формула

Vk(K) =

(
d
k

)
κd−k

Ṽd(K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸
k раз

,Bd, . . . ,Bd). (1.6)

Теория смешанных объемов находит широкое применение в выпуклой и алгебраической
геометрии [1, глава 4], неравенствах [60] и теории гауссовских распределений [42]. Некоторые
из свойств смешанных объемов приведены в разделе 1.3.5.

Наиболее общим и известным неравенством между смешанными объемами является нера-
венство Александрова–Фенхеля (см., например, [60, раздел 7.3]), независимо доказанное Алек-
сандровым и Фенхелем.

Теорема 1.1.4 (Александров, Фенхель). Пусть K1, K2, . . . , Kd – непустые выпуклые компакт-
ные множества в Rd. Тогда

Ṽ 2
d (K1, K2, . . . , Kd) ⩾ Ṽd(K1, K1, K3, . . . , Kd)Ṽd(K2, K2, K3, . . . , Kd). (1.7)

Замечание 1.1.6. Если K1 и K2 гомотетичны, то есть K2 = λK1+x для некоторых λ > 0 и x ∈ Rd

или хотя бы один из компактов K1, K2 является одноточечным множеством, то нетрудно пока-
зать, что в (1.7) достигается равенство (см. свойства 3, 4 смешанных объемов в разделе 1.3.5).
Однако полная классификация случаев равенства до сих пор неизвестна.

Неравенство Александрова–Фенхеля обобщает многие известные неравенства, такие как
неравенство Брунна–Минковского, неравенства Минковского, изопериметрические неравенства.
За более подробной информацией мы отсылаем читателя к книге Шнайдера [60].

Далее мы сформулируем основные результаты данной главы.



15

1.2. Основные результаты

1.2.1. Обобщение теоремы Цирельсона

Для того чтобы обобщить теорему 1.1.2 на случай смешанных объемов предварительно
зададим изонормальный гауссовский случайный процесс согласно Цирельсону [13].

Рассмотрим линейное топологическое пространство с центрированной гауссовой мерой
(E, γ) и его ядро E0 ⊂ E (определения и свойства см. в разделе 1.3). Поскольку ядро является
гильбертовым пространством, то на E0 задано скалярное произведение, которое мы будем обо-
значать через ⟨·, ·⟩E0 (оно однозначно определяется мерой γ). Для каждого θ ∈ E0 линейный
функционал ⟨θ, η⟩E0 непрерывен по η ∈ E0 и имеет единственное (с точностью до совпадения
почти всюду) продолжение до линейного измеримого по x ∈ E функционала (см. [9, параграф 9,
лемма 2] или [22, следствие 2.10.8]), которое мы обозначим через ⟨θ, x⟩; причем∫

E

⟨θ, x⟩2γ(dx) = ∥θ∥2 = ⟨θ, θ⟩. (1.8)

Тем самым, для всякого множества K ⊂ E0 определен изонормальный гауссовский случайный
процесс ⟨θ, x⟩, где θ ∈ K, x пробегает пространство E, наделенное гауссовой мерой γ.

Для формулировки и доказательства основного результата мы будем использовать ядро
E0 в качестве H и процесс ⟨θ, ·⟩ в качестве изонормального процесса.

Перепишем теорему 1.1.2 согласно обозначениям этого раздела для дальнейшего удобства.
Формула (1.3) для k = 0, 1, . . . , приобретает вид

Vk(K) =
(2π)k/2

k!κk

∫
E

∫
E

. . .

∫
E

Volk(Spec(x1, . . . , xk|K))γ(dx1) . . . γ(dxk).

Здесь K ⊂ E0 – выпуклый GB-компакт и

Spec(x1, . . . , xk|K) := {(⟨θ, x1⟩, . . . , ⟨θ, xk⟩) : θ ∈ K} ⊂ Rk

называется совместным спектром для x1, . . . , xk ∈ E на K.

Теперь введем понятие смешанного объема для бесконечномерных выпуклых множеств
аналогично (0.3). Пусть K1, . . . , Kk – непустые выпуклые подмножества бесконечномерного се-
парабельного гильбертова пространства H. Тогда смешанный объем V (K1, . . . , Kk) множеств
K1, . . . , Kk определяется как

V (K1, . . . , Kk) = sup
K′

i⊂Ki

(
d
k

)
κd−k

Ṽd(K
′
1, . . . , K

′
k,Bd, . . . ,Bd︸ ︷︷ ︸

d−k раз

), (1.9)

где супремум берется по всем d ⩾ k и всем конечномерным выпуклым компактным подмноже-
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ствам K ′
i ⊂ Ki, dimK ′

i ⩽ d, i = 1, . . . , k.

Замечание 1.2.1. Нормировка в формуле (1.9) подобрана так, чтобы дляKi таких, что dimKi ⩽ d,
правая часть (1.9) не зависела от d, как и в выражении для внутреннего объема через смешан-
ный (1.6). Поэтому определение V (K1, . . . , Kk) корректно.

Доказательство замечания 1.2.1 можно найти в разделе 1.4.1.

Замечание 1.2.2. Автору этой диссертации известен только один источник [1, глава 4, пара-
граф 9.9], где упоминается возможное обобщение понятия смешанного объема на случай беско-
нечномерных множеств. Однако приведенная там нормировка ошибочна, так как для конечно-
мерных множеств определение зависит от размерности d объемлющего пространства.

Все готово для формулировки основного результата данной главы.

Теорема 1.2.1. Пусть k ∈ N фиксировано. Для выпуклых GB-компактов Ki ⊂ E0, i = 1, . . . , k,
имеем

V (K1, . . . , Kk) =
(2π)k/2

k!κk
E Ṽk(SpeckK1, . . . , SpeckKk)

=
(2π)k/2

k!κk

∫
E

. . .

∫
E

Ṽk(Spec(x1, . . . , xk|K1), . . . , Spec(x1, . . . , xk|Kk))γ(dx1) . . . γ(dxk).

Замечание 1.2.3. GB-свойство множеств Ki обеспечивает ограниченность (и выпуклость) почти
наверное множеств Spec(x1, . . . , xk|Ki).

Замечание 1.2.4. Как упоминалось во введении к данной главе (см. замечание 1.1.1), в случае,
когда Ki ⊂ Rd, i = 1, . . . , k, имеем V1(Ki) < ∞. Следовательно, GB-свойство автоматически
выполняется и его не нужно предполагать.

Замечание 1.2.5. Любое сепарабельное гильбертово пространство H является ядром E0 неко-
торого пространства с гауссовой мерой (E, γ), см., например, [35], [62]. Поэтому теорема 1.2.1
верна для всех сепарабельных гильбертовых пространств.

Доказательство теоремы 1.2.1 приведено в разделе 1.4.2.

1.2.2. Примеры вычисления смешанных объемов бесконечномерных выпуклых
компактов

Дадим для начала определение введенной Колмогоровым спирали Винера, являющейся
важным объектом функционального анализа [7].

Множество функций

S := {1[0,t](·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 1]

называется спиралью Винера.
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Напомним, что выпуклой оболочкой множества F называется наименьшее выпуклое мно-
жество, содержащее F .

Гао и Витале [33] вычислили внутренние объемы замкнутой выпуклой оболочкиK спирали
Винера (известно, что K – компактное подмножество L2[0, 1]):

Vk(K) =
κk
k!

=
πk/2

Γ
(
k
2
+ 1
)
k!
. (1.10)

Вероятно, это был первый результат, который давал формулу для внутренних объемов нетри-
виального бесконечномерного выпуклого компакта в явном виде. В частности, из (1.10) следует,
что V1(K) <∞, поэтому K является GB-множеством (см. теорему 1.3.3 в пункте 1.3.4). Позже
аналогичные результаты появились и для других бесконечномерных выпуклых компактов [43].

Неудивительно, что спираль Винера тесно связана с классическим винеровским процессом.
Пусть {W (t) : t ⩾ 0} – стандартное броуновское движение. Рассмотрим двумерное стандартное
броуновское движение

{X(2)(t) = (W1(t),W2(t)) : t ⩾ 0},

где W1(t),W2(t) – независимые копии W (t). Глядя на определение спирали Винера и свой-
ство (1.1) изонормального процесса, мы видим, что Spec2K по распределению совпадает с вы-
пуклой оболочкой двумерного броуновского движения {X(2)(t) : t ∈ [0, 1]}.

Пусть в L2[0, 2] заданы две спирали Винера S1 и S2:

S1 = {1[0,t](·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 2], S2 = {1[1+t,2](·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 2].

Соответствующие им замкнутые выпуклые оболочки обозначим через K1 и K2. В нашей следу-
ющей теореме мы вычисляем V (K1, K2).

Теорема 1.2.2. Для замкнутых выпуклых оболочек K1 и K2 двух ортогональных спиралей
Винера имеем

V (K1, K2) = 2.

В доказательстве теоремы 1.2.2 используется теорема 1.2.1 (см. раздел 1.4.3).

Помимо спирали Винера, подобным образом можно рассмотреть спираль броуновского
моста

S̊ := {1[0,t](·)− t : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 1].

В работе [32] посчитаны внутренние объемы замкнутой выпуклой оболочки K̊ спирали броунов-
ского моста:

Vk(K̊) =
κk+1

2k!
=

π(k+1)/2

2Γ
(
k
2
+ 3

2

)
k!
.
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Множество K̊ является GB-компактом по тем же соображениям, что и K.
Название спирали броуновского моста также неслучайно. Несложно понять, что Spec2K̊

по распределению совпадает с выпуклой оболочкой двумерного броуновского моста

{X̊(2)(t) = (W1(t)− tW1(1),W2(t)− tW2(1)) : t ∈ [0, 1]}.

Рассмотрим в L2[0, 2] две спирали броуновского моста S̊1 и S̊2:

S̊1 = {(1[0,t](·)− t)1[0,1](·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 2],

S̊2 = {(1[1+t,2](·)− t)1[1,2](·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ L2[0, 2].

Пусть K̊1 и K̊2 – их замкнутые выпуклые оболочки. Справедлива следующая теорема.

Теорема 1.2.3. Для замкнутых выпуклых оболочек K̊1 и K̊2 двух ортогональных спиралей
броуновского моста имеем

V (K̊1, K̊2) =
π2

8
.

Теорема 1.2.3 доказывается аналогично теореме 1.2.2, см. раздел 1.4.4.

1.2.3. Неравенство Александрова–Фенхеля

В этом разделе представлено обобщение неравенства Александрова–Фенхеля на случай
смешанных объемов бесконечномерных выпуклых компактов.

Теорема 1.2.4. Пусть K1, K2, . . . , Kk – непустые выпуклые компакты в H. Тогда

V 2(K1, K2, . . . , Kk) ⩾ V (K1, K1, K3, . . . , Kk)V (K2, K2, K3, . . . , Kk). (1.11)

Доказательство теоремы 1.2.4 мы приводим в разделе 1.4.5.

Замечание 1.2.6. Как и в конечномерном случае (см. замечание 1.1.6), если K1 и K2 гомотетич-
ны, то в (1.11) достигается равенство.

Замечание 1.2.7. Рассмотрим выпуклые GB-компакты Ki, i = 1, . . . , k. Беря математическое
ожидание от обеих частей неравенства (1.11) для случайных множеств SpeckKi, i = 1, . . . , k, мы
получаем

E Ṽ 2
k (SpeckK1,SpeckK2, . . . , SpeckKk)

⩾ E (Ṽk(SpeckK1, SpeckK1, SpeckK3, . . . , SpeckKk) (1.12)

× Ṽk(SpeckK2, SpeckK2, SpeckK3, . . . , SpeckKk)).

С другой стороны, теорема 1.2.1 вместе с неравенством Александрова–Фенхеля дает нам еще
одну оценку для средних смешанных объемов. А именно, если мы применим теорему 1.2.1 к
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левой и правой частям (1.11), то получим

(E Ṽk(SpeckK1,SpeckK2, . . . , SpeckKk))
2

⩾ E Ṽk(SpeckK1, SpeckK1, SpeckK3, . . . , SpeckKk) (1.13)

× E Ṽk(SpeckK2, SpeckK2, SpeckK3, . . . , SpeckKk).

По неравенству Коши–Шварца левая часть (1.13) не превосходит левой части (1.12):

E Ṽ 2
k (SpeckK1, SpeckK2, . . . , SpeckKk) ⩾ (E Ṽk(SpeckK1, SpeckK2, . . . , SpeckKk))

2.

Тем не менее, правые части (1.12) и (1.13) в общем случае несравнимы.

Таким образом, по теореме 1.2.1 мы получаем еще одну оценку для средних смешанных
объемов, отличную от (1.12).

Закончим вводную часть данной главы описанием того, как она организована. В следу-
ющем разделе собраны необходимые нам понятия, определения и факты из теории случайных
процессов и выпуклой геометрии, которые дополняют сведения, представленные в двух пер-
вых разделах. В частности, в пункте 1.3.4 сформулировано и доказано вспомогательное к тео-
реме 1.2.1 утверждение 1.3.1 об одной из интерпретаций GB-свойства выпуклых компактов.
Разделы 1.4.1 и 1.4.2 содержат доказательства замечания 1.2.1 и теоремы 1.2.1 соответственно.
Наконец, доказательства теорем 1.2.2, 1.2.3, 1.2.4 представлены в разделах 1.4.3, 1.4.4, 1.4.5.

1.3. Предварительные сведения

1.3.1. Гауссовские векторы в линейных пространствах

Следуя [10, главы 1, 4] и [9, параграфы 8, 9], приведем определение и основные свойства
гауссовского вектора в линейном пространстве.

Пусть E – линейное топологическое пространство, E∗ – пространство линейных непрерыв-
ных функционалов на E. Случайный вектор X со значениями в E определяется как измеримое
отображение из некоторого вероятностного пространства (Ω,B,P) в E. Вместе с этим, предпо-
лагается, что соответствующая σ-алгебра пространства E является достаточно большой, чтобы
все линейные непрерывные функционалы на E были измеримы относительно нее.

Случайный вектор X ∈ E называется гауссовским, если f(X) – нормальная случайная
величина для всех f ∈ E∗.

Элемент a ∈ E будем называть математическим ожиданием X, если Ef(X) = f(a)

для всех f ∈ E∗. Линейный оператор C : E∗ → E называется ковариационным оператором
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вектора X, если для любых f1, f2 ∈ E∗

cov(f1(X), f2(X)) = f1(Cf2),

где через cov(·, ·) обозначена ковариация случайных величин. Ковариационный оператор C об-
ладает следующими свойствами:

1. f(Cg) = g(Cf) ∀f, g ∈ E∗ (симметричность);

2. f(Cf) ⩾ 0 ∀f ∈ E∗ (неотрицательная определенность).

Определение гауссовского вектора осмысленно, когда запас линейных непрерывных функ-
ционалов на E достаточно велик. Для этого будем всюду далее молчаливо предполагать, что E –
локально выпуклое линейное топологическое пространство, а распределение вектораX является
радоновой мерой. В таком случае у любого гауссовского вектора X существуют математическое
ожидание и ковариационный оператор [9, параграф 8], которые однозначно определяют рас-
пределение X. Поэтому аналогично конечномерному случаю будем обозначать через N(a, C) –
распределение гауссовского вектора X с математическим ожиданием a и ковариационным опе-
ратором C. При сделанных предположениях распределения всех гауссовских векторов имеют
вид N(a, C).

В дальнейшем нас будет интересовать случай, когда вектор X – центрированный, то
есть a = 0.

1.3.2. Измеримые линейные функционалы и ядро

Рассмотрим гауссовский вектор X со значениями в линейном пространстве E. Будем пред-
полагать, что a = 0. Обозначим через γ = N(0, C) распределение X в E.

По определению гауссовского вектора случайная величина f(X) имеет нормальное рас-
пределение, поэтому

Ef(X)2 =

∫
E

|f(x)|2γ(dx) <∞.

Тем самым, задано каноническое вложение I∗ пространства E∗ в гильбертово пространство
L2(E, γ). Замыкание образа I∗(E∗) в L2(E, γ) будем называть пространством измеримых ли-
нейных функционалов и обозначать E∗

γ . Скалярное произведение в E∗
γ наследуется из L2(E, γ):

⟨g1, g2⟩E∗
γ
=

∫
E

g1(x)g2(x)γ(dx) = Eg1(X)g2(X);

∥g∥2E∗
γ
= Eg(X)2.
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Далее будем рассматривать оператор I∗ как вложение I∗ : E∗ → E∗
γ . Определим сопря-

женный к I∗ оператор I : E∗
γ → E следующим соотношением:

f(Ig) = ⟨I∗f, g⟩E∗
γ
= Ef(X)g(X), ∀f ∈ E∗, g ∈ E∗

γ .

Известно [10, параграф 4.1], что при предполагаемых в разделе 1.3.1 условиях сопряженный опе-
ратор I существует, является линейным инъективным, и, более того, ковариационный оператор
C имеет факторизацию

C = II∗.

Наконец, ядро определяется как множество E0 := I(E∗
γ) ⊂ E, снабженное скалярным

произведением

⟨θ1, θ2⟩E0 := ⟨I−1θ1, I
−1θ2⟩E∗

γ
, θ1, θ2 ∈ E0,

и, следовательно, нормой

∥θ∥2 := ∥θ∥2E0
= ⟨θ, θ⟩E0 , θ ∈ E0.

Определение корректно, поскольку оператор I инъективен. Таким образом, ядро однозначно
определяется мерой γ и несет ключевую информацию о ней (см. [10]).

Отметим некоторые свойства ядра (см. [10, параграф 4.1]).

1. C(E∗) ⊂ E0 ⊂ E. Если ядро конечномерно, то в невырожденном случае эти три простран-
ства совпадают, иначе все они различны.

2. Если E0 бесконечномерно, то γ(E0) = 0.

3. E0 сепарабельно.

4. Шары {θ ∈ E0 : ∥θ∥ ⩽ R}, R > 0, компактны в E.

1.3.3. Сепарабельные и естественные модификации процессов

Пусть имеются вероятностное пространство (Ω,B,P) и метрическое пространство T . Слу-
чайный процесс ξ(t, ω), t ∈ T , ω ∈ Ω, называется сепарабельным, если существует не более чем
счетное множество S ⊂ T (сепаранта процесса) такое, что для любого открытого множества
U ⊂ T с вероятностью 1 верны равенства:

sup
t∈U

ξ(t) = sup
t∈U∩S

ξ(t), inf
t∈U

ξ(t) = inf
t∈U∩S

ξ(t).
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Напомним, что случайный процесс (η(t))t∈T является модификацией процесса (ξ(t))t∈T , ес-
ли эти процессы определены на одном и том же вероятностном пространстве и P [ξ(t) = η(t)] = 1

для любого t ∈ T . Реализацией процесса (ξ(t))t∈T называется функция t 7→ ξ(t, ω) при некотором
фиксированном ω ∈ Ω. Следующая теорема (см. [22, утверждение 2.6.5]) приводит достаточное
условие существования сепарабельной модификации центрированного гауссовского процесса.

Теорема 1.3.1. Рассмотрим центрированный гауссовский случайный процесс (ξ(t))t∈T на мно-
жестве T . Предположим, что T с полуметрикой d(t, s) =

√
E |ξ(t)− ξ(s)|2 сепарабельно. То-

гда существует сепарабельная модификация (η(t))t∈T процесса (ξ(t))t∈T .

Для доказательства теоремы 1.2.1 недостаточно наличия сепарабельной модификации у
процесса ⟨θ, x⟩. Нам потребуется так называемая естественная модификация, введенная Ци-
рельсоном [12].

Модификация (η(t))t∈T процесса (ξ(t))t∈T называется естественной, если существует мет-
рика ρ1 на T такая, что (T, ρ1) есть сепарабельное метрическое пространство и процесс (η(t))t∈T

имеет почти наверное непрерывные на (T, ρ1) реализации.
Ниже сформулирована теорема (см. [9, параграф 7] или [22, теорема 2.6.3, утвержде-

ние 2.6.4]), позволяющая проверять наличие естественной модификации в терминах осцилля-
ционной функции α.

Теорема 1.3.2. Пусть (T, ρ) – сепарабельное метрическое пространство и (ξ(t))t∈T – центри-
рованный сепарабельный гауссовский процесс с непрерывной ковариационной функцией

(t, s) 7→ E ξ(t)ξ(s).

Тогда существует неслучайная функция α : T → [0,∞] такая, что с вероятностью 1 для
всех t ∈ T

α(t) = lim
ε→0

sup{|ξ(u, ω)− ξ(v, ω)|, u, v ∈ B(t, ε)},

где B(t, ε) – открытый шар радиуса ε с центром в точке t.
Более того, если α(t) < ∞ для всех t ∈ T , то процесс (ξ(t))t∈T имеет естественную

модификацию.

1.3.4. GB-множества: эквивалентные определения и свойства

Как упоминалось во введении, GB-множеством называется подмножество K сепарабель-
ного гильбертова пространства H такое, что существует модификация изонормального процесса
с параметрическим множеством K, имеющая ограниченные почти наверное реализации.

В этом разделе мы приведем формулировки результатов Судакова [11, теорема 1] и Ци-
рельсона [12, теорема 3] об эквивалентных определениях GB-множества, а также докажем вспо-
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могательное утверждение 1.3.1 о связи GB-свойства множества и осцилляционной функции со-
ответствующего ему процесса.

Теорема 1.3.3 (Судаков). Пусть K ⊂ H — выпуклое подмножество гильбертова простран-
ства H. Следующие утверждения эквивалентны:

1. K – GB-множество;

2. V1(K) <∞.

Теорема 1.3.4 (Цирельсон). Пусть K ⊂ H — подмножество гильбертова пространства H.
Следующие утверждения эквивалентны:

1. изонормальный процесс на множестве K имеет естественную модификацию;

2. K – GBσ-множество (счетное объединение GB-множеств).

Утверждение 1.3.1. Пусть K ⊂ E0 – выпуклый GB-компакт. Тогда выполняется теоре-
ма 1.3.2 для T = K со стандартной метрикой, порожденной скалярным произведением, и
процесса ⟨θ, ·⟩ на K. Тем самым, у процесса ⟨θ, ·⟩ на K имеется естественная модификация.

Более того, верно и обратное. Пусть для выпуклого компакта K ⊂ E0 со стандартной
метрикой выполнены все условия теоремы 1.3.2. Тогда K – GB-множество, или, что то же
самое, V1(K) <∞.

Замечание 1.3.1. Отметим, что утверждение 1.3.1 можно вывести из теоремы 1.3.4. Тем не менее
для удобства читателя мы покажем альтернативное доказательство утверждения 1.3.1.

Замечание 1.3.2. Для существования сепарабельной модификации у процесса ⟨θ, ·⟩ не требуется
GB-свойство компакта K, как видно из доказательства ниже.

Доказательство утверждения 1.3.1. Для начала проверим наличие сепарабельной модифика-
ции у процесса ⟨θ, x⟩, θ ∈ K.

Используем теорему 1.3.1. Заметим, что для θ1, θ2 ∈ K

d(θ1, θ2) :=
√

E|⟨θ1, x⟩ − ⟨θ2, x⟩|2 =
√
E (⟨θ1, x⟩2 + ⟨θ2, x⟩2 − 2⟨θ1, x⟩⟨θ2, x⟩)

=
√

⟨θ1, θ1⟩+ ⟨θ2, θ2⟩ − 2⟨θ1, θ2⟩ =
√

⟨θ1 − θ2, θ1 − θ2⟩ = ∥θ1 − θ2∥.

В третьем равенстве мы воспользовались свойством изонормальности процесса. Таким образом,
полуметрика d совпадает с исходной метрикой на K и, следовательно, K сепарабельно с этой
полуметрикой. Тогда по теореме 1.3.1 не умаляя общности, можем считать, что процесс ⟨θ, ·⟩
сепарабелен.
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Теперь необходимо проверить непрерывность ковариационной функции. Для этого поло-
жим (θ1, θ2) ∈ K ×K и ∥θn1 − θ1∥ → 0, ∥θn2 − θ2∥ → 0 при n→ ∞. Покажем, что

E⟨θn1 , x⟩⟨θn2 , x⟩ =
∫
E

⟨θn1 , x⟩⟨θn2 , x⟩γ(dx) →
∫
E

⟨θ1, x⟩⟨θ2, x⟩γ(dx) = E⟨θ1, x⟩⟨θ2, x⟩.

Действительно, по свойству изонормальности процесса и неравенству Коши∣∣∣∣∫
E

⟨θn1 , x⟩⟨θn2 , x⟩γ(dx)−
∫
E

⟨θ1, x⟩⟨θ2, x⟩γ(dx)
∣∣∣∣ = |⟨θn1 , θn2 ⟩ − ⟨θ1, θ2⟩|

⩽ |⟨θn1 − θ1, θ2⟩|+ |⟨θn1 − θ1, θ
n
2 − θ2⟩|+ |⟨θn2 − θ2, θ1⟩|

⩽ ∥θn1 − θ1∥∥θ2∥+ ∥θn1 − θ1∥∥θn2 − θ2∥+ ∥θn2 − θ2∥∥θ1∥.

Устремив n→ ∞ в последнем равенстве, получаем требуемое.

Наконец, убедимся в том, что осцилляционная функция α, введенная в теореме 1.3.2, ко-
нечна в случае, когдаK является выпуклым GB-компактом. По теореме 1.3.3 имеем V1(K) <∞.
Нам понадобится формула (1.2) для V1(K):

V1(K) =
√
2π

∫
E

sup
θ∈K

⟨θ, x⟩γ(dx).

Предположим, что существуют θ ∈ K, E1 ⊂ E, γ(E1) > 0, такие, что при x ∈ E1

α(θ) = lim
ε→0

sup{|⟨θ1, x⟩ − ⟨θ2, x⟩|, θ1, θ2 ∈ B(θ, ε)} = ∞.

Поскольку при x ∈ E1

∞ = α(θ) ⩽ 2 sup
θ∈K

|⟨θ, x⟩|, sup
θ∈K

−⟨θ, x⟩ = sup
θ∈K

⟨θ,−x⟩,

и распределение γ симметрично, мы получаем противоречие с конечностью V1(K). Значит,
α(θ) <∞.

Обратно, допустим, что α(θ) <∞ для всех θ ∈ K. Докажем, что в этом случае

γ(x ∈ E : sup
θ∈K

|⟨θ, x⟩| <∞) = 1.

Зафиксируем x ∈ E1, где E1 ⊂ E – это множество полной меры, на котором α(θ) <∞ при всех
θ ∈ K. Для каждого θ ∈ K выберем такие ε̃(θ),M(θ) <∞, что

sup{|⟨θ1, x⟩ − ⟨θ2, x⟩|, θ1, θ2 ∈ B(θ, ε̃(θ))} < M(θ). (1.14)

Рассмотрим покрытие K шарами {B(θ, ε̃(θ))}θ∈K . Поскольку K – компакт, можно выбрать ко-
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нечное подпокрытие K вида {B(θi, ε̃(θi))}Ni=1 = {Bi}Ni=1. Тогда по линейности процесса ⟨θ, ·⟩ и
соотношению (1.14)

sup
θ∈K

|⟨θ, x⟩| = max
1⩽i⩽N

sup
θ∈Bi

|⟨θ − θi, x⟩+ ⟨θi, x⟩| ⩽ max
1⩽i⩽N

|⟨θi, x⟩|+ max
1⩽i⩽N

sup
θ∈Bi

|⟨θ − θi, x⟩|

⩽ max
1⩽i⩽N

|⟨θi, x⟩|+ max
1⩽i⩽N

M(θi) <∞.

Так как последнее неравенство выполнено для всех x ∈ E1 по нашему предположению и γ(E1) = 1,
то γ(x ∈ E : supθ∈K |⟨θ, x⟩| <∞) = 1.

Тем самым,K является GB-множеством. Тогда по теореме 1.3.3 получаем, что V1(K) <∞.

Утверждение доказано.

1.3.5. Свойства смешанных объемов

Отметим основные свойства определенных во введении смешанных объемов, некоторые
из которых нам понадобятся при доказательстве теорем 1.2.1, 1.2.4. Для более подробного озна-
комления с теорией смешанных объемов мы отсылаем читателя к [1, глава 4] и [60, глава 5].

Для любых непустых выпуклых компактных множеств K,K1, . . . , Kd ⊂ Rd имеем:

1. Ṽd(K, . . . ,K) = Vold(K).

2. Независимость от порядка аргументов:

Ṽd(K1, . . . , Kd) = Ṽd(Kσ1 , . . . , Kσd
),

где σ – произвольная перестановка чисел 1, . . . , d.

3. Полилинейность:

Ṽd(λK1 + λ′K ′
1,K2, . . . , Kd)

= λṼd(K1, K2, . . . , Kd) + λ′Ṽd(K
′
1, K2, . . . , Kd) при λ, λ′ ⩾ 0.

4. Инвариантность относительно параллельных переносов:

Ṽd(K1 + a1, . . . , Kd + ad) = Ṽd(K1, . . . , Kd)

для любых a1, . . . , ad ∈ Rd.

5. Инвариантность по отношению к унимодулярным аффинным преобразованиям O:

Ṽd(OK1, . . . , OKd) = Ṽd(K1, . . . , Kd).



26

6. Монотонность по каждому аргументу: пусть Li, i = 1, . . . , d, – выпуклые компакты, при
этом Ki ⊂ Li. Тогда

Ṽd(K1, . . . , Kd) ⩽ Ṽd(L1, . . . , Ld).

Из этого свойства следует неотрицательность смешанных объемов.

7. Аддитивность: если L,M,L ∪M ⊂ Rd – непустые выпуклые компакты, то

Ṽd(L ∪M, . . . , L ∪M︸ ︷︷ ︸
i раз

, Ki+1, . . . , Kd) = Ṽd(L, . . . , L,Ki+1, . . . , Kd)

+ Ṽd(M, . . . ,M,Ki+1, . . . , Kd)− Ṽd(L ∩M, . . . , L ∩M,Ki+1, . . . , Kd).

8. Смешанный объем Ṽd – непрерывная функция на (Kd)d, где через Kd обозначено семейство
всех непустых выпуклых компактов в Rd с метрикой Хаусдорфа dH
(dH(K1, K2) := inf{ε ⩾ 0 : K1 ⊂ K2 + εBd и K2 ⊂ K1 + εBd}).

Некоторые из вышеприведенных свойств переносятся на внутренние объемы, так как они явля-
ются частными случаями смешанных.

1.4. Доказательства

1.4.1. Доказательство замечания 1.2.1

Пусть Ki ⊂ Rd. Достаточно доказать, что(
d
k

)
κd−k

Ṽd(K1, . . . , Kk,Bd, . . . ,Bd) =

(
d+1
k

)
κd+1−k

Ṽd+1(K1, . . . , Kk,Bd+1, . . . ,Bd+1).

В самом деле, по формуле Минковского (1.5),

Vold+1(λ1K1 + . . .+ λkKk + λBd+1)

=

∫ λ

−λ

Vold(λ1K1 + . . .+ λkKk +
√
λ2 − z2Bd)dz

=

∫ λ

−λ

k+1∑
i1=1

· · ·
k+1∑
id=1

λi1 . . . λidṼd(Ki1 , . . . , Kid)dz,

здесь λk+1 =
√
λ2 − z2, Kk+1 = Bd. Для объяснения первого равенства заметим, что пересечение

множества λ1K1 + . . .+ λkKk + λBd+1 с горизонтальной гиперплоскостью Rd + (0, . . . , 0, z) дает
множество λ1K1 + . . .+ λkKk +

√
λ2 − z2Bd, и равенство следует из теоремы Фубини.
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Теперь посмотрим на коэффициент в левой и правой частях полученного равенства при
мономе λ1 · · ·λk.

С одной стороны, по формуле Минковского (1.5), примененной к левой части, получаем
коэффициент

k! Ṽd+1(K1, . . . , Kk,Bd+1, . . . ,Bd+1)

(
d+ 1

k

)
λd+1−k.

С другой стороны, в правой части, коэффициент при λ1 · · ·λk равен

k! Ṽd(K1, . . . , Kk,Bd, . . . ,Bd)

(
d

k

)∫ λ

−λ

√
(λ2 − z2)

d−k
dz.

Заметим, что∫ λ

−λ

√
(λ2 − z2)

d−k
dz = λd+1−k

∫ 1

−1

√
(1− z2)

d−k
dz = λd+1−k

√
πΓ(d−k

2
+ 1)

Γ(d−k+3
2

)
.

Приравняем полученные коэффициенты:

k! Ṽd+1(K1, . . . , Kk,Bd+1, . . . ,Bd+1)

(
d+ 1

k

)
λd+1−k

= k! Ṽd(K1, . . . , Kk,Bd, . . . ,Bd)

(
d

k

)
λd+1−k

∫ 1

−1

√
(1− z2)

d−k
dz.

Учитывая значение κk := πk/2/Γ(k
2
+ 1) и последнее равенство, мы имеем(

d+ 1

k

)
Ṽd+1(K1, . . . , Kk,Bd+1, . . . ,Bd+1)κd−k =

(
d

k

)
Ṽd(K1, . . . , Kk,Bd, . . . ,Bd)κd+1−k,

что и требовалось доказать.

1.4.2. Доказательство теоремы 1.2.1

Разобьем доказательство теоремы на два случая.
Случай 1. dimKi < ∞ для всех i = 1, . . . , k. В этом случае утверждение теоремы 1.2.1 с

учетом замечаний 1.1.1, 1.2.1 можно переписать в следующем виде.

Утверждение 1.4.1. Если K1, . . . , Kk ⊂ Rd, k = 1, . . . , d, то

Ṽd(K1, . . . , Kk,Bd, . . . ,Bd) = ck,d E Ṽk(AK1, . . . , AKk),

где ck,d = κd−k(2π)
k/2

k!(dk)κk
, AKi := {Ax : x ∈ Ki} ⊂ Rk и A – стандартная гауссовская матрица

размера k × d.

Доказательство утверждения 1.4.1. Посмотрим на Vold

(∑k
i=1 αiKi + (d− 1)λBd

)
. По теореме
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Минковского (1.5)

Vold

(
k∑

i=1

αiKi + (d− 1)λBd

)
=

d+k−1∑
i1=1

· · ·
d+k−1∑
id=1

λi1 . . . λidṼd(Ki1 , . . . , Kid), (1.15)

где λ1 = α1, . . . , λk = αk, λk+1 = . . . = λd+k−1 = λ, Kk+1 = . . . = Kd+k−1 = Bd. Следовательно,
в сумме справа коэффициент при λd−k – это многочлен от α1, . . . , αk, причем коэффициент при
λd−kα1 · · ·αk равен

k!

(
d

k

)
Ṽd(K1, . . . , Kk,Bd, . . . ,Bd).

С другой стороны, рассматривая K :=
∑k

i=1 αiKi, по теореме Минковского (1.5) имеем

Vold(K + (d− 1)λBd) =
d∑

i1=1

· · ·
d∑

id=1

λi1 . . . λidṼd(Li1 , . . . , Lid), (1.16)

где λ1 = 1, λ2 = . . . = λd = λ, L1 = K, L2 = . . . = Ld = Bd. В таком случае, поскольку сме-
шанные объемы симметричны относительно перестановок аргументов, коэффициент при λd−k

будет равен (
d

k

)
Ṽd(K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸

k раз

,Bd, . . . ,Bd).

Далее,

Ṽd(K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸
k раз

,Bd, . . . ,Bd)
(1.6)
=

κd−k(
d
k

) Vk(K) =
κd−k(

d
k

) Vk( k∑
i=1

αiKi

)

(1.3)
=

κd−k(
d
k

) (2π)k/2

k!κk
EVolk

(
A

(
k∑

i=1

αiKi

))
=
κd−k(

d
k

) (2π)k/2

k!κk
EVolk

(
k∑

i=1

αiAKi

)
.

Снова применяя теорему Минковского (1.5), заключаем, что EVolk

(∑k
i=1 αiAKi

)
– однородный

многочлен степени k от α1, . . . , αk с коэффициентом

k! E Ṽk(AK1, . . . , AKk)

при α1 · · ·αk. Таким образом, в правой части (1.16) коэффициент при λd−kα1 · · ·αk равен

κd−k
(2π)k/2

κk
E Ṽk(AK1, . . . , AKk).

Итак, левые части формул (1.15) и (1.16) совпадают. Значит, в правых частях равны
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коэффициенты при λd−kα1 · · ·αk:

k!

(
d

k

)
Ṽd(K1, . . . , Kk,Bd, . . . ,Bd) = κd−k

(2π)k/2

κk
E Ṽk(AK1, . . . , AKk).

Это завершает доказательство утверждения 1.4.1.

Случай 2. dimKi = ∞ хотя бы для одного индекса i = 1, . . . , k. По утверждению 1.3.1,
GB-свойство компактовKi влечет наличие естественной модификации у процессов ⟨θ, x⟩, θ ∈ Ki.

Далее сведем случай 2 к конечномерному (утверждение 1.4.1). Пусть

K1,1 ⊂ K1,2 ⊂ . . . ⊂ K1, K2,1 ⊂ K2,2 ⊂ . . . ⊂ K2, . . . , Kk,1 ⊂ Kk,2 ⊂ . . . ⊂ Kk.

Здесь Ki,j – конечномерные выпуклые компакты, причем ∪∞
j=1Ki,j плотно в Ki. Тогда по опре-

делению (1.9) и по свойствам 6, 8 смешанных объемов получаем, что

V (K1, . . . , Kk) = lim
j→∞

V (K1,j, . . . , Kk,j).

Теперь сформулируем лемму, доказанную Цирельсоном в [14].

Лемма 1.4.1. Пусть имеется естественная модификация ξ(t, ω) некоторого случайного про-
цесса, ω ∈ Ω, t ∈ T , и S ⊂ T плотно в следующем смысле: для любого t ∈ T найдутся такие
sn ∈ S, n = 1, 2, . . . , что ξ(sn, ω) → ξ(t, ω) при n → ∞ для почти всех ω (соответствующее
множество вероятности 1, вообще говоря, зависит от t). Тогда существует множество
Ω0 ⊂ Ω вероятности 1, обладающее следующим свойством: для любого t ∈ T найдутся такие
s′n ∈ S, n = 1, 2, . . . , что ξ(s′n, ω) → ξ(t, ω) при n→ ∞ для всех ω ∈ Ω0.

Следствие 1.4.1. Пусть K ⊂ E0 – выпуклое компактное GB-множество. Если K0 ⊂ K плотно
в K, то для почти всех (x1, . . . , xk) множество Spec(x1, . . . , xk|K0) плотно в Spec(x1, . . . , xk|K).

Приведенное следствие сформулировано в [14] без доказательства. Для удобства читателя
мы докажем его ниже.

Доказательство следствия 1.4.1. Поскольку K0 плотно в K в обычном смысле, для любого
θ ∈ K существуют sn ∈ K0, n = 1, 2, . . . , такие, что ∥sn − θ∥ → 0 при n → ∞. Кроме того, по
свойству (1.8) при n→ ∞ ∫

E

⟨sn − θ, x⟩2γ(dx) = ∥sn − θ∥2 → 0.

Таким образом, последовательность ⟨sn − θ, x⟩2 сходится к 0 по вероятности. Тогда мы можем
извлечь подпоследовательность (будем ее обозначать также sn) такую, что ⟨sn − θ, x⟩2 сходится
к 0 почти наверное (соответствующее множество вероятности 1 зависит от θ).
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Так как K ⊂ E0 является выпуклым GB-компактом, гауссовский процесс ⟨θ, x⟩ имеет
естественную модификацию по утверждению 1.3.1. Значит, по лемме 1.4.1 для любого θ ∈ K

существуют такие s′n ∈ K0, что при n→ ∞

⟨s′n, x⟩ → ⟨θ, x⟩ (1.17)

для почти всех x, причем соответствующее множество вероятности 1 общее для всех θ ∈ K.
Тогда можно заключить, что множество

Spec(x1, . . . , xk|K0) = {(⟨θ, x1⟩, . . . , ⟨θ, xk⟩) : θ ∈ K0} ⊂ Rk

для почти всех (x1, . . . , xk) плотно в множестве

Spec(x1, . . . , xk|K) = {(⟨θ, x1⟩, . . . , ⟨θ, xk⟩) : θ ∈ K} ⊂ Rk,

поскольку из вышесказанного следует покоординатная плотность (1.17), при этом соответству-
ющее множество вероятности 1 в Rk тоже будет общим для всех θ ∈ K.

По следствию 1.4.1 получаем, что ∪∞
j=1Spec(x1, . . . , xk|Ki,j) плотно в Spec(x1, . . . , xk|Ki)

почти наверное. Тогда воспользуемся результатом утверждения 1.4.1 для конечномерных Ki,j:

V (K1, . . . , Kk) = lim
j→∞

V (K1,j, . . . , Kk,j)

= lim
j→∞

(2π)k/2

k!κk

∫
E

. . .

∫
E

Ṽk(Spec(x1, . . . , xk|K1,j), . . . , Spec(x1, . . . , xk|Kk,j))γ(dx1) . . . γ(dxk)

=
(2π)k/2

k!κk

∫
E

. . .

∫
E

lim
j→∞

Ṽk(Spec(x1, . . . , xk|K1,j), . . . , Spec(x1, . . . , xk|Kk,j))γ(dx1) . . . γ(dxk)

=
(2π)k/2

k!κk

∫
E

. . .

∫
E

Ṽk(Spec(x1, . . . , xk|K1), . . . , Spec(x1, . . . , xk|Kk))γ(dx1) . . . γ(dxk).

Здесь в третьем равенстве мы воспользовались теоремой Лебега о мажорируемой сходимости.
Последнее равенство также следует из свойств 6, 8 смешанных объемов и следствия 1.4.1.

Таким образом, теорема 1.2.1 доказана.

1.4.3. Доказательство теоремы 1.2.2

Поскольку K1 и K2 являются GB-компактами, мы можем применить теорему 1.2.1 для
k = 2:

V (K1, K2) =
2π

2κ2
E Ṽ2(Spec2K1, Spec2K2).
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Так как κ2 = π, то

V (K1,K2) = E Ṽ2(Spec2K1, Spec2K2)

= E Ṽ2

(
conv

(
{X(2)

1 (t) : t ∈ [0, 1]}
)
, conv

(
{X(2)

2 (t) : t ∈ [0, 1]}
))

, (1.18)

где X
(2)
1 (t), X

(2)
2 (t) – независимые стандартные двумерные броуновские движения, а через

conv(F ) обозначена выпуклая оболочка множества F .
Таким образом, наша задача сводится к нахождению средней смешанной площади E Ṽ2

выпуклых оболочек независимых двумерных броуновских движений на [0, 1].
Далее для вычисления мы будем использовать аналог приведенной в [49] техники, основ-

ными инструментами которой являются опорная функция кривой и связанные с ней формулы
Коши.

Пусть C – произвольная замкнутая гладкая выпуклая кривая на плоскости. Представим
кривую C в виде:

C = {(x(s), y(s)), s ∈ C}.

Теперь введем понятие опорной функции кривой C. Для φ ∈ [0, 2π) значение опорной
функции M(φ) кривой C определяется формулой

M(φ) = max
s∈C

{x(s) cosφ+ y(s) sinφ}.

Формулы Коши (см., например, [49, стр. 48-49]) позволяют выразить длину L кривой C и пло-
щадь A фигуры, ограниченной кривой C, через опорную функцию:

L =

∫ 2π

0

M(φ)dφ, (1.19)

A =
1

2

∫ 2π

0

(
(M(φ))2 − (M ′(φ))2

)
dφ. (1.20)

В случае, когда кривая C является случайной (например, граница выпуклой оболочки
плоского броуновского движения, эта кривая почти наверное гладкая [29]), M(φ) и M ′(φ) –
случайные величины. Взяв математическое ожидание от обеих частей формул (1.19), (1.20),
получаем

EL =

∫ 2π

0

EM(φ)dφ, (1.21)

EA =
1

2

∫ 2π

0

(
E(M(φ))2 − E(M ′(φ))2

)
dφ. (1.22)

Заметим, что распределение плоского броуновского движения инвариантно относительно
вращений. Следовательно, распределение опорной функции M(φ) не зависит от φ. Поэтому
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достаточно рассмотреть φ = 0,M(φ)
d
= M(0), где d

= обозначает равенство по распределению.
Формулы (1.21), (1.22) в этом случае принимают вид

EL = 2π EM(0),

EA = π
(
E(M(0))2 − E(M ′(0))2

)
.

Аналогом формул Коши для вычисления смешанной площади двух выпуклых компактов
F1, F2 на плоскости с гладкой границей является следующее соотношение (см. [59, стр. 4-5]):

Ṽ2(F1, F2) =
1

2

∫ 2π

0

(M1(φ)M2(φ)−M ′
1(φ)M

′
2(φ)) dφ,

где M1 и M2 – опорные функции кривых, представляющих границы F1 и F2 соответственно.

Для случайных F1, F2 аналогично соотношению (1.22) получаем

E Ṽ2(F1, F2) =
1

2

∫ 2π

0

(E(M1(φ)M2(φ))− E(M ′
1(φ)M

′
2(φ))) dφ. (1.23)

Теперь рассмотрим в качестве F1 и F2 интересующие нас conv
(
{X(2)

1 (t) : t ∈ [0, 1]}
)

и

conv
(
{X(2)

2 (t) : t ∈ [0, 1]}
)
. По формуле (1.23) и независимости X(2)

1 (t) и X(2)
2 (t) имеем

E Ṽ2

(
conv

(
{X(2)

1 (t) : t ∈ [0, 1]}
)
, conv

(
{X(2)

2 (t) : t ∈ [0, 1]}
))

=
1

2

∫ 2π

0

(EM1(φ)EM2(φ)− EM ′
1(φ)EM

′
2(φ)) dφ

=
1

2
2π
(
(EM1(0))

2 − (EM ′
1(0))

2
)
= π

(
(EM1(0))

2 − (EM ′
1(0))

2
)
. (1.24)

Здесь второе равенство следует из того, что M1 и M2 одинаково распределены.

Тем самым, нам остается вычислить EM1(0) и EM ′
1(0), гдеM1 – опорная функция границы

выпуклой оболочки стандартного плоского броуновского движения на [0, 1]. Вспомним, что

{X(2)(t) : t ∈ [0, 1]} = {(W1(t),W2(t)) : t ∈ [0, 1]},

где W1(t) и W2(t) – независимые стандартные одномерные броуновские движения.

Зафиксируем направление φ. При t ∈ [0, 1] рассмотрим проекции на направление φ и
перпендикулярное ему:

zφ(t) =W1(t) cosφ+W2(t) sinφ,

hφ(t) = −W1(t) sinφ+W2(t) cosφ.
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Тогда zφ и hφ – независимые стандартные одномерные броуновские движения на [0, 1]. Таким
образом, опорная функция

M1(φ) = max
t∈[0,1]

zφ(t)

является максимумом одномерного броуновского движения zφ на [0, 1].
Пусть t∗ ∈ [0, 1] – момент времени, в который достигается этот максимум. Тогда

M1(φ) = zφ(t
∗) =W1(t

∗) cosφ+W2(t
∗) sinφ. (1.25)

Дифференцируя (1.25) по φ, имеем

M ′
1(φ) = −W1(t

∗) sinφ+W2(t
∗) cosφ = hφ(t

∗).

Другими словами, M1(φ) – максимум первого броуновского движения zφ, а M ′
1(φ) соответствует

значению второго независимого броуновского движения hφ в момент времени t∗, когда первое
достигает своего максимума.

В частности, при φ = 0 получаем z0(t) =W1(t), h0(t) =W2(t), и

M1(0) = max
t∈[0,1]

W1(t),

M ′
1(0) =W2(t

∗).

Функция распределения максимума одномерного броуновского движения на [0, 1] хорошо из-
вестна (см., например, [31]), а именно

F (m) = P

(
max
t∈[0,1]

W1(t) ⩽ m

)
= erf

(
m√
2

)
, m ⩾ 0,

где erf(z) = 2√
π

∫ z

0
e−u2

du. Первый момент данного распределения легко вычисляется:

EM1(0) = E max
t∈[0,1]

W1(t) =

√
2

π
. (1.26)

Покажем теперь, что

EM ′
1(0) = EW2(t

∗) = 0. (1.27)

Действительно, так как t∗ и W2(t) независимы, то

EM ′
1(0) = EW2(t

∗) =

∫ 1

0

∫ ∞

−∞
xp1(x, t)dx p2(t)dt. (1.28)
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Здесь через p1 обозначена плотность нормального распределения N(0, t) в предположении, что
t∗ = t, а через p2 – плотность случайной величины t∗ (явную формулу для p2 можно найти в [49]).
Поскольку при фиксированном t ∈ [0, 1] внутренний интеграл в (1.28) равен 0, то EM ′

1(0) = 0.

Комбинируя (1.18), (1.24), (1.26) и (1.27), получаем

V (K1, K2) = π
(
(EM1(0))

2 − (EM ′
1(0))

2
)
= 2.

1.4.4. Доказательство теоремы 1.2.3

Аналогично доказательству теоремы 1.2.2, имеем

V (K̊1,K̊2) = E Ṽ2(Spec2K̊1, Spec2K̊2)

= E Ṽ2

(
conv

(
{X̊(2)

1 (t) : t ∈ [0, 1]}
)
, conv

(
{X̊(2)

2 (t) : t ∈ [0, 1]}
))

,

где X̊(2)
1 (t), X̊

(2)
2 (t) – независимые двумерные броуновские мосты.

Значит, остается найти среднюю смешанную площадь E Ṽ2 выпуклых оболочек независи-
мых двумерных броуновских мостов.

Проводя те же самые рассуждения, что в доказательстве теоремы 1.2.2, получаем

E Ṽ2

(
conv

(
{X̊(2)

1 (t) : t ∈ [0, 1]}
)
, conv

(
{X̊(2)

2 (t) : t ∈ [0, 1]}
))

= π
(
(EM̊1(0))

2 − (EM̊ ′
1(0))

2
)
,

где M̊1 – опорная функция границы выпуклой оболочки плоского броуновского моста.

Вычислим EM̊1(0) и EM̊ ′
1(0). Напомним, что

{X̊(2)(t) : t ∈ [0, 1]} = {(W1(t)− tW1(1),W2(t)− tW2(1)) : t ∈ [0, 1]},

где W1(t),W2(t) – независимые копии винеровского процесса. Проекции z̊φ и h̊φ для фиксиро-
ванного направления φ в этом случае имеют вид:

z̊φ(t) = (W1(t)− tW1(1)) cosφ+ (W2(t)− tW2(1)) sinφ,

h̊φ(t) = −(W1(t)− tW1(1)) sinφ+ (W2(t)− tW2(1)) cosφ.

Получаем, что z̊φ и h̊φ – независимые одномерные броуновские мосты. Тогда

M̊1(φ) = max
t∈[0,1]

z̊φ(t)

представляет собой максимум одномерного броуновского моста z̊φ. Пусть, как и прежде, t∗ ∈ [0, 1]
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обозначает момент времени, в который достигается этот максимум. Имеем:

M̊1(φ) = z̊φ(t
∗) = (W1(t

∗)− t∗W1(1)) cosφ+ (W2(t
∗)− t∗W2(1)) sinφ,

M̊ ′
1(φ) = −(W1(t

∗)− t∗W1(1)) sinφ+ (W2(t
∗)− t∗W2(1)) cosφ = h̊φ(t

∗).

Тогда при φ = 0 выполнено z̊0(t) =W1(t)− tW1(1), h̊0(t) =W2(t)− tW2(1), и

M̊1(0) = max
t∈[0,1]

(W1(t)− tW1(1)),

M̊ ′
1(0) =W2(t

∗)− t∗W2(1).

Зная распределение максимума одномерного броуновского моста (см., например, [20]), вычис-
ляем первый момент:

P

(
max
t∈[0,1]

(W1(t)− tW1(1)) ⩽ m

)
= 1− e−2m2

, m ⩾ 0,

EM̊1(0) = E max
t∈[0,1]

(W1(t)− tW1(1)) =

√
π

8
.

Рассуждая так же, как и в доказательстве теоремы 1.2.2, получаем

EM̊ ′
1(0) = E(W2(t

∗)− t∗W2(1)) = 0.

Таким образом,

V (K̊1, K̊2) = π
(
(EM̊1(0))

2 − (EM̊ ′
1(0))

2
)
=
π2

8
.

1.4.5. Доказательство теоремы 1.2.4

По замечанию 1.2.1,

V (K1, K2, . . . , Kk) = sup
K′

i⊂Ki

V (K ′
1, K

′
2, . . . , K

′
k),

где супремум берется по всем конечномерным выпуклым компактам K ′
i ⊂ Ki, i = 1, . . . , k.

Мы хотим показать, что(
sup

K′
i⊂Ki

V (K ′
1, K

′
2, . . . , K

′
k)

)2

⩾ sup
K′′

i ⊂Ki

V (K ′′
1 , K

′′
1 , . . . , K

′′
k ) sup

K′′′
i ⊂Ki

V (K ′′′
2 , K

′′′
2 , . . . , K

′′′
k ). (1.29)
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Начнем с правой части (1.29):

V (K1, K1, K3, . . . , Kk)V (K2, K2, K3, . . . , Kk)

= sup
K′′

i ⊂Ki

V (K ′′
1 , K

′′
1 , K

′′
3 , . . . , K

′′
k ) sup

K′′′
i ⊂Ki

V (K ′′′
2 , K

′′′
2 , K

′′′
3 , . . . , K

′′′
k )

= sup
K′′

i ⊂Ki,K′′′
i ⊂Ki

[V (K ′′
1 , K

′′
1 , K

′′
3 , . . . , K

′′
k )V (K ′′′

2 , K
′′′
2 , K

′′′
3 , . . . , K

′′′
k )]

⩽ sup
K′′

i ⊂Ki,K′′′
i ⊂Ki

[V (K ′′
1 , K

′′
1 , conv(K

′′
3 ∪K ′′′

3 ), . . . , conv(K
′′
k ∪K ′′′

k ))

× V (K ′′′
2 , K

′′′
2 , conv(K

′′
3 ∪K ′′′

3 ), . . . , conv(K
′′
k ∪K ′′′

k ))]

⩽ sup
K′′

i ⊂Ki,K′′′
i ⊂Ki

V 2(K ′′
1 , K

′′′
2 , conv(K

′′
3 ∪K ′′′

3 ), . . . , conv(K
′′
k ∪K ′′′

k ))

⩽

(
sup

K′
i⊂Ki

V (K ′
1, K

′
2, . . . , K

′
k)

)2

= V 2(K1, K2, . . . , Kk).

Здесь первое неравенство выполняется в силу свойства монотонности 6 смешанных объемов, а
второе неравенство справедливо по неравенству Александрова–Фенхеля (1.7) для конечномер-
ных множеств.
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Глава 2. Углы Грассмана и конические
внутренние объемы бесконечномерных

конусов

2.1. Введение

2.1.1. Выпуклые конусы и углы Грассмана

Мы начнем эту главу с широко известного понятия телесного угла. Будем называть множе-
ство C ⊆ Rd выпуклым конусом, если C замкнуто, выпукло и для всех x ∈ C и λ ⩾ 0 выполнено
λx ∈ C. Пусть U – это случайный вектор, выбранный согласно равномерному распределению
на единичной сфере в линейной оболочке C в Rd (U ∈ linC ∩ Sd−1). Телесный угол выпуклого
конуса C ⊆ Rd определяется равенством

α(C) := P[U ∈ C].

Для C = {0} полагаем α({0}) = 1. Как и выше, будем обозначать размерность C через dimC.

Пусть W1 – это случайная прямая в Rd, проходящая через 0, выбранная по мере Хаара.
Заметим, что если C ⊂ Rd, dimC = d и C ̸= Rd, то телесный угол α(C) может быть посчитан
как половина вероятности нетривиального пересечения W1 с C, то есть

α(C) =
1

2
P[C ∩W1 ̸= {0}]. (2.1)

Это наблюдение вдохновило Грюнбаума [36] на рассмотрение следующего обобщения те-
лесного угла. Пусть, как и раньше, Wk – это k-мерное случайное линейное подпространство в Rd,
выбранное по мере Хаара на грассманиане всех таких подпространств. Определим k-й угол Грас-
смана выпуклого конуса C ⊆ Rd как вероятность того, что Wd−k пересекает C нетривиальным
образом:

γk(C) := P[C ∩Wd−k ̸= {0}], k = 0, 1, . . . , d. (2.2)
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Добавляя случай C = Rd к формуле (2.1), мы видим, что телесный угол конуса полной размер-
ности можно выразить через γd−1:

α(C) :=
1

2
γd−1(C) +

1

2
1[C = Rd] =

1

2
P[C ∩W1 ̸= {0}] + 1

2
1[C = Rd]. (2.3)

В работе [36] Грюнбаум показал, что углы Грассмана γk, как и внутренние объемы и телесные
углы, не зависят от размерности объемлющего пространства: если вложить C ⊆ Rd в RN , где
N ⩾ d, то значения γk не изменятся. При всех k > d можем определить γk(C) := 0. Нетрудно
доказать, что для любого выпуклого конуса C ⊆ Rd, C ̸= {0},

1 = γ0(C) ⩾ γ1(C) ⩾ . . . ⩾ γd(C) = 0. (2.4)

В частности, для k-мерного линейного пространства Lk ⊆ Rd, k = 1, . . . , d, выполнено

γ0(Lk) = . . . = γk−1(Lk) = 1, γk(Lk) = . . . = γd(Lk) = 0.

Для C = {0} имеем γ0(C) = γ1(C) = . . . = 0. Более того, очевидно, что углы Грассмана, как и
внутренние объемы, монотонны относительно включения множеств.

Оказывается, что углы Грассмана являются коническими аналогами внутренних объемов.
Вообще говоря, существуют по крайней мере два основных объекта с похожими свойствами,
каждый из которых имеет право так называться: углы Грассмана и конические внутренние
объемы. Известно, что эти два объекта связаны друг с другом линейным соотношением, см. (2.6)
ниже. В то же время между ними есть существенное для нас различие: углы Грассмана обладают
монотонностью относительно включения множеств, а конические внутренние объемы в общем
случае – нет.

Одна из целей данной главы – доказать конический аналог теоремы 1.1.2 для углов Грас-
смана.

2.1.2. Конические внутренние объемы

В работах [15; 39; 59; 67] была исследована коническая версия формулы Штейнера: пусть
C ⊆ Rd – выпуклый конус, тогда

P[dist2(Z,C) ⩽ λ] =
d∑

k=0

βk,d(λ)υk(C), λ ∈ [0, 1]. (2.5)

Здесь Z – вектор, равномерно распределенный на сфере Sd−1, dist(Z,C) = inf{∥Z−y∥ : y ∈ C} –
расстояние от Z до C, βk,d(·) – функция распределения бета-распределения с параметрами d−k

2

и d
2
.

Коэффициенты υk(C) определяются однозначно равенством (2.5) и называются кониче-
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скими внутренними объемами C. При k > d положим υk(C) = 0. Конические внутренние
объемы, как и обычные, не зависят от размерности объемлющего пространства, но, в отличие
от углов Грассмана, не являются монотонными относительно включения множеств.

Известно, что υk(C) формируют вероятностное распределение на {0, 1, . . . , d} для фикси-
рованного конуса C (см., например, [61, теорема 6.5.5]):

d∑
k=0

υk(C) = 1.

В частности, для линейного подпространства Lk ⊆ Rd размерности k

υj(Lk) =

1, если j = k,

0, если j ̸= k.

Отмеченная выше связь между коническими внутренними объемами и углами Грассмана
выражается через формулу Крофтона (см., например, [61, стр. 261]): для всех k = 0, 1, . . . , d

имеем
γk(C) = 2(υk+1(C) + υk+3(C) + . . . ) (2.6)

при условии, что конус C не является линейным подпространством. Дальнейшие свойства υk

см. в разделах 4.2, 4.3 главы 4.
Еще одна задача этой главы – доказать коническую версию теоремы 1.1.3 в терминах

конических внутренних объемов.
Ниже мы обсудим три известных результата об углах Грассмана и конических внутренних

объемах конечномерных выпуклых конусов.

2.1.3. Результаты Гётце, Каблучко и Запорожца: гауссовские преобразования
конусов

Гётце, Каблучко и Запорожец в [34, теорема 3.5] представили конечномерную коническую
версию теоремы 1.1.2. Как и в предыдущей главе, обозначим через A стандартную гауссовскую
матрицу размера k × d, где k, d ∈ N.

Теорема 2.1.1 (Гётце, Каблучко, Запорожец). Пусть C ⊂ Rd – выпуклый конус, k – некото-
рое фиксированное натуральное число. Тогда размерность конуса AC с вероятностью 1 равна
m := min(dimC, k), и для всех j = 0, . . . ,m− 1,

E[γj(AC)] = γj(C).

Первая основная задача этой главы состояла в том, чтобы обобщить теорему 2.1.1 на
бесконечномерные конусы, предварительно введя понятие угла Грассмана для этого случая.
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Второй результат Гётце, Каблучко и Запорожца [34, теорема 3.1] связывает углы Грас-
смана конической оболочки множества с вероятностью поглощения нуля выпуклой оболочкой
его гауссовского образа. Пусть всюду далее M обозначает произвольное множество, Int M – его
внутренность, pos(M) – коническую оболочку M , то есть наименьший выпуклый конус, содержа-
щий M , а conv(M) – выпуклую оболочку M (из контекста будет понятно, в каком пространстве
рассматриваются приведенные характеристики).

Теорема 2.1.2 (Гётце, Каблучко, Запорожец). Пусть k ∈ N фиксировано, M – произвольное
подмножество в Rd такое, что pos(M) не является линейным подпространством. Тогда

γk(pos(M)) = P[pos(AM) = Rk] = P[0 ∈ Int conv(AM)]. (2.7)

Замечание 2.1.1. Если M = C – выпуклый конус, не являющийся линейным подпространством,
то формула (2.7) приобретает вид:

γk(C) = P[AC = Rk] = P[0 ∈ Int AC].

Замечание 2.1.2. Если M = L – линейное подпространство, то вместо (2.7) получаем

γk−1(L) = P[AL = Rk] =

0, если dimL < k,

1, иначе.

Наша вторая основная задача состояла в обобщении теоремы 2.1.2 на бесконечномерные
множества.

Третья теорема Гётце, Каблучко и Запорожца представляет собой конечномерную кони-
ческую версию теоремы 1.1.3. Обозначим через a+ := max(a, 0) для вещественного числа a.

Теорема 2.1.3 (Гётце, Каблучко, Запорожец). Пусть N = (N1, . . . , Nd) – стандартный гаус-
совский вектор в Rd и M ⊂ Rd. Тогда для всех λ > 0

E exp

(
1− λ−2

2
sup

h∈conv(M)\{0}

⟨N, h⟩2+
∥h∥2

)
=

d∑
k=0

λkυk(pos(M)).

Данный результат можно считать конечномерной гауссовской версией конической форму-
лы Штейнера (2.5).

Третья задача этой главы – обобщить теорему 2.1.3 на бесконечномерные множества.

В следующем разделе мы формулируем основные результаты данной главы, а в разделе 2.3
собраны их доказательства.
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2.2. Основные результаты

Для того чтобы обобщить теоремы 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 на бесконечномерный случай, будем
использовать те же инструменты, что и в предыдущей главе. Нам снова потребуется понятие
гауссовского изонормального процесса (см. разделы 1.1, 1.2 главы 1).

Пусть, как и прежде, H обозначает бесконечномерное сепарабельное гильбертово про-
странство. Будем называть выпуклым конусом или просто конусом непустое замкнутое выпук-
лое множество C ⊆ H, для которого λC ⊆ C при всех λ ⩾ 0.

Введем понятие угла Грассмана для бесконечномерных выпуклых конусов аналогично
(0.3), (1.9). Для k = 0, 1, . . . , определим k-й угол Грассмана конуса C ⊆ H формулой

γk(C) := sup
C′⊂C

γk(C
′), (2.8)

где супремум берется по всем d ⩾ k и всем конечномерным выпуклым конусам C ′ ⊂ C, dimC ′ ⩽ d.

Замечание 2.2.1. Поскольку углы Грассмана для конечномерных конусов монотонны относи-
тельно включения множеств и не зависят от размерности объемлющего пространства, то опре-
деление γk(C) корректно.

Замечание 2.2.2. Достаточно рассматривать супремум в (2.8) только по многогранным конеч-
номерным конусам. Конус называют многогранным, если он является пересечением конечного
числа замкнутых полупространств, имеющих 0 на границе.

Доказательство замечания 2.2.2 приведено в разделе 2.3.1.
Под k-мерным спектром конуса C (и любого другого множества), как и в случае с ком-

пактом, мы понимаем следующее случайное множество:

SpeckC := {(ξ1(h), . . . , ξk(h)) : h ∈ C} ⊂ Rk,

где ξi, 1 ⩽ i ⩽ k, обозначают независимые копии изонормального процесса.
Будем говорить, что конус C является GBσ-конусом, если C представляется в виде счет-

ного объединения GB-множеств (определение см. в разделе 1.1 главы 1). В таком случае SpeckC
является почти наверное выпуклым конусом (см. [55, раздел 1.1.1] и [14]).

Как и в предыдущей главе, для доказательств следующих теорем мы используем ядро E0

в качестве гильбертова пространства H и процесс ⟨θ, ·⟩ в качестве изонормального процесса.

Замечание 2.2.3. Основные результаты этой главы верны для всех сепарабельных гильбертовых
пространств (см. замечание 1.2.5 в разделе 1.2).

Теорема 2.2.1. Пусть C ⊂ H – GBσ-конус, k – некоторое фиксированное натуральное число,
m := min(dimC, k) <∞. Тогда для всех j = 0, . . . ,m− 1 имеем

E[γj(SpeckC)] = γj(C).
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Замечание 2.2.4. По аналогии с замечанием 1.1.1 в разделе 1.1, когда конус C является под-
множеством d-мерного линейного пространства H ′ ⊂ H, мы можем отождествить H ′ с Rd и
переписать последнюю формулу в виде

E[γj(AC)] = γj(C),

где A – стандартная гауссовская матрица размера k × d, SpeckC = AC := {Ax : x ∈ C} ⊂ Rk.
GBσ-свойство не нужно предполагать в конечномерном случае, поскольку, как уже отме-

чалось в замечании 1.1.1, для всех непустых конечномерных выпуклых компактов выполнено
GB-свойство, а значит, любой конечномерный конус является GBσ-конусом.

Замечание 2.2.5. В общем случае GBσ-свойство конуса C обеспечивает наличие ключевой для
доказательства естественной модификации у изонормального процесса на C (см. пункты 1.3.3
и 1.3.4).

В следующем разделе представлено доказательство теоремы 2.2.1.
Перейдем к формулировке второго основного результата данной главы. Для обозначения

внутренности, выпуклой и конической оболочек множества M ⊂ H будем использовать те же
обозначения, что и в конечномерном случае (см. раздел 2.1.3).

Теорема 2.2.2. Пусть k ∈ N фиксировано, M – подмножество в H такое, что pos(M) –
GBσ-конус, который не является линейным подпространством. Тогда

γk(pos(M)) = P[pos(SpeckM) = Rk] = P[0 ∈ Int conv(SpeckM)]. (2.9)

Замечание 2.2.6. Аналогично замечанию 2.1.1, для GBσ-конуса C, не являющегося линейным
подпространством, формула (2.9) упрощается:

γk(C) = P[SpeckC = Rk] = P[0 ∈ Int SpeckC].

Замечание 2.2.7. Для любого бесконечномерного линейного пространства L (ср. замечание 2.1.2)
вместо (2.9) имеем

γk(L) = 1, k = 0, 1, 2, . . . . (2.10)

Отметим, что все бесконечномерные линейные подпространства не являются GBσ-конусами, так
как бесконечномерные шары не компактны и, следовательно, не могут быть GB-множествами
(см. [26]). Поэтому (2.10) выполнено в силу (2.8), замечания 2.1.2 и того факта, что любое
бесконечномерное линейное пространство содержит конечномерное сколь угодно большой раз-
мерности.

Замечание 2.2.8. B случае конечномерного множества M , как отмечалось выше, предполагать
GBσ-свойство pos(M) не надо, поскольку оно заведомо выполнено, и (2.9) сводится к (2.7).
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Доказательство теоремы 2.2.2 находится в разделе 2.3.2.

Гипотеза 2.2.1. Для любого бесконечномерного конуса C, не являющегося GBσ-множеством,
имеем

γk(C) = 1, k = 0, 1, 2, . . . .

Открытая проблема. Рассмотрим k-мерное стандартное броуновское движение на отрезке [0, 1]

{X(k)(t) = (W1(t), . . . ,Wk(t)) : t ∈ [0, 1]},

где W1(t), . . . ,Wk(t) – независимые копии винеровского процесса.

Зафиксируем момент времени 0 ⩽ t0 ⩽ 1. Нас интересует следующий вопрос: какова веро-
ятность того, что 0 лежит во внутренности выпуклой оболочки {X(k)(t) : t ∈ [t0, 1]}? Обозначим
эту вероятность через

P
[
0 ∈ Int conv

(
{X(k)(t) : t ∈ [t0, 1]}

)]
.

В общем случае данный вопрос остается открытым.

Оказывается, что искомая вероятность связана с k-м углом Грассмана некоторого конуса.
Пусть conv(S) обозначает замкнутую выпуклую оболочку спирали Винера S, определенной в
разделе 1.2. Посмотрим на подмножество St0 ⊆ S, имеющее вид

St0 := {1[0,t](·) : t ∈ [t0, 1]} ⊂ L2[0, 1].

Аналогично рассуждению про спираль Винера, из определения St0 и свойства (1.1) изонормаль-
ного процесса мы видим, что Speckconv(St0) по распределению совпадает с выпуклой оболочкой
k-мерного броуновского движения {X(k)(t) : t ∈ [t0, 1]}. Отсюда следует, что

P
[
0 ∈ Int conv

(
{X(k)(t) : t ∈ [t0, 1]}

)]
= P [0 ∈ Int Speckconv(St0)] .

По линейности изонормального процесса мы можем поменять в последнем выражении conv и
Speck местами (см. [6, предложение 13] или [55, раздел 1.1.1], [14]), а затем применить теоре-
му 2.2.2:

P
[
0 ∈ Int conv

(
{X(k)(t) : t ∈ [t0, 1]}

)]
= P [0 ∈ Int Speckconv(St0)]

= P [0 ∈ Int conv(SpeckSt0)] = γk(pos(St0)).

Тем самым, данная проблема сводится к нахождению k-го угла Грассмана бесконечномерного
конуса pos(St0).
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Третий основной результат этой главы является обобщением теоремы 2.1.3 на бесконеч-
номерные множества. Для k = 1, 2, . . ., определим k-й конический внутренний объем кону-
са C ⊆ H:

υk(C) :=
γk−1(C)− γk+1(C)

2
. (2.11)

Для k = 0 положим

υ0(C) := 1− γ0(C) + γ1(C)

2
. (2.12)

Замечание 2.2.9. В силу (2.4), (2.8), определенные таким образом конические внутренние объ-
емы неотрицательны, удовлетворяют бесконечномерной версии соотношения Крофтона (2.6), а
также

∞∑
k=0

υk(C) = 1, если lim
k→∞

γk(C) = 0.

Замечание 2.2.10. По замечанию 2.2.7, для любого бесконечномерного линейного простран-
ства L выполнено

υk(L) = 0, k = 0, 1, 2, . . . .

Теорема 2.2.3. Пусть ξ(h) – изонормальный процесс на H, и подмножество M ⊂ H таково,
что conv(M) – GB-множество. Тогда для любого λ ∈ (0, 1)

E exp

(
1− λ−2

2
sup

h∈conv(M)\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

)
=

∞∑
k=0

λkυk(pos(M)).

Доказательство теоремы 2.2.3 можно найти в разделе 2.3.3.

2.3. Доказательства

2.3.1. Доказательство замечания 2.2.2 и теоремы 2.2.1

На протяжении всего данного раздела мы будем использовать следующие обозначения:

• как и прежде, коническую оболочку множества F мы будем обозначать через

pos(F ) := {λx : x ∈ conv(F ), λ ⩾ 0},

где conv(F ) – замкнутая выпуклая оболочка F . Также для удобства коническая оболочка
векторов v1, . . . , vl будет обозначаться pos(v1, . . . , vl).
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• linF – линейная оболочка F ;

• dH обозначает метрику Хаусдорфа на подмножествах сферы;

• будем писать x ⊥ y, если векторы x и y ортогональны;

• ⟨x, y⟩ обозначает скалярное произведение векторов x, y, при этом ∥x∥ – это норма x. Далее
из контекста будет ясно, в каком пространстве рассматриваются скалярное произведение
и норма.

Для того чтобы доказать замечание 2.2.2 и теорему 2.2.1, нам понадобятся два утвержде-
ния.

Утверждение 2.3.1. Пусть конусы C, {Cn}n∈N в Rd таковы, что при n→ ∞

Cn ∩ Sd−1 → C ∩ Sd−1

в метрике Хаусдорфа dH на подмножествах сферы Sd−1. Тогда для j = 0, 1, . . . , d при n → ∞
имеем

γj(Cn) → γj(C).

Замечание 2.3.1. Данное утверждение не является новым, см. [50, предложение 8.2], [61, тео-
рема 6.5.2(b)]. Для конечномерных конусов в [50] было показано, что конические внутренние
объемы, упомянутые во введении, являются непрерывными относительно так называемой ко-
нической метрики Хаусдорфа. Из этого факта следует утверждение 2.3.1. Для удобства чита-
теля ниже мы приведем альтернативное доказательство утверждения 2.3.1 без использования
понятия конических внутренних объемов.

Доказательство утверждения 2.3.1. Введем следующие обозначения (см. Рисунок 2.1):

S = C ∩ Sd−1, Sn = Cn ∩ Sd−1.

Положим dH(Sn, S) = εn. Нам нужно доказать, что

|P[Cn ∩Wd−j ̸= {0}]−P[C ∩Wd−j ̸= {0}]| → 0, n→ ∞.

Данный факт будет следовать из двух сходимостей ниже:

P[Cn ∩Wd−j ̸= {0}, C ∩Wd−j = {0}] → 0, n→ ∞;

P[Cn ∩Wd−j = {0}, C ∩Wd−j ̸= {0}] → 0, n→ ∞.
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При j = d утверждение 2.3.1 тривиально. Если j = d− 1, то утверждение равносильно сходимо-
сти меры Лебега на Sn к мере Лебега на S. Для оставшихся случаев будем применять индукцию
по разности d− j.

x

Hx

Cn
C

Bx

Bx,n

Sd−2(Hx)

Sd−1

Sn

S

Рис. 2.1: Иллюстрация к доказательству утверждения 2.3.1.

Обозначим через Gj′(H⋆) грассманиан всех j′-мерных линейных подпространств аффин-
ного пространства H⋆ с началом координат в ⋆. Тогда меру Хаара P нужных нам событий (при
j < d− 1) можно представить в виде (см., например, [61, теорема 7.1.1]):

P[Cn ∩Wd−j ̸= {0}, C ∩Wd−j = {0}] (2.13)

=

∫
Sd−1

∫
Gd−j−1(Hx)

1[Cn ∩Wd−j−1(Hx) ̸= ∅, C ∩Wd−j−1(Hx) = ∅] dµ dx,

и

P[Cn ∩Wd−j = {0}, C ∩Wd−j ̸= {0}]

=

∫
Sd−1

∫
Gd−j−1(Hx)

1[Cn ∩Wd−j−1(Hx) = ∅, C ∩Wd−j−1(Hx) ̸= ∅] dµ dx,

где Hx обозначает гиперплоскость {y ∈ Rd : ⟨x, y⟩ = 1} с началом координат в x, через dx



47

обозначена нормированная мера Лебега на сфере Sd−1 и через dµ – мера Хаара на Gd−j−1(Hx).

По теореме Лебега о мажорируемой сходимости достаточно доказать, что для почти всех
x ∈ Sd−1 внутренние интегралы в (2.13) стремятся к 0, когда n стремится к ∞. Для x ∈ IntS

(здесь IntS – это внутренность множества S в стандартной топологии на сфере) это тривиально,
поскольку x ∈ Sn при достаточно больших n. Множество таких x, что x ∈ S\IntS, имеет нулевую
меру Лебега. Следовательно, далее мы можем считать, что x /∈ S и x /∈ Sn при достаточно
больших n.

Рассмотрим множества

Bx = C ∩Hx и Bx,n = Cn ∩Hx.

Пусть Πx : Hx → Sd−2(Hx) обозначает проекцию на единичную сферу в Hx, то есть отображение
вида x+ h 7→ x+ h

∥h∥ для h ⊥ x. Легко видеть, что совпадают следующие события:

{C ∩Wd−j−1(Hx) = ∅} = {Bx ∩Wd−j−1(Hx) = ∅}

= {ΠxBx ∩Wd−j−1(Hx) = ∅} = {posHx
(ΠxBx) ∩Wd−j−1(Hx) = {x}},

где через posHx
обозначается коническая оболочка в Hx. Аналогично для Cn имеем

{Cn ∩Wd−j−1(Hx) ̸= ∅} = {Bx,n ∩Wd−j−1(Hx) ̸= ∅}

= {ΠxBx,n ∩Wd−j−1(Hx) ̸= ∅} = {posHx
(ΠxBx,n) ∩Wd−j−1(Hx) ̸= {x}}.

Таким образом, нам нужно показать, что для почти всех x ∈ Sd−1 выполнено:

µ [ΠxBx,n ∩Wd−j−1(Hx) ̸= ∅,ΠxBx ∩Wd−j−1(Hx) = ∅] → 0, при n→ ∞;

µ [ΠxBx,n ∩Wd−j−1(Hx) = ∅,ΠxBx ∩Wd−j−1(Hx) ̸= ∅] → 0, при n→ ∞.

Последнее будет следовать из сходимости

ΠxBx,n → ΠxBx, при n→ ∞,

в метрике Хаусдорфа на подмножествах Hx по предположению индукции. Сначала покажем,
что ΠxBx,n является подмножеством малой окрестности ΠxBx. Рассмотрим точку p ∈ ΠxBx,n.
Мы хотим найти точку p′ ∈ ΠxBx, близкую к p. По определению Πx и метрики Хаусдорфа
существуют q ∈ S, λ > 0 и v ∈ Bd такие, что λ(q + εnv) ∈ Hx и Πx(λq + λεnv) = p. Представляя
q, v в виде q = αx+ h и v = αvx+ hv, где α, αv ∈ R, h, hv ⊥ x, получаем

p = Πx(λq + λεnv) = Πx(λ(αx+ h) + λεn(αvx+ hv)) = x+
h+ εnhv

∥h+ εnhv∥
.
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Заметим, что α + εnαv > 0, поскольку λ > 0 и коэффициент при x равен λ(α + εnαv) = 1.
Следовательно, −α < εnαv ⩽ εn.

Если α > 0, то 1
α
q = x+ h

α
∈ Bx, и мы полагаем

p′ = x+
h

∥h∥
∈ ΠxBx.

Так как x /∈ S, то infq∈S ∥h∥ > 0. Тем самым, ∥p−p′∥ = O(εn), потому что проекция Πx является
1
r
-липшицевой на множествах вида {x+ h : ∥h∥ > r} для всех r > 0.

Случай α < 0 немного сложнее. Пусть найдется такая точка qx ∈ S, что ∆ = ⟨qx, x⟩ > 0.
Положим ε′n = εn

∆
. Существует вектор hx ⊥ x, для которого qx = ∆x+ hx. Пусть

q′ = (1− ε′n)q + ε′nqx = ((1− ε′n)α +∆ε′n)x+ (1− ε′n)h+ ε′nhx.

Ясно, что α′ := (1 − ε′n)α + ∆ε′n > α + ∆ε′n ⩾ 0 при достаточно малых εn. Таким образом,
1
α′ q

′ ∈ Bx, и мы полагаем

p′ = x+
h+ ε′n(hx − h)

∥h+ ε′n(hx − h)∥
∈ ΠxBx.

Аналогично предыдущему случаю мы получаем равномерную оценку ∥p− p′∥ = O(εn).
Если ⟨q, x⟩ < 0 для всех q ∈ S, то при всех достаточно больших n имеем ΠxBx,n = ΠxBx = ∅.

Следовательно, нам осталось разобрать случай, когда supq∈S⟨q, x⟩ = 0. Множество таких точек
x имеет меру 0, и поэтому его можно отбросить.

Для того чтобы показать, что ΠxBx является подмножеством малой окрестности ΠxBx,n,
мы повторяем приведенные выше рассуждения. Для точки p ∈ ΠxBx выберем qn ∈ Sn, λn ⩾ 0

и vn ∈ Bd такие, что λ(qn + εnvn) ∈ Hx и Πx(λnqn + λnεnvn) = p. Все константы в O(εn) зависят
только от infq∈Sn ∥h∥, который равномерно ограничен для всех Sn при достаточно больших n.
Таким образом, будут справедливы те же оценки.

Доказательство замечания 2.2.2. Пусть {C ′
n}n∈N – последовательность многогранных конеч-

номерных конусов, аппроксимирующих произвольный конечномерный конус C ′: C ′
1 ⊂ C ′

2 ⊂
. . . ⊂ C ′, ∪∞

n=1C
′
n ⊂ C ′. Если dimC ′ = d, то

C ′
n ∩ Sd−1 → C ′ ∩ Sd−1, n→ ∞,

в метрике Хаусдорфа dH на подмножествах сферы Sd−1. Тогда по утверждению 2.3.1

γk(C
′
n) = P[C ′

n ∩Wd−k ̸= {0}] → γk(C
′) = P[C ′ ∩Wd−k ̸= {0}] при n→ ∞.

Тем самым, супремум в (2.8) достаточно брать по многогранным конечномерным конусам.
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Утверждение 2.3.2. Пусть конечномерные конусы Cn ⊂ H, n ∈ N: C1 ⊂ C2 ⊂ . . . ⊂ C ап-
проксимируют конус C ⊂ H изнутри: ∪∞

n=1Cn плотно в C. Тогда

γj(pos(∪∞
n=1Cn)) = γj(C).

Доказательство утверждения 2.3.2. Сразу понятно, что γj(pos(∪∞
n=1Cn)) ⩽ γj(C), поскольку

∪∞
n=1Cn ⊂ C и углы Грассмана монотонны. Необходимо показать, что γj(pos(∪∞

n=1Cn)) ⩾ γj(C).
По определению,

γj(C) = sup
C′⊂C

P[C ′ ∩Wd−j ̸= {0}],

где супремум можно брать лишь по многогранным конечномерным конусам, см. замечание 2.2.2.
Поэтому достаточно для каждого конечномерного многогранного конуса C ′ ⊂ C, d := dimC ′,
доказать, что

γj(C
′) = P[Wd−j ∩ C ′ ̸= {0}] ⩽ γj(pos(∪∞

n=1Cn)).

Так как конус C ′ является многогранным, существуют единичные векторы v1, . . . , vl ∈ linC ′

такие, что C ′ = pos(v1, . . . , vl). Зафиксируем ε > 0. Поскольку ∪∞
n=1Cn плотно в C, для каждо-

го вектора vi найдется единичный вектор ui ∈ ∪∞
n=1Cn, такой что dH(ui, vi) < ε. Следовательно,

конусы C ′
ε = pos(u1, . . . , ul) и C ′ близки, то есть dH(C

′
ε ∩ S(H), C ′ ∩ S(H)) < ε, где S(H) обо-

значает единичную сферу в H. Пусть εk – последовательность положительных чисел, такая
что lim εk = 0 при k → ∞. Мы хотим использовать утверждение 2.3.1, чтобы показать, что
limk→∞ γj(C

′
εk
) = γj(C

′). Для этого формально нам нужно поместить все конусы C ′
εk

и C ′ в одно
общее конечномерное пространство.

Заметим, что dimC ′
ε ⩽ l для всех ε, а значит, dim lin(C ′

ε ∪C ′) ⩽ d+ l. Таким образом, для
каждого ε существует линейное подпространство Uε ⊂ H, dimUε = d+ l, такое что C ′

ε ∪ C ′ ⊂ Uε.
Представим Uε в виде суммы ортогональных подпространств: Uε = linC ′ ⊕ Vε. Теперь зафик-
сируем (d + l)-мерное пространство Rd+l = Rd ⊕ Rl и изометрию I между linC ′ и Rd. Пусть
Jε : Uε → Rd+l – изометрический оператор, такой что Jε совпадает с I на linC ′. Тогда

γj(C
′) = γj(IC ′), γj(C

′
ε) = γj(JεC

′
ε),

и

dH(C
′
ε ∩ S(H), C ′ ∩ S(H)) = dH(JεC

′
ε ∩ Sd+l−1, IC ′ ∩ Sd+l−1).

Следовательно, JεkC
′
εk

→ IC ′ при k → ∞, и мы можем применить утверждение 2.3.1. Получаем

γj(C
′) = γj(IC ′) = lim

k→∞
γj(JεkC

′
εk
) = lim

k→∞
γj(C

′
εk
).
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В заключение доказательства утверждения 2.3.2 заметим, что C ′
ε ⊂ pos(∪∞

n=1Cn) для любого
ε > 0, а значит, γj(C ′

ε) ⩽ γj(pos(∪∞
n=1Cn)).

Вернемся к доказательству теоремы 2.2.1.

Для конусов C, таких что dimC < ∞, эта теорема доказана в [34, теорема 3.5]. Остается
проверить случай dimC = ∞. Аппроксимируем конус C изнутри конечномерными конусами
Cn, n ∈ N: C1 ⊂ C2 ⊂ . . . ⊂ C, ∪∞

n=1Cn плотно в C.

Мы будем опираться на те же аргументы, которые применялись в предыдущей главе при
обобщении теоремы Цирельсона на случай смешанных объемов (см. разделы 1.2 и 1.4.2). До-
казательство следствия 1.4.1 не использует компактность множества K, ключевым фактором
является наличие естественной модификации у процесса ⟨θ, x⟩ на K. Поэтому по теореме 1.3.4
можно повторить доказательство следствия 1.4.1 для выпуклых GBσ-конусов C.

Таким образом, используя следствие 1.4.1, получаем, что ∪∞
n=1Spec(x1, . . . , xk|Cn) почти

наверное плотно в Spec(x1, . . . , xk|C) = {(⟨θ, x1⟩, . . . , ⟨θ, xk⟩) : θ ∈ C}. Тем самым,

E[γj(SpeckC)] = E[γj(pos(∪∞
n=1SpeckCn))] = E[ lim

n→∞
γj(SpeckCn)]

= lim
n→∞

E[γj(SpeckCn)] = lim
n→∞

γj(Cn) = γj(pos(∪∞
n=1Cn)) = γj(C).

Здесь первое и последнее равенства выполняются по утверждению 2.3.2, второе и пятое – по
утверждению 2.3.1 и определению угла Грассмана (2.8). В третьем равенстве мы используем
теорему Лебега о мажорируемой сходимости. Наконец, четвертое равенство – это утверждение
теоремы для конечномерных конусов Cn.

Доказательство теоремы 2.2.1 завершено.

2.3.2. Доказательство теоремы 2.2.2

Для конечномерных множеств M теорема доказана (см. теорему 2.1.2). Нам остается разо-
брать случай бесконечномерного M .

По определению угла Грассмана (2.8) имеем

γk(pos(M)) := sup
C′⊂pos(M)

γk(C
′) = sup

C′⊂pos(M)

P[C ′ ∩Wd−k ̸= {0}],

где супремум берется по всем d ⩾ k и всем конечномерным конусам C ′ ⊂ pos(M), dimC ′ ⩽ d.

Рассмотрим последовательность конечномерных конусов Cn, n ∈ N, не являющихся ли-
нейными подпространствами и аппроксимирующих конус pos(M) изнутри:

C1 ⊂ C2 ⊂ . . . ⊂ pos(M), ∪∞
n=1Cn плотно в pos(M).
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По теореме 2.1.2 для конусов Cn,

γk(Cn) = P[SpeckCn = Rk] = P[0 ∈ Int SpeckCn].

Перейдем к пределу при n→ ∞ в последнем равенстве. Проводя те же самые рассуждения, что
в доказательстве теоремы 2.2.1, слева в пределе мы получим γk(pos(M)). Справа по непрерыв-
ности вероятности при n→ ∞

P[0 ∈ Int SpeckCn] → P[0 ∈ Int ∪∞
n=1 SpeckCn].

Как обсуждалось в доказательстве теоремы 2.2.1, для GBσ-конуса pos(M) имеем: почти навер-
ное ∪∞

n=1SpeckCn плотно в Speck pos(M), поэтому

P[0 ∈ Int ∪∞
n=1 SpeckCn] = P[0 ∈ Int Speck pos(M)],

так как внутренность выпуклого конечномерного множества совпадает с внутренностью его
замыкания (см., например, [60, теорема 1.1.15]). Далее, по свойству линейности изонормального
процесса pos и Speck можно поменять местами (см. [55, раздел 1.1.1] и [14]), следовательно,

P[0 ∈ Int Speck pos(M)] = P[0 ∈ Int pos(SpeckM)] = P[0 ∈ Int conv(SpeckM)].

В свою очередь, несложно понять, что

P[0 ∈ Int conv(SpeckM)] = P[pos(SpeckM) = Rk],

см., например, [34, следствие 5.3]. Таким образом, предельное равенство имеет вид

γk(pos(M)) = P[pos(SpeckM) = Rk] = P[0 ∈ Int conv(SpeckM)].

Теорема 2.2.2 доказана.

2.3.3. Доказательство теоремы 2.2.3

Для конечномерных множеств M теорема доказана (см. теорему 2.1.3). Разберем случай
бесконечномерного M .

Рассмотрим последовательность выпуклых конечномерных множеств Mn, n ∈ N, которая
аппроксимирует conv(M) изнутри: M1 ⊂ M2 ⊂ . . . ⊂ M, ∪∞

n=1Mn плотно в conv(M). Так как
Mn конечномерны, их можно вложить в конечномерные подпространства H соответствующей
размерности. Пусть dimMn = dn, обозначим через Hn линейную оболочку Mn, dimHn = dn. По
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теореме 2.1.3 для множеств Mn, рассматриваемых в Hn, верна формула:

E exp

(
1− λ−2

2
sup

h∈Mn\{0}

⟨Ndn , h⟩2+
∥h∥2

)
=

dn∑
k=0

λkυk(pos(Mn)), (2.14)

где Ndn – это стандартный dn-мерный гауссовский вектор в Hn. В терминах изонормального
процесса, формула (2.14) переписывается следующим образом:

E exp

(
1− λ−2

2
sup

h∈Mn\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

)
=

dn∑
k=0

λkυk(pos(Mn)). (2.15)

Для того, чтобы проверить эквивалентность формул (2.14) и (2.15) для конечномерных мно-
жеств Mn, заметим, что совпадают все конечномерные распределения процессов ⟨Ndn , h⟩ и ξ(h):
при любом j ∈ N и при любых h1, . . . , hj ∈Mn,(

⟨Ndn , h1⟩, . . . , ⟨Ndn , hj⟩
)

и
(
ξ(h1), . . . , ξ(hj)

)
равны по распределению. Действительно, оба вектора являются гауссовскими с нулевым мате-
матическим ожиданием и матрицей ковариаций Clm = ⟨hl, hm⟩, l,m = 1, . . . , j. Тогда для Mn

совпадают распределения случайных величин

sup
h∈Mn\{0}

⟨Ndn , h⟩2+
∥h∥2

и sup
h∈Mn\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

,

а это означает, что формулы (2.14) и (2.15) эквивалентны.

Перейдем к пределу при n → ∞ в равенстве (2.15). Сначала выясним, что получится в
правой части. Нам понадобятся утверждения 2.3.1 и 2.3.2 для углов Грассмана.

В силу (2.8), для конусов Cn, C, удовлетворяющих условиям утверждения 2.3.2, выполнено

lim
n→∞

γk(Cn) = γk(pos(∪∞
n=1Cn)) = γk(C).

Тогда (2.11), (2.12) влекут

lim
n→∞

υk(Cn) = υk(pos(∪∞
n=1Cn)) = υk(C).

Пусть Cn = pos(Mn). Так как υk(pos(Mn)) ⩽ 1,

∞∑
k=0

λkυk(pos(Mn)) ⩽
∞∑
k=0

λk <∞, λ ∈ (0, 1).
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Следовательно, по теореме Лебега о мажорируемой сходимости получаем

dn∑
k=0

λkυk(pos(Mn)) →
∞∑
k=0

λkυk(pos(M)), n→ ∞, λ ∈ (0, 1).

Теперь посмотрим на предел в левой части выражения (2.15) при n → ∞. Достаточно
доказать следующую лемму.

Лемма 2.3.1. Пусть дано множество M ⊂ H такое, что conv(M) является GB-множеством,
и последовательность подмножеств Mn, аппроксимирующих conv(M) изнутри: M1 ⊂ M2 ⊂
. . . ⊂ conv(M), ∪∞

n=1Mn плотно в conv(M). Тогда при всех λ > 0 выполнено

lim
n→∞

E exp

(
1− λ−2

2
sup

h∈Mn\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

)
= E exp

(
1− λ−2

2
sup

h∈conv(M)\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

)
.

Доказательство леммы 2.3.1. Ниже мы покажем, что

Xn := sup
h∈Mn\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

P−→ X := sup
h∈conv(M)\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

, (2.16)

где P−→ обозначает сходимость по вероятности. Отсюда последует заключение леммы 2.3.1, а
значит, и теоремы 2.2.3. Действительно, достаточно выделить из Xn сходящуюся почти наверное
подпоследовательность, воспользоваться монотонностью Xn по n и применить теорему Леви о
монотонной сходимости.

Итак, нам остается показать сходимость (2.16). Пусть N – это некоторое счетное всюду
плотное подмножество conv(M)\{0}. Сходимость (2.16) последует, если мы докажем два соот-
ношения:

P

(
sup

h∈conv(M)\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

= sup
h∈N

ξ(h)2+
∥h∥2

)
= 1; (2.17)

sup
h∈Mn\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

P−→ sup
h∈N

ξ(h)2+
∥h∥2

, n→ ∞. (2.18)

Начнем с равенства (2.17).

Лемма 2.3.2. Пусть N – счетное подмножество выпуклого GB-множества M̃ , не содержа-
щее 0 и всюду плотное в M̃ . Тогда почти наверное

sup
h∈N

ξ(h)2+
∥h∥2

= sup
h∈M̃\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

.
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Доказательство леммы 2.3.2. Понятно, что почти наверное

sup
h∈N

ξ(h)2+
∥h∥2

⩽ sup
h∈M̃\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

.

Для проверки неравенства в обратную сторону воспользуемся леммой 1.4.1 из раздела 1.4.2
главы 1. По теореме 1.3.4, у ξ(h) на M̃ существует естественная модификация. Зафиксируем
h0 ∈ M̃ . Поскольку N плотно в M̃ , найдется последовательность hn ∈ N : hn → h0 при n → ∞
по норме в H. Тогда при n→ ∞ имеем

E(ξ(h0)− ξ(hn))
2 = E(ξ(h0 − hn))

2 = ∥h0 − hn∥2 → 0.

Здесь первое равенство следует из линейности изонормального процесса (см., например, [55,
раздел 1.1.1]), второе – из свойства (1.1). Таким образом, последовательность ξ(hn) сходится
к ξ(h0) по вероятности. Тогда мы можем извлечь подпоследовательность (будем ее обозначать
также hn) такую, что ξ(hn) сходится к ξ(h0) почти наверное (соответствующее множество веро-
ятности 1 зависит от h0). Тем самым, условия леммы 1.4.1 выполнены.

Докажем, что обратное неравенство справедливо при всех ω ∈ Ω0, где Ω0 – множество
вероятности 1 из леммы 1.4.1. От противного: пусть найдутся ω′ ∈ Ω0 и h0 ∈ M̃\{0} такие, что

ξ(h0, ω
′)2+

∥h0∥2
> sup

h∈N

ξ(h, ω′)2+
∥h∥2

.

По свойству Ω0, найдутся h′n ∈ N такие, что

ξ(h′n, ω
′) → ξ(h0, ω

′), n→ ∞.

Отсюда следует, что
ξ(h′n, ω

′)+ → ξ(h0, ω
′)+, n→ ∞.

Так как h0 ̸= 0, h′n → h0, имеем

ξ(h′n, ω
′)2+

∥h′n∥2
→

ξ(h0, ω
′)2+

∥h0∥2
, n→ ∞.

Получили противоречие. Тем самым, для всех ω ∈ Ω0

sup
h∈N

ξ(h, ω)2+
∥h∥2

= sup
h∈M̃\{0}

ξ(h, ω)2+
∥h∥2

.

Справедливость (2.17) установлена. Теперь докажем сходимость в (2.18). Занумеруем эле-
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менты N произвольным образом, N = {hk}k⩾0. Необходимо проверить, что для любого ε > 0

выполнено

P

(∣∣∣∣∣ sup
h∈Mn\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

− sup
h∈N

ξ(h)2+
∥h∥2

∣∣∣∣∣ > ε

)
→ 0, n→ ∞. (2.19)

Из (2.17) и соображений монотонности следует, что соотношение (2.19) вытекает из сходимости:

P

(
sup

h∈Mn\{0}

ξ(h)2+
∥h∥2

+ 3ε < sup
h∈N

ξ(h)2+
∥h∥2

)
→ 0, n→ ∞,

где параметр ε мы заменили на 3ε для удобства изложения. Зафиксируем ε > 0. Рассмотрим
множества

Ãk,ε :=

{
ω ∈ Ω:

ξ(hk, ω)
2
+

∥hk∥2
+ ε > sup

h∈N

ξ(h, ω)2+
∥h∥2

}
, k ⩾ 0,

A0,ε := Ã0,ε,

Ak,ε := Ãk,ε \
⋃
n<k

Ãn,ε, k ⩾ 1.

Видно, что Ak,ε дизъюнктны и в объединении дают все вероятностное пространство Ω. Пусть

Bn :=

{
ω ∈ Ω : sup

h∈Mn\{0}

ξ(h, ω)2+
∥h∥2

+ 3ε < sup
h∈N

ξ(h, ω)2+
∥h∥2

}
, n ⩾ 1.

Тогда
Bn =

⋃
k⩾0

(Bn ∩ Ak,ε), n ⩾ 1.

Если ω ∈ Bn ∩ Ak,ε, то одновременно выполнены следующие соотношения:
sup

h∈Mn\{0}

ξ(h,ω)2+
∥h∥2 + 3ε < sup

h∈N

ξ(h,ω)2+
∥h∥2 ,

ξ(hk,ω)
2
+

∥hk∥2
+ ε > sup

h∈N

ξ(h,ω)2+
∥h∥2 .

Следовательно,

sup
h∈Mn\{0}

ξ(h, ω)2+
∥h∥2

+ 2ε <
ξ(hk, ω)

2
+

∥hk∥2
.

Поскольку ∪∞
n=1Mn плотно в conv(M), то для каждого hk ∈ N ⊂ conv(M) можно выбрать

последовательность чисел h
(n)
k ∈ Mn, сходящуюся к hk при n → ∞. Тогда для ω ∈ Bn ∩ Ak,ε
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имеем

ξ(h
(n)
k , ω)2+

∥h(n)k ∥2
+ 2ε <

ξ(hk, ω)
2
+

∥hk∥2
.

Таким образом,

P(Bn) =
∞∑
k=0

P(Bn ∩ Ak,ε) ⩽
∞∑
k=0

P

(
ξ(h

(n)
k )2+

∥h(n)k ∥2
+ 2ε <

ξ(hk)
2
+

∥hk∥2

)
.

Оценим следующую разность: почти наверное выполнено∣∣∣∣∣ξ(h
(n)
k )2+

∥h(n)k ∥2
−
ξ(hk)

2
+

∥hk∥2

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

∥hk∥2
∣∣∣ξ(hk)2+ − ξ(h

(n)
k )2+

∣∣∣+ ξ(h
(n)
k )2+

∣∣∣∣∣ 1

∥hk∥2
− 1

∥h(n)k ∥2

∣∣∣∣∣
⩽

2C

∥hk∥2
∣∣∣ξ(hk)+ − ξ(h

(n)
k )+

∣∣∣+ C2

∣∣∣∥hk∥2 − ∥h(n)k ∥2
∣∣∣

∥hk∥2∥h(n)k ∥2

⩽
2C

∥hk∥2
∣∣∣ξ(hk)− ξ(h

(n)
k )
∣∣∣+ C2

∣∣∣∥hk∥2 − ∥h(n)k ∥2
∣∣∣

∥hk∥2∥h(n)k ∥2
, (2.20)

где C < ∞ – константа, такая что

∣∣∣∣∣ sup
h∈conv(M)

ξ(h)

∣∣∣∣∣ < C. Такая константа существует, поскольку

conv(M) является GB-множеством. Второе слагаемое в правой части (2.20) стремится к 0 при
n→ ∞, поэтому по неравенству Чебышёва

lim sup
n→∞

P

(
ξ(h

(n)
k )2+

∥h(n)k ∥2
+ 2ε <

ξ(hk)
2
+

∥hk∥2

)
⩽ lim sup

n→∞
P

(
2C

∥hk∥2
∣∣∣ξ(hk)− ξ(h

(n)
k )
∣∣∣ > ε

)

⩽ lim sup
n→∞

4C2D(ξ(hk)− ξ(h
(n)
k ))

ε2∥hk∥4
= lim sup

n→∞

4C2∥hk − h
(n)
k ∥2

ε2∥hk∥4
= 0.

Таким образом, все члены ряда
∞∑
k=0

P(Bn ∩ Ak,ε) стремятся к 0. Следовательно, P(Bn) → 0 при

n → ∞ по теореме Лебега о мажорируемой сходимости (с мажорантой
∞∑
k=0

P(Ak,ε)), и (2.18)
доказано.
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Глава 3. Целая функция Штейнера и
результаты о концентрации

3.1. Введение

Данная глава посвящена изучению поведения последовательности внутренних объемов.
Среди ее ключевых особенностей мы выделим логарифмическую вогнутость и концентрацию.

3.1.1. Логарифмическая вогнутость последовательности внутренних объемов и
целая функция Штейнера

Последовательность a0, a1, a2 . . . , неотрицательных чисел называется логарифмически во-
гнутой, если a2k ⩾ ak−1ak+1 для всех k ⩾ 1. Если же для любого k ⩾ 1 выполняется неравенство
a2k ⩾

k+1
k
ak−1ak+1, то последовательность называется ультра логарифмически вогнутой.

В [30] Фавар обнаружил, что последовательность внутренних объемов конечномерного
компакта является ультра логарифмически вогнутой. Позже МакМаллен [53] и Шеве [23] неза-
висимо вывели данное свойство из неравенства Александрова–Фенхеля. Неравенство логариф-
мической вогнутости легко обобщается на случай бесконечномерного компакта и формулируется
следующим образом.

Теорема 3.1.1 (Фавар). Пусть K – непустое выпуклое компактное множество в сепарабель-
ном гильбертовом пространстве H. Тогда при k = 1, 2, . . . ,

Vk(K)2 ⩾
k + 1

k
Vk+1(K)Vk−1(K). (3.1)

Отсюда мы видим, что если Vk′(K) = ∞ для некоторого k′ ⩾ 1, то для всех k = 1, 2, . . . ,

имеем Vk(K) = ∞. В этом рассуждении мы использовали следующий факт: если Vk(K) = 0, то
k > dimK, и, следовательно, для бесконечномерных выпуклых множеств в последовательности
их внутренних объемов не может быть нулей. Пусть всюду далее в данной главе V1(K) < ∞
(равносильно тому, что K – GB-множество, см. определение в разделе 1.1 и теорему 1.3.3 из
главы 1).
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Из (3.1) Шеве [23] и МакМаллен [53] вывели оценку на все внутренние объемы K че-
рез V1(K):

Vk(K) ⩽
V1(K)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . . . (3.2)

В работе [68] Уиллс ввел в рассмотрение функционал, который часто используется наряду
с внутренними объемами. Функционал Уиллса выпуклого GB-компакта K ⊂ H определяется
как

W (K) :=
∞∑
k=0

Vk(K).

Из (3.2) сразу следует, что

W (K) ⩽ exp(V1(K)). (3.3)

В [40] Сифре и Николас для каждого конечномерного выпуклого компакта K ⊂ Rd пред-
ложили рассмотреть многочлен от комплексной переменной с коэффициентами Vk(K) (уже без
нормировки, в отличие от многочлена Штейнера (0.1)):

fK(z) =
d∑

k=0

Vk(K)zk, z ∈ C.

Функцию fK(z) назвали многочленом Уиллса компакта K, так как

fK(1) =W (K).

Сифре и Николас изучили расположение корней fK(z) на комплексной плоскости и их связь с
другими функционалами [40].

Нас будет интересовать производящая функция последовательности внутренних объемов
в бесконечномерном случае. Аналогом многочлена Уиллса для бесконечномерного выпуклого
GB-компакта выступает ряд:

fK(z) =
∞∑
k=0

Vk(K)zk, z ∈ C. (3.4)

Замечание 3.1.1. Определение fK(z) корректно поскольку, как видно из неравенства (3.2), ряд
(3.4) сходится при всех z ∈ C тогда и только тогда, когда K – GB-множество. Тем самым,
функция fK(z) является целой. Будем называть fK(z) целой функцией Штейнера. Название
обусловлено тем, что при действительных неотрицательных z эта функция с точностью до нор-
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мировки совпадает с правой частью соотношения из теоремы 1.1.3, являющейся бесконечномер-
ной версией формулы Штейнера.

Для удобства читателя, в разделе 3.3 приведены необходимые факты из теории целых
функций.

Первая задача этой главы состояла в том, чтобы исследовать основные свойства целой
функции Штейнера и рассмотреть конкретные примеры.

3.1.2. Концентрация внутренних объемов

В работах [25] и [46] было показано, что нормированная последовательность внутренних
объемов конечномерных выпуклых компактов концентрируется вокруг определенного индек-
са, который называется центральным внутренним объемом. Рассмотрим тему концентрации
подробнее.

Для выпуклого компакта K ⊂ Rd заведем случайную величину внутренних объемов ZK ,
распределенную на множестве {0, 1, . . . , d} следующим образом:

P [ZK = k] =
Vk(K)

W (K)
.

Математическое ожидание ZK называется центральным внутренним объемом K и обознача-
ется для краткости через δ(K). Это понятие играет особую роль в изучении фазовых переходов
в выпуклой геометрии (см. [25], [46]).

Заметим, что δ(K) может принимать значения в интервале [0, d). Крайнее значение d не
достигается, поскольку V0(K) = 1 для любого непустого выпуклого компакта K.

Современная версия теоремы о концентрации внутренних объемов формулируется следу-
ющим образом.

Теорема 3.1.2 (Лотц, Тропп). Пусть K ⊂ Rd – непустой выпуклый компакт со случайной
величиной внутренних объемов ZK. Тогда ZK удовлетворяет неравенствам концентрации:

P[ZK − δ(K) ⩽ −t] ⩽ exp

(
−3t2

2
d

6(d− δ(K))δ(K) + 2δ(K)t

)
при 0 ⩽ t ⩽ δ(K); (3.5)

P[ZK − δ(K) ⩾ t] ⩽ exp

(
−3t2

2
d

6(d− δ(K))δ(K) + 2(d− δ(K))t

)
при 0 ⩽ t ⩽ d− δ(K).

Лотц и Тропп не формулировали теорему 3.1.2 явно, но привели все необходимые факты
для ее доказательства (см. [46, приложение D]). Также они получили аналог данной теоремы
для случайной величины несколько иных характеристик, так называемых взвешенных внут-
ренних объемов [46, раздел 2]. Для удобства читателя мы приведем подробное доказательство
теоремы 3.1.2 в разделе 3.4.4.
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Вторая задача этой главы – получить аналог теоремы 3.1.2 для бесконечномерных выпук-
лых компактов.

В следующем разделе мы сформулируем основные результаты настоящей главы. Раз-
дел 3.3 содержит необходимые нам сведения из теории целых функций. Доказательства ос-
новных результатов представлены в разделе 3.4.

3.2. Основные результаты

3.2.1. Порядок и тип целой функции Штейнера

Первый результат описывает ключевые показатели роста целой функции Штейнера: по-
рядок и тип (определения см. в разделе 3.3).

Утверждение 3.2.1. Пусть K ⊂ H – непустой выпуклый GB-компакт. Тогда целая функция
Штейнера fK(z) имеет порядок ρ(K) ⩽ 1. Если порядок ρ(K) = 1, то тип σ(K) ⩽ V1(K).

Доказательство утверждения 3.2.1 представлено в разделе 3.4.1.
Принимая во внимание представление Адамара (см. теорему 3.3.1 в разделе 3.3) и тот

факт, что fK(0) = V0(K) = 1 для любого непустого выпуклого K, сразу получаем следствие
ниже.

Следствие 3.2.1. Целая функция Штейнера GB-компакта K ⊂ H представляется в виде:

fK(z) = ecz
∞∏
k=1

(
1− z

zk

)
exp

(
z

zk

)
, (3.6)

где zk – все корни fK(z), c ∈ C. При этом, если ряд
∞∑
k=1

1
|zk|

сходится, то (3.6) упрощается до

fK(z) = ecz
∞∏
k=1

(
1− z

zk

)
.

Род g целой функции fK(z) (определение см. в разделе 3.3) равен 0 или 1.

Далее мы приведем примеры функций Штейнера.

Пример: целая функция Штейнера замкнутой выпуклой оболочки спирали Винера

Рассмотрим в качестве K замкнутую выпуклую оболочку спирали Винера, которая была
определена в разделе 1.2 главы 1. Там же было упомянуто, что внутренние объемы K вычис-
ляются по формуле:

Vk(K) =
κk
k!

=
πk/2

Γ
(
k
2
+ 1
)
k!
.
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Утверждение 3.2.2. Целая функция Штейнера замкнутой выпуклой оболочки спирали Ви-
нера имеет порядок ρ(K) = 2

3
, тип σ(K) = 3

2
(2π)

1
3 , и выражается через обобщенную гипергео-

метрическую функцию 0F2 следующим образом:

fK(z) =
∞∑
k=0

πk/2

Γ(k
2
+ 1)k!

zk = 0F2

(
;
1

2
, 1;

πz2

4

)
+ 2z · 0F2

(
;
3

2
,
3

2
;
πz2

4

)
,

где

0F2 (;α, β; z) =
∞∑
k=0

zk

(α)k(β)kk!
,

(α)k =
Γ(α + k)

Γ(α)
= α(α + 1) · · · (α + k − 1) – символ Похгаммера.

Утверждение 3.2.2 доказано в разделе 3.4.2. Подробное изложение теории гипергеометри-
ческих функций можно найти в книге [17].

Пример: целая функция Штейнера замкнутой выпуклой оболочки спирали бро-
уновского моста

Также в разделе 1.2 главы 1 мы рассматривали замкнутую выпуклую оболочку K̊ спирали
броуновского моста со следующими внутренними объемами:

Vk(K̊) =
κk+1

2k!
=

π(k+1)/2

2Γ
(
k
2
+ 3

2

)
k!
.

Утверждение 3.2.3. Целая функция Штейнера замкнутой выпуклой оболочки спирали бро-
уновского моста имеет порядок ρ(K̊) = 2

3
, тип σ(K̊) = 3

2
(2π)

1
3 , и выражается через обобщен-

ную гипергеометрическую функцию 0F2 следующим образом:

fK̊(z) =
∞∑
k=0

π(k+1)/2

2Γ
(
k
2
+ 3

2

)
k!
zk = 0F2

(
;
1

2
,
3

2
;
πz2

4

)
+

1

2
πz · 0F2

(
;
3

2
, 2;

πz2

4

)
. (3.7)

Замечание 3.2.1. При k → ∞ выполнено
Γ( k

2
+ 3

2)
Γ( k

2
+1)

= O(
√
k), поэтому порядок и тип целых функ-

ций Штейнера K и K̊ совпадают, см. формулы (3.12), (3.13). Те же рассуждения, что и в дока-
зательстве утверждения 3.2.2, приводят к представлению (3.7).
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Пример: целая функция Штейнера параллелепипеда

Пусть теперь K – параллелепипед в H, то есть произведение счетного числа отрезков:

K =
∞∏
j=1

[aj, bj].

Формула для внутренних объемов параллелепипедов хорошо известна (см., например, [44, тео-
рема 9.8.2]):

Vk(K) =
∑

j1<j2<...<jk

lj1 · · · ljk . (3.8)

Здесь через lj := ∥aj − bj∥ обозначены длины сторон параллелепипеда. Тем самым, k-й внутрен-
ний объем параллелепипеда совпадет с k-й элементарной симметрической функцией от lj. Мы
видим, что K является GB-компактом тогда и только тогда, когда

V1(K) =
∞∑
j=1

lj <∞,

иными словами, последовательность длин сторон суммируема (см. теорему 1.3.3 из главы 1 и [26]).

Утверждение 3.2.4. Целая функция Штейнера GB-параллелепипеда с длинами сторон l1, l2, . . . ,
имеет вид

fK(z) =
∞∏
j=1

(1 + zlj).

При этом для каждого числа ρ ∈ [0, 1] существует параллелепипед K такой, что его целая
функция Штейнера имеет порядок ρ(K) = ρ.

Доказательство утверждения 3.2.4 находится в разделе 3.4.3.

3.2.2. Концентрация внутренних объемов бесконечномерных множеств

Перейдем к вопросу о концентрации. Пусть K ⊂ H – непустой выпуклый GB-компакт
(V1(K) <∞). По аналогии с конечномерным случаем, введем случайную величину внутренних
объемов ZK,∞ с целыми неотрицательными значениями:

P[ZK,∞ = k] =
Vk(K)

W (K)
, k = 0, 1, 2, . . . .

Замечание 3.2.2. Определение ZK,∞ является корректным, так как выполнено неравенство (3.3).
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Как и раньше, обозначим через δ(K) математическое ожидание ZK,∞. Далее представлен
аналог теоремы 3.1.2 для ZK,∞.

Теорема 3.2.1. Пусть ZK,∞ – случайная величина внутренних объемов для бесконечномерного
выпуклого GB-компакта K ⊂ H. Тогда ZK,∞ удовлетворяет неравенствам концентрации:

P[ZK,∞ − δ(K) < −t] ⩽ exp

(
−t2

4δ(K)

)
при 0 ⩽ t ⩽ δ(K);

P[ZK,∞ − δ(K) > t] ⩽ exp

(
−3t2

2

6δ(K) + 2t

)
при t ⩾ 0.

Доказательство теоремы 3.2.1 приведено в разделе 3.4.5.

Замечание 3.2.3. Асимптотически при t → ∞ второе неравенство из теоремы 3.2.1 не является
оптимальным. Неравенство (3.2) дает оценку лучше. Действительно, пусть t0 = [t + δ(K)], где
через [ · ] обозначена целая часть числа. Тогда при больших t имеем

lnP[ZK,∞ − δ(K) > t] = lnP[ZK,∞ > t+ δ(K)]

= ln
∞∑

k=t0+1

Vk(K)

W (K)

(3.2)
⩽ ln

∞∑
k=t0

V1(K)k

k!W (K)
= ln

(
V1(K)t0

t0!

)
+O(1).

По формуле Стирлинга ln(t0!) = t0 ln t0 +O(t0). Тогда

ln

(
V1(K)t0

t0!

)
= t0 lnV1(K)− t0 ln t0 +O(t0) = −t0 ln t0 +O(t0) = −t ln t+O(t).

Тем самым, при t→ ∞ имеем

lnP[ZK,∞ − δ(K) > t] ⩽ −t ln t+O(t).

В то же время по теореме 3.2.1 при t→ ∞

lnP[ZK,∞ − δ(K) > t] ⩽ −3t

4
+O(1).

Закончим этот раздел предложением гипотезы о характеризации последовательностей
внутренних объемов бесконечномерных выпуклых компактов. В 1916 году Бляшке [21] поставил
задачу, которая в терминах внутренних объемов формулируется так: для выпуклых компактов
в R3 найти полное описание множества последовательностей (V1(K), V2(K), V3(K))K∈K3 . Широко
известна система из нескольких неравенств, связывающих V1(K), V2(K), V3(K) (см., например,
[60, раздел 7.2] и [58]). Однако эта система не дает исчерпывающих достаточных условий, и за-
дача Бляшке до сих пор остается открытой. Мы предполагаем, что в бесконечномерном случае
полное описание последовательностей внутренних объемов может быть проще. Это связано с
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тем, что, в отличие от конечномерных аналогов, известные нам асимптотические (не зависящие
от размерности) версии неравенств следуют из неравенства (3.1).

Гипотеза 3.2.1. Последовательность положительных чисел a0 = 1, a1, a2, . . . является по-
следовательностью внутренних объемов для некоторого бесконечномерного GB-компакта K

тогда и только тогда, когда она удовлетворяет неравенству

a2k ⩾
k + 1

k
ak+1ak−1, k = 1, 2, . . . .

3.3. Необходимые сведения из теории целых функций

Следуя книге Левина [8], приведем необходимые нам факты о целых функциях.
Целой функцией называется функция, аналитическая во всей комплексной плоскости C.

Стандартными примерами целых функций являются многочлены и экспоненциальная функция,
а также любые их конечные суммы, произведения и композиции.

Каждая целая функция имеет представление в виде ряда, который сходится всюду на C:

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k. (3.9)

Последнее условие означает, что

lim
k→∞

|ak|
1
k = 0, (3.10)

или, эквивалентно,

lim
k→∞

ln |ak|
k

= −∞.

С другой стороны, любая функция вида (3.9) с коэффициентами, удовлетворяющими критерию
(3.10), является целой.

Порядок ρ целой функции f(z) определяется как инфимум по всем числам m таким, что

f(z) = O(e|z|
m

), при z → ∞.

Последнее определение равносильно такому равенству:

ρ = lim sup
r→∞

ln (lnMf (r))

ln r
,

где
Mf (r) = max

|z|=r
|f(z)| .
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Более точную характеристику роста целой функции фиксированного порядка представляет тип
функции. Типом σ целой функции f(z) порядка ρ называется инфимум по всем положительным
числам A таким, что

Mf (r) < eArρ при r → ∞. (3.11)

Иными словами, тип σ определяется формулой

σ = lim sup
r→∞

lnMf (r)

rρ
.

Функция f(z) порядка 1 и типа σ называется функцией экспоненциального типа σ. Если f(z)

имеет порядок меньше 1, то говорят, что f(z) имеет экспоненциальный тип 0.

Порядок и тип целой функции выражаются через коэффициенты из разложения (3.9)
следующим образом:

ρ = lim sup
k→∞

k ln k

− ln |ak|
, (3.12)

(eρσ)
1
ρ = lim sup

k→∞
k

1
ρ |ak|

1
k . (3.13)

Для целых функций конечного порядка существует представление в виде бесконечного
произведения. Это утверждение известно как теорема Адамара.

Теорема 3.3.1 (Адамар). Целая функция f(z) конечного порядка ρ представляется в форме

f(z) = zmeP (z)

∞∏
k=1

(
1− z

zk

)
exp

(
z

zk
+ · · ·+ 1

p

(
z

zk

)p)
,

где zk – все отличные от нуля корни f(z), m – кратность нулевого корня, P (z) – многочлен
степени q ⩽ ρ, и p – наименьшее целое неотрицательное число такое, что ряд

∞∑
k=1

1

|zk|p+1

сходится.

Неотрицательное целое число g = max{p, q} называется родом целой функции f(z). Если
порядок ρ нецелый, то g = [ρ], в противном случае g = ρ− 1 или g = ρ.
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3.4. Доказательства

3.4.1. Доказательство утверждения 3.2.1

По неравенству (3.2) имеем

|fK(z)| ⩽ fK (|z|) =
∞∑
k=0

Vk(K)|z|k ⩽
∞∑
k=0

V1(K)k

k!
|z|k = exp (V1(K)|z|) . (3.14)

Таким образом, порядок ρ(K) ⩽ 1.
Теперь пусть ρ(K) = 1. Тогда из определения (3.11) и неравенства (3.14) следует, что тип

σ(K) ⩽ V1(K).
При этом для любого числа ρ ∈ [0, 1] найдется GB-параллелепипед, для которого его

целая функция Штейнера имеет порядок ρ (см. утверждение 3.2.4).

3.4.2. Доказательство утверждения 3.2.2

Для начала вычислим порядок и тип функции

fK(z) =
∞∑
k=0

πk/2

Γ(k
2
+ 1)k!

zk.

По формуле Стирлинга, при k → ∞ имеем

ln k! = ln Γ(k + 1) = k ln k − k +O(ln k),

ln Γ

(
k

2
+ 1

)
=
k

2
· ln
(
k

2

)
− k

2
+O(ln k) =

k ln k

2
− k

1 + ln 2

2
+O(ln k).

Значит, при k → ∞ выполнено

lnVk(K) = −3

2
k ln k + k

(
ln π + 3 + ln 2

2

)
+O(ln k).

Подставляя последнее выражение в формулу (3.12), находим

ρ(K) = lim sup
k→∞

k ln k

− lnVk(K)
=

2

3
.

Чтобы посчитать тип, заметим, что при k → ∞,

ln
(
k

3
2Vk(K)

1
k

)
=

3

2
ln k +

−3
2
k ln k + k

(
lnπ+3+ln 2

2

)
+O(ln k)

k
=

ln π + 3 + ln 2

2
+ o(1).
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Следовательно, согласно (3.13), имеем

(
2eσ(K)

3

) 3
2

= exp

(
ln π + 3 + ln 2

2

)
,

σ(K) =
3

2
exp

(
ln π + ln 2

3

)
=

3

2
(2π)

1
3 .

Теперь покажем, что

fK(z) =
∞∑
k=0

πk/2

Γ(k
2
+ 1)k!

zk = 0F2

(
;
1

2
, 1;

πz2

4

)
+ 2z · 0F2

(
;
3

2
,
3

2
;
πz2

4

)
. (3.15)

По определению обобщенной гипергеометрической функции 0F2 выполнено

0F2

(
;
1

2
, 1;

πz2

4

)
+ 2z · 0F2

(
;
3

2
,
3

2
;
πz2

4

)
=

∞∑
k=0

(
π
4

)k
z2k(

1
2

)
k
(1)k k!

+ 2z
∞∑
k=0

(
π
4

)k
z2k(

3
2

)
k

(
3
2

)
k
k!

=
∞∑
k=0

πk

4k · 1
2
· 3
2
· · · 2k−1

2
· 2 · 3 · · · k · k!

z2k +
∞∑
k=0

2πk · Γ
(
3
2

)
4k · 3

2
· 5
2
· · · 2k+1

2
· Γ
(
k + 3

2

)
· k!

z2k+1

=
∞∑
k=0

πk

(2k)! · Γ(k + 1)
z2k +

∞∑
k=0

πk+ 1
2

(2k + 1)! · Γ
(
k + 3

2

)z2k+1 =
∞∑
k=0

πk/2

Γ(k
2
+ 1)k!

zk.

Таким образом, формула (3.15) доказана.

3.4.3. Доказательство утверждения 3.2.4

Формула (3.8) для внутренних объемов параллелепипеда сразу влечет представление его
целой функции Штейнера в виде

fK(z) =
∞∏
j=1

(1 + zlj).

Докажем теперь, что на GB-параллелепипедах реализуется любой порядок ρ ∈ [0, 1]. За-
фиксируем некоторое α > 1 и рассмотрим последовательность lj = j−α. Имеем

lnMfK (r) = ln fK(r) =
∞∑
j=1

ln(1 + rlj) =
∞∑
j=1

ln

(
1 +

r

jα

)
.

Если r
jα
< 1

2
, то ln

(
1 + r

jα

)
≈ r

jα
. Здесь символом ≈ мы обозначаем равенство с точностью до
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мультипликативной константы. Пусть N0 = N0(r) = (2r)
1
α , тогда

∞∑
j=[N0]

ln

(
1 +

r

jα

)
≈ r

∞∑
j=[N0]

1

jα
≈ rN1−α

0 ≈ r · (2r)
1−α
α = r

1
α2

1−α
α .

С другой стороны,

[N0]∑
j=1

ln

(
1 +

r

jα

)
⩽ N0 ln(1 + r) = (2r)

1
α ln(1 + r).

Таким образом, при больших r, для некоторых констант c1 и c2 справедливы неравенства

c1r
1
α ⩽ lnMfK (r) ⩽ c2r

1
α ln r,

ln r

α
+ ln c1 ⩽ ln lnMfK (r) ⩽

ln r

α
+ ln c2 + ln ln r.

Тогда ρ(K) = 1
α

и, следовательно, на параллелепипедах реализуется любой порядок ρ ∈ (0, 1).

Аналогично можно показать, что последовательности lj = e−j (убывает быстрее любой
последовательности вида j−α) или lj = 1

j(ln j)2
, j = 2, 3, . . . (убывает медленнее j−α) реализуют

порядки 0 и 1, соответственно.

3.4.4. Доказательство теоремы 3.1.2

Пусть Y – ограниченная вещественнозначная случайная величина. Тогда производящая
функция моментов и ее логарифм определяются как

mY (θ) := EeθY , ξY (θ) := lnmY (θ) = lnEeθY , θ ∈ R.

Нам понадобится следующая теорема (см. [46, факт 5.5]).

Теорема 3.4.1. Пусть Y – центрированная случайная величина. Для ν ⩾ 0 и t ⩾ 0 имеем:

если ξY (θ) ⩽ ν
eaθ − aθ − 1

a2
при θ ⩾ 0, то lnP[Y ⩾ t] ⩽

−ν
a2

ψ

(
at

ν

)
;

если ξY (θ) ⩽ ν
e−aθ + aθ − 1

a2
при θ ⩽ 0, то lnP[Y ⩽ −t] ⩽ −ν

a2
ψ

(
−at
ν

)
.

Здесь ψ(u) := (1 + u) ln(1 + u)− u для u > −1, ψ(−1) := 1 и ψ(u) := ∞ для u < −1.

Поскольку ψ(u) ⩾ u2

2
(1+ u

3
) при всех u ∈ R, можно ослабить для удобства вышеприведен-
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ный результат следующим образом (см. [46, соотношение 5.15]): для всех t ⩾ 0

lnP[Y ⩾ t] ⩽
−t2

2

ν + at
3

, (3.16)

lnP[Y ⩽ −t] ⩽
−t2

2(
ν − at

3

)
+

, (3.17)

где, как и прежде, c+ := max(c, 0) для вещественного числа c.

Рассмотрим случайную величину IK := d− ZK , то есть

P[IK = d− k] =
Vk(K)

W (K)
, k = 0, 1, . . . , d.

Пусть δ0(K) = EIK , δ(K) = d− δ0(K). Следующая теорема (см. [46, теорема D.1]) дает оценки
на дисперсию случайной величины IK −δ0(K) и логарифм ее производящей функции моментов.

Теорема 3.4.2. Пусть K ⊂ Rd – непустой выпуклый компакт с соответствующей случайной
величиной IK. Тогда дисперсия IK − δ0(K) удовлетворяет оценке

D[IK − δ0(K)] = DIK ⩽
2δ(K)δ0(K)

d+ δ0(K)
⩽

2δ(K)δ0(K)

d
=: σ2(K),

а логарифм производящей функции моментов удовлетворяет неравенствам

ξIK−δ0(K)(θ) ⩽ σ2(K)
eβθ − βθ − 1

β2
, при θ ⩾ 0, β :=

2δ(K)

d
⩽ 2;

ξIK−δ0(K)(θ) ⩽ σ2(K)
eβ0θ − β0θ − 1

β2
0

, при θ ⩽ 0, β0 :=
2δ0(K)

d
⩽ 2.

Для случайной величины IK − δ0(K), принимая во внимание теоремы 3.4.1, 3.4.2 и нера-
венства (3.16), (3.17), получаем, что

lnP[IK − δ0(K) ⩾ t] ⩽
−3t2

2
d

6δ(K)δ0(K) + 2δ(K)t
=

−3t2

2
d

6δ0(K)(d− δ0(K)) + 2(d− δ0(K))t
,

lnP[IK − δ0(K) ⩽ −t] ⩽
−3t2

2
d

6δ(K)δ0(K) + 2δ0(K)t
=

−3t2

2
d

6δ0(K)(d− δ0(K)) + 2δ0(K)t
,

при 0 ⩽ t ⩽ δ(K) и 0 ⩽ t ⩽ δ0(K) соответственно.
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Тогда для ZK − δ(K) последние неравенства переписываются следующим образом:

lnP[ZK − δ(K) ⩽ −t] ⩽
−3t2

2
d

6(d− δ(K))δ(K) + 2δ(K)t
при 0 ⩽ t ⩽ δ(K);

lnP[ZK − δ(K) ⩾ t] ⩽
−3t2

2
d

6(d− δ(K))δ(K) + 2(d− δ(K))t
при 0 ⩽ t ⩽ δ0(K).

Теорема 3.1.2 доказана.

3.4.5. Доказательство теоремы 3.2.1

Начнем с доказательства первого неравенства. Заметим, что для конечномерных компак-
тов данное неравенство выполнено. Это следует из теоремы 3.1.2. Переходя к пределу по d→ ∞
в правой части неравенства (3.5), получаем требуемую оценку.

Далее, рассмотрим случай dimK = ∞. Возьмем последовательность непустых конечно-
мерных выпуклых компактов Kn ⊂ H, таких что K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ K и ∪∞

n=1Kn плотно в K.
Тогда для всех k = 0, 1, 2, . . . ,

Vk(Kn) → Vk(K) при n→ ∞.

Действительно, это следует из определения (0.3), а также из свойств монотонности и непрерыв-
ности в метрике Хаусдорфа внутренних объемов (см. раздел 1.3.5 главы 1). Тогда по теореме
Леви о монотонной сходимости при n→ ∞

W (Kn) → W (K),
∞∑
k=0

kVk(Kn) →
∞∑
k=0

kVk(K).

Следовательно, при n→ ∞

δ(Kn) =

∑∞
k=0 kVk(Kn)

W (Kn)
→
∑∞

k=0 kVk(K)

W (K)
= δ(K),

P[ZKn ⩽ m] =

∑[m]
k=0 Vk(Kn)

W (Kn)
→
∑[m]

k=0 Vk(K)

W (K)
= P[ZK,∞ ⩽ m] для m ⩾ 0.

Зафиксируем 0 ⩽ t ⩽ δ(K). Пусть

t0 :=

[δ(K)− t], если δ(K)− t /∈ Z,

δ(K)− t− 1, иначе;

t0,n =

[δ(Kn)− t], если δ(Kn)− t /∈ Z,

δ(Kn)− t− 1, иначе.
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Тогда

lnP[ZK,∞ − δ(K) < −t] = lnP[ZK,∞ < δ(K)− t] = ln

(∑t0
k=0 Vk(K)

W (K)

)
,

lnP[ZKn − δ(Kn) < −t] = lnP[ZKn < δ(Kn)− t] = ln

(∑t0,n
k=0 Vk(Kn)

W (Kn)

)
.

Предположим сначала, что δ(K)− t /∈ Z. В этом случае t0,n = t0 при всех достаточно больших n.
Тем самым, по вышесказанному имеем

lnP[ZK,∞ − δ(K) < −t] = lim
n→∞

lnP[ZKn − δ(Kn) < −t] ⩽ lim
n→∞

−t2

4δ(Kn)
=

−t2

4δ(K)
.

Следовательно,

lnP[ZK,∞ − δ(K) < −t] ⩽ −t2

4δ(K)
.

Если δ(K)− t ∈ Z, то t0,n = t0 или t0,n = t0 + 1 при всех достаточно больших n. При этом

lnP[ZK,∞ − δ(K) < −t] ⩽ lim inf
n→∞

lnP[ZKn − δ(Kn) < −t] ⩽ lim inf
n→∞

−t2

4δ(Kn)
=

−t2

4δ(K)
.

Второе неравенство концентрации из теоремы 3.2.1 доказывается аналогично.
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Глава 4. Дискретные внутренние объемы и
валюации Грассмана

4.1. Введение и основные результаты

В этой главе основным объектом изучения является выпуклый решетчатый многогран-
ник P ⊂ Rd, который определяется как выпуклая оболочка конечного множества точек цело-
численной решетки Zd. Обозначим через P(Zd) множество всех (включая пустое множество)
выпуклых решетчатых многогранников в Rd. По определению положим, что aff P – аффинная
оболочка P , иными словами, наименьшее аффинное подпространство в Rd, содержащее P , и
dimP – размерность P , то есть размерность этого подпространства. Будем говорить, что P

полной размерности, если dimP = d. Эквивалентно, P с непустой внутренностью или d-мерная
мера Лебега P положительна.

Обозначим через Volk(P ), как и прежде, k-мерную меру Лебега P , где k = dimP . Тогда
для P ̸= ∅ имеем Volk(P ) > 0. В частности, если P – это точка, то Vol0(P ) = 1. Если P = ∅, то
полагаем dimP = 0 и Vol0(P ) = 0.

4.1.1. Дискретный объем

Для n ∈ N определим n-увеличение P формулой

nP := {nu : u ∈ P},

и для многогранника P полной размерности определим дискретный объем P как количество
точек решетки Zd, лежащих в P :

L(P ) := #(P ∩ Zd). (4.1)
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Это понятие возникло вследствие простого наблюдения (см., например, [24] или [18, раздел 3.6]):
если dimP = d, то

lim
n→∞

L(nP )

nd
= Vold(P ). (4.2)

В случае, когда dimP = k < d, соотношение (4.2) выполнено с нулевой правой частью. Однако,
если мы заменим nd на nk, то получим (см., например, [18, раздел 5.4])

lim
n→∞

L(nP )

nk
=

Volk(P )

det(P )
, (4.3)

где det(P ) обозначает определитель k-мерной решетки Zd ∩ aff P .

Одна из целей данной работы – ввести понятие k-го дискретного внутреннего объема P ,
которое будет являться обобщением исходного определения дискретного объема, и получить
соотношение, аналогичное (4.2), (4.3), с k-м внутренним объемом в правой части.

С этой целью для данного выпуклого конуса C ⊆ Rd, обозначим через α(C) телесный
угол C, измеренный относительно линейной оболочки C как объемлющего пространства (см.
раздел 2.1 главы 2). В таком случае всегда α(C) > 0. Обычный (не дискретный) k-й внутренний
объем решетчатого многогранника P можно представить в виде (см., например, [60, соотноше-
ние 4.23]):

Vk(P ) =
∑

F∈Fk(P )

α(NF (P )) · Volk(F ), (4.4)

где NF (P ) – нормальный конус к P при F (см. определение в разделе 4.2.3) и Fk(P ) обозначает
множество всех k-мерных граней (или сокращенно, k-граней) P . Заметим, что если dimP = k,
то Vk(P ) = Volk(P ) и Vk+1(P ) = · · · = Vd(P ) = 0 (последнее выполнено при k < d).

Первая наивная идея для определения дискретного внутреннего объема заключается в
рассмотрении следующей величины:

Lk(P ) =
∑

F∈Fk(P )

α(NF (P )) · det(F ) · L(F ).

Действительно, из (4.3) и (4.4) сразу следует, что

lim
n→∞

Lk(nP )

nk
= Vk(P ). (4.5)

Однако, функция Lk(·), определенная выше, не обладает одним важным свойством: Lk(·) не
является валюацией. Вещественнозначная функция φ : P(Zd) → R называется валюацией, если
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φ(∅) = 0 и для всех P,Q ∈ P(Zd) выполнено

φ(P ∪Q) = φ(P ) + φ(Q)− φ(P ∩Q), когда P ∪Q ∈ P(Zd). (4.6)

Будем говорить, что φ инвариантна относительно сдвигов Zd, если φ(t + P ) = φ(P ) для всех
P ∈ P(Zd) и t ∈ Zd. В этой главе рассматриваются только такие валюации.

Функции Vk(·) и L(·) являются валюациями на P(Zd) и поэтому обладают многими хоро-
шими свойствами, некоторые из которых приведены в разделе 4.1.2. Более того, внутренние объ-
емы – валюации на множестве всех выпуклых компактов в Rd. Таким образом, необходимо найти
определение дискретного внутреннего объема, которое удовлетворяет как (4.5), так и (4.6).

Для того чтобы решить эту задачу, рассмотрим еще один способ дискретного измере-
ния объема, так называемую валюацию телесного угла, которая была впервые введена Ри-
вом [56], [57] и Макдональдом [47], [48] (см. также [18, раздел 13.1]). Сначала представим (4.1)
в виде

L(P ) =
∑
v∈Zd

1[v ∈ P ]. (4.7)

Теперь определим валюацию телесного угла многогранника P , немного модифицировав (4.7):

A(P ) =


∑
v∈Zd

1[v ∈ P ] · α(Tv(P )), если dimP = d,

0, иначе,

где Tv(P ) – касательный конус к P в точке v (определение см. в разделе 4.2.3). Другими словами,
когда мы считаем точки Zd в P , мы оставляем внутренние точки нетронутыми, а граничные
точки умножаем на соответствующие телесные углы. Поскольку при больших n доля граничных
точек nP незначительна, то, как и в (4.2), мы имеем

lim
n→∞

A(nP )

nd
= Vold(P ). (4.8)

С другой стороны, A(·) отличается от L(·) следующей особенностью: если

P,Q, P ∪Q ∈ P(Zd) и dim(P ∩Q) < d,

то

A(P ∪Q) = A(P ) + A(Q).

Понятно, что L(·) не обладает таким свойством. Именно по этой причине Lk(·) не может быть
валюацией. Напротив, обобщение A(·), которое мы собираемся здесь представить, окажется
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валюацией.
Для P ∈ P(Zd) произвольной размерности и k = 0, 1, . . . , d, положим

Ak(P ) :=
∑

v∈P∩Zd

∑
F∈Fk(P )

1[v ∈ F ] det(F )α(NF (P ))α(Tv(F )),

где α(Tv(F )) – телесный угол касательного конуса к F в точке v и α(NF (P )) – телесный угол
нормального конуса к P при F .

В первой теореме данной главы мы соберем некоторые свойства функции Ak(·), включая
ее связь с A(·).

Теорема 4.1.1. Для всех k = 0, 1, . . . , d, определенный выше k-й дискретный внутренний объем
Ak(·) является инвариантной относительно сдвигов валюацией на P(Zd). Более того, для всех
P ∈ P(Zd) имеем

1. A0(P ) = 1.

2. Ad(P ) = A(P ).

3. Если dimP < k, то Ak(P ) = 0.

4. limn→∞
Ak(nP )

nk = Vk(P ), k = 0, 1, . . . , d.

Доказательство теоремы 4.1.1 приведено в разделе 4.4.1. Четвертый пункт теоремы 4.1.1
сразу следует из первого пункта теоремы 4.1.2 ниже. В следующем разделе мы более подробно
посмотрим на L(nP ), A(nP ) и Ak(nP ) как на функции от n.

4.1.2. Многочлены Эрхарта и Макдональда

Фундаментальные результаты, полученные Эрхартом [27], [28] и Макдональдом [47], [48],
заключаются в том, что если P – выпуклый решетчатый многогранник в Rd полной размерности,
то для n ∈ Z+ функции L(nP ) и A(nP ) являются многочленами от n степени d:

L(nP ) =
d∑

i=0

L(i)(P )ni, A(nP ) =
d∑

i=0

A(i)(P )ni. (4.9)

Эти многочлены, которые мы обозначим через

LP (t), AP (t), t ∈ R,

называются многочленами Эрхарта и Макдональда соответственно.
Из (4.2) и (4.8) легко следует, что

L(d)(P ) = A(d)(P ) = Vold(P ). (4.10)
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Также известны свободные коэффициенты обоих многочленов (см. [18, следствие 3.15, теоре-
ма 13.8]):

L(0)(P ) = 1 и A(0)(P ) = 0. (4.11)

Помимо того, нетрудно показать, что

L(d−1)(P ) =
1

2

∑
F∈Fd−1(P )

Vold−1(F )

det(F )
и A(d−1)(P ) = A(d−3)(P ) = · · · = 0, (4.12)

см. [18, теорема 5.6] и вторую часть (4.13) ниже.

Важной характеристикой многочленов Эрхарта и Макдональда являются свойства вза-
имности:

LP (−n) = (−1)dimPL(n · relint(P )) и AP (−n) = (−1)dimPAP (n), (4.13)

где relint(P ) обозначает относительную внутренность P , то есть внутренность P в его аффинной
оболочке.

Позже МакМаллен [52] обобщил (4.9) на все инвариантные относительно сдвигов валюа-
ции на P(Zd). В частности, он показал, что если P ∈ P(Zd) и φ – валюация на P(Zd), то для
n ∈ Z+ функция φ(nP ) является многочленом от n степени r ⩽ d:

φ(nP ) =
r∑

i=0

φ(i)(P )ni, (4.14)

здесь φ(i)(·) – однородная валюация на P(Zd) степени i.

Следовательно, так как k-й дискретный внутренний объем Ak(·) – валюация на P(Zd) (см.
теорему 4.1.1), то Ak(nP ) также является многочленом от n ∈ Z+ (степени k, как мы увидим
позже):

Ak(nP ) =
k∑

i=0

A
(i)
k (P )ni,

где мы молчаливо предполагаем что dimP ⩾ k, в противном случае Ak(nP ) ≡ 0. Будем на-
зывать этот многочлен k-м внутренним многочленом Макдональда и обозначать его через
Ak,P (t), t ∈ R.

В следующей теореме представлены различные свойства внутренних многочленов Макдо-
нальда и их коэффициентов, аналогичные (4.10), (4.11), (4.12), и (4.13).

Теорема 4.1.2. Пусть P ∈ P(Zd) и k = 0, 1, . . . , d. Если dimP < k, то Ak,P (t) ≡ 0. В против-
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ном случае, Ak,P (t) – многочлен степени k,

Ak,P (t) =
k∑

i=0

A
(i)
k (P )ti

со следующими коэффициентами:

1. A(k)
k (P ) = Vk(P ),

2. A(0)
k (P ) = 0.

Более того, Ak,P (t) всегда четный или нечетный многочлен, поскольку для него выполнено
свойство взаимности:

Ak,P (−n) = (−1)kAk,P (n).

Доказательство теоремы 4.1.2 приведено в разделе 4.4.1. Далее мы введем еще одно по-
нятие, которое одновременно обобщает как дискретный объем L(·), так и валюацию телесного
угла A(·).

4.1.3. Валюации Грассмана

Вспомним понятие углов Грассмана выпуклого конуса C ⊆ Rd, определенных в разделе 2.1
главы 2,

γk(C) := P[C ∩Wd−k ̸= {0}], k = 0, 1, . . . , d.

Здесь, как и раньше, Wd−k обозначает случайное (d − k)-мерное линейное подпространство,
выбранное по мере Хаара на грассманиане всех линейных (d− k)-мерных подпространств. Так
как γd−1(C) = 2α(C), когда dimC = d, C ̸= Rd (см. раздел 2.1 главы 2), и γ0(C) ≡ 1, то
естественно рассмотреть в качестве обобщения L(·) и A(·) функцию

G̃k(P ) :=
∑

v∈P∩Zd

γk(Tv(P )).

Однако, есть две проблемы с определением G̃k(P ). Во-первых, при k = d − 1 функции G̃d−1(·)
и A(·) не совпадают в общем случае: если C = Rd, то 1

2
γd−1(C) ̸= α(C). Во-вторых, G̃k(P ) не

является валюацией для всех k ̸= 0, d. Это легко следует из того, что значение γk одно и то же
для (k + 1)-мерных линейных подпространств и полуподпространств.

Предложим возможное решение проблем. В приведенном выше выражении телесного угла
через угол Грассмана γd−1 мы можем опустить предположение C ̸= Rd, если вместо случайной
прямой мы рассмотрим вероятность пересечения со случайным лучом, то есть полупрямой.
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Тогда модификация углов Грассмана, которая полностью согласуется с телесным углом, имеет
вид:

αk(C) := P[C ∩W+
d−k ̸= {0}], k = 0, 1, . . . , d,

где W+
d−k – случайное (d−k)-мерное линейное полуподпространство, равномерно распределенное

среди всех таких полуподпространств в Rd (подробности см. в разделе 4.3.1). Пусть

Gk(P ) :=
∑

v∈P∩Zd

αk(Tv(P )).

Теперь, с этой модификацией углов Грассмана, Gk(·) является валюацией (см. теорему 4.1.3).
Будем называть ее k-й валюацией Грассмана. Основные свойства таких валюаций отражены в
следующей теореме.

Теорема 4.1.3. При всех k = 0, 1, . . . , d, функция Gk(·) – инвариантная относительно сдвигов
валюация на P(Zd). Кроме того, для всех P ∈ P(Zd) имеем

1. G0(P ) = L(P )− 1.

2. Gd−1(P ) = A(P ).

3. Gd(P ) = 0.

4. Если dimP = k, то

0 = Gd(P ) = · · · = Gk(P ) ⩽ Gk−1(P ) ⩽ Gk−2(P ) ⩽ . . . ⩽ G0(P ) = L(P )− 1.

Опять же, поскольку Gk(·) – валюация на P(Zd), то из результата МакМаллена (см. (4.14))
следует, что Gk(nP ) является многочленом от n ∈ Z+:

Gk(nP ) =
d∑

i=0

G
(i)
k (P )ni,

где для простоты мы предполагаем, что P имеет полную размерность. Будем называть этот
многочлен k-м многочленом Грассмана и обозначим его Gk,P (t), t ∈ R.

В следующей теореме сформулированы различные свойства многочленов Грассмана и их
коэффициентов, аналогичные (4.10) и (4.11).

Теорема 4.1.4. Пусть P ∈ P(Zd) полной размерности и k = 0, 1, . . . , d − 1. Тогда Gk,P (t) –
многочлен степени d,

Gk,P (t) =
d∑

i=0

G
(i)
k (P )ti,
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со следующими коэффициентами:

1. G(d)
k (P ) = Vold(P ),

2. G(0)
k (P ) = 0.

Доказательства теорем 4.1.3 и 4.1.4 можно найти в разделе 4.4.2. Далее мы обсудим вопрос
о неотрицательности коэффициентов многочленов Грассмана.

4.1.4. Тетраэдр Рива

Несмотря на то что d-й, (d − 1)-й и постоянный коэффициенты многочленов Эрхарта и
Макдональда неотрицательны (как видно из (4.10), (4.11), (4.12)), в общем случае свойство
неотрицательности не выполнено. Это легко понять на примере тетраэдра Рива [56], который
Рив использовал, чтобы показать, что многомерных обобщений теоремы Пика не существует.

A именно, для h ∈ N тетраэдр в R3, определенный как

∆h := conv{(0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1, 1, h)},

называется тетраэдром Рива. В [18, раздел 3.7] и [19] было показано, что

L∆h
(t) =

h

6
t3 + t2 +

(
2− h

6

)
t+ 1 и A∆h

(t) =
h

6
t3 +

(
S − h

6

)
t,

где S = S(∆h) – сумма телесных углов ∆h в его вершинах. Хорошо известно, что S < 1
2

(см.,
например, [19, утверждение 11]). Значит, S − h

6
< 0, если h ⩾ 3. Таким образом, при достаточно

больших h, коэффициенты при t отрицательны в обоих многочленах. Наш следующий результат
показывает, что то же самое верно для всех многочленов Грассмана тетраэдра Рива.

Выразим L∆h
(t), A∆h

(t) в терминах многочленов Грассмана для ∆h:

G0,∆h
(t) = L∆h

(t)− 1 =
h

6
t3 + t2 +

(
2− h

6

)
t,

G2,∆h
(t) = A∆h

(t) =
h

6
t3 +

(
S − h

6

)
t.

Итак, остается рассмотреть только G1,∆h
(t).

Теорема 4.1.5. Первый многочлен Грассмана тетраэдра Рива имеет следующий вид:

G1,∆h
(t) =

h

6
t3 + t2 +

(
S − h

6

)
t.

Следовательно, для тетраэдра Рива ∆h при h > 12 все многочлены Грассмана имеют
отрицательные коэффициенты при t. Теорема 4.1.5 доказана в разделе 4.4.2.
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4.1.5. Комбинаторно-положительные валюации

Пусть P ∈ P(Zd), dimP = r. Как отмечалось в разделе 4.1.4, неверно, что коэффициенты
многочлена Эрхарта LP (t) всегда неотрицательны. Однако, в своих работах Стэнли [63], [64]
показал, что если представить LP (t) в виде

LP (t) = h∗0(P )

(
t+ r

r

)
+ h∗1(P )

(
t+ r − 1

r

)
+ · · ·+ h∗r(P )

(
t

r

)
,

то h∗0(P ), h∗1(P ), . . . , h∗r(P ) ⩾ 0. Более того, если P ′ ∈ P(Zd) такой, что P ′ ⊂ P , то

0 ⩽ h∗k(P
′) ⩽ h∗k(P ), k = 0, 1, . . . , d,

где мы полагаем h∗k(P ) = 0 при k > dimP . Позже в [19] аналогичный результат был доказан
для многочлена Макдональда.

Вдохновленные этими двумя примерами, Йохемко и Саньял [41] ввели следующие поня-
тия. Пусть φ – валюация на P(Zd) и P ∈ P(Zd), dimP = r. Перепишем (4.14) в виде

φ(nP ) = hφ0 (P )

(
n+ r

r

)
+ hφ1 (P )

(
n+ r − 1

r

)
+ · · ·+ hφr (P )

(
n

r

)
.

Следуя определениям и обозначениям [41], будем говорить, что валюация φ комбинаторно-
положительная, если для всех i = 0, . . . , r выполнено hφi (P ) ⩾ 0, и комбинаторно-монотонная,
если hφi (P ′) ⩽ hφi (P ), когда P ′ ⊆ P .

Как было сказано выше, дискретный объем и валюация телесного угла комбинаторно-
положительны и комбинаторно-монотонны. Возникает естественный вопрос: верно ли это для
дискретных внутренних объемов и валюаций Грассмана? Касательно первого пункта мы пред-
полагаем, что ответ положительный.

Гипотеза 4.1.1. При всех k = 0, 1, . . . , d, функция Ak является комбинаторно-положительной
и комбинаторно-монотонной валюацией.

Наша следующая теорема показывает, что для валюаций Грассмана в общем случае ответ
отрицательный.

Теорема 4.1.6. При k = 0, 1, . . . , d−2, функция Gk не является комбинаторно-положительной.

Доказательство теоремы 4.1.6 приведено в разделе 4.4.2. Основным ингредиентом дока-
зательства является полная характеризация комбинаторно-положительных и комбинаторно-
монотонных валюаций, полученная в [41]. Предположим, что φ – инвариантная относительно
сдвигов валюация на P(Zd). Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) φ комбинаторно-монотонна;
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(ii) φ комбинаторно-положительна;

(iii) для любого симплекса ∆ ∈ P(Zd)

φ(relint(∆)) :=
∑

F∈F(∆)

(−1)dim∆−dimFφ(F ) ⩾ 0,

где сумма берется по всем граням ∆. Комбинируя теорему 4.1.6 и данную характеризацию, мы
делаем вывод, что k-я валюация Грассмана также не является комбинаторно-монотонной при
k = 0, 1, . . . , d− 2.

Эта глава устроена следующим образом. В разделе 4.2 собраны необходимые предвари-
тельные сведения из выпуклой геометрии. Некоторые из них уже были кратко приведены здесь
и в предыдущих главах. В разделе 4.2 представлено более подробное изложение теории о много-
гранных множествах. Полные доказательства всех анонсированных во введении теорем приве-
дены в пунктах 4.4.1, 4.4.2. Раздел 4.3 стоит немного опосредованно от основного направления
главы. Для того чтобы ввести обобщение дискретного объема и валюации телесного угла, кото-
рое все еще сохраняет свойства валюации, необходимо было модифицировать исходное опреде-
ление углов Грассмана. Однако, оказалось, что эти слегка модифицированные углы Грассмана
обладают многими интересными свойствами, которые в некотором смысле делают их предпо-
чтительнее исходных. Этот вопрос подробно рассмотрен в разделе 4.3. Доказательства всех
результатов, сформулированных в разделе 4.3, представлены в пункте 4.4.3.

4.2. Предварительные сведения

Как и в предыдущих главах, пусть pos(·) обозначает коническую оболочку, conv(·) – вы-
пуклую оболочку, V0(·), . . . , Vd(·) – внутренние объемы. В данной главе нас будут интересовать
многогранные множества.

4.2.1. Многогранные множества

Пересечение конечного числа замкнутых полупространств вида

{(x1, . . . , xd) ∈ Rd : a1x1 + a2x2 + · · ·+ adxd ⩽ b, где a1, . . . , ad, b ∈ R}

называется многогранным множеством в Rd. В этой главе рассматриваются два частных слу-
чая: многогранный конус и выпуклый многогранник. Сейчас мы введем понятия и определения,
применимые к ним обоим.

Пусть P ⊂ Rd – многогранное множество. Аффинная гиперплоскость H (аффинное под-
пространство коразмерности один) такая, что H ∩P ̸= ∅ и P полностью лежит по одну сторону
от H, называется опорной гиперплоскостью для P . Грань P – это либо множество вида P ∩H,
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где H – опорная гиперплоскость для P , либо само P . Относительная внутренность P опре-
деляется как внутренность P в его аффинной оболочке и обозначается relint(P ). Аналогичные
определения вводятся для граней P , так как они также являются многогранными множествами.

Пусть F(P ) обозначает множество всех граней P , включая P и пустое множество, Fk(P ) –
множество k-мерных граней P , а fk(P ) – количество k-граней P . Легко видеть, что

P =
⋃

F∈F(P )

relint(F ).

4.2.2. Многогранные конусы

Многогранное множество, которое также является конусом, называется многогранным ко-
нусом. В частности, линейные подпространства являются многогранными конусами. В дальней-
шем в этой главе будем полагать, что все конусы C многогранны и непусты, если не указано
иное. Следуя [16], напомним основные сведения о данных объектах.

Многогранный конус называется заостренным, если начало координат 0 является его
нульмерной гранью, или, что то же самое, если он не содержит линейного подпространства
положительной размерности.

Хорошо известно следующее соотношение, полученное Эйлером для многогранных кону-
сов C ⊆ Rd (см., например, [45]):

d∑
k=0

(−1)kfk(C) =

(−1)dimC , если C – линейное подпространство,

0, в противном случае.
(4.15)

Двойственным конусом к C называется множество

C◦ := {v ∈ Rd : ∀w ∈ C, ⟨w, v⟩ ⩽ 0}.

Отметим, что C◦ также является выпуклым многогранным конусом. Приведем основные свой-
ства двойственных конусов:

1. Если C – линейное подпространство, то C◦ = C⊥ – его ортогональное дополнение;

2. C◦◦ := (C◦)◦ = C;

3. Если C ⊆ D, то C◦ ⊇ D◦.

Обозначим через ΠC метрическую проекцию на конус C:

ΠC(x) := arg min{∥x− y∥2 | y ∈ C}.
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Разложение Моро точки x ∈ Rd – это сумма

x = ΠC(x) + ΠC◦(x),

где ΠC(x) и ΠC◦(x) ортогональны.

Напомним, что в разделе 2.1 главы 2 для конусов были введены понятия телесного угла,
конических внутренних объемов и углов Грассмана. Для многогранных конусов у конических
внутренних объемов есть следующее простое описание. Пусть U – случайный вектор, равно-
мерно распределенный на единичной сфере Sd−1, тогда k-й конический внутренний объем – это
вероятность того, что метрическая проекция U на C лежит внутри k-мерной грани C:

υk(C) = P

ΠC(U) ∈
⋃

F∈Fk(C)

relint(F )

 , k = 0, . . . , d. (4.16)

В частности, если dimC = k, то υk(C) = α(C).

Из данного описания сразу следует упомянутый ранее факт о том, что для фиксиро-
ванного конуса C конические внутренние объемы формируют вероятностное распределение
на {0, 1, . . . , d}:

d∑
k=0

υk(C) = 1.

Для конических внутренних объемов верна теорема Гаусса–Бонне (см. [61, раздел 6.5]):

d∑
k=0

(−1)kυk(C) =

(−1)dimC , если C – линейное подпространство,

0, в противном случае.
(4.17)

Грюнбаум [36, теорема 2.8] показал, что для многогранного конуса C

(−1)kυk(C) =
∑

F∈F(C)

(−1)dimFυk(F ). (4.18)

Кроме того, несложно заметить, что конические объемы двойственного конуса удовлетворяют
соотношению

υk(C
◦) = υd−k(C).

Для k > d по определению полагаем υk(C) = 0.
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4.2.3. Выпуклые многогранники

Ограниченное многогранное множество в Rd называется выпуклым многогранником, или
просто многогранником. Можно определить выпуклый многогранник как выпуклую оболочку
конечного числа точек в Rd. Эквивалентность двух данных определений доказана в [18, прило-
жение A].

Грани размерности 0, 1 и dimP−1 называются вершинами, ребрами и гипергранями соот-
ветственно. Для многогранников соотношение Эйлера (ср. (4.15)) принимает вид (см., например,
[18, теорема 5.2]):

d∑
k=0

(−1)kfk(P ) = 1. (4.19)

Далее, для выпуклого многогранника P , его грани F и v ∈ relint(F ), определим касатель-
ный конус Tv(P ) как

Tv(P ) = pos(P − v).

Легко понять, что Tv(P ) – многогранный конус, и для любых двух точек v1, v2 ∈ relint(F ) имеем
Tv1(P ) = Tv2(P ). Поэтому касательный конус к P в точке v зависит только от грани, в от-
носительной внутренности которой лежит v. Иногда мы будем обозначать касательный конус
к P при грани F через TF (P ). Наконец, нормальный конус NF (P ) к P при F определяется
тождеством NF (P ) = TF (P )

◦.

Телесные углы касательных конусов многогранника αF,P := α(TF (P )) (внутренние углы)
связаны соотношением Брианшона–Грама (см., например, [18, следствие 13.9]), которое является
многомерным обобщением того факта, что углы плоского треугольника в сумме составляют π:∑

F∈F(P )

αF,P (−1)dimF = 0. (4.20)

Если P – многогранник, то известно, что (см. [60, соотношение 4.23]) его k-й внутренний
объем можно вычислить как

Vk(P ) =
∑

F∈Fk(P )

α(NF (P )) · Volk(F ) =
∑

F∈Fk(P )

υk(TF (P )) · Volk(F ). (4.21)

4.3. Модифицированные углы Грассмана

В этом разделе мы вводим модифицированные углы Грассмана и рассматриваем их основ-
ные свойства, а также связь с первоначальным определением.
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4.3.1. Определение и основные свойства

Напомним, что Wk обозначает случайное k-мерное линейное подпространство в Rd, вы-
бранное по мере Хаара на грассманиане всех линейных k-мерных подпространств. Пусть U –
вектор, равномерно распределенный на единичной сфере Sd−1 и независимый от Wk. Обозначим
через W+

k случайное замкнутое полуподпространство, определяемое как

W+
k := Wk ∩ U⊥

+ ,

где U⊥
+ – замкнутое полупространство, содержащее U , с границей, ортогональной U :

U⊥
+ := {x ∈ Rd : ⟨x, U⟩ ⩾ 0}.

Пусть W−
k – дополнение случайного полуподпространства W+

k :

W−
k := Wk \ relint(W+

k ).

Для k = 0, . . . , d, определим k-й модифицированный угол Грассмана выпуклого конуса C ⊆ Rd

как

αk(C) := P[W+
d−k ∩ C ̸= {0}].

Напомним выражение для исходных углов Грассмана:

γk(C) := P[Wd−k ∩ C ̸= {0}], k = 0, 1, . . . , d.

Следующая теорема устанавливает связь между этими двумя определениями.

Теорема 4.3.1. Пусть C ⊆ Rd – выпуклый конус, такой что C не является линейным под-
пространством размерности k + 1, и k = 0, . . . , d− 1. Тогда

αk(C) =
γk(C) + γk+1(C)

2
.

Замечание 4.3.1. Случай k = d− 1 и C ̸= Rd тривиален:

P[W+
1 ∩ C ̸= {0}] = 1

2
P[W1 ∩ C ̸= {0}] + 0 =

1

2
P[W1 ∩ C ̸= {0}].

Ключом к доказательству теоремы 4.3.1 является следующая лемма.

Лемма 4.3.1. Пусть C ⊆ Rd – выпуклый конус, не являющийся линейным подпространством
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размерности d− k + 1, и k = 1, . . . , d. Тогда

P
[
(W+

k ∩ C ̸= {0})
⋂

(W−
k ∩ C ̸= {0})

]
= P [Wk−1 ∩ C ̸= {0}] . (4.22)

Доказательства всех результатов этого раздела собраны в разделе 4.4.3.

Теперь мы готовы представить модифицированную версию формулы Крофтона, ср. (2.6).

Теорема 4.3.2 (Новая версия формулы Крофтона). Пусть C ⊆ Rd – выпуклый конус. Тогда

αk(C) =
d−k∑
i=1

υk+i(C). (4.23)

Подчеркнем, что в отличие от (2.6), здесь мы не предполагаем, что C не является ли-
нейным подпространством, поэтому (4.23) выполняется для любого выпуклого конуса C. Далее
сформулировано непосредственное следствие теоремы 4.3.2.

Следствие 4.3.1. Для модифицированных углов Грассмана конуса C ⊆ Rd имеем

1. Если dimC = k, то αk−1(C) = υk(C) = α(C);

2. α0(C) =
d∑

i=1

υi(C) =
d∑

i=0

υi(C)− υ0(C) = 1− υ0(C).

Снова по теореме 4.3.2 имеем υk(C) = αk−1(C) − αk(C) при k = 1, . . . , d. Таким образом,
используя (4.17) и (4.18), получаем следующие формулы.

Следствие 4.3.2. Пусть C ⊆ Rd – многогранный конус. Тогда при k = 1, . . . , d, имеем

(−1)k(αk−1(C)− αk(C)) =
∑

F∈F(C)

(−1)dimF (αk−1(F )− αk(F )).

Следствие 4.3.3. Для многогранного конуса C ⊆ Rd выполнено

1− α0(C) +
d∑

k=1

(−1)k(αk−1(C)− αk(C))

=

(−1)dimC , если C– линейное подпространство,

0, иначе.

В заключение этого раздела мы приведем формулу, которая является аналогом соотно-
шения, полученного Грюнбаумом [36, теорема 3.3] для исходных углов Грассмана.
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Теорема 4.3.3 (Формула Грюнбаума для модифицированных углов Грассмана). Пусть P ⊂ Rd

– выпуклый многогранник полной размерности и k = 1, . . . , d− 1. Тогда

2
d−1∑
j=0

(−1)j
∑

F∈Fj(P )

k−1∑
n=0

(−1)nαd−k+n(TF (P )) = (−1)d−k − (−1)d.

4.3.2. Средние значения углов гауссовских выпуклых конусов

Зафиксируем k = 1, . . . , d. Как и в предыдущих главах, пусть A обозначает стандартную
гауссовскую матрицу размера k×d. В [34, следствие 3.7] была обнаружена связь между средним
значением угла гауссовского образа конуса и его грассмановыми углами:

E[υk(AC)] =
γk(C) + γk−1(C)

2
(4.24)

при условии, что C не является линейным подпространством. Отметим, что поскольку AC ⊂ Rk,
то υk(AC) = α(AC), если AC имеет полную размерность, и υk(AC) = 0 в противном случае.

Используя модифицированные углы Грассмана, получим соотношение (4.24) для произ-
вольных выпуклых конусов:

E[υk(AC)] = αk−1(C). (4.25)

Действительно, в силу теоремы 4.3.1 достаточно проверить (4.25) только для линейных подпро-
странств.

Пусть C – линейное подпространство размерности n, где n = 0, . . . , d. Как уже упомина-
лось в главе 2, для любого k ∈ N и произвольного конуса C ⊆ Rd,

P[dimAC = min(k, dimC)] = 1,

см. [34, утверждение 5.7]. Рассмотрим два случая:

1. n ⩽ k − 1. Тогда υk(AC) = 0 с вероятностью 1, потому что по вышесказанному

P[dimAC = n] = 1.

Итак, E[υk(AC)] = 0. С другой стороны, αk−1(C) = 0, поскольку

dimC + (d− k + 1) = n+ (d− k + 1) ⩽ d.

2. n ⩾ k. По аналогичным соображениям υk(AC) = 1 с вероятностью 1, E[υk(AC)] = 1 и
αk−1(C) = 1.
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Таким образом, формула (4.25) доказана.

4.4. Доказательства

4.4.1. Дискретные внутренние объемы

Доказательство теоремы 4.1.1. Поскольку α(NF (P )) = υk(TF (P )), мы можем переписатьAk(P )

в следующем виде:

Ak(P ) :=
∑

v∈P∩Zd

∑
F∈Fk(P )

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (P ))α(Tv(F )). (4.26)

Очевидно, что Ak(∅) = 0. Сначала мы должны показать, что для всех P,Q ∈ P(Zd) таких, что
P ∪Q ∈ P(Zd),

Ak(P ∪Q) = Ak(P ) + Ak(Q)− Ak(P ∩Q),

то есть, ∑
v∈(P∪Q)∩Zd

∑
F∈Fk(P∪Q)

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (P ∪Q))α(Tv(F )))

=
∑

v∈P∩Zd

∑
F∈Fk(P )

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (P ))α(Tv(F ))

+
∑

v∈Q∩Zd

∑
F∈Fk(Q)

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (Q))α(Tv(F ))

−
∑

v∈(P∩Q)∩Zd

∑
F∈Fk(P∩Q)

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (P ∩Q))α(Tv(F )).

Докажем, что равенство выполняется для любой точки v ∈ (P ∪Q)∩Zd. Другими словами, для
фиксированной v ∈ P ∪Q имеем∑

F∈Fk(P∪Q)

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (P ∪Q))α(Tv(F )) (4.27)

=
∑

F∈Fk(P )

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (P ))α(Tv(F ))

+
∑

F∈Fk(Q)

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (Q))α(Tv(F ))

−
∑

F∈Fk(P∩Q)

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (P ∩Q))α(Tv(F )).

Будем говорить, что два k-мерных многогранника коллинеарны, если они находятся в
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одном k-мерном подпространстве. Рассмотрим несколько случаев.
Случай 1. v /∈ P ∩Q. Не умаляя общности, v ∈ P \Q. Тогда (4.27) принимает вид∑

F∈Fk(P∪Q)

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (P ∪Q))α(Tv(F ))

=
∑

F∈Fk(P )

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (P ))α(Tv(F )),

что тривиально, поскольку υk и α задаются некоторой окрестностью v, а многогранники P ∪Q
и P совпадают в этой окрестности.

Случай 2. v ∈ P ∩Q. Для того чтобы разобраться с этим случаем, нужно описать связи
между гранями P,Q и гранями P ∪Q,P ∩Q. Нам потребуются две следующие леммы.

Лемма 4.4.1. Пусть F – k-мерная грань P ∪Q или P ∩Q. Тогда существует k-мерная грань
F̃ многогранника P или Q такая, что F и F̃ коллинеарны.

Доказательство леммы 4.4.1. Рассмотрим два случая:

1. F – k-мерная грань P ∪Q. По определению (см. раздел 4.2.1) F может быть представлена
в виде F = HF ∩ (P ∪ Q), где HF – опорная гиперплоскость к P ∪ Q. В этом случае
HF ∩ P и HF ∩ Q являются гранями P и Q соответственно. Теперь покажем, что обе эти
грани k-мерны. Действительно, если HF ∩ P и HF ∩ Q имеют размерность меньше k, то
F = HF ∩ (P ∪Q) = (HF ∩ P ) ∪ (HF ∩Q) имеет размерность меньше k, что противоречит
нашему предположению.

2. F – k-мерная грань P ∩Q. Тогда F = HF ∩ (P ∩Q) для некоторой опорной гиперплоскости
HF многогранника P ∩Q.

Прежде всего отметим, что хотя бы один из многогранников P или Q лежит по одну
сторону от HF . Фактически, в силу выпуклости объединения P и Q, если p ∈ P , q ∈ Q,
то отрезок pq содержит хотя бы одну точку из P ∩ Q. Итак, если мы предположим, что
есть точки p1 и q1 по одну сторону от HF , p2 и q2 по другую сторону от HF , то, согласно
вышеизложенному, существуют x ∈ p1q1, y ∈ p2q2, такие что x, y ∈ P ∩ Q. Следовательно,
P ∩Q не лежит по одну сторону от HF , что противоречит предположению.

Без ограничения общности можно считать, что P лежит по одну сторону от HF . Тогда
HF ∩ P является гранью P . Остается проверить, что HF ∩ P имеет размерность k. Пред-
положим противное: размерность HF ∩ P по крайней мере k + 1. Возможны три случая.

(a) Q не лежит по одну сторону от HF . Поскольку dimHF ∩P ⩾ k+1, существует точка
w /∈ F , w ∈ HF ∩P такая, что dim lin(w,F ) = k+1, где lin(w,F ) – линейная оболочка
w и F . Докажем, что в этом случае w ∈ Q. По предположению существуют две точки
q1, q2 ∈ Q такие, что q1, q2 лежат по разные стороны от HF . Оба отрезка q1w и q2w



90

содержат точки из P ∩ Q. Но P ∩ Q лежит по одну сторону от HF . Следовательно,
есть только одна точка на отрезках q1w, q2w, содержащаяся в P ∩Q, – это w. Данный
факт противоречит нашему предположению о k-мерности F = HF ∩ (P ∩Q).

(b) Q и P лежат по разные стороны от HF . Этот случай разбирается аналогично преды-
дущему.

(c) Q лежит по ту же сторону от HF , что и P . Тогда HF ∩ Q является гранью Q.
Если она k-мерная, то лемма доказана с F̃ = HF ∩ Q. Теперь предположим, что
dimHF ∩Q ⩾ k + 1. Существуют точки w1 /∈ F , w1 ∈ HF ∩P , w2 /∈ F , w2 ∈ HF ∩Q та-
кие, что dim lin(w1, F ) = dim lin(w2, F ) = k+1. Допустим, что dim lin(w1, w2, F ) = k+2.
Как и раньше, отрезок w1w2 содержит точку z ∈ P ∩ Q. Более того, z /∈ F , посколь-
ку dim lin(w1, w2, F ) = k + 2. С другой стороны, z ∈ HF ∩ (P ∩ Q) = F , что яв-
ляется искомым противоречием. Если dim lin(w1, w2, F ) = k + 1, то 0, w1, w2 лежат
на одной прямой. В случае, когда w1 и w2 находятся по одну сторону от 0, имеем
dimHF ∩ (P ∩ Q) = k + 1, что противоречит нашему предположению. Если w1 и w2

лежат по разные стороны от 0, то F – грань HF ∩ P , а значит, F – грань P . Это
завершает доказательство.

Лемма 4.4.2. Пусть E – k-мерная грань P такая, что не существует грани Q, коллинеарной
E. Тогда E – k-мерная грань P ∩Q или P ∪Q.

Доказательство леммы 4.4.2. Следуя обозначениям предыдущей леммы, рассмотрим гипер-
плоскость HE такую, что E = HE ∩ P и разберем три случая:

1. Q полностью лежит по ту же сторону от HE, что и P . Тогда HE является опорной ги-
перплоскостью для P ∪ Q и E ⊂ HE ∩ (P ∪ Q). Предположим, что не существует грани
P ∪ Q, коллинеарной E, тогда HE ∩ (P ∪ Q) имеет размерность по крайней мере k + 1.
Следовательно, HE ∩Q имеет размерность хотя бы k+1, поэтому HE ∩P ⊂ HE ∩Q. Тогда
HE ∩ (P ∩Q) = HE ∩ P = E.

2. Q не находится полностью по одну сторону от HE. В этой ситуации, используя те же
рассуждения, что и в случае 2a предыдущей леммы, получаем, что E ⊂ Q и E является
гранью P ∩Q.

3. Q и P полностью лежат по разные стороны от HE. Тогда доказательство опирается на те
же аргументы, что и в случае 2b леммы 4.4.1.
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Используя эти леммы, мы можем доказать (4.27) путем независимого рассмотрения клас-
сов коллинеарных граней. Зафиксируем k-мерную грань E многогранника P .
Случай 2.1. Не существует грани Q, коллинеарной E. Из леммы 4.4.2 следует, что E является
гранью P ∪Q или P ∩Q.
Случай 2.1.1 E – грань P ∩Q. Нам понадобится следующая лемма.

Лемма 4.4.3. Пусть C1 и C2 – конусы разных размерностей, объединение которых выпукло.
Тогда один из них содержит другой.

Доказательство леммы 4.4.3. Предположим, что dimC1 = k, dimC2 = n, k > n и x ∈ C1 ∪ C2.

По условию выпуклости x+C1∪C2 ⊆ C1∪C2. Следовательно, для любой окрестности U точки x
множество U ∩ (C1 ∪ C2) по крайней мере k-мерно, поэтому x ∈ C1.

Мы знаем, что E ⊂ Q и E не является гранью Q. Таким образом, конус TE(Q) := Te(Q)

(для некоторой точки e ∈ relint(E)) содержит k-мерное подпространство. Кроме того, мы знаем,
что Q не имеет граней, коллинеарных E, поэтому TE(Q) является конусом размерности не менее
k + 1, а TE(P ) имеет размерность k. По лемме 4.4.3 выполнено TE(P ) ⊂ TE(Q), следовательно,
TE(P ) = TE(P ∩Q). Теперь мы видим, что в (4.27) слагаемые для грани E совпадают и имеют
разные знаки: одно слагаемое есть в сумме для P , а другое – в сумме для P ∩Q.
Случай 2.1.2 E – грань P ∪ Q. Используя вышеприведенные аргументы, мы заключаем, что
конус Te(Q), e ∈ E, не более чем (k − 1)-мерный и TE(P ) = TE(P ∪Q). Поэтому слагаемые для
грани E снова совпадают.
Случай 2.2 Найдется грань E1 многогранника Q такая, что E1 и E коллинеарны. Тогда суще-
ствует грань E2 = E ∪ E1 многогранника P ∪Q, коллинеарная E.
Случай 2.2.1 Не найдется грани P ∩ Q, коллинеарной E. Рассмотрим произвольную точку
p ∈ relint(E). Легко видеть, что p /∈ Q. Тогда

TE(P ) = Tp(P ) = Tp(P ∪Q) = TE2(P ∪Q). (4.28)

Проделав то же самое с Q, получаем

TE(P ) = TE1(Q) = TE2(P ∪Q). (4.29)

Обозначим конус в последнем равенстве через C. Теперь слагаемые в (4.27) для грани E имеют
вид

det(E2)vk(C)α(Tv(E2)) = det(E)vk(C)α(Tv(E)) + det(E1)vk(C)α(Tv(E1)).

Все три определителя равны, поэтому равенство следует из аддитивности телесного угла (в этом
случае α(Tv(P ∩Q)) = 0).
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Случай 2.2.2. Существует k-мерная грань E3 = E ∩ E1 многогранника P ∩ Q. В этом случае
мы имеем четыре многогранника E,E1, E2, E3, между которыми могут быть разные отношения
включения.

Случай 2.2.2.1. E ⊈ E1 и E1 ⊈ E. Тогда (4.29) выполнено по тем же соображениям, что и в
предыдущем случае. Рассмотрим точку r ∈ relint(E3) ⊂ relint(E). Имеем

TE3(P ∩Q) = Tr(P ∩Q) = Tr(P ) ∩ Tr(Q) = Tr(P ) = TE(P ). (4.30)

Следовательно,

TE(P ) = TE1(Q) = TE2(P ∪Q) = TE3(P ∩Q).

Если в последнем равенстве конус обозначить через C, то слагаемые в (4.27) для грани E и
коллинеарных ей будут иметь вид

det(E2)vk(C)α(Tv(E2)) = det(E)vk(C)α(Tv(E))

+ det(E1)vk(C)α(Tv(E1))− det(E3)vk(C)α(Tv(E3)).

Здесь опять пользуемся равенством определителей и аддитивностью телесного угла.

Случай 2.2.2.2 E1 = E. Тогда E = E1 = E2 = E3 и

α(Tv(E)) = α(Tv(E1)) = α(Tv(E2)) = α(Tv(E3)) = α.

В этом случае (4.27) сводится к

vk(TE2(P ∪Q)) = vk(TE(P )) + vk(TE1(Q))− vk(TE3(P ∩Q)),

что следует из свойства аддитивности конического внутреннего объема (см. [61, раздел 6.5]).

Случай 2.2.2.3 E ⊂ E1, E ̸= E1. Тогда E2 = E1, E3 = E. Те же рассуждения, что в (4.28) и в
(4.30), приводят к

TE1(Q) = TE2(P ∪Q), TE(P ) = TE3(P ∩Q).

Теперь в (4.27) слагаемые для P совпадают со слагаемыми для P ∩Q, а слагаемые для Q – со
слагаемыми для P ∪Q.

Таким образом, Ak(·) является валюацией. Инвариантность относительно сдвигов для
Ak(·) тривиальна.
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Легко показать, что A0(P ) = 1 и Ad(P ) = A(P ):

A0(P ) =
∑

v∈F0(P )

υ0(Tv(P )) = 1,

Ad(P ) =
∑

v∈P∩Zd

υd(TP (P ))α(Tv(P )) =
∑

v∈P∩Zd

α(Tv(P )) = A(P ).

Здесь мы полагаем по определению α(Tv(v)) = 1, det(v) = 1, когда v является вершиной P , и
используем свойства конических внутренних объемов, в частности, тот факт, что для любого
P ∈ P(Zd) выполнено: ∑

v∈F0(P )

υ0(Tv(P )) = V0(P ) = 1.

Очевидно, Ak(P ) = 0 в случае, когда dimP < k, поскольку P не имеет k-мерных граней.
Четвертая часть теоремы 4.1.1 равносильна первой части теоремы 4.1.2, доказательство

которой представлено ниже.

Доказательство теоремы 4.1.2. Запишем (4.26) следующим образом:

Ak(P ) =
∑

F∈Fk(P )

∑
v∈F∩Zd

1[v ∈ F ] det(F )υk(TF (P ))α(Tv(F ))

=
∑

F∈Fk(P )

det(F )υk(TF (P ))
∑

v∈F∩Zd

1[v ∈ F ]α(Tv(F ))

=
∑

F∈Fk(P )

det(F )υk(TF (P ))
∑

E∈F(F )

∑
v∈relint(E)

α(Tv(F ))

=
∑

F∈Fk(P )

det(F )υk(TF (P ))
∑

E∈F(F )

Lrelint(E)α(TE(F )).

Следовательно,

Ak,P (t) =
∑

F∈Fk(P )

det(F )υk(TF (P ))
∑

E∈F(F )

Lrelint(E)(t)α(TE(F )) (4.31)

=
∑

F∈Fk(P )

det(F )υk(TF (P ))AF (t).

Здесь AF (t) обозначает сумму
∑

E∈F(F )

Lrelint(E)(t)α(TE(F )) в k-мерном подпространстве в Rd, по-

рожденном гранью F . Результаты, упомянутые в разделе 4.1.2, верны для AF (t) с небольшими
изменениями. Согласно (4.11), (4.12), AF (t) всегда является четным или нечетным многочленом
степени k с нулевым постоянным членом. Поэтому то же самое верно и для Ak,P (t).

Для того чтобы вычислить старший коэффициент, обратим внимание, что члены в (4.31)
при E ̸= F имеют степень строго меньше k и, следовательно, на него не влияют; члены
Lrelint(E)(t) при E = F , согласно (4.3) и (4.13), имеют старший коэффициент Volk(F )

det(F )
. Таким
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образом, коэффициент Ak,P (t) при k-й степени равен

∑
F∈Fk(P )

det(F )υk(TF (P ))
Volk(F )

det(F )
=

∑
F∈Fk(P )

υk(TF (P ))Volk(F )
(4.21)
= Vk(P ).

Наконец, покажем, что свойство взаимности выполняется:

Ak,P (−n) =
∑

F∈Fk(P )

det(F )υk(TF (P ))AF (−n)

(4.13)
=

∑
F∈Fk(P )

det(F )υk(TF (P ))(−1)dimFAF (n) = (−1)kAk,P (n).

4.4.2. Валюации Грассмана

Доказательство теоремы 4.1.3. По определению инвариантной относительно сдвигов валюа-
ции нам нужно показать, что

1. Gk(∅) = 0;

2. Gk(P ∪Q) +Gk(P ∩Q) = Gk(P ) +Gk(Q) для всех P,Q ∈ P(Zd) таких, что P ∪Q выпукло;

3. Gk(P + z) = Gk(P ) для всех P ∈ P(Zd) и z ∈ Zd.

Первое и третье свойства, очевидно, выполнены. Проверим второе. Мы должны доказать, что∑
v∈(P∪Q)∩Zd

αk(Tv(P ∪Q)) +
∑

v∈(P∩Q)∩Zd

αk(Tv(P ∩Q))

=
∑

v∈P∩Zd

αk(Tv(P )) +
∑

v∈Q∩Zd

αk(Tv(Q)).

Воспользуемся теоремой 4.3.2 и следующим тривиальным фактом:

Tv(P ∪Q) = Tv(P ) ∪ Tv(Q),

Tv(P ∩Q) = Tv(P ) ∩ Tv(Q).
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Получаем∑
v∈(P∪Q)∩Zd

αk(Tv(P ∪Q)) +
∑

v∈(P∩Q)∩Zd

αk(Tv(P ∩Q))

=
∑

v∈(P∪Q)∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(P ∪Q)) +
∑

v∈(P∩Q)∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(P ∩Q))

=
∑

v∈(P∪Q)∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(P ) ∪ Tv(Q)) +
∑

v∈(P∩Q)∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(P ) ∩ Tv(Q)).

По свойству аддитивности конических внутренних объемов (см. [61, раздел 6.5]) можно перепи-
сать последнее выражение в виде∑

v∈(P∪Q)∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(P ) ∪ Tv(Q)) +
∑

v∈(P∩Q)∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(P ) ∩ Tv(Q))

=
∑

v∈(P∪Q)∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(P )) + υk+i(Tv(Q))− υk+i(Tv(P ) ∩ Tv(Q))

+
∑

v∈(P∩Q)∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(P ) ∩ Tv(Q))

=
∑

v∈(P∪Q)∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(P )) + υk+i(Tv(Q))

=
∑

v∈P∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(P )) +
∑

v∈Q∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(Q))

=
∑

v∈P∩Zd

αk(Tv(P )) +
∑

v∈Q∩Zd

αk(Tv(Q)).

Отсюда следует, что Gk(·) является инвариантной относительно сдвигов валюацией на P(Zd).

Далее легко видеть, чтоGd−1(P ) совпадает с валюацией телесного углаA(P ) для P ∈ P(Zd):

Gd−1(P ) =
∑

v∈P∩Zd

αd−1(Tv(P )) =
∑

v∈P∩Zd

α(Tv(P )) = A(P ).

Поскольку αd(C) ≡ 0 для любого конуса C, мы имеем

Gd(P ) ≡ 0.

Теперь покажем, что дискретный объем L(P ) с точностью до константы совпадает с G0(P ):

G0(P ) =
∑

v∈P∩Zd

α0(Tv(P )) =
∑

v∈P∩Zd

∑
i⩾1

υi(Tv(P ))

=
∑

v∈P∩Zd

1− υ0(Tv(P )) = L(P )−
∑

v∈P∩Zd

υ0(Tv(P )).
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Здесь υ0(Tv(P )) = 0, когда v не является вершиной многогранника P . Действительно, по (4.16)
имеем

υ0(Tv(P )) = P

ΠTv(P )(U) ∈
⋃

F∈F0(Tv(P ))

relint(F )

 .

Но если v не является вершиной P , то у Tv(P ) нет 0-мерных граней. Итак,

G0(P ) = L(P )−
∑

v∈F0(P )

υ0(Tv(P )) = L(P )− 1.

На последнем шаге мы снова использовали тот факт, что∑
v∈F0(P )

υ0(Tv(P )) =
∑

v∈F0(P )

α(Tv(P )
◦) = V0(P ) = 1

для P ∈ P(Zd).
Четвертая часть теоремы 4.1.3 легко следует из неравенства (2.4) и свойств углов αk,

включая теорему 4.3.1.

Доказательство теоремы 4.1.4. Благодаря результату МакМаллена (см. (4.14) в разделе 4.1.2)
из теоремы 4.1.3 следует, что Gk,P (t) является многочленом от t. Тем не менее приведем еще
одно стандартное короткое рассуждение.

Представим многогранник nP, n ∈ Z+, в виде дизъюнктного объединения относительных
внутренностей его граней:

nP =
⋃

F∈F(P )

relint(nF ).

Тогда
Gk,P (n) =

∑
v∈nP∩Zd

αk(Tv(nP )) =
∑

F∈F(P )

∑
v∈nP∩Zd

αk(Tv(nP ))1[v ∈ relint(nF )].

Поскольку Tv1(nP ) = Tv2(nP ) для любых v1, v2 ∈ relint(nF ), то αk(Tv(nP )) – константа на
relint(nF ) для каждой грани F , обозначим эту константу через αk,F,P . Имеем

Gk,P (n) =
∑

F∈F(P )

αk,F,P

∑
v∈nP∩Zd

1[v ∈ relint(nF )] =
∑

F∈F(P )

αk,F,PLrelint(F )(n). (4.32)

Таким образом, Gk,P (n) – многочлен от n степени не выше d, так как Lrelint(F )(n) является
многочленом от n степени d.

Заметим, что каждый член в правой части (4.32) имеет степень строго меньше d, кроме
того слагаемого, где F = P . Следовательно, старший коэффициент Gk,P равен αk,P,PVold(P ),
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поскольку P полной размерности и старший коэффициент Lrelint(P )(n) равен Vold(P ). Более
того, αk,P,P = 1, значит, G(d)

k (P ) = Vold(P ).

Остается проверить, что G(0)
k (P ) = 0. Для k = 0 это следует из того, что свободный член

LP (n) равен 1 и G0,P (n) = LP (n) − 1. В остальных случаях заметим сначала, что ввиду (4.32),
мы имеем

Gk,P (0) =
∑

F∈F(P )

αk,F,PLrelint(F )(0) =
∑

F∈F(P )

αk,F,P (−1)dimF .

Здесь второе равенство выполнено, поскольку LP (0) = 1 и верно свойство взаимности Эрхарта–
Макдональда, которое упоминалось во введении к данной главе:

LP (−n) = (−1)dimPLrelint(P )(n).

Итак, чтобы выразить свободный член многочлена Gk,P , нужно понять, чему равна сумма∑
F∈F(P )

αk,F,P (−1)dimF .

Как и в доказательстве теоремы 4.3.3 (см. раздел 4.4.3), применяем формулу (4.40) и
получаем

∑
F∈F(P )

αk,F,P (−1)dimF =
d∑

j=0

(−1)j
∑

F j∈Fj(P )

αk,F j ,P

=
d−1∑
j=0

(−1)j
∑

F j∈Fj(P )

1

2

(
γd−k,d(P, F j) + γd−k−1,d(P, F j)

)
+ (−1)dαk,P,P .

Далее используем соотношение (4.39), тот факт, что αk,P,P = 1 и

γd−k,d(P, P ) = γd−k−1,d(P, P ) = 1.

Имеем

1

2

d−1∑
j=0

(−1)j
∑

F j∈Fj(P )

γd−k,d(P, F j) +
1

2

d−1∑
j=0

(−1)j
∑

F j∈Fj(P )

γd−k−1,d(P, F j) + (−1)d

=
1

2

(
(−1)k − (−1)dγd−k,d(P, P )

)
+

1

2

(
(−1)k+1 − (−1)dγd−k−1,d(P, P )

)
+ (−1)d

=
1

2

(
(−1)k − (−1)d

)
+

1

2

(
(−1)k+1 − (−1)d

)
+ (−1)d = 0.

Таким образом,
∑

F∈F(P )

αk,F,P (−1)dimF = 0, что и завершает доказательство.

В процессе доказательства теоремы 4.1.4 мы получили следующий аналог соотношения
Брианшона–Грама (4.20) для модифицированных углов Грассмана.
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Утверждение 4.4.1. Если P ∈ P(Zd) является d-мерным многогранником, то∑
F∈F(P )

αk,F,P (−1)dimF = 0.

Доказательство теоремы 4.1.5. Найдем коэффициенты многочлена G1,∆h
(t):

G1,∆h
(t) =

∑
v∈t∆h∩Zd

α1(Tv(t∆h)).

Для этого нам нужно вспомнить определение двойственного конуса (см. раздел 4.2.2) и доказать
следующее утверждение. Пусть n обозначает нормаль к случайному подпространству Wd−1 в
d-мерном пространстве, проходящую через 0, с фиксированным направлением.

Утверждение 4.4.2. Для P ∈ P(Zd) и v ∈ P ∩ Zd следующие два события совпадают:

(a) Tv(P ) ∩Wd−1 = {0};

(b)
{
n ∩ relint(Tv(P )

◦)
}⋃{

− n ∩ relint(Tv(P )
◦)
}
̸= {0}.

Доказательство утверждения 4.4.2. Несложно видеть, что

{
Tv(P ) ∩Wd−1 = {0}

}
=
{{

⟨x, n⟩ > 0 для всех x ∈ Tv(P )
}⋃{

⟨x, n⟩ < 0 для всех x ∈ Tv(P )
}}

=
{{
n ∩ relint(Tv(P )

◦)
}⋃{

− n ∩ relint(Tv(P )
◦)
}
̸= {0}

}
.

Обозначим через l прямую, содержащую нормаль n. Тогда

P
[
Wd−1 ∩ Tv(P ) ̸= {0}

]
= 1−P

[
Wd−1 ∩ Tv(P ) = {0}

]
= 1−P

[{
n ∈ relint(Tv(P )

◦)
}⋃{

− n ∈ relint(Tv(P )
◦)
}]

= 1−P
[
l ∩ relint(Tv(P )

◦) ̸= {0}
]
.
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Далее применяем теорему 4.3.1 и утверждение 4.4.2 к P ∈ P(Z3) с dimP = 3:

G1,P (t) =
∑

v∈tP∩Z3

α1(Tv(tP )) =
∑

v∈tP∩Z3

P
[
W+

2 ∩ (Tv(tP )) ̸= {0}
]

=
∑

v∈tP∩Z3

1

2

(
P
[
W2 ∩ (Tv(tP )) ̸= {0}

]
+P

[
W1 ∩ (Tv(tP )) ̸= {0}

])
=

1

2

( ∑
v∈tP∩Z3

1−
∑

v∈tP∩Z3

P
[
l ∩ relint(Tv(tP )

◦) ̸= {0}
])

+
1

2

∑
v∈tP∩Z3

P
[
W1 ∩ (Tv(tP )) ̸= {0}

]
.

В случае тетраэдра Рива имеем

G1,∆h
(t) =

1

2

 ∑
v∈t∆h∩Z3

1−
∑

v∈t∆h∩Z3

P
[
l ∩ relint(Tv(t∆h)

◦) ̸= {0}
]  (4.33)

+
1

2

∑
v∈t∆h∩Z3

P
[
W1 ∩ (Tv(t∆h)) ̸= {0}

]
=

1

2
L∆h

(t)− 1 + A∆h
(t)− 1

2
Lrelint(∆h)(t)

=
1

2

(
h

6
t3 + t2 +

(
2− h

6

)
t+ 1

)
− 1 +

h

6
t3 +

(
S − h

6

)
t

− 1

2

(
h

6
t3 − t2 +

(
2− h

6

)
t− 1

)
=
h

6
t3 + t2 +

(
S − h

6

)
t.

Здесь второе равенство следует из того, что∑
v∈t∆h∩Z3

P
[
l ∩ relint(Tv(t∆h)

◦) ̸= {0}
]

=
∑

v∈F0(t∆h)

P
[
l ∩ relint(Tv(t∆h)

◦) ̸= {0}
]
.

Действительно, если v ∈ t∆h ∩ Z3 не является вершиной t∆h, то двойственный конус лежит в
линейном подпространстве размерности не больше 2, поэтому P

[
l ∩ relint(Tv(t∆h)

◦) ̸= {0}
]
= 0.

Более того, из (2.3) и тождества ∑
v∈F0(P )

α(Tv(P )
◦) = 1

для P ∈ P(Zd) следует, что∑
v∈F0(t∆h)

P
[
l ∩ relint(Tv(t∆h)

◦) ̸= {0}
]

=
∑

v∈F0(t∆h)

2α2(Tv(t∆h)
◦) = 2.

На предпоследнем шаге в (4.33) мы снова применили свойство взаимности Эрхарта–Макдональда
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L∆h
(−t) = (−1)3Lrelint(∆h)(t), чтобы найти многочлен:

Lrelint(∆h)(t) =
h

6
t3 − t2 +

(
2− h

6

)
t− 1.

Итак,

G1,∆h
(t) =

h

6
t3 + t2 +

(
S − h

6

)
t.

Теорема 4.1.5 доказана.

Доказательство теоремы 4.1.6. Как отмечалось во введении, достаточно доказать, что суще-
ствует симплекс ∆0 ∈ P(Zd) такой, что

Gk(relint(∆0)) :=
∑

F∈F(∆0)

(−1)dim∆0−dimFGk(F ) < 0.

Пусть ∆ ∈ P(Zd) – произвольный симплекс. Из определения Gk(relint(∆)) и теоремы 4.3.2
следует, что

Gk(relint(∆)) : =
∑

F∈F(∆)

(−1)dim∆−dimFGk(F )

=
∑

F∈F(∆)

(−1)dim∆−dimF
∑

v∈F∩Zd

αk(Tv(F ))

=
∑

F∈F(∆)

(−1)dim∆−dimF
∑

v∈F∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(F )).

По теореме Фубини∑
F∈F(∆)

(−1)dim∆−dimF
∑

v∈F∩Zd

∑
i⩾1

υk+i(Tv(F ))

=
∑

v∈∆∩Zd

∑
i⩾1

∑
F∈F(∆):v∈Zd∩F

(−1)dim∆−dimFυk+i(Tv(F )).

Используя (4.18) и тот факт, что Tv(F ) – грани конуса Tv(∆), перепишем внутреннюю сумму в
следующем виде: ∑

F∈F(∆):v∈Zd∩F

(−1)dim∆−dimFυk+i(Tv(F ))

= (−1)dim∆
∑

F∈F(∆):v∈Zd∩F

(−1)dimFυk+i(Tv(F ))

= (−1)dim∆(−1)k+iυk+i(Tv(∆)).
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Следовательно,

Gk(relint(∆)) : =
∑

F∈F(∆)

(−1)dim∆−dimFGk(F )

= (−1)dim∆
∑

v∈∆∩Zd

∑
i⩾1

(−1)k+iυk+i(Tv(∆)).

Теперь по формуле Крофтона (2.6)∑
i⩾1

(−1)k+iυk+i(Tv(∆))

=


(−1)k+1

(
γk(Tv(∆))−γk+1(Tv(∆))

)
2

, если Tv(∆) не линейное подпространство,

(−1)dim∆, если Tv(∆) – линейное подпространство, k < dim∆,

0, если Tv(∆) – линейное подпространство, k ⩾ dim∆.

Комбинируя это с тем фактом, что Tv(∆) является линейным подпространством тогда и только
тогда, когда v ∈ relint(∆), мы получаем

Gk(relint(∆)) = (−1)dim∆
∑

v∈(∆\(relint(∆))∩Zd

1

2
(−1)k+1

(
γk(Tv(∆))− γk+1(Tv(∆))

)

+ (−1)dim∆


∑

v∈relint(∆)∩Zd

(−1)dim∆, если Tv(∆) – лин. подпространство, k < dim∆∑
v∈relint(∆)∩Zd

0, если Tv(∆) – лин. подпространство, k ⩾ dim∆

= (−1)dim∆+k+11

2

∑
v∈(∆\(relint(∆))∩Zd

(
γk(Tv(∆))− γk+1(Tv(∆))

)

+

L(relint(∆)), если Tv(∆) – лин. подпространство, k < dim∆

0, если Tv(∆) – лин. подпространство, k ⩾ dim∆.

Далее, как мы упоминали в разделе 2.1 главы 2, для любого выпуклого конуса C ⊆ Rd,
C ̸= {0}, имеем

1 = γ0(C) ⩾ γ1(C) ⩾ . . . ⩾ γd(C) = 0.

Поскольку мы можем найти симплекс ∆0 ∈ P(Zd) такой, что dim∆0 и k = 0, . . . , d − 2, име-
ют одинаковую четность, L(relint(∆0)) = 0 и γk(Tv(∆0)) > γk+1(Tv(∆0)) для некоторой точки
v ∈ ∆0 \ relint(∆0), то число Gk(relint(∆0)) отрицательно для симплекса ∆0. Таким образом,
условие (iii) (см. раздел 4.1.5) не выполняется для ∆0, что доказывает нашу теорему.

Замечание 4.4.1. Пусть k = d− 1. В этом случае Gd−1(relint(∆)) совпадает с Gd−1(∆) = A(∆) и,
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следовательно, Gd−1(·) комбинаторно-положительна:

Gd−1(relint(∆)) : =
∑

F∈F(∆)

(−1)dim∆−dimFGd−1(F )

= (−1)dim∆
∑

v∈∆∩Zd

∑
i⩾1

(−1)d−1+iυd−1+i(Tv(∆))

= (−1)dim∆+d
∑

v∈∆∩Zd

υd(Tv(∆))

= (−1)dim∆+d
∑

v∈∆∩Zd

αd−1(Tv(∆)) = Gd−1(∆) = A(∆).

Здесь пятое равенство выполнено, так как αd−1(Tv(∆)) ̸= 0 тогда и только тогда, когда dim∆ = d.

4.4.3. Модифицированные углы Грассмана

Доказательство теоремы 4.3.1. Обратим внимание, что из определения W−
k ,W

+
k , а также из

свойств вероятности следует, что

P[W+
k ∩ C ̸= {0}] = P[W−

k ∩ C ̸= {0}]; (4.34)

P[W+
k ∩ C ̸= {0}] +P[W−

k ∩ C ̸= {0}]

= P
[
(W+

k ∩ C ̸= {0})
⋃

(W−
k ∩ C ̸= {0})

]
+P

[
(W+

k ∩ C ̸= {0})
⋂

(W−
k ∩ C ̸= {0})

]
= P[(W+

k ∪W−
k ) ∩ C ̸= {0}] +P

[
(W+

k ∩ C ̸= {0})
⋂

(W−
k ∩ C ̸= {0})

]
= P[Wk ∩ C ̸= {0}] +P

[
(W+

k ∩ C ̸= {0})
⋂

(W−
k ∩ C ̸= {0})

]
. (4.35)

Принимая во внимание лемму 4.3.1, имеем

P
[
(W+

k ∩ C ̸= {0})
⋂

(W−
k ∩ C ̸= {0})

]
= P [Wk−1 ∩ C ̸= {0}] .

Комбинируя (4.34) и (4.35), получаем требуемое.

Доказательство леммы 4.3.1. Докажем (4.22) с помощью двух следующих неравенств:

P
[
(W+

k ∩ C ̸= {0})
⋂

(W−
k ∩ C ̸= {0})

]
⩾ P [Wk−1 ∩ C ̸= {0}] , (4.36)

P
[
(W+

k ∩ C ̸= {0})
⋂

(W−
k ∩ C ̸= {0})

]
⩽ P [Wk−1 ∩ C ̸= {0}] . (4.37)

Начнем с (4.36). Из определения полуподпространств ясно, что

W+
k ∩W−

k = Wk−1,
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а значит если конус нетривиально пересекает Wk−1, то W+
k и W−

k тоже пересекаются с конусом
нетривиально. Тем самым, (4.36) выполнено.

Для того чтобы показать (4.37), предположим, что пересечение конуса с обоими полупод-
пространствами нетривиально. Тогда найдутся x ̸= 0, y ̸= 0 такие, что x ∈ W+

k ∩C, y ∈ W−
k ∩C.

Если хотя бы одна из точек x или y лежит в Wk−1, то конус нетривиальным образом пересе-
кается с Wk−1, следовательно, неравенство выполняется. Значит, мы можем считать, что в Wk

точки x и y отделены подпространством Wk−1. По условию выпуклости весь отрезок xy лежит
внутри конуса. Рассмотрим два случая:

1. Если x, y, 0 не лежат на одной прямой, то xy пересекается с Wk−1 в точке, отличной от 0.
Следовательно, в этом случае пересечение конуса с Wk−1 нетривиально.

2. Если x, y, 0 лежат на некоторой прямой l, то конус C содержит всю эту прямую, причем l

не лежит в Wk−1.

В случае, когда C ∩Wk = l ∪ A, где A ̸= ∅, рассмотрим точку a ∈ A. Если a ∈ Wk−1, то
пересечение C с Wk−1 нетривиально, что нам и нужно. Если a /∈ Wk−1, то a лежит в одном
из открытых полуподпространств W+

k ,W
−
k . Соединим a с одной из двух точек x или y,

которая находится в другом полуподпространстве. Не умаляя общности, можем считать,
что это x. Тогда отрезок ax лежит в конусе C и пересекает Wk−1 в точке, отличной от 0.

Таким образом, осталось рассмотреть случай, когда C ∩ Wk = l. Представим C в виде
C = L ∪ C̃, где L – наибольшее линейное подпространство, содержащееся в конусе C.

(a) Пусть dimL ⩽ d− k. В этом случае P[C ∩Wk = l] = 0, так как из C ∩Wk = l следует,
что L∩Wk = l, но P[L∩Wk = l] = 0. Тем самым, левая и правая части (4.22) равны 0.

(b) Пусть dimL ⩾ d−k+2, тогда C∩Wk содержит двумерную плоскость с вероятностью 1,
а это противоречит нашему предположению.

(c) Наконец, рассмотрим последний вариант, когда dimL = d− k+1. По условию леммы
C не является линейным подпространством размерности d − k + 1. Следовательно,
существует z ∈ C̃ = C \ L. Рассмотрим линейную оболочку L и z, обозначим ее
lin(L, z). Тогда dim lin(L, z) = d−k+2. Отсюда следует, что lin(L, z)∩Wk−1 содержит
некоторую прямую l̃ с вероятностью 1. Прямая l̃ представима в виде l̃ = λw для
некоторого вектора w ∈ lin(L, z) и λ ∈ R. Поскольку w = λ1z + λ2v для некоторых
λ1, λ2 ∈ R, v ∈ L, то l̃ = λw = λ(λ1z + λ2v), где λ ∈ R. Если λ1 = 0, то l̃ = λλ2v = λ̃v,
следовательно, l̃ лежит в L, а значит пересечение C сWk−1 нетривиально. Если λ1 ̸= 0,
то l̃ = λ(λ1z + λ2v) = λλ1(z +

λ2

λ1
v) = λ̃(z + ṽ), и при неотрицательных λ̃ точки вида

λ̃(z + ṽ) лежат в конусе. Следовательно, пересечение C с Wk−1 нетривиально.
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Доказательство теоремы 4.3.2. Рассмотрим три случая:

1. Если C не является линейным подпространством в Rd, то, используя теорему 4.3.1 и фор-
мулу Крофтона (2.6), получаем следующую цепочку равенств:

P[W+
d−k ∩ C ̸= {0}] = 1

2

(
P[Wd−k ∩ C ̸= {0}] +P[Wd−k−1 ∩ C ̸= {0}]

)
=

1

2

(
2

∑
i⩾1 нечетное

υk+i(C) + 2
∑

j⩾1 нечетное

υk+1+j(C)

)
=
∑
i⩾1

υk+i(C).

2. Если C – линейное подпространство размерности n в Rd, при этом n ̸= k + 1, то:

(a) пусть k < n; тогда n + d − k > d. Поскольку n ̸= k + 1, мы видим, что n ⩾ k + 2,
поэтому по теореме 4.3.1

P[W+
d−k ∩ C ̸= {0}]

=
1

2

(
P[Wd−k ∩ C ̸= {0}] +P[Wd−k−1 ∩ C ̸= {0}]

)
=

1

2
(1 + 1) = 1.

С другой стороны,
∑
i⩾1

υk+i(C) = 1, так как υn(C) = 1, υj(C) = 0 при j ̸= n.

(b) пусть k ⩾ n; тогда n+ d− k ⩽ d, следовательно,

P[W+
d−k ∩ C ̸= {0}]

=
1

2

(
P[Wd−k ∩ C ̸= {0}] +P[Wd−k−1 ∩ C ̸= {0}]

)
=

1

2
(0 + 0) = 0.

При этом
∑
i⩾1

υk+i(C) = 0, так как υn(C) = 1, υj(C) = 0 при j ̸= n.

3. Наконец, рассмотрим случай, когда C совпадает с k + 1-мерным линейным подпростран-
ством. Тогда, с одной стороны, d− k + k + 1 = d+ 1 > d, следовательно,

P[W+
d−k ∩ C ̸= {0}] = 1.

С другой стороны,
∑
i⩾1

υk+i(C) = 1, поскольку υk+1(C) = 1, υj(C) = 0 при j ̸= k + 1.

Доказательство теоремы 4.3.3. Для доказательства нам удобно обозначить k-й модифици-
рованный угол Грассмана для касательного конуса к P при грани F через αk,F,P , то есть
αk,F,P := αk(TF (P )).
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Согласно Грюнбауму [36] (с несколько другими обозначениями), введем

γk,d(C) := P[Wk ∩ C ̸= {0}],

σk,d(C) := 1− γk,d(C) = P[Wk ∩ C = {0}],

где C ⊆ Rd – выпуклый конус и, как раньше, Wk – случайное k-мерное линейное подпростран-
ство, равномерно распределенное на многообразии Грассмана среди всех таких подпространств
в Rd. Заметим, что в отличие от углов Грассмана, приведенные определения зависят от размер-
ности d объемлющего пространства (ср. (2.2)).

Для многогранника P и его j-мерной грани F j положим:

γk,d(P, F j) := γk,d(TF j(P )),

σk,d(P, F j) := σk,d(TF j(P )).

Также определим
σk
j (P ) :=

∑
F j∈Fj(P )

σk,d(P, F j).

В [36, теорема 3.3] Грюнбаум доказал, что для любого d-многогранника P и k = 1, . . . , d − 1,
выполняется тождество

d−k−1∑
j=0

(−1)jσk
j (P ) = 1− (−1)d−k. (4.38)

Перепишем последнюю формулу в терминах γk,d(P, F j) = 1−σk,d(P, F j). Прежде всего отметим,
что верхний индекс d−k−1 в сумме в левой части может быть увеличен до d, при этом значение
суммы не изменится, поскольку σk,d(P, F j) = 0 при j ⩾ d− k. Имеем

d−k−1∑
j=0

(−1)jσk
j (P ) =

d∑
j=0

(−1)j
∑

F j∈Fj(P )

σk,d(P, F j) =
d∑

j=0

(−1)j
∑

F j∈Fj(P )

(1− γk,d(P, F j))

=
d∑

j=0

(−1)jfj −
d∑

j=0

(−1)j
∑

F j∈Fj(P )

γk,d(P, F j).

Используя тождество Эйлера (4.19) для выпуклого d-мерного многогранника, получаем

d∑
j=0

(−1)jfj −
d∑

j=0

(−1)j
∑

F j∈Fj(P )

γk,d(P, F j) = 1−
d∑

j=0

(−1)j
∑

F j∈Fj(P )

γk,d(P, F j).
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Затем, сравнивая последнее равенство с (4.38), заключаем, что

d∑
j=0

(−1)j
∑

F j∈Fj(P )

γk,d(P, F j) = (−1)d−k. (4.39)

Далее воспользуемся определениями αk,F j ,P ; γ
k,d(P, F j) и теоремой 4.3.1. Получаем, что

для F j ̸= P и k = 1, . . . , d− 1,

αk,F j ,P =
1

2

(
γd−k,d(P, F j) + γd−k−1,d(P, F j)

)
. (4.40)

Подставляя d− 1 вместо k в (4.40), имеем

αd−1,F j ,P =
1

2

(
γ1,d(P, F j) + 0

)
.

Следовательно,

γ1,d(P, F j) = 2αd−1,F j ,P .

Повторяя вышеприведенные рассуждения, получаем

αd−2,F j ,P =
1

2

(
γ2,d(P, F j) + γ1,d(P, F j)

)
;

γ2,d(P, F j) = 2αd−2,F j ,P − 2αd−1,F j ,P ;

αd−3,F j ,P =
1

2

(
γ3,d(P, F j) + γ2,d(P, F j)

)
;

γ3,d(P, F j) = 2αd−3,F j ,P − 2αd−2,F j ,P + 2αd−1,F j ,P

· · ·

Продолжая эти вычисления, мы видим, что

γk,d(P, F j) = 2
k−1∑
n=0

(−1)nαd−k+n,F j ,P .

Наконец, подставим последнее тождество в (4.39), чтобы получить:

2
d−1∑
j=0

(−1)j
∑

F j∈Fj(P )

k−1∑
n=0

(−1)nαd−k+n,F j ,P = (−1)d−k − (−1)d.

Здесь мы заметили, что для F j = P имеем γk,d(P, P ) = 1.
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Заключение

Сформулируем основные результаты диссертационной работы:

1. Изучены свойства смешанных объемов бесконечномерных компактов и получено обобще-
ние теоремы Цирельсона на случай смешанных объемов. Вычислен смешанный объем за-
мкнутых выпуклых оболочек двух ортогональных спиралей Винера. Аналогичный резуль-
тат установлен для смешанного объема замкнутых выпуклых оболочек двух ортогональ-
ных спиралей броуновского моста.

2. Исследованы аналоги внутренних объемов для выпуклых конусов, получены коническая
версия теоремы Цирельсона и бесконечномерная коническая формула Штейнера. Доказа-
но обобщение на бесконечномерные множества результата Гётце, Каблучко и Запорожца о
связи углов Грассмана конической оболочки множества с вероятностью поглощения нуля
выпуклой оболочкой его гауссовского образа (спектра).

3. Производящая функция последовательности внутренних объемов бесконечномерного ком-
пакта рассмотрена как целая функция. Изучены ее основные свойства. Получен результат
о концентрации последовательности внутренних объемов.

4. Исследованы дискретные аналоги внутренних объемов и обобщения дискретного объема
для решетчатых многогранников.
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