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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Теория аппроксимации является классическим

разделом теории функций, активно дополняемым новыми результатами и по сей день.

Аппроксимация различными системами функций и, в частности системами всплесков —

один из основных методов решения задач, возникающих при обработке сигналов, работе

с изображениями, сжатии и архивировании файлов данных.

Теория всплесков возникла из практических задач обработки сигналов в 80-ые годы 20-

го века и активно развивалась в последующие годы в том числе благодаря их применению

в различных инженерных задачах, в частности в нейронных сетях, а также в задачах

математической физики, аппроксимации и интерполяции функций.

Для функций, заданных на вещественной прямой, вопросы сходимости разложений по

системе всплесков хорошо изучены различными авторами. Уже в монографии И. Мейера

[30] 1992 года, ставшей классической (см. также работу Г. Вальтера [36] 1995 года) изуча-

лись ортонормированные базисы всплесков и их сходимость при условии 𝑟-регулярности

всплесковых функций. В 1994 году в работе [24] С.Е. Келли, М.А. Кона и Л.А. Рафаэ-

ля появились результаты о сходимости ортогональных систем всплесков на прямой при

условии существования чётной, ограниченной, суммируемой, убывающей на [0,+∞) ма-

жоранты. При аналогичных условиях в 2005 году в монографии [9] И.Я. Новиковым,

В.Ю. Протасовым и М.А. Скопиной получены оценки в терминах модулей непрерывности

для разложений по системам всплесков не только для непериодических систем на прямой,

но и для периодических всплесков, порождённых двоичными сжатиями и сдвигами непе-

риодической функции (стационарная система всплесков). Наиболее общие результаты о

сходимости приближений непериодических функций квази-проекционными операторами

в пространствах 𝐿𝑝(R) и почти всюду, для которых системы всплесков являются частным

случаем, были описаны в работе [35] О.Л. Виноградова 2021 года. Аппроксимационные

свойства периодических квази-проекционных операторов изучались, например, в статье

[26] Ю. Коломойцева, А.В. Кривошеина и М.А. Скопиной 2020 года.

В главе 1 диссертации исследуются аппроксимационные свойства периодических неста-

ционарных систем всплесков. В частности, для характеризации свойств аппроксимации

получена прямая теорема типа Джексона. В классической теореме Джексона о прибли-

жении тригонометрическими полиномами для характеристики погрешности приближе-

ния используется наилучшее приближение функции тригонометрическими полиномами

𝐸𝑁(𝑓). Неравенство вида 𝐸𝑁(𝑓) ⩽ 𝐶 · 𝜔𝑟 (𝑓, 1/𝑁), где наилучшее приближение оценивает-

ся сверху модулем непрерывности 𝜔𝑟 с некоторой константой 𝐶, называется неравенством

Джексона. В дальнейшем были получены аналоги неравенства Джексона для различных

пространств и приближающих систем функций. Соответствующие теоремы называют пря-

мыми теоремами типа Джексона. Утверждения, доказывающие обратное неравенство, в

котором модуль непрерывности оценивается сверху с помощью наилучшего приближения,

получили название обратные теоремы. Прямые и обратные теоремы типа Джексона ши-

роко распространены в теории аппроксимации и позволяют выявить взаимосвязь между
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структурными свойствами функции (её гладкостью), от которых зависит величина модуля

непрерывности, и её конструктивными свойствами, которые характеризуются поведением

её наилучших приближений.

Литература по этому вопросу поистине необозрима. Упомянем в качестве примера

только монографии [11] А.Ф. Тимана 1960 года, [6] Н.И. Ахиезера 1965 года, [8] В.В. Жу-

ка 1982 года, [34] Р.М. Тригуба и Е.С. Белинского 2004 года. Если говорить о результатах

именно для систем всплесков, то в статье [13] П.А. Андриановым и М.А. Скопиной бы-

ли доказаны неравенства Джексона для периодизированных сепарабельных многомерных

всплеск-систем Хаара. Прямые и обратные теоремы для произвольных одномерных си-

стем периодических всплесков, полученных с помощью периодизации непериодической

всплеск-функции и образующих ортонормированный базис, были описаны в [9]. Разви-

вая идеи [9], в главе 1 диссертации получено описание аппроксимационных свойств биор-

тогональных базисов периодических нестационарных систем всплесков в пространствах

𝐿𝑝, 𝑝 ∈ [1,+∞), и пространстве непрерывных функций. Результат представляет собой

прямую теорему типа Джексона, но в отличии от результатов [9] для периодических ба-

зисов всплесков, в данной теореме не требуется наличие мажоранты, а система всплесков

может не иметь порождающей её непериодической функции (то есть является нестацио-

нарной системой). Так же в главе 1 приведены аналоги прямой теоремы с ослаблением

условий на гладкость всплесковых функций.

Наряду с ортогональными базисами всплесков в пространствах Лебега 𝐿2 так же в

качестве аппарата приближения используются фреймы всплесков. В отличие от базисов

фреймы могут быть избыточными системами. Однако они всегда полны и обеспечива-

ют стабильное восстановление. Характеризация фрейма всплесков для непериодических

функций при различных предположениях на всплесковые генераторы описана в работах

и монографии [9, 15, 22, 28] П.-Г. Лемарье, И. Добеши, Г. Грипенберга, И.Я. Новикова,

В.Ю. Протасова и М.А. Скопиной. Данные критерии сложно применять для построения

конкретных примеров фреймов всплесков. Поэтому основным инструментом здесь явля-

ется унитарный принцип расширения, предложенный А. Роном и З. Шеном в работе [31]

для непериодического случая и позже адаптированный для периодических функций в ста-

тьях [14, 19, 20] О. Кристенсена, С.С. Гоха, Б. Хана, З. Шена и К.М. Тео. В работе [16]

И. Добеши, Б. Хана, А. Рона и З.Шена был предложен более гибкий и, на первый взгляд,

более общий способ построения фреймов всплесков, известный как скошенный принцип

расширения, однако в этой же работе доказывается, что оба принципа эквивалентны, и

скошенный принцип расширения дает лишь иную, иногда более удобную форму для при-

менения унитарного принципа. При этом унитарный принцип расширения дает только

достаточное условие фреймовости. В главе 2 получен конструктивный критерий фреймо-

вости, позволяющий строить фреймы Парсеваля всплесков. Его аналоги в непериодиче-

ской постановке задачи неизвестны.

Для оценки аппроксимационных свойств фреймов всплесков применяются различные

подходы. В частности, для этого используется понятие порядка аппроксимации. Для си-
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стем фреймов многомерных непериодических всплесков в 𝐿2(R𝑑) в статье [16] описаны их

аппроксимационные свойства в терминах порядков аппроксимации фреймом и соответ-

ствующим ему кратномасштабным анализом. Для систем периодических фреймов всплес-

ков, построенных с помощью унитарного принципа расширения, определение порядка ап-

проксимации появилось в статье [19] С.С. Гоха, Б. Хана и З. Шена 2011 года. В этой же

статье для периодических фреймов всплесков были установлены необходимые и доста-

точные условия, при которых фрейм Парсеваля имеет заданный порядок аппроксимации

фреймом. Аналогичные условия для непериодических фреймов всплесков можно найти

в статье [23]. В главе 2 в терминах порядков аппроксимации исследуются аппроксимаци-

онные свойства периодических фреймов Парсеваля всплесков, построенных с помощью

критерия фреймовости. Получен аналог критерия о достижении заданного порядка ап-

проксимации фреймом. Благодаря способу построения фрейма удалось избавится от до-

полнительного условия для масштабирующих функций, присутствующего в теоремах [19].

Так же для периодических фреймов всплесков удалось установить взаимосвязь между по-

рядком аппроксимации фреймом и порядком аппроксимации периодических кратномас-

штабным анализом. Ранее взаимосвязь между этими величинами была известна лишь для

непериодических фреймов (см. [16]).

Для диадических систем всплесков на положительной полупрямой, или на языке групп,

для всплесков на локально компактных группах Кантора, аппроксимационные свойства в

диадических аналогах пространств Соболева изучались Ю.А. Фарковым, Е.А. Лебедевой,

М.А. Скопиной в работе [18]. В статье С.Ф. Лукомского [29] исследовались аппроксима-

ционные свойства диадических фреймов Парсеваля всплесков в весовых пространствах

Соболева с логарифмическими весами. В этих статьях изучается только 𝐿2-сходимость. В

главе 3 диссертации для диадических фреймов всплесков доказана сходимость разложе-

ний почти всюду и в пространствах 𝐿𝑝(R+), 𝑝 ∈ (1,∞). При этом сходимость получена

за счёт особенности групповой операции для диадических функций и не требует допол-

нительных условий на гладкость или наличия суммируемой мажоранты. В то время, как

эти условия лежат в основе соответствующих теорем для систем всплесков на прямой

(см. [9, 15, 22, 28]).

Цель диссертационной работы. Основной целью данной диссертационной работы

является исследование аппроксимационных свойств периодических систем всплесков, ко-

торые образуют базис или фрейм Парсеваля, и аппроксимационных свойств систем диади-

ческих всплесков. А также изучение вопроса построения периодических фреймов всплес-

ков.

Основные результаты. К основным положениям работы можно отнести следующие

результаты.

1. Получена прямая теорема типа Джексона для нестационарных систем периодиче-

ских всплесков, образующих биортогоналные базисы в пространствах Лебега и простран-

стве непрерывных функций.

2. Получены конструктивные необходимые и достаточные условия, при которых систе-
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ма периодических всплесков образует фрейм Парсеваля в пространстве Лебега 𝐿2. Крите-

рий может использоваться непосредственно для построения фрейма Парсеваля всплесков.

Для построенных таким образом фреймов всплесков получены необходимые и достаточ-

ные условия, при которых периодический фрейм Парсеваля всплесков имеет заданный

порядок аппроксимации фреймом. Выявлена взаимосвязь и условия совпадения порядка

аппроксимации фреймом и порядка аппроксимации периодическим кратномасштабным

анализом, порождённым сдвигами масштабирующих функций.

3. В диадических пространствах Лебега на положительной полупрямой доказана сходи-

мость разложений по системе диадических фреймов Парсеваля всплесков к приближаемой

функции почти всюду и по норме пространств Лебега.

Методы исследования. В диссертации использованы методы вещественного, ком-

плексного и функционального анализа и теории приближения функций.

Научная новизна. Все полученные результаты являются новыми.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты работы носят теоретиче-

ский характер и могут быть использованы при решении родственных задач теории при-

ближения.

Апробация результатов. Результаты работы докладывались автором на IV Конфе-

ренции математических центров России (Санкт–Петербург, 2024 г.) и на городском семи-

наре по конструктивной теории функций под руководством проф. М. А. Скопиной (2021 г.,

2024 г., 2025 г.). Также результаты третьей главы диссертации докладывались научным

руководителем Е. А. Лебедевой на XXXIV Летней конференции по математическому ана-

лизу (Санкт–Петербург, 2025 г.).

Публикации по теме диссертации. Основные результаты диссертации изложены в

четырёх статьях ([1], [2], [3], [4]), опубликованных в ведущих научных журналах из списка,

рекомендованного ВАК.

Личный вклад автора. Результаты первой главы получены соискателем лично и

опубликованы в работе [1]. Результаты второй и третьей главы опубликованы в совместных

с Е. А. Лебедевой работах [2], [3], [4]. Научному руководителю принадлежит постановка

задачи и общий план исследования. Все доказательства получены соискателем.

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения, трёх глав,

разбитых на параграфы, заключения, обозначений и списка литературы. Общий объем

диссертации составляет 86 страниц машинописного текста. Библиография содержит 45

наименования.

Содержание работы

Для формулировки основных результатов понадобятся следующие обозначения.

Для 𝑝 ∈ [1,+∞) под 𝐿𝑝 понимается пространство измеримых, 1-периодических функ-

ций 𝑓 , для которых

‖𝑓‖𝑝 =
(︂∫︁ 1

0

|𝑓 |𝑝
)︂1/𝑝

< +∞ .
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Символом 𝐿∞ будем обозначать пространство 1-периодических существенно ограни-

ченных функций с равномерной нормой ‖𝑓‖∞ = ess sup
𝑥∈[0,1]

|𝑓(𝑥)| . Аналогично определяются

пространства Лебега 𝐿𝑝(𝑋), 𝑝 ∈ [1,∞], где 𝑋 есть R или его подмножество оснащённые

мерой Лебега. Для функций 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2 опеределим стандартным образом скалярное произ-

ведение ⟨𝑓, 𝑔⟩ =
∫︀ 1

0
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

Пространство непрерывных 1-периодических функций с равномерной нормой будем

обозначать 𝐶. Для 𝑚 ∈ N символом 𝐶𝑚 будем обозначать множество 𝑚 раз непрерывно

дифференцируемых функций, при этом полагаем 𝐶0 = 𝐶.

При 𝑛 ∈ Z будем обозначать 𝑛-ый коэффициент Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐿1 символом

̂︀𝑓(𝑛) = 1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥.

Для 𝜈 ∈ R под 𝐻𝜈 будем понимать пространство Соболева всех 1-периодических функ-

ций 𝑓 ∈ 𝐿2 таких, что

‖𝑓‖𝐻𝜈 =

(︃∑︁
𝑘∈Z

(1 + 𝑘2)𝜈 | ̂︀𝑓(𝑘)|2)︃1/2

< +∞.

Далее определим для функции 𝑓 оператор сдвига 𝑆𝑛
𝑗 𝑓 := 𝑓(· + 2−𝑗𝑛), 𝑗 ∈ Z+,

𝑛 ∈ ℛ𝑗, где ℛ𝑗 = {−2𝑗−1 + 1,−2𝑗−1 + 2, . . . , 2𝑗−1}. Так же определим схожее множество

𝑅𝑗 =
{︀
−2⌊𝑗/2⌋ + 1 ,−2⌊𝑗/2⌋ + 1, . . . , 2⌊𝑗/2⌋ − 1

}︀
, при этом полагаем ℛ0 = 𝑅0 = {0}.

Обозначим 𝒮 (2𝑗) – пространство всех 2𝑗-периодических последовательностей {𝑐(𝑘)}𝑘∈Z
комплексных чисел, то есть таких, что 𝑐(2𝑗𝑝+ 𝑘) = 𝑐(𝑘) для всех 𝑝 ∈ Z.

Под модулем непрерывности функции 𝑓 из 𝐿𝑝, 𝑝 ∈ [1,+∞), или 𝐶 (пологая 𝑝 = +∞)

порядка 𝑟 ∈ Z+ будем понимать функцию переменной ℎ ∈ [0; +∞), которая определяется

равенством

𝜔𝑟(𝑓, ℎ)𝑝 = sup
|𝑡|≤ℎ

‖∆𝑟
𝑡𝑓‖𝑝 ,

где ∆𝑟
𝑡𝑓(𝑥) =

𝑟∑︀
𝑘=0

(−1)𝑟−𝑘 𝐶𝑘
𝑟 𝑓(𝑥+ 𝑘𝑡) — конечная разность порядка 𝑟 функции 𝑓 с шагом

ℎ в точке 𝑥.

Глава 1. Прямая теорема типа Джексона для нестационарной системы пе-

риодических всплесков. Первая глава посвящена аппроксимационным свойствам пе-

риодических систем всплесков, образующих биортогональные базисы в пространствах

𝐿𝑝, 𝑝 ∈ [1,+∞), или 𝐶. Результаты главы опубликованы в [1].

В работе [9] даны прямые теоремы типа Джексона для стационарной системы перио-

дических всплесков, порождённых непериодической функцией. В данной главе рассмат-

ривается нестационарная система периодических всплесков

{𝜙0} ∪
{︀
𝑆𝑘
𝑗 𝜓𝑗 : 𝑗 ∈ Z+, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑗 − 1

}︀
,

в которой на каждом уровне 𝑗 имеется своя всплеск-функция. Таким образом порождаю-
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щей их непериодической всплеск-функции может не существовать. Для построения такой

системы всплесков используется метод основанный на построении периодического кратно-

масштабного анализа (ПКМА), который описан в [9, §9.1.-9.2.]. Этот метод позволяет стро-

ить ортогональные или биортогональные базисы. Для этого в пространстве 𝐿𝑝, 𝑝 ∈ [1,+∞)

(𝐶 если 𝑝 = ∞) и в сопряжённом ему пространстве 𝐿𝑞 (𝐶, если 𝑝 = 1) строятся ПКМА

подмножеств {𝑉𝑗}∞𝑗=0 первого пространства и ПКМА {̃︀𝑉𝑗}∞𝑗=0 второго пространства. Эту

пару ПКМА называют (𝑝, 𝑞)-парой. Каждый из этих ПКМА имеет свой набор масшта-

бирующих функций, сдвиги которых образуют биортонормированную систему. Затем на

каждом уровне 𝑗 ПКМА в 𝐿𝑝 (𝐶 при 𝑝 = ∞) подбирается всплеск-функция из множе-

ства 𝑉𝑗+1, сдвиги которой биортогональны множеству ̃︀𝑉𝑗. Аналогичным образом строятся

всплески в сопряжённом пространстве 𝐿𝑞 (𝐶 при 𝑝 = 1). Получившиеся системы всплеск-

функций и их сдвиги вместе с масштабирующими функциями нулевого уровня 𝜙0 ∈ 𝑉0 и̃︀𝜙0 ∈ ̃︀𝑉0 образуют биортогональные базисы всплесков соответственно в пространствах 𝐿𝑝

(𝐶 при 𝑝 = ∞) и 𝐿𝑞 (𝐶 при 𝑝 = 1). Задача состоит в оценке сверху модулем непрерывно-

сти нормы погрешности приближения, то есть нормы разности функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 (𝐶 при

𝑝 = ∞) и частичной суммы разложения функции 𝑓 по базису всплесков

𝑠𝑁(𝑓) = ⟨𝑓, ̃︀𝜙0⟩𝜙0 +
𝐽−1∑︁
𝑗=0

2𝑗−1∑︁
𝑛=0

⟨𝑓, 𝑆𝑗
𝑛
̃︀𝜓𝑗⟩𝑆𝑗

𝑛𝜓𝑗 +
𝐿∑︁

𝑛=0

⟨𝑓, 𝑆𝐽
𝑛
̃︀𝜓𝐽⟩𝑆𝐽

𝑛𝜓𝐽 ,

где 𝑁 = 2𝐽+𝐿 ∈ N, 𝐽 ∈ Z+, 𝐿 ∈
{︀
0, 1, . . . , 2𝐽 − 1

}︀
. Как показано в [9, §10.2], наилучшее

приближение всплеск-полиномами порядка 𝑁 всегда не превосходит ‖𝑓−𝑠𝑁(𝑓)‖𝑝, поэтому
оценка сверху доказывается именно для нормы разности.

Теорема 1.1. Пусть 𝑝 ∈ [1,+∞], 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1, а числа 𝑟,𝑚, 𝜈 ∈ N таковы, что

2𝑚⩾𝑟 + 4 и 2𝜈⩾𝑟 + 2 . Пусть {𝑉𝑗}∞𝑗=0 , {̃︀𝑉𝑗}∞𝑗=0 образуют (𝑝, 𝑞)-пару с масштабирую-
щими последовательностями {𝜙𝑗}∞𝑗=0, {̃︀𝜙𝑗}∞𝑗=0 соответственно, такими, что для всяко-

го 𝑗 ∈ Z+ функции {𝑆𝑛
𝑗 𝜙𝑗}2

𝑗−1
𝑛=0 и {𝑆𝑛

𝑗 ̃︀𝜙𝑗}2
𝑗−1

𝑛=0 образуют биортонормированные системы, а

{𝜓𝑗}∞𝑗=0 , { ̃︀𝜓𝑗}∞𝑗=0 – соответствующие последовательности всплеск-функций, удовлетво-
ряющие следующим условиям. Для всех 𝑗 ∈ Z+

(i) 𝜓𝑗, ̃︀𝜓𝑗 ∈ 𝐶𝑚 и sup
𝑗∈Z+

‖𝜓(𝑚)
𝑗 ‖∞ <∞, sup

𝑗∈Z+

‖ ̃︀𝜓(𝑚)
𝑗 ‖∞ <∞ .

(ii) найдётся положительная постоянная 𝐶1, не зависящая от 𝑗 и 𝑘, такая что⃒⃒⃒ ̂︀𝜓𝑗(𝑘)
⃒⃒⃒
,

⃒⃒⃒⃒̂︀̃︀𝜓𝑗(𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⩽
𝐶1|𝑘|𝜈

2𝑗𝜈+𝑗/2
для всех 𝑘 ∈ 𝑅𝑗 .

Тогда для всех 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 (𝐶 если 𝑝 = ∞) и всех 𝑁 ∈ N справедливо неравенство

‖𝑓 − 𝑠𝑁(𝑓)‖𝑝 ⩽ ̃︀𝐶 𝜔𝑟

(︂
𝑓,

1

𝑁

)︂
𝑝

,

где ̃︀𝐶 зависит только от 𝑚, 𝑟, 𝑝, 𝜈 и постоянных, входящих в условия (i) и (ii).

Более того, из доказательства теоремы видно, что требования к порядку гладкости

всплеск-функций можно ослабить, если 𝑚-ые производные всплеск-функций будут удо-

влетворять условию Липшица порядка 1. Так же для одной из биортогональных систем
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всплесков можно ослабить требования к гладкости её функций, изменив при этом условия

для допустимого порядка модуля непрерывности.

Теорема 1.2. Пусть 𝑝 ∈ [1,+∞], 1/𝑝+1/𝑞 = 1 и пусть числа 𝑟,𝑚, 𝜈 ∈ N удовлетворяют

неравенствам 𝑚 ⩾ 3 + 𝑟 и 𝜈 ⩾ 2 + 𝑟 . Пусть {𝑉𝑗}∞𝑗=0 , {̃︀𝑉𝑗}∞𝑗=0 образуют (𝑝, 𝑞)-пару с
масштабирующими последовательностями {𝜙𝑗}∞𝑗=0, {̃︀𝜙𝑗}∞𝑗=0 соответственно, такими

что для всякого 𝑗 ∈ Z+ функции {𝑆𝑛
𝑗 𝜙𝑗}2

𝑗−1
𝑛=0 и {𝑆𝑛

𝑗 ̃︀𝜙𝑗}2
𝑗−1

𝑛=0 образуют биортонормированные

системы, а {𝜓𝑗}∞𝑗=0 , { ̃︀𝜓𝑗}∞𝑗=0 – соответствующие последовательности всплеск-функций,
удовлетворяющие следующим условиям. Для всех 𝑗 ∈ Z+

(i’) ̃︀𝜓𝑗 ∈ 𝐶𝑚 и sup
𝑗∈Z+

‖ ̃︀𝜓(𝑚)
𝑗 ‖∞ <∞ ,

(ii’) найдётся положительная константа 𝐶1, не зависящая от 𝑗 и 𝑘, такая что⃒⃒⃒⃒̂︁̃︀𝜓𝑗(𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⩽
𝐶1|𝑘|𝜈

2𝑗𝜈+𝑗/2
для всех 𝑘 ∈ 𝑅𝑗 ,

(iii’) sup
𝑗∈Z+

∑︀
𝑘∈Z

⃒⃒⃒̂︁𝜓𝑗(𝑘)
⃒⃒⃒
<∞ .

Тогда для всех 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 (𝐶 если 𝑝 = ∞) и всех 𝑁 ∈ N справедливо неравенство

‖𝑓 − 𝑠𝑁(𝑓)‖𝑝 ⩽ ̃︀𝐶 𝜔𝑟

(︂
𝑓,

1

𝑁

)︂
𝑝

,

где ̃︀𝐶 зависит только от 𝑚, 𝑟, 𝑝, 𝜈 и постоянных, входящих в условия (i’)-(iii’).

Глава 2. Фреймы Парсеваля периодических всплесков. Вторая глава посвящена

построению и изучению аппроксимационных свойств периодических фреймов Парсеваля

системы всплесков в пространстве 𝐿2. Результаты опубликованы в [2] и [4].

Структура фрейма отлична от структуры базиса главным образом тем, что допускает

избыточность систем всплесков. В данной главе на каждом уровне допускается существо-

вание сразу нескольких всплеск-функций. Для каждого 𝑗 ∈ Z+ зафиксируем натуральное

число 𝜌𝑗 и рассмотрим функции 𝜓𝑚
𝑗 ∈ 𝐿2, 𝑚 = 1, 2, . . . , 𝜌𝑗. Семейство функций

Ψ =
{︀
𝑆𝑘
𝑗 𝜓

𝑚
𝑗 : 𝑗 ∈ Z+,𝑚 = 1, 2, . . . , 𝜌𝑗, 𝑘 ∈ ℛ𝑗

}︀
называется системой периодических всплесков. При этом функции 𝜓𝑚

𝑗 ∈ 𝐿2, 𝑚 =

1, 2, . . . , 𝜌𝑗 называются всплесковыми генераторами или всплеск-функциями. Говорят, что

система Ψ образует фрейм Парсеваля всплесков в 𝐿2, если для всех 𝑓 ∈ 𝐿2 выполнено

равенство Парсеваля

‖𝑓‖22 =
∞∑︁
𝑗=0

𝜌𝑗∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑘∈ℛ𝑗

|⟨𝑓, 𝑆𝑘
𝑗 𝜓

𝑚
𝑗 ⟩|2.

В первой части данной главы для системы периодических всплесков описаны конструк-

тивные необходимые и достаточные условия, при которых это семейство образует фрейм

Парсеваля. Теоремы 2.1 и 2.2 являются вспомогательными для доказательства конструк-

тивного критерия фреймовости системы всплесков в теореме 2.3 и более общей теореме 2.4.
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В теореме 2.1 приведена общая характеризация фрейма всплесков в терминах коэф-

фициентов Фурье. Для непериодических всплесков аналог этого результата доказан при

различных предположениях на всплесковые генераторы в [9, 15, 22, 28]. Полученная ха-

рактеризация служит для доказательства критерия фреймовости системы всплесков в

терминах последовательности масштабирующих функций в теореме 2.2, то есть функций

𝜙𝑗 ∈ 𝐿2, 𝑗 ∈ N, удовлетворяющих масштабирующему уравнению

̂︁𝜙𝑗(𝑛) =
√
2 ̂︂𝑎𝑗+1(𝑛)̂︂𝜙𝑗+1(𝑛), 𝑛 ∈ Z, (1)

где ̂︀𝑎𝑗(𝑛) – 2𝑗-периодическая последовательность, называемая масштабирующей маской.

При таком подходе генераторы всплесков определяются с помощью всплесковых уравне-

ний ̂︁𝜓𝑚
𝑗 (𝑛) =

√
2̂︂𝑏𝑚𝑗+1(𝑛)̂︂𝜙𝑗+1(𝑛), 𝑛 ∈ Z, 𝑚 = 1, . . . , 𝜌𝑗, (2)

где ̂︁𝑏𝑚𝑗 (𝑛) – 2𝑗-периодические последовательности по параметру 𝑛, называемые масками

всплесков. При этом из соглашения 𝜓1
0 = 𝜙0 следует, что ̂︀𝑎1(𝑛) = ̂︀𝑏11(𝑛). Для непериодиче-

ских всплесков аналог этого результата доказан в работе [31].

Ни один из критериев, приведённых в теоремах 2.1 и 2.2, не дает явного способа постро-

ения системы всплесков. В [31] для непериодических систем всплесков также отмечается

невозможность практического применения предложенного в этой работе критерия, опи-

санного в терминах масштабирующих функций, и приводится частный случай (следствие

6.7), известный как унитарный принцип расширения, который широко используется для

построения систем всплесков. Его периодические аналоги приведены, например, в рабо-

тах [14, 19, 20]. Отметим, что унитарный принцип расширения дает только достаточное

условие и не является критерием в отличие от теоремы 2.4.

Основной результат данной главы приведён в теоремах 2.3, 2,4 и следствии 2.1, где ука-

зан конструктивный критерий для построения фрейма Парсеваля периодических всплес-

ков. В теореме 2.3 на масштабирующие функции наложены дополнительные условия, кото-

рые позволяют представить критерий в более простом виде и сфокусироваться на главной

идее доказательства.

Теорема 2.3. Пусть функции 𝜙𝑗 ∈ 𝐿2, 𝑗 ∈ N, удовлетворяют масштабирующему урав-
нению (1) и ̂︁𝜙𝑗(𝑛) ̸= 0 для всех 𝑗 ∈ N, 𝑛 ∈ Z. Для каждого 𝑗 ∈ Z+ фиксируем 𝜌𝑗 ∈ N
и определяем 𝜓𝑚

𝑗 ∈ 𝐿2, 𝑚 = 1, . . . , 𝜌𝑗 с помощью всплескового уравнения (2), и пусть
𝜌0∑︀

𝑚=1

⃒⃒⃒̂︁𝑏𝑚1 (𝑛)⃒⃒⃒2 ̸= 0.

Введем вспомогательные коэффициенты 𝑎̃𝑗(𝑛), 𝑏̃
𝑚
𝑗 (𝑛) ∈ 𝒮 (2𝑗) , 𝑗 ≥ 2,

𝑎̃𝑗(𝑛) =

(︃
𝜌𝑗−1∏︁
𝑟=1

cos 𝑡𝑘𝑟

)︃
𝑒
𝑖𝑡𝑘𝜌𝑗−1+1 ̸= 0, (3)

𝑏̃𝑚𝑗 (𝑛) =

(︃
𝜌𝑗−1∏︁

𝑟=𝑚+1

cos 𝑡𝑘𝑟

)︃
sin 𝑡𝑘𝑚𝑒

𝑖𝑡𝑘𝜌𝑗−1+1+𝑚 , (4)

𝑘 = 0 для 𝑛 = 0, . . . , 2𝑗−1 − 1, 𝑘 = 1 для 𝑛 = 2𝑗−1, . . . , 2𝑗 − 1, 𝑗 ∈ N, где параметры
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𝑡𝑘𝑟 = 𝑡𝑘𝑟(𝑗, 𝑛), 𝑟 = 1, . . . , 2𝜌𝑗−1 + 1, удовлетворяют системе⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜌𝑗−1∑︀
𝑚=0

cos
(︁
𝑡0𝜌𝑗−1+1+𝑚 − 𝑡1𝜌𝑗−1+1+𝑚

)︁ 1∏︀
𝑘=0

sin 𝑡𝑘𝑚

𝜌𝑗−1∏︀
𝑟=𝑚+1

cos 𝑡𝑘𝑟 = 0,

𝜌𝑗−1∑︀
𝑚=0

sin
(︁
𝑡0𝜌𝑗−1+1+𝑚 − 𝑡1𝜌𝑗−1+1+𝑚

)︁ 1∏︀
𝑘=0

sin 𝑡𝑘𝑚

𝜌𝑗−1∏︀
𝑟=𝑚+1

cos 𝑡𝑘𝑟 = 0,
(5)

произведение
𝜌𝑗−1∏︀

𝑟=𝜌𝑗−1+1

cos 𝑡𝑘𝑟 считаем равным 1.

Тогда семейство
{︀
𝑆𝑘
𝑗 𝜓

𝑚
𝑗 : 𝑗 ∈ Z+,𝑚 = 1, 2, . . . , 𝜌𝑗, 𝑘 ∈ ℛ𝑗

}︀
образует фрейм Парсеваля в

𝐿2 тогда и только тогда, когда

𝜌0∑︁
𝑚=1

̂︁𝑏𝑚1 (0)̂︁𝑏𝑚1 (1) = 0,

∞∏︁
𝑟=2

|𝑎̃𝑟(𝑛)|2 = 2

𝜌0∑︁
𝑚=1

⃒⃒⃒̂︁𝑏𝑚1 (𝑛)⃒⃒⃒2 |̂︁𝜙1(𝑛)|2 .

Кроме того, маски всплесков определяются так

̂︁𝑏𝑚𝑗 (𝑛) = 𝑏̃𝑚𝑗 (𝑛)

⎯⎸⎸⎷ 𝜌0∑︁
𝑚=1

⃒⃒⃒̂︁𝑏𝑚1 (𝑛)⃒⃒⃒2 𝑗∏︁
𝑟=2

| ̂︀𝑎𝑟(𝑛)|
|𝑎̃𝑟(𝑛)|

.

Следующее следствие даёт явный вид критерия для случая одного всплескового гене-

ратора 𝜌𝑗 = 1 при 𝑗 ∈ N.

Следствие 2.1. Пусть функции 𝜙𝑗 ∈ 𝐿2, 𝑗 ∈ N, удовлетворяют масштабирующему
уравнению (1) и ̂︁𝜙𝑗(𝑛) ̸= 0 для всех 𝑗 ∈ N, 𝑛 ∈ Z. Пусть функции 𝜓𝑗 ∈ 𝐿2, 𝑗 ∈ N,
определяются всплесковыми уравнениями

̂︁𝜓𝑗(𝑛) =
√
2̂︂𝑏𝑗+1(𝑛)̂︂𝜙𝑗+1(𝑛), 𝑛 ∈ Z.

И при 𝑗 = 0 считаем, что 𝑚 = 1, 2,

̂︁𝜓𝑚
0 (𝑛) =

√
2̂︁𝑏𝑚1 (𝑛)̂︁𝜙1(𝑛), 𝑛 ∈ Z ,

̂︁𝑏𝑚1 ∈ 𝒮 (2). Пусть
2∑︀

𝑚=1

⃒⃒⃒̂︁𝑏𝑚1 (𝑛)⃒⃒⃒2 ̸= 0.

Определим вспомогательные коэффициенты 𝑎̃𝑗(𝑛), 𝑏̃𝑗(𝑛) ∈ 𝒮 (2𝑗) , 𝑗 ≥ 2,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑎̃𝑗(𝑛) = cos 𝑡01 e

𝑖𝑡02 ,

𝑎̃𝑗(𝑛+ 2𝑗−1) = ± sin 𝑡01 e
𝑖𝑡12 ,

𝑏̃𝑗(𝑛) = sin 𝑡01 e
𝑖𝑡03 ,

𝑏̃𝑗(𝑛+ 2𝑗−1) = ± cos 𝑡01 e
±𝑖(𝑡03+𝑡12−𝑡02)),

где 𝑗 ∈ N, 𝑛 = 0, . . . , 2𝑗−1−1, 𝑡01, 𝑡
0
2, 𝑡

0
3, и 𝑡

1
2 зависят от 𝑗 и 𝑛, и знаки “+” и “-” выбираются

произвольно.
Тогда семейство {𝜓1

0, 𝜓
2
0}∪

{︀
𝑆𝑘
𝑗 𝜓𝑗 : 𝑗 ∈ N, 𝑘 ∈ ℛ𝑗

}︀
образует фрейм Парсеваля в 𝐿2 то-

гда и только тогда, когда
2∑︁

𝑚=1

̂︁𝑏𝑚1 (0)̂︁𝑏𝑚1 (1) = 0,
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∞∏︁
𝑟=2

|𝑎̃𝑟(𝑛)|2 = 2
2∑︁

𝑚=1

⃒⃒⃒̂︁𝑏𝑚1 (𝑛)⃒⃒⃒2 |̂︁𝜙1(𝑛)|2 .

Кроме того,

̂︀𝑏𝑗(𝑛) = 𝑏̃𝑗(𝑛)

⎯⎸⎸⎷ 2∑︁
𝑚=1

⃒⃒⃒̂︁𝑏𝑚1 (𝑛)⃒⃒⃒2 𝑗∏︁
𝑟=2

| ̂︀𝑎𝑟(𝑛)|
|𝑎̃𝑟(𝑛)|

.

Следующая теорема даёт наиболее общий критерий фреймовости системы всплесков

без дополнительных условий на масштабирующие функции. Для её формулировки введём

вспомогательное определение. Определим рекурсивно последовательность 𝜃𝑗(𝑛) ∈ 𝑆(2𝑗)

равенствами

𝜌𝑗∑︁
𝑚=1

⃒⃒⃒̂︂𝑏𝑚𝑗+1(𝑛)
⃒⃒⃒2
+ 𝜃𝑗(𝑛) |̂︂𝑎𝑗+1(𝑛)|2 = 𝜃𝑗+1(𝑛),

𝜃1(𝑛) =

𝜌0∑︁
𝑚=1

⃒⃒⃒̂︁𝑏𝑚1 (𝑛)⃒⃒⃒2 , 𝜃0(𝑛) = 0.

(6)

Теорема 2.4. Пусть функции 𝜙𝑗 ∈ 𝐿2, 𝑗 ∈ N, удовлетворяют масштабирующему урав-
нению (1). Для каждого 𝑗 ∈ Z+ фиксируем 𝜌𝑗 ∈ N и пусть 𝜓𝑚

𝑗 ∈ 𝐿2, 𝑚 = 1, . . . , 𝜌𝑗
определены всплесковым уравнением (2). Пусть 𝜃𝑗(𝑛) определена рекурсивно в (6).

Мы определяем вспомогательные коэффициенты 𝑎̃𝑗+1(𝑛), 𝑏̃
𝑚
𝑗+1(𝑛) ∈ 𝒮 (2𝑗+1) , 𝑗 ∈ N, с

помощью (3), (4), где 𝑡𝑘𝑟 = 𝑡𝑘𝑟(𝑗, 𝑛), 𝑟 = 1, . . . , 2𝜌𝑗+1, удовлетворяют (5) при 𝜃𝑗+1(𝑛+2𝑗) ̸=
0. Если же 𝜃𝑗+1(𝑛 + 2𝑗) = 0, тогда параметры 𝑡𝑘𝑟 = 𝑡𝑘𝑟(𝑗, 𝑛), 𝑟 = 1, . . . , 2𝜌𝑗 + 1, задаются
произвольно.

Тогда семейство
{︀
𝑆𝑘
𝑗 𝜓

𝑚
𝑗 : 𝑗 ∈ Z+,𝑚 = 1, 2, . . . , 𝜌𝑗, 𝑘 ∈ ℛ𝑗

}︀
образует фрейм Парсеваля в

𝐿2 тогда и только тогда, когда

I. {𝑗 :̂︁𝜙𝑗(𝑛) ̸= 0} ∩
{︂
𝑗 :

𝜌𝑗−1∑︀
𝑚=1

⃒⃒⃒̂︁𝑏𝑚𝑗 (𝑛)⃒⃒⃒2 ̸= 0

}︂
̸= ∅;

II.
∞∏︁

𝑟=𝑗1+1

|𝑎̃𝑟(𝑛)|2 = 2𝑗1
𝜌𝑗1−1∑︁
𝑚=1

⃒⃒⃒̂︁𝑏𝑚𝑗1(𝑛)⃒⃒⃒2 |̂︁𝜙𝑗1(𝑛)|
2 ,

где 𝑗1 := min{𝑗 :̂︁𝜙𝑗(𝑛) ̸= 0} ∩
{︂
𝑗 :

𝜌𝑗−1∑︀
𝑚=1

⃒⃒⃒̂︁𝑏𝑚𝑗 (𝑛)⃒⃒⃒2 ̸= 0

}︂
;

III. ̂︁𝑏𝑚𝑗 (𝑛) определяются так
(𝑎) произвольны, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑗0},
(𝑏) 0, 𝑗 ∈ {𝑗0 + 1, . . . , 𝑗1 − 1},

(𝑐)
𝜌𝑗1−1∑︀
𝑚=1

̂︁𝑏𝑚𝑗1(𝑛)̂︁𝑏𝑚𝑗1(𝑛+ 2𝑗1−1) = 0, 𝑗 = 𝑗1,

(𝑑) 𝑏̃𝑚𝑗 (𝑛)

⎯⎸⎸⎷𝜌𝑗1−1∑︁
𝑚=1

⃒⃒⃒̂︁𝑏𝑚𝑗1(𝑛)⃒⃒⃒2 𝑗∏︁
𝑟=𝑗1+1

| ̂︀𝑎𝑟(𝑛)|
|𝑎̃𝑟(𝑛)|

, 𝑗 ∈ {𝑗1 + 1, 𝑗1 + 2, . . . },

где 𝑗0 + 1 := min{𝑗 :̂︁𝜙𝑗(𝑛) ̸= 0}.

Затем в примерах 2.1 и 2.2 обсуждается применение полученных критериев в случае

одного всплескового генератора и в случае, когда в качестве масштабирующих функций

выступают тригонометрические полиномы.
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Далее в главе описываются аппроксимационные свойства систем всплесков, построен-

ных с помощью критерия из теоремы 2.4, и аппроксимационные свойства связанных с

ними систем сдвигов масштабирующих функций. Аппроксимационные свойства семейств

функций инвариантных относительно сдвига и, в частности, систем всплесков изучались

многими авторами (см., например, статьи [12, 16, 17, 19, 26] и ссылки на литературу в

них) в различных пространствах для периодических и непериодических функций. В главе

2 диссертации способность фрейма всплесков приближать функции в пространстве 𝐿2 оце-

нивается с помощью порядков аппроксимации. В частности изучается взаимосвязь между

порядком аппроксимации фреймом и порядком аппроксимации соответствующим перио-

дическим кратномасштабным анализом {𝑉𝑗}𝑗∈Z+ (ПКМА). При этом во второй главе ис-

пользуется определение ПКМА, отличное от данного в первой главе. А именно, использу-

ется определение, включающее в себя наименьшее возможное количество аксиом: условие

вложенности подпространств и условие плотности их объединения в пространстве 𝐿2 (см.,

например, [21] и [25]). В [21] приведены необходимые и достаточные условия, при которых

фрейм Парсеваля порождает такое ПКМА. Оказывается, что условий теоремы 2.4 доста-

точно для того, чтобы подпространства, порождённые 2−𝑗𝑘-сдвигами масштабирующих

функций 𝜙𝑗, образовали ПКМА {𝑉𝑗}𝑗∈Z+ .

Говорят, что ПКМА {𝑉𝑗}𝑗∈Z+
имеет порядок аппроксимации, равный 𝜇0 ⩾ 0, если 𝜇0

есть супремум неотрицательных чисел 𝛾, для которых найдутся такие постоянные 𝐶𝛾 > 0

и 𝐽𝛾 ∈ N, что для всякого 𝑗 ⩾ 𝐽𝛾 и всех функций 𝑓 ∈ 𝐻𝛾 верно неравенство

𝐸(𝑓, 𝑉𝑗)2 ⩽ 2−𝑗𝛾𝐶𝛾‖𝑓‖𝐻𝛾 .

Аналогично определяется порядок аппроксимации фреймом с заменой оценки сверху

наилучшего приближения на неравенство⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓 −

𝑗−1∑︁
𝑟=0

𝜌𝑟∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑙∈ℛ𝑟

⟨𝑓, 𝑆𝑙
𝑟𝜓

𝑚
𝑟 ⟩𝑆𝑙

𝑟𝜓
𝑚
𝑟

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

⩽ 2−𝑗𝛾𝐶𝛾‖𝑓‖𝐻𝛾 .

Сначала в параграфе 2.4. изучаются аппроксимационные свойства ПКМА. В теореме

2.5 сформулирован критерий получения определённого порядка аппроксимации ПКМА.

Теорема 2.5. Пусть {𝑉𝑗}𝑗∈Z+ – ПКМА в 𝐿2 с масштабирующими функциями {𝜙𝑗}𝑗∈Z+.
Порядок аппроксимации ПКМА равен 𝜇0 ⩾ 0 тогда и только тогда, когда 𝜇0 есть супре-
мум таких неотрицательных чисел 𝜇, для которых найдутся такие постоянные 𝐶𝜇 > 0
и 𝐽𝜇 ∈ N, что для всех целых 𝑗 ⩾ 𝐽𝜇(︀

2−2𝑗 + |2−𝑗𝑘|2
)︀−𝜇

Λ2
𝑗(𝑘) ⩽ 𝐶𝜇 для любого 𝑘 ∈ ℛ𝑗.

где

Λ𝑗(𝑘) =

⎛⎜⎝1− |̂︁𝜙𝑗(𝑘)|2∑︀
𝑙∈Z

|̂︁𝜙𝑗(2𝑗𝑙 + 𝑘)|2

⎞⎟⎠
1/2

.

Полученные в этом параграфе результаты, касающиеся ПКМА, верны и для более

широкого класса подпространств инвариантных относительно сдвига. Аналогичные ре-

зультаты для непериодических функций можно найти в [17].
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В следующем параграфе изучаются аппроксимационные свойства самих фреймов

всплесков. Для систем фреймов многомерных непериодических всплесков в 𝐿2(R𝑑) взаи-

мосвязь между порядками аппроксимации фреймом и кратномасштабным анализом изу-

чалась в [16]. Для систем периодических фреймов всплесков, построенных с помощью уни-

тарного принципа расширения, определение порядка аппроксимации появилось в [19]. В

[23] для непериодических фреймов всплесков были установлены необходимые и достаточ-

ные условия, при которых фрейм Парсеваля имеет заданный порядок аппроксимации. В

теореме 2.7 показано, как эти результаты можно распространить на периодические фрей-

мы Парсеваля, построенные с помощью критерия из теоремы 2.4. Более того, в отличие

от [19], в данной работе используется норма пространств Соболева 𝐻𝜈 вместо полунормы,

что позволяет избавиться от дополнительного условия ̂︁𝜙𝑗(0)̂︁𝜙𝑗(2𝑗𝑝) = 𝛿𝑝0, 𝑝 ∈ Z, присут-
ствующего в аналогичных теоремах статьи [19].

Теорема 2.7. Фрейм Парсеваля
{︀
𝑆𝑘
𝑗 𝜓

𝑚
𝑗 : 𝑗 ∈ Z+,𝑚 = 1, 2, . . . , 𝜌𝑗, 𝑘 ∈ ℛ𝑗

}︀
, удовлетворяю-

щий условиям (1)–(2), имеет порядок аппроксимации фреймом 𝜈0 ≥ 0 тогда и только
тогда, когда 𝜈0 есть супремум таких неотрицательных чисел 𝜈, для которых найдутся
такие постоянные 𝐶𝜈 > 0 и 𝐽𝜈 ∈ N, что

max
{︁
𝐶𝑗,1, 𝐶𝑗,2

}︁
⩽ 𝐶𝜈 , для всех 𝑗 ⩾ 𝐽𝜈 .

где

𝐶𝑗,1 = max
𝑘∈ℛ𝑗

(2−2𝑗 + |2−𝑗𝑘|2)−𝜈
(︀
1− 2𝑗𝜃𝑗(𝑘)|̂︀𝜙𝑗(𝑘)|2

)︀2
,

𝐶𝑗,2 = max
𝑘∈ℛ𝑗

22𝑗𝜃2𝑗 (𝑘)|̂︀𝜙𝑗(𝑘)|2 · (2−2𝑗 + |2−𝑗𝑘|2)−𝜈
∑︁

𝑝∈Z∖{0}

|̂︀𝜙𝑗(2
𝑗𝑝+ 𝑘)|2.

В теореме 2.8 сравниваются порядки аппроксимации фреймом и ПКМА.

Теорема 2.8. Фрейм Парсеваля
{︀
𝑆𝑘
𝑗 𝜓

𝑚
𝑗 : 𝑗 ∈ Z+,𝑚 = 1, 2, . . . , 𝜌𝑗, 𝑘 ∈ ℛ𝑗

}︀
, удовлетворяю-

щий условиям (1)–(2), имеет порядок аппроксимации фреймом 𝜈0 = min {𝜇0, 𝛾0}, где
𝜇0 ⩾ 0 — порядок аппроксимации соответствующим ПКМА и 𝛾0 ⩾ 0 есть супремум
неотрицательных чисел 𝛾, для которых найдутся такие постоянные 𝐶𝛾 > 0 и 𝐽𝛾 ∈ N,
что

max
𝑘∈ℛ𝑗

(︀
2−2𝑗 + |2−𝑗𝑘|2

)︀−𝛾 (︀
1− 2𝑗𝜃𝑗(𝑘)|̂︀𝜙𝑗(𝑘)|2

)︀2
⩽ 𝐶𝛾, 𝑗 ⩾ 𝐽𝛾.

Глава 3. Аппроксимационные свойства систем диадических всплесков в про-

странствах Лебега. Третья глава посвящена изучению аппроксимационных свойств диа-

дических фреймов всплесков заданных на положительной полупрямой с операцией дво-

ичного сложения. Результаты главы опубликованы в [3].

Для функций, определенных на вещественной прямой, в вопросах сходимости разложе-

ний по системе всплесков непременно присутствует предположение либо о регулярности

масштабирующей функции и выполнении условия Стрэнга-Фикса некоторого порядка, ли-

бо условие существования четной, суммируемой, убывающей на положительном луче ма-

жоранты (см. работы [9, 24, 27, 30, 35, 36], а также обширную библиографию в них). В главе

3 получены результаты о сходимости почти везде и в пространствах 𝐿𝑝(R+), 1 ≤ 𝑝 < ∞,

прежде всего благодаря особенностям операции двоичного сложения, не предполагая глад-

кость или существование мажоранты.
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Все результаты, полученные в данной главе, могут быть записаны для функций, опре-

деленных на локально компактной группе Кантора, снабженной мерой Хаара, либо непо-

средственно в терминах группы, либо для реализации группы в виде модифицированной

полупрямой [0,+∞)* с раздвоенными положительными двоично-рациональными точка-

ми (см. [5, 7]). Чтобы избежать излишней громоздкости обозначений результаты главы

изложены в терминах полупрямой с операцией двоичного сложения.

Для этого каждое 𝑥 ∈ R+ представляется в виде двоичного разложения

𝑥 =
∑︁
𝑘<0

𝑥𝑘2
−𝑘−1 +

∑︁
𝑘>0

𝑥𝑘2
−𝑘,

где цифры 𝑥𝑘, 𝑥−𝑘, 𝑘 ∈ N, определяются равенствами

𝑥𝑘 = [2𝑘𝑥](mod 2), 𝑥−𝑘 = [21−𝑘𝑥](mod 2).

Операция двоичного сложения для 𝑥, 𝑦 ∈ R+ задаётся равенством

𝑥⊕ 𝑦 =
∑︁
𝑘<0

|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘|2−𝑘−1 +
∑︁
𝑘>0

|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘|2−𝑘.

При этом полагаем 𝑥⊖ 𝑦 = 𝑥⊕ 𝑦.

Определим для функции 𝑓 : R+ → C систему сжатий и сдвигов следующим образом

𝑓𝑗,𝑘(𝑥) := 2𝑗/2𝑓(2𝑗𝑥⊕ 𝑘), 𝑥 ∈ R+, 𝑗 ∈ Z+, 𝑘 ∈ Z+,

Для фиксированного 𝑟 ∈ N система

Ψ := {𝜓(𝜈)
𝑗,𝑘 : 𝜈 = 1, . . . , 𝑟, 𝑗 ∈ Z+, 𝑘 ∈ Z+} (7)

называется системой всплесков, порожденной набором всплеск-функций 𝜓(𝜈) ∈ 𝐿2(R+),

𝜈 = 1, . . . , 𝑟. Говорят, что система Ψ образует фрейм Парсеваля в 𝐿2(R+), если∑︁
𝑗∈Z+

𝑟∑︁
𝜈=1

∑︁
𝑘∈Z+

⃒⃒⃒⟨
𝑓, 𝜓

(𝜈)
𝑗,𝑘

⟩⃒⃒⃒2
= ‖𝑓‖2.

В данной главе рассматриваются системы всплесков, построенные с помощью унитарного

принципа расширения, в котором всплеск-функции строятся с помощью вспомогательной

функции 𝜙, называемой масштабирующей. Унитарный принцип расширения был адапти-

рован для диадических функций в статьях [18, 32]. Введём обозначение

𝑃𝑗𝑓 =
∑︁
𝑘∈Z+

⟨𝑓, 𝜙𝑗,𝑘⟩𝜙𝑗,𝑘

для разложения функции 𝑓 по системе целых сдвигов сжатой в 2𝑗 раз масштабирующей

функции. Частичные суммы разложения функции по системе всплесков будем обозначать

𝑄𝑛,𝑗𝑓 =

𝑗−1∑︁
𝑖=𝑛

𝑟∑︁
𝜈=1

∑︁
𝑘∈Z+

⟨
𝑓, 𝜓

(𝜈)
𝑖,𝑘

⟩
𝜓

(𝜈)
𝑖,𝑘 .
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При 𝑝 = 2 сходимость 𝑄𝑛,𝑗 к 𝑓 эквивалентна тому, что система всплесков Ψ обра-

зует фрейм Парсеваля. Для вещественного случая это хорошо известный факт (см., на-

пример, [9, предложение 1.8.2]). Для диадического случая доказательство содержится в

статье [33], где фреймы всплесков и сходимость при 𝑝 = 2 изучается для пространств 𝑀 -

положительных векторов, и группа Кантора является частным случаем этого простран-

ства. Отметим также, что в статье [33] в качестве масштабирующих функций рассмат-

риваются только тест-функции. Это функции, которые наряду со своим преобразованием

Фурье являются кусочно постоянными и имеют компактный носитель. В диссертации изу-

чается более широкий класс функций, а именно функции только с компактным носителем.

Для того чтобы показать несовпадение этих классов достаточно воспользоваться критери-

ем маски тест-функции [33, теорема 19] и взять в качестве элемента множества 𝜎𝑟 вектор

длины 𝑟, состоящих из одних единиц (см. определение множества 𝜎𝑟 в [33, определение

16]).

Леммой 3.1 устанавливается тождество 𝑃𝑗𝑓 − 𝑃𝑛𝑓 = 𝑄𝑛,𝑗𝑓 , которое позволяет свести

вопрос о сходимости сумм 𝑄𝑛,𝑗𝑓 к изучению поведения сумм 𝑃𝑗𝑓 , а лемма 3.2 даёт инте-

гральное представление оператора 𝑃𝑗. Далее в теореме 3.1 доказывается ограниченность

оператора 𝑃𝑗 по норме, как оператора из 𝐿
𝑝(R+) в 𝐿

𝑝(R+). В теоремах 3.2 и 3.4 получена

сходимость частичных сумм 𝑃𝑗𝑓 к функции 𝑓 при 𝑗 → +∞ и к нулю при 𝑗 → −∞ в

пространстве 𝐿𝑝(R+), 1 < 𝑝 <∞. В теоремах 3.3 и 3.5 аналогичные результаты получены

для сходимости сумм почти всюду. Из этих утверждений непосредственно следует сходи-

мость частичных сумм разложения по фрейму всплесков. Основной результат представлен

в виде двух теорем. В теореме 3.6 сформулированы условия для сходимости частичных

сумм 𝑄𝑛,𝑗𝑓 к 𝑓 по норме пространства 𝐿𝑝(R+), 1 < 𝑝 < ∞, в то время как в теореме 3.7

устанавливается сходимость почти всюду.

Теорема 3.6. Если масштабирующая функция 𝜙 ∈ 𝐿max{𝑝,𝑞}
𝑐 (R+), 1/𝑝+1/𝑞 = 1, 𝑝 ∈ (1,∞),

supp𝜙 ⊂ [0, 2𝑛), ̂︀𝜙(0) = 1, и система всплесков (7) построена с помощью унитарного
принципа расширения, то для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+)

𝑓 =
∑︁
𝑖∈Z

𝑟∑︁
𝜈=1

∑︁
𝑘∈Z+

⟨
𝑓, 𝜓

(𝜈)
𝑖,𝑘

⟩
𝜓

(𝜈)
𝑖,𝑘 ,

где равенство понимается по норме пространства 𝐿𝑝(R+).

Теорема 3.7. Если масштабирующая функция 𝜙 ∈ 𝐿
max{2,𝑞}
𝑐 (R+), 1/𝑝+1/𝑞 = 1, 𝑝 ∈ [1,∞),

supp𝜙 ⊂ [0, 2𝑛), ̂︀𝜙(0) = 1, 𝜙 𝑤-непрерывна в точках 0, 1, . . . , 2𝑛 − 1, последовательность
{𝜙(𝑐(2𝑗𝑥))}𝑗∈N ограничена для почти всех 𝑥 ∈ R+, и система всплесков (7) построена с
помощью унитарного принципа расширения, то для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+) и для
п.в. 𝑥 ∈ R+

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑖∈Z

𝑟∑︁
𝜈=1

∑︁
𝑘∈Z+

⟨
𝑓, 𝜓

(𝜈)
𝑖,𝑘

⟩
𝜓

(𝜈)
𝑖,𝑘 (𝑥).

Под 𝑤-непрерывной функцией понимается функция, непрерывная в диадической мет-

рике.
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