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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Êâàíòîâûå ñïèíîâûå öåïî÷êè âõîäÿò â ÷èñëî ìîäåëåé, ñòîÿùèõ ó
èñòîêîâ òåîðèè êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ïîëíûé íàáîð íà-
áëþäàåìûõ â ýòèõ ìîäåëÿõ ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè êâàíòîâîãî ìåòîäà
îáðàòíîé çàäà÷è, ðàçðàáîòàííîãî â êîíöå 1970-õ ãîäîâ òðóäîì ìàòåìà-
òèêîâ Ëåíèíãðàäñêîé øêîëû [1, 2]. Â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà êëþ÷åâóþ
ðîëü èãðàåò êâàíòîâàÿ ìàòðèöà Ëàêñà � L-îïåðàòîð. Äëÿ XXX öåïî-
÷åê, èññëåäóåìûõ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, åãî ìîæíî îïðåäåëèòü â
óíèâåðñàëüíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì

L(u) =

(
u+ S S−
S+ u− S

)
, (1)

ãäå ÷èñëîâîé ïàðàìåòð u íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì, à S, S± � ãåíåðà-
òîðû ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè sl(2), óäîâëåòâîðÿþùèå ñòàíäàðòíûì
êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì [S, S±] = ±S± , [S+, S−] = 2S . Ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû èç n ÷àñòèö (öåïî÷êè èç n óçëîâ) �
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n êîïèé ïðîñòðàíñòâà V ïðåäñòàâëåíèÿ sl(2):
H = V1 ⊗ V2 ⊗ . . . ⊗ Vn , Vk ≃ V . L-îïåðàòîð äåéñòâóåò êàê ìàòðèöà
âî âñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå (â äàííîì ñëó÷àå äâóìåðíîì), ýëå-
ìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ.
Óçëó öåïî÷êè ñ íîìåðîì k (k-îé ÷àñòèöå) ñîîòâåòñòâóåò L-îïåðàòîð
Lk(u), ñîäåðæàùèé ãåíåðàòîðû, äåéñòâóþùèå íåòðèâèàëüíî â Vk è
êàê òîæäåñòâåííûå îïåðàòîðû â îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëÿõ òåíçîðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ. Ïîëíûé íàáîð íàáëþäàåìûõ ñòðîèòñÿ
ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

t(u) = L1(u)L2(u) . . . Ln(u) =

(
a(u) b(u)
c(u) d(u)

)
. (2)

Òðàíñôåð-ìàòðèöà τ(u) = a(u) + d(u) � ñëåä ìàòðèöû ìîíîäðîìèè �
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîëíîãî íàáîðà íàáëþäàåìûõ.
Ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè τ(u) êàê ïîëèíîìà îò u.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè, èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, äëÿ äèàãîíàëèçàöèè òðàíñôåð-ìàòðèöû, ïðèìåíÿåòñÿ àëãåáðà-

è÷åñêèé àíçàö Áåòå [2]. Îí îñíîâàí íà RTT -ñîîòíîøåíèè äëÿ ìàòðè-
öû ìîíîäðîìèè, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî â
òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

R(u− v)
(
t(u)⊗ 1

) (
1⊗ t(v)

)
=
(
1⊗ t(v)

) (
t(u)⊗ 1

)
R(u− v) . (3)
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Çäåñü 1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, è R-ìàòðèöà R(u) äåéñòâóåò íåòðè-
âèàëüíî â îáîèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ÷àñòíîñòè, èç (3)
ñëåäóåò êîììóòàòèâíîñòü íàáîðà íàáëþäàåìûõ. Ðàññìàòðèâàåìîé ìî-
äåëè ñîîòâåòñòâóåò R-ìàòðèöà ßíãà

R(u) = u1⊗ 1+ P , (4)

ãäå P � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè: P x ⊗ y = y ⊗ x. Óðàâíåíèå (3) ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ñâîåãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðè n = 1 � RLL-
ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíîãî íàáîðó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé
äëÿ ãåíåðàòîðîâ S, S±.

Êâàíòîâûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è îáúåäèíèë âñå îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû â îáëàñòè îäíîìåðíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì è îêàçàëñÿ óíèâåð-
ñàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ ðàáîòû ñ èíòåãðèðóåìûìè
ìîäåëÿìè. Ïðè ïîìîùè íåãî áûëè ðåøåíû òàêèå êâàíòîâîìåõàíè÷å-
ñêèå è òåîðåòèêî-ïîëåâûå ìîäåëè êàê íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèí-
ãåðà, ìîäåëü cèíóñ-Ãîðäîí, öåïî÷êà Òîäû è äðóãèå. Òåì íå ìåíåå, äî
êîíöà 1980-õ ãîäîâ â åãî àðñåíàëå íå ñóùåñòâîâàëî ñèñòåìàòè÷åñêîãî
ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ìîäåëåé ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îòëè÷àþùèìè-
ñÿ îò ïåðèîäè÷åñêèõ. Òàêîé ïîäõîä ïðåäëîæèë Ñêëÿíèí [3], îñíîâûâà-
ÿñü íà ðàáîòå ×åðåäíèêà [4]. Ñîãëàñíî íîâîìó ìåòîäó, äëÿ ïîñòðîåíèÿ
èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû, ïîìèìî L-îïåðàòîðà è R-ìàòðèöû, ââîäÿò-
ñÿ K-ìàòðèöû K(u), K+(u), äåéñòâóþùèå âî âñïîìîãàòåëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå è ñîäåðæàùèå èíôîðìàöèþ î ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Íàáîð
êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, çàäàþùèõ ìîäåëü, ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè
ìàòðèöû ìîíîäðîìèè âèäà

T (u) = Ln(u) . . . L1(u)K(u)L−1
1 (−u+ η) . . . L−1

n (−u+ η)

=

(
A(u) B(u)
C(u) D(u)

)
, (5)

ãäå ïîä L−1(u) ïîíèìàåòñÿ ìàòðèöà âî âñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå,
îáðàòíàÿ ê L(u), è ïàðàìåòð η âîçíèêàåò èç äîïîëíèòåëüíîãî òðåáî-
âàíèÿ êðîññèíã-óíèòàðíîñòè R-ìàòðèöû Rt1(u)Rt1(−u − 2η) = ρ̃(u),
ãäå ρ̃(u) � ÷èñëî, Rt1(u) � òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû â 1-îé êîïèè
âñïîìîãàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òðàíñôåð-ìàòðèöà � ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ � ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñëåäà

T (u) = tr(K+(u)T (u)) . (6)

Ìîäåëü áóäåò èíòåãðèðóåìîé, åñëè K-ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
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íèÿì îòðàæåíèÿ

R(u− v)
(
K(u)⊗ 1

)
R(u+ v − η)

(
1⊗K(v)

)
=
(
1⊗K(v)

)
R(u+ v − η)

(
K(u)⊗ 1

)
R(u− v) ,

(7)

R(v − u)
(
Kt

+(u)⊗ 1
)
R(−u− v − η)

(
1⊗Kt

+(v)
)

=
(
1⊗Kt

+(v)
)
R(−u− v − η)

(
Kt

+(u)⊗ 1
)
R(v − u) ,

(8)

ãäå Kt
+(u) � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê K+(u).
Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè àëãåáðàè÷å-

ñêîãî àíçàöà Áåòå, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ äëÿ
ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

R(u− v)
(
T (u)⊗ 1

)
R(u+ v − η)

(
1⊗ T (v)

)
=
(
1⊗ T (v)

)
R(u+ v − η)

(
T (u)⊗ 1

)
R(u− v) , (9)

ñëåäóþùåå èç (7) è RLL-ñîîòíîøåíèÿ. Ïåðâûì àíçàö Áåòå äëÿ íîâîãî
òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé àäàïòèðîâàë Ñêëÿíèí [3]. Â äàëüíåéøåì åãî
ïîäõîä áûë îáîáùåí äëÿ ñïèíîâûõ öåïî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè àëãåáðàìè
ñèììåòðèè, ñì., íàïðèìåð, [5].

Â 1990-å ãîäû âîçíèê èíòåðåñ ê íåêîìïàêòíûì XXX ñïèíîâûì
öåïî÷êàì [6, 7]. L-îïåðàòîð â ýòèõ ìîäåëÿõ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãåíå-
ðàòîðû S, S± áåñêîíå÷íîìåðíîãî óíèòàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
SL(2,R) èëè SL(2,C) íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé

S = z∂z + s, S− = −∂z, S+ = z2∂z + 2sz , (10)

ãäå s � ïàðàìåòð ïðåäñòàâëåíèÿ, íàçûâàåìûé ñïèíîì. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ SL(2,R)- èëè SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé. Â ñëó-
÷àå SL(2,R) ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëåíî íà ïðîñòðàíñòâå àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ
ïî íåêîòîðîé ñòåïåííîé ìåðå [7, 8]. À â ñëó÷àå SL(2,C) ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ïðåäñòàâëåíèå îñíîâíîé óíèòàðíîé ñåðèè [8], îïðåäåëåííîå íà ïðî-
ñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé â êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè.

Ãàìèëüòîíèàí íåêîìïàêòíîãî SL(2,C)-èíâàðèàíòíîãî ìàãíåòèêà
ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðå-
íèè âûñîêîýíåðãåòè÷åñêîãî ïðåäåëà àìïëèòóä ðàññåÿíèÿ â êâàíòîâîé
õðîìèäèíàìèêå [9, 10]. Ýòà ìîäåëü áûëà ðåøåíà â [11, 6, 12]. Â îò-
ëè÷èå îò êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ, â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäå-
ëè îòñóòñòâóåò âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî àíçàöà Áåòå,
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ïîýòîìó ïîñëåäíèé îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèì. Âçàìåí åìó áûë èñïîëü-
çîâàí êâàíòîâûé ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [13]. Â ñëó÷àå XXX-
öåïî÷êè êëþ÷åâóþ ðîëü â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà èãðàþò ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè îïåðàòîðà b(u) (2) [6], îáðàçóþùåãî êîììóòàòèâíîå ñåìåé-
ñòâî [b(u), b(v)] = 0 ñîãëàñíî (3).

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîìïàêòíûå XXX
ñïèíîâûå öåïî÷êè, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèåì îòðàæåíèÿ (9). Â ýòîì
ñëó÷àå äâà ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (5) îáðàçóþò êîììóòàòèâ-
íûå ñåìåéñòâà [B(u), B(v)] = 0 , [C(u), C(v)] = 0. Çíà÷èò, êàê è òðàíñ-
ôåð-ìàòðèöà (6), ýòè ýëåìåíòû îïðåäåëÿþò êâàíòîâûå èíòåãðèðóåìûå
ìîäåëè. Äëÿ åäèíè÷íûõ K-ìàòðèö K(u), K+(u) B-îïåðàòîð SL(2,C)-
èíâàðèàíòíîé ìîäåëè áûë äèàãîíàëèçîâàí â [14]. Îí ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì
ïîëèíîìîì îò u, è ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ íåãî ïðèíèìàåò âèä

B(u)Ψp; x1,...,xn−1 = (u2 − x21) . . . (u
2 − x2n−1)Ψp; x1,...,xn−1 .

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëü-
íî ïåðåñòàíîâîê ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn−1 è îòðàæåíèé
xi → −xi. Ïî ïðè÷èíå ïðîñòîòû ñïåêòðà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè òàêæå
îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Òî åñòü, ãðóïïîé ñèììåòðèé ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ Z2 ⋉Sn � ãðóïïà Âåéëÿ ñèñòåì êîðíåé òèïà B è C
(ãäå Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n). Òàêèì îáðàçîì, ñïèíî-
âóþ öåïî÷êó, ìàòðèöà ìîíîäðîìèè êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
îòðàæåíèÿ, ìû íàçûâàåì öåïî÷êîé BC-òèïà ïî àíàëîãèè ñ öåïî÷êîé
Òîäû òèïà BC [15, 16].

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî: n-÷àñòè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ âûðàæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì äåéñòâèÿ ¾ïîâûøàþùåãî¿ èíòåãðàëüíî-
ãî îïåðàòîðà íà (n − 1)-÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó-
÷àåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ [17] äëÿ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, â êîòîðîì ïîñëåäíèå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êðàò-
íûé èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Àíàëîãè÷íàÿ èí-
äóêòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà ïîëó÷åíà äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (2) [6, 18, 19]. Êðîìå òîãî, ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ýëåìåíòîâ ìàòðèö ìîíîäðîìèè îáîèõ òèïîâ (2) è (5) (ïðè
K(u) = 1l) áûëè ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç êðàòíûé èíòåãðàë òèïà Ìåëëèíà-
Áàðíñà [14, 20].

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû íåêîìïàêòíîé ñïè-
íîâîé öåïî÷êè BC-òèïà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,R) â ñëó÷àå åäè-
íè÷íûõ K-ìàòðèö âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè ñêåéëèíãîâîé çàâèñè-
ìîñòè êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé â (3+1)-ìåðíûõ òåîðèÿõ ßíãà-Ìèëëñà
[21]. Òðàíñôåð-ìàòðèöà ýòîé ìîäåëè äèàãîíàëèçîâàíà â [7] ïðè ïîìî-
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ùè êâàíòîâîãî ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Â BC-öåïî÷êå, êàê è
â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè, îïåðàòîð ïåðåõîäà â ïðåäñòàâëåíèå
ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
B-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (5).

Â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíî îáîá-
ùåíèå îïèñàííûõ âûøå íåêîìïàêòíûõ SL(2,C)- è SL(2,R)-èíâàðèàíò-
íûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê BC-òèïà � ìîäåëè ñ íåòðèâèàëüíûìè K-ìàòðè-
öàìè

K(u) =

(
α1 u− 1

2

−β1
(
u− 1

2

)
α1

)
, K+(u) =

(
α2 β2

(
u+ 1

2

)
−u− 1

2 α2

)
(11)

(α1, β1, α2, β2 � êîíñòàíòû), óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèÿì îòðàæå-
íèÿ (7), (8) ñ R-ìàòðèöåé ßíãà (4). Ðåøåíà çàäà÷à äèàãîíàëèçàöèè
B-ýëåìåíòà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö ìîíîäðîìèè âèäà (5). Ìàòðèöû
(11) áûëè ïðåäëîæåíû Ñêëÿíèíûì äëÿ öåïî÷êè Òîäû â [3]. Ïîñêîëüêó
ïîñëåäíåé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò òà æå (ÿíãîâñêàÿ) R-ìàòðèöà, ÷òî è
SL(2)-èíâàðèàíòíûì ñïèíîâûì öåïî÷êàì, ýòè K-ìàòðèöû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â îáîèõ âèäàõ ìîäåëåé.
Òðàíñôåð-ìàòðèöà (6) äëÿ öåïî÷êè Òîäû ïðè β1 = β2 = 0 áûëà äèàãî-
íàëèçîâàíà Èîðãîâûì è Øàäóðà â [16] ñ ïîìîùüþ êâàíòîâîãî ìåòîäà
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Êàê è â îïèñàííûõ ðàíåå ñëó÷àÿõ, êëþ÷å-
âóþ ðîëü ïðè ýòîì ñûãðàëè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè B-ýëåìåíòà ìàòðè-
öû ìîíîäðîìèè (5). Òàêèì îáðàçîì, ëîãè÷íî èñïîëüçîâàòü êâàíòîâûé
ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ äèàãîíàëèçàöèè òðàíñôåð-ìàòðèö
ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñïèíîâûõ öåïî÷åê. Ðåøåííàÿ â òåêóùåé ðàáîòå
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì íà ïóòè ê ýòîé öåëè.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè B(u) ìû ñòðîèì èíäóêòèâíî ïðè ïîìîùè
îïèñàííîãî âûøå ïîäõîäà. Ôóíêöèÿ äëÿ öåïî÷êè èç n óçëîâ ïîëó÷à-
åòñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ïîâûøàþùåãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà íà
ôóíêöèþ äëÿ öåïî÷êè èç n−1 óçëà. Ââèäó ïðèñóòñòâèÿ íåòðèâèàëüíîé
K-ìàòðèöû K(u), ïðè ïîñòðîåíèè ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà âîçíèêàåò
íîâûé îáúåêò � îïåðàòîð îòðàæåíèÿ K(s, x) (K-îïåðàòîð), îïðåäåëÿ-
åìûé óðàâíåíèåì îòðàæåíèÿ ñ K-ìàòðèöåé è L-îïåðàòîðîì ìîäåëè

K(s, x)L(u+ x− 1, u− s)K(u)L(u+ s− 1, u− x)

= L(u+ s− 1, u− x)K(u)L(u+ x− 1, u− s)K(s, x) , (12)

ãäå L(u1, u2) � àëüòåðíàòèâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ L-îïåðàòîðà ïîëó÷à-
þùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ u = (u1 + u2 + 1)/2 , s =
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(u1−u2+1)/2. Â ñëó÷àå SL(2,R)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè óðàâíåíèå (12)
áûëî ðåøåíî â [22]. Ïîëó÷åííàÿ â ýòîé ðàáîòå ôîðìóëà äëÿ îïåðàòî-
ðà îòðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíà íàéäåííîìó íàìè âûðàæåíèþ â âèäå îò-
íîøåíèÿ äâóõ ãàììà-ôóíêöèé îò îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòà. Âäîáàâîê,
â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû äâà èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ
äëÿ ýòîãî K-îïåðàòîðà.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíà íåêîìïàêòíàÿ SL(N,C)-
èíâàðèàíòíàÿ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà A-òèïà. Åå L-îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ìàòðèöó ðàçìåðà N × N ñ îïåðàòîðíîçíà÷íûìè ýëåìåíòà-
ìè, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãåíåðàòîðû Eij ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû SL(N,C), óäîâëåòâîðÿþùèå ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîò-
íîøåíèÿì [Eij , Ekl] = δjkEil − δilEkj è óñëîâèþ

∑
iEii = 0. ×àñòíûé

ñëó÷àé ïðè N = 2 ïðèâåäåí âûøå â ôîðìóëå (1). Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè
öåïî÷êè èç n óçëîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå n L-îïåðàòîðîâ
ïî ôîðìóëå (2). Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó åå ýëåìåíòàìè
çàïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè RTT -ñîîòíîøåíèÿ (3) ñ R-ìàòðèöåé ßí-
ãà (4), äåéñòâóþùåé òåïåðü â CN ⊗CN . Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ñòðîÿòñÿ
ïðè ïîìîùè êâàíòîâûõ ìèíîðîâ [23]. Ïîëíûé íàáîð íàáëþäàåìûõ ïî-
ðîæäàåòñÿ êîììóòàòèâíûì ñåìåéñòâîì óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ.

Íàçàðîâ è Òàðàñîâ äîêàçàëè [24], ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé SL(N,C) íàáîð îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà (ïðåäñòàâëÿþùåãî ñî-
áîé ìàòðèöó ìîíîäðîìèè öåïî÷êè èç 1 óçëà) ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷å-
ñêèì áàçèñîì, ââåäåííûì Ãåëüôàíäîì è Öåòëèíîì â [25]. Êîíñòðóê-
öèÿ ýòîãî áàçèñà îïèðàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèå â ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðà
ìëàäøåãî (ñòàðøåãî) âåñà. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ óã-
ëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì áàçèñà

Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà â ñëó÷àå, êîãäà òàêîé âåêòîð îòñóòñòâóåò, íàïðè-
ìåð, â ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ïðåäñòàâëåíèÿõ SL(N,C) îñíîâíîé óíèòàðíîé ñåðèè [26], óæå óïîìÿ-
íóòûõ âûøå äëÿ N = 2. SL(N,C)-èíâàðèàíòíàÿ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà,
çàäàâàåìàÿ ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè, íàçûâàåòñÿ
íåêîìïàêòíîé.

Ãðàåâûì áûëà ïîñòðîåíà [27] ìîäåëü ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñå-
ðèè íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îò êîíòèíóàëüíûõ ñõåì Ãåëüôàíäà-Öåò-
ëèíà, ýëåìåíòû êîòîðûõ, â îòëè÷èå îò ñõåì, îïðåäåëåííûõ òðàäèöè-
îííûì îáðàçîì, ïðèíèìàþò êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ è íå óïîðÿäî÷åíû
íåðàâåíñòâàìè. Òåì íå ìåíåå, â [27] îòñóòñòâóåò âûðàæåíèå äëÿ îïåðà-
òîðà, ñïëåòàþùåãî äâå ìîäåëè ïðåäñòàâëåíèé, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî
ìîæíî ïîñòðîèòü ýëåìåíòû áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà äëÿ òðàäèöè-
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îííîé ìîäåëè. Íàõîæäåíèþ ýòèõ ýëåìåíòîâ ïîñâÿùåíà ðàáîòà [28]. Â
íåé ïîëó÷åíû èíäóêòèâíûå ôîðìóëû äëÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé (îáîáùå-
íà êîíñòðóêöèÿ, îïèñàííàÿ âûøå äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷-
êè): ýëåìåíò áàçèñà äëÿ ðàíãà N âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë (ñ íåêî-
òîðûì ÿäðîì) îò ýëåìåíòà áàçèñà äëÿ ðàíãà N − 1.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äëÿ ýëåìåíòîâ áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåò-
ëèíà â ïðåäñòàâëåíèÿõ SL(N,C) îñíîâíîé ñåðèè ïîñòðîåíî èíòåãðàëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà. Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ
ðàíãà N ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
íà ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ ðàíãà N − 1. Íî, â îòëè÷èå îò ðåçóëü-
òàòîâ [28], èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ íå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåí-
íûì ôóíêöèè (ïî êîòîðûì äåéñòâóþò äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòî-
ðû ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè), à ïî ñïåêòðàëüíûì ïåðåìåííûì
(ýëåìåíòàì êîíòèíóàëüíûõ ñõåì Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà), ïàðàìåòðèçó-
þùèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà.
Ïîñòðîåííàÿ èíäóêòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ÿâëÿ-
åòñÿ àíàëîãîì êîíñòðóêöèè, ïîëó÷åííîé Õàð÷åâûì è Ëåáåäåâûì â [29]
äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé îòêðûòîé öåïî÷êè Òîäû, à òàêæå Âàëèíåâè÷åì
â [20] äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé a-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (2)
SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè.

Öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ñåìåé-
ñòâ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ
êâàíòîâûõ íåêîìïàêòíûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê, à òàêæå èññëåäîâàíèå
ñâîéñòâ ïîñòðîåííûõ íàáîðîâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé: îðòîãîíàëüíîñòè,
ïîëíîòû è ðàçëè÷íûõ ñèììåòðèé ýòèõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå SL(2,C)- è
SL(2,R)-èíâàðèàíòíûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê BC-òèïà ñ íåòðèâèàëüíîé
K-ìàòðèöåé äèàãîíàëèçóåòñÿ B-ýëåìåíò ìàòðèöû ìîíîäðîìèè. Â ñëó-
÷àå SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè A-òèïà ñòðîÿòñÿ îáùèå
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî áûëî ðåøèòü ñëå-
äóþùèå çàäà÷è:

1. Äëÿ ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,C)
ïîñòðîèòü K-îïåðàòîð (îïåðàòîð îòðàæåíèÿ) � ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ îòðàæåíèÿ ñ K-ìàòðèöåé è L-îïåðàòîðîì ìîäåëè.

2. Íàéòè îäíî÷àñòè÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ SL(2,C)-èíâàðè-
àíòíîé öåïî÷êè BC-òèïà.
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3. Ïðè ïîìîùè K-îïåðàòîðà è èçâåñòíîãî R-îïåðàòîðà äëÿ äàí-
íîé ìîäåëè (ðåøåíèÿ RLL-ñîîòíîøåíèÿ ñ äâóìÿ L-îïåðàòîðàìè,
ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíûì ÷àñòèöàì) ïîñòðîèòü ïîâûøàþùèé
îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ n−1 ÷àñòèöû
â ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ n ÷àñòèö. Îïðåäåëÿþùèì äëÿ ïî-
âûøàþùåãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òî åãî ñóæåíèå íà
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé n − 1 ïåðåìåííûõ ñïëåòàåò B-ýëåìåíòû
ìàòðèö ìîíîäðîìèè äëÿ n óçëîâ è n− 1 óçëà.

4. Ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ
è Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé,
àíàëîãè÷íûå èçâåñòíûì èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèÿì äëÿ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé SL(2,C)- è SL(2,R)-èíâàðèàíòíûõ ñïèíîâûõ
öåïî÷åê A-òèïà è BC-òèïà ñ åäèíè÷íîé K-ìàòðèöåé. Èñïîëüçóÿ
ôåéíìàíîâñêóþ äèàãðàììíóþ òåõíèêó, ðàçðàáîòàííóþ â ïðåäû-
äóùèõ ðàáîòàõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ, ïîëó÷èòü
äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ýòèõ ôóíêöèé.

5. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, äîêàçàòü
îðòîãîíàëüíîñòü è ïðîâåðèòü ïîëíîòó íàáîðà îäíî÷àñòè÷íûõ âîë-
íîâûõ ôóíêöèé, à òàêæå äîêàçàòü ôîðìóëû ñèììåòðèè ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûå ñ ñèììåòðèÿìè ñïåêòðà B-îïåðàòîðà.

6. Ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììó, èçëîæåííóþ â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, äëÿ
ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,R), çàäà-
âàåìîé K-ìàòðèöåé òîãî æå âèäà.

7. Âûðàçèòü óãëîâûå êâàíòîâûå ìèíîðû L-îïåðàòîðà íåêîìïàêò-
íîé SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè ÷åðåç ìèíîðû L-
îïåðàòîðà äëÿ SL(N − 1,C), èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíóþ ôîðìó-
ëó, ñâÿçûâàþùóþ ýòè L-îïåðàòîðû. Èñïîëüçîâàòü ýòè âûðàæå-
íèÿ ïðè èíäóêòèâíîì ïîñòðîåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâûõ
êâàíòîâûõ ìèíîðîâ (áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà) íà øàãå èíäóê-
öèè N − 1 → N . Äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà N → N + 1 âûðàçèòü
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íóæíûå íåóãëîâûå ìèíîðû L-îïåðàòîðà
äëÿ SL(N,C) (ìèíîðû òîãî æå òèïà, ÷òî è çàäåéñòâîâàííûå â
ðåêóððåíòíûõ ôîðìóëàõ äëÿ óãëîâûõ).

8. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷èòü èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(N,C)-èí-
âàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè (áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà) ïðè
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ïîìîùè èíäóêöèè ïî N . Äëÿ ýòîãî, â òîì ÷èñëå, íóæíî ïîëó-
÷èòü ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ íåóãëîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà íà
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óãëîâûõ.

9. Äîêàçàòü îðòîãîíàëüíîñòü ïîñòðîåííûõ íàáîðîâ ñîáñòâåííûõ ôóí-
êöèé óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Íàéäåíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå K-îïåðàòîðà äëÿ SL(2,C)-
èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà ñ íåòðèâèàëüíîé K-
ìàòðèöåé. ßäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà âûðàæåíî ÷åðåç ïðî-
èçâåäåíèå ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå SL(2,R)-èíâàðèàíòíîé
ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà ñ íåòðèâèàëüíîé K-ìàòðèöåé ïîëó÷å-
íû äâà èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ: â
ïåðâîì èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êîíòóðó (ñîîòâåòñòâóþùåå ÿä-
ðî âûðàæåíî ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ñòåïåííûõ ôóíêöèé), âî âòîðîì
� ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ñ ÿäðîì â âèäå èíòåãðàëà îò ïðîèç-
âåäåíèÿ ñòåïåíåé). Â îáåèõ ìîäåëÿõ îäíî÷àñòè÷íàÿ ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ B-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ïðåäñòàâëåíà êàê ðå-
çóëüòàò äåéñòâèÿ K-îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâ-
íóþ åäèíèöå.

2. Äëÿ ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,C)
íàéäåí èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî n-÷àñòè÷-
íàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ B-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç (n− 1)-÷àñòè÷íóþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà èí-
äóêòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

3. Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ K-îïåðàòîðà ïîëó-
÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ äëÿ îä-
íî÷àñòè÷íûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé SL(2,C)- è SL(2,R)-èíâàðèàíò-
íûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê BC-òèïà. Òàêæå äëÿ ýòèõ ôóíêöèé íàéäå-
íî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà è âûðàæå-
íèå ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Â îáåèõ ìîäåëÿõ äî-
êàçàíà îðòîãîíàëüíîñòü è ïîëíîòà íàáîðîâ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé è ñèììåòðèÿ ýòèõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî îò-
ðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé.

4. Â ñëó÷àå SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà äî-
êàçàíî óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ äëÿ K-îïåðàòîðà è R-îïåðàòîðà, ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà ñ ãðóïïîé
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ñèììåòðèè SL(2,C). Äîêàçàííîå ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé áåñêîíå÷íîìåðíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ äëÿ K- è
R-ìàòðèö.

5. Äëÿ N = 3, 4 ïîëó÷åíà ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñèñòåìû óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-
îïåðàòîðà SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé è SL(N − 1,C)-èíâàðèàíòíîé
ñïèíîâîé öåïî÷êè. Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ SL(N,C) âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà îò ñîáñòâåííîé ôóíê-
öèè äëÿ SL(N − 1,C). Ïðè N = 3 ÿäðî èíòåãðàëà ïðåäñòàâëå-
íî ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ãàììà-ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîëåì C, à
ïðè N = 4 � ÷åðåç îáîáùåííóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 4G

C
4 â åäèíèöå. Äîêàçàíà îðòî-

ãîíàëüíîñòü ïîñòðîåííûõ íàáîðîâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Òàêæå
ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, íåîáõîäèìûå ïðè âûâîäå àíàëîãè÷íîé
èíäóêöèîííîé ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå ïðî-
èçâîëüíîãî N . Â èõ ÷èñëî âõîäÿò ðåêóððåíòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷-
êè ÷åðåç ìèíîðû L-îïåðàòîðà äëÿ SL(N − 1,C), à òàêæå ôîðìó-
ëû äëÿ äåéñòâèÿ íåóãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ íà ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè óãëîâûõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå âûíîñèìûå íà çàùèòó ðåçóëüòàòû ÿâëÿ-
þòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äâóìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ äëÿ
òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì, ïî àíàëî-
ãèè ñ òåì, êàê â ýòîé òåîðåòèêî-ïîëåâîé ìîäåëè áûëè èñïîëüçîâà-
íû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè a-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè SL(2,C)-
èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè A-òèïà. Òàêæå, ïðè ïîìîùè ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé B-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè SL(2,C)- è SL(2,R)-
èíâàðèàíòíûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê BC-òèïà, ïîëó÷åííûõ â ïåðâûõ äâóõ
ãëàâàõ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü òðàíñôåð-ìàò-
ðèöû ýòèõ ìîäåëåé. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè B-ýëåìåíòà èãðàþò ðîëü
ÿäðà îïåðàòîðà ïåðåõîäà â óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå, â
êîòîðîì ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû ïåðåïèñûâàåòñÿ
â âèäå ñèñòåìû îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé.
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Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèÿ SL(4,C) îñíîâíîé ñåðèè èñïîëüçóþòñÿ
â ÷åòûðåõìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëà-
âû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ýòîé îáëàñòè. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà, ïîëó÷åííîå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà â ïðåäñòàâëåíèÿõ SL(3,C)
è SL(4,C) îñíîâíîé ñåðèè, óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ïîëíîòû ýòèõ íàáîðîâ ôóíêöèé.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï
Ëè, òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé è àñèìïòîòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû âîëíîâûõ ôóíê-
öèé ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé ïðèìåíÿåòñÿ ôåéíìàíîâñêàÿ äèàãðàìì-
íàÿ òåõíèêà, èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà Ãóñòàôñîíà, à òàêæå èõ îáîá-
ùåíèÿ íà ñëó÷àé ïîëÿ C [14].

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåí-
öèÿõ è ñåìèíàðàõ:

1. Ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì ôèçèêè ÏÎÌÈ
ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2026.

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíâàðèàíòíîñòü è èíòåãðèðóå-
ìîñòü 2¿, ïðèóðî÷åííàÿ ê 60-ëåòèþ À. Â. Ìàðøàêîâà, ã. Ïóøêèí,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2024.

3. Ñåìèíàð Öåíòðà ïåðñïåêòèâíûõ èññëåäîâàíèé Ñêîëòåõà, Ñêîë-
êîâî, Ìîñêâà, 2021.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â ÷åòûðåõ ðàáîòàõ
[A1, A2, A3, A4], îïóáëèêîâàííûõ â íàó÷íûõ æóðíàëàõ èç ñïèñêà, ðå-
êîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ.

Ëè÷íûé âêëàä

Âñå âûíîñèìûå íà çàùèòó ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïîëó-
÷åíû ñîèñêàòåëåì åäèíîëè÷íî [A4], ëèáî ïðè íåïîñðåäñòâåííîì åãî
ó÷àñòèè [A1, A2, A3]. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ëè÷íûé âêëàä äèññåðòàí-
òà çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóë (1.15), (1.18), (1.20), (1.21),
(3.1), (3.2), (4.2), (5.1) èç ðàáîòû [A1]; â äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóë (2.20),
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(2.22), (2.23), (2.24), (2.26), (4.1), (4.2), (6.1) èç ðàáîòû [A2], â äîêàçà-
òåëüñòâå ïðåäïîñëåäíåé ôîðìóëû èç ðàçäåëà 4.2 ñòàòüè [A2]; â äîêàçà-
òåëüñòâå ôîðìóëû (3.1) èç ðàáîòû [A3], âòîðîé ôîðìóëû èç ðàçäåëà 4
ñòàòüè [A3] è ôîðìóëû (4.2) èç òîãî æå ðàçäåëà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êå BC-
òèïà ñ íåòðèâèàëüíîé K-ìàòðèöåé.

Â ðàçäåëå 1.1 äàåòñÿ íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðåäñòàâëåíèÿõ
îñíîâíîé óíèòàðíîé ñåðèè ãðóïïû SL(2,C), ÷åðåç êîòîðûå îïðåäåëÿåò-
ñÿ èçó÷àåìàÿ ìîäåëü. Îíè îïðåäåëåíû íà ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî-
èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñî ñòàíäàðòíûì
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

d2z Φ(z, z̄)Ψ(z, z̄) , (13)

ãäå d2z = dRe z d Im z � ìåðà Ëåáåãà â C, è ïîä
∫
d2z ïîäðàçóìåâàåòñÿ

èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ââîäÿòñÿ ãåíåðàòîðû
ïðåäñòàâëåíèé (10) è àíòèãîëîìîðôíûå ãåíåðàòîðû, èìåþùèå àíàëî-
ãè÷íûé âèä, ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ãîëîìîðôíîé ïåðåìåííîé z íà
àíòèãîëîìîðôíóþ z̄, è ïàðàìåòðà s íà s̄, ãäå

(s, s̄) =

(
1 + ns

2
+ iνs,

1− ns
2

+ iνs

)
, ns ∈ Z+ σ , νs ∈ R . (14)

Çäåñü è äàëåå ôèêñèðóåòñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà σ, êîòîðîå ìîæåò áûòü
ðàâíî 0, ëèáî 1

2 . Ïàðàìåòðû âðîäå ñïèíà è ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ
â ñëó÷àå SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ìîäåëè ãðóïïèðóþòñÿ â ïàðû âèäà
(α, ᾱ) ∈ C2 , α−ᾱ ∈ Z+σ. Ïàðàìåòð α íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíûì (â (14)
ýòî s), ïàðàìåòð ᾱ � àíòèãîëîìîðôíûì (â (14) ýòî s̄). Âî èçáåæàíèå
ïóòàíèöû îòìåòèì, ÷òî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ÷èñëà α ∈ C îáîçíà-
÷àåòñÿ â òåêñòå ÷åðåç α∗, è îáîçíà÷åíèå ᾱ íå îçíà÷àåò ¾êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûé ê α¿. Èñêëþ÷åíèå äåëàåòñÿ ëèøü äëÿ êîìïëåêñíîé ïå-
ðåìåííîé z̄ ≡ z è ôóíêöèé Ψ(z, z̄) ≡ Ψ∗(z, z̄). Êðîìå òîãî, ó ôóíêöèé
îáîçíà÷àåòñÿ òîëüêî ãîëîìîðôíûé àðãóìåíò z, òî åñòü Ψ(z) ≡ Ψ(z, z̄).

Ââîäèòñÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çàäàâàå-
ìàÿ ïàðîé ÷èñåë (a, ā) ∈ C2, òàêèõ ÷òî a− ā ∈ Z

[z]a ≡ zaz̄ā = |z|a+ā ei(a−ā) arg z. (15)
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Â êîíöå ðàçäåëà ïðèâîäèòñÿ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîðW (s, s̄) ñî ñòåïåí-
íûì ÿäðîì, ñïëåòàþùèé ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Â ðàçäåëå 1.2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ êâàíòîâîìåõàíè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü. Ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ: L-îïåðàòîð L(u) (1), R-ìàò-
ðèöà R(u) (4), K-ìàòðèöà

K(u) =

(
γ
(
g − 1

2

)
u− 1

2

γ2
(
u− 1

2

)
γ
(
g − 1

2

)) ,
è ìàòðèöà ìîíîäðîìèè T (u) (5)

Tn(u) = Ln(u) · · ·L1(u)K(u)L1(u) · · ·Ln(u) =

(
An(u) Bn(u)
Cn(u) Dn(u)

)
, (16)

à òàêæå àíòèãîëîìîðôíûå L-îïåðàòîð L̄(ū), K-ìàòðèöà K̄(ū) è ìàò-
ðèöà ìîíîäðîìèè T̄n(ū). ×àñòèöå ñ íîìåðîì k ñîîòâåòñòâóåò êîîðäè-
íàòà zk è L-îïåðàòîð

Lk(u) =

(
u+ zk∂zk + s −∂zk
z2k∂zk + 2szk u− zk∂zk − s

)
.

Àíòèãîëîìîðôíûå îáúåêòû îòëè÷àþòñÿ îò ñâîèõ ãîëîìîðôíûõ àíàëî-
ãîâ çàìåíîé ïàðàìåòðîâ s→ s̄, γ → γ̄, g → ḡ, ãäå γ̄ = γ∗ è

(g, ḡ) =

(
1 + ng

2
+ iνg,

1− ng
2

+ iνg

)
, ng ∈ Z+ σ , νg ∈ R . (17)

Ãîëîìîðôíûé è àíòèãîëîìîðôíûé B-ýëåìåíòû ìàòðèö ìîíîäðîìèè
Bn(u), B̄n(ū) ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè äëÿ ïîëíîãî íà-
áîðà íàáëþäàåìûõ, çàäàþùèõ ðàññìàòðèâàåìóþ èíòåãðèðóåìóþ ìî-
äåëü. Äèàãîíàëèçàöèÿ íàáîðà íàáëþäàåìûõ ýêâèâàëåíòíà îäíîâðåìåí-
íîé äèàãîíàëèçàöèè Bn(u) è B̄n(ū).

Â ðàçäåëå 1.2.1 âûâîäÿòñÿ óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû ãîëîìîðôíîé è
àíòèãîëîìîðôíîé K-ìàòðèö, ïðè êîòîðûõ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ìîäå-
ëè ñàìîñîïðÿæåíû. Ïåðâîå óñëîâèå: γ̄ = γ∗, à èç âòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ
ïàðàìåòðèçàöèÿ (17) äëÿ g è ḡ.

Ðàçäåë 1.2.2 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó ñîâìåñòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà-
÷è äëÿ B-îïåðàòîðîâ

Bn(u)Ψxn
(zn) =

(
u− 1

2

)(
u2 − x21

)
· · ·
(
u2 − x2n

)
Ψxn

(zn) ,

B̄n(ū)Ψxn(zn) =

(
ū− 1

2

)(
ū2 − x̄21

)
· · ·
(
ū2 − x̄2n

)
Ψxn

(zn) ,
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ãäå zn = (z1, . . . , zn), xn = (x1, x̄1, . . . , xn, x̄n). Íà îñíîâå ñèììåòðèé
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòèõ îïåðàòîðîâ ôîðìóëèðóþòñÿ ïðåäïîëàãàåìûå
ñâîéñòâà ñèììåòðèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê
è îòðàæåíèé ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ

Ψτxn
(zn) = Ψxn

(zn) , Ψσkxn
(zn) = Ψxn

(zn) , (18)

ãäå τ ∈ Sn, τxn = (xτ(1), x̄τ(1), . . . , xτ(n), x̄τ(n)) è σkxn îòëè÷àåòñÿ îò xn

çíàêîì xk è x̄k. Êðîìå òîãî, äîêàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòü èíòå-
ãðàëîâ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè ⟨Φ|Ψ⟩ =

∫
d2z1· · ·

∫
d2zn Φ(zn)Ψ(zn) â ñëó÷àå

ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ÷àñòèö n.

Â ðàçäåëå 1.3 êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Â ðàçäåëå 1.3.1 èçëîæåíû ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îäíî÷àñòè÷-
íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé B-îïåðàòîðà Ψx(z) ≡ Ψ(x,x̄)(z). Â îäíî÷à-
ñòè÷íîì ñëó÷àå çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ B-îïåðàòîðîâ ñâîäèò-
ñÿ ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ íàáëþäàåìûõ

Hs Ψx(z) = x2 Ψx(z), H̄ s̄ Ψx(z) = x̄2 Ψx(z),

ãäå

Hs = (z2 − γ2)∂2z + (2s+ 1)z∂z + 2γ

(
g − 1

2

)
∂z + s2 , (19)

è H̄ s̄ èìååò òîò æå âèä, ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû z, γ, g, s íà z̄, γ̄, ḡ, s̄.
Ââîäèòñÿ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ K-îïåðàòîðà � óðàâíåíèå
îòðàæåíèÿ (12) ñ K-ìàòðèöåé è L-îïåðàòîðîì è åãî àíòèãîëîìîðôíûé
àíàëîã. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â òåðìèíàõ
îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ

Ψx(z) = π [−2iγ]s−x Γ(g − x) K(s, x) · 1 , (20)

ñïåêòðàëüíûå ïåðåìåííûå èìåþò âèä

(x, x̄) =

(
k

2
+ iη,−k

2
+ iη

)
, k ∈ Z+ σ , η ∈ R , (21)

è íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü ïîäîáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíê-
öèè îáëàäàëè ñèììåòðèåé (18) îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ
ïåðåìåííûõ: Ψx(z) = Ψ−x(z). ×åðåç Γ îáîçíà÷àåòñÿ ãàììà-ôóíêöèÿ,

ñâÿçàííàÿ ñ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Γ(a) = Γ(a)
Γ(1−ā) . Îíà çàâèñèò îò
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äâóõ àðãóìåíòîâ (a, ā) ∈ C2, òàêèõ ÷òî a − ā ∈ Z, ïðè ýòîì äëÿ êðàò-
êîñòè óêàçûâàåòñÿ ëèøü ïåðâûé àðãóìåíò. Äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ
íàïèñàíî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

(
K(s, x)Ψ

)
(z) =

[i]x−s Γ(x− s+ 1)

π
[z + γ]g−s [z − γ]1−s−g

×
∫

d2w
[w + γ]x−g [w − γ]x+g−1

[z − w]x−s+1
Ψ(w) , (22)

ãäå ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ [z]a îïðåäåëåíà â (15). Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû
âðîäå K(s, x) çàâèñÿò êàê îò ãîëîìîðôíûõ ïàðàìåòðîâ, òàê è îò àíòè-
ãîëîìîðôíûõ, íî çàâèñèìîñòü îò àíòèãîëîìîðôíûõ äëÿ êðàòêîñòè íå
óêàçûâàåòñÿ.

Äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðèâåäåíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ òèïà Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ

Ψx(z) = [2γ]s−x Γ(g − x, 1− s+ x)

×
∫

d2w

[z + γ]s−g [z − γ]s+g−1 [w − z]x−s+1 [w + γ]g−x [w − γ]1−x−g
(23)

è Ìåëëèíà-Áàðíñà

Ψx(z) =
1

2

∫
Dy [−1]y−s Γ(ε− y ± x, 1− s− ε+ y, g − ε+ y)

[2γ]ε−y−s [z + γ]s−g [z − γ]g−ε+y
, (24)

(ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1/2)), à òàêæå âûðàæåíèå
÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ íàä C

Ψx(z) =
πΓ(g + x, g − x)

Γ(s+ g)
2F

C
1

[
s+ x|s̄+ x̄, s− x|s̄− x̄

s+ g|s̄+ ḡ

∣∣∣∣∣ 12 − z

2γ

]
.

(25)

Äëÿ ãàììà-ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

Γ(α1, α2, . . .) = Γ(α1)Γ(α2) . . . , Γ(a± b) = Γ(a+ b)Γ(a− b) ,

è ïîä çíàêîì èíòåãðèðîâàíèÿ â (24) ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå∫
Dy =

∑
m∈Z+σ

∫
R
dτ , (y, ȳ) =

(
m

2
+ iτ,−m

2
+ iτ

)
. (26)
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Âäîáàâîê, ïðèâåäåíî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè îòíîñèòåëüíî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (13) äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ñïåê-
òðàëüíûìè ïåðåìåííûìè âèäà (21),

⟨Ψy|Ψx⟩ = µ−1(x)
δ(2)(x− y) + δ(2)(x+ y)

2
, µ(x) =

1

4π4

∣∣∣x
γ

∣∣∣2 (27)

è ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû∫
Dx µ(x)Ψx(z)Ψx(w) = δ(Re(z − w)) δ(Im(z − w)) , (28)

ãäå δ(t) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, è äëÿ ïàðû âèäà

(v, v̄) =

(
h

2
+ iρ,−h

2
+ iρ

)
, h ∈ Z , ρ ∈ R .

äåëüòà-ôóíêöèÿ δ(2)(v) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

δ(2)(v) = δh,0 δ(ρ) . (29)

Â ðàçäåëå 1.3.2 îïèñàíà èíäóêòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Ïðèâåäåíî âûðàæåíèå äëÿ
ïîâûøàþùåãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Λn(x), ïåðåâîäÿùåãî (n − 1)-
÷àñòè÷íóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ â n-÷àñòè÷íóþ

Ψxn
(zn) = Λn(xn)Ψxn−1

(zn−1) . (30)

Îí ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ¾ñòðîèòåëüíûõ
áëîêîâ¿

Λk(x) = λk(x)Rk k−1(x)Rk−1 k−2(x) . . .R21(x)K1(s, x)

×R12(x)R23(x) . . .Rk−1 k(x) ,
(31)

Λ1(x) = λ1(x)K1(s, x) .

Îïåðàòîð K1 âèäà (22) äåéñòâóåò íà ôóíêöèè ïåðåìåííîé z1, îïåðàòîð
Rkj äåéñòâóåò íà ôóíêöèè ïåðåìåííûõ zk è zj

[Rkj(x)Ψ] (zk, zj) =

∫
d2w

[i]x−s Γ(x− s+ 1) [zk − zj ]
1−2s

π [zk − w]1−s+x [w − zj ]1−s−x
Ψ(w, zj) ,

è íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè λk(x) âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ñâîéñòâà ñèììåòðèè (18).R-îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì [18]

Rkj(x)Lk(u1, u2)Lj(u1, u− x) = Lk(u1, u− x)Lj(u1, u2)Rkj(x) , (32)
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ãäå, íàïîìíèì, ïàðàìåòðèçàöèÿ L-îïåðàòîðà L(u1, u2) ïîëó÷àåòñÿ â ðå-
çóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ u = (u1 + u2 + 1)/2 , s = (u1 − u2 + 1)/2.
Òàêæå ïðèâåäåíî âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â òåðìèíàõ
Λ-îïåðàòîðîâ

Ψxn
(zn) = Λn(xn) Λn−1(xn−1) · · ·Λ1(x1) · 1 ,

ÿâëÿþùååñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì (30) è (20).
Â ðàçäåëå 1.3.3 ñôîðìóëèðîâàíî óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ äëÿ K-

îïåðàòîðà è R-îïåðàòîðà � îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà
ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,C) [6]. R-îïåðàòîð äåéñòâóåò â òåíçîðíîì
ïðîèçâåäåíèè äâóõ ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè ñïèíîâ (s1, s̄1) è
(s2, s̄2)

[R12(u)Ψ](z1, z2)

=

∫
d2z1 d

2z2
[z2 − z1]

u+1−s1−s2 [w1 − w2]
u+s1+s2−1

[z2 − w1]u+s2−s1+1 [z1 − w2]u+s1−s2+1
Ψ(w1, w2) ,

ïåðåìåííàÿ zi ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâó ïðåäñòàâëåíèÿ ñïèíà (si, s̄i).
Óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ äëÿ K- è R-îïåðàòîðîâ èìååò âèä

R12(u− v)K1(u, s1)R12(u+ v)K2(v, s2)

= K2(v, s2)R12(u+ v)K1(u, s1)R12(u− v) , (33)

ãäå K(u, s) = K(s − u, s + u), è ÷åðåç Ki îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð K,
äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèè ïåðåìåííîé zi. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñ-
êîíå÷íîìåðíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ äëÿ K- è R-ìàòðèö.

Ðàçäåë 1.4 ñîäåðæèò âûâîä èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îïå-
ðàòîðà îòðàæåíèÿ (22). Êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò îïåðàòîð,
ñïëåòàþùèé ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ SL(2,C) îñíîâíîé ñåðèè.

Â ðàçäåëå 1.5 äîêàçàíî, ÷òî ïðè äåéñòâèè ïîâûøàþùåãî îïåðàòî-
ðà (31) íà ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ öåïî÷êè èç n−1 óçëà ïîëó÷àåòñÿ
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ n óçëîâ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èñ-
ïîëüçîâàíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ K- è R-îïåðàòîðîâ (12)
è (32).

Ðàçäåë 1.6 ñîäåðæèò âûâîä ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé B-îïåðàòîðà â ñëó÷àå öåïî÷êè èç îäíîãî óçëà, ïå-
ðå÷èñëåííûõ â ðàçäåëå 1.3.1.

Â ðàçäåëå 1.6.1 èç ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ K-îïåðàòîðà ïîëó÷åíî
èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ äëÿ îäíî÷àñòè÷-
íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (23), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå äèàãðàìì-
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íîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïðè ïîìîùè ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíè-
êè, èçëîæåííîé â ïðèëîæåíèè À, äîêàçàíà ñèììåòðèÿ âîëíîâûõ ôóíê-
öèé îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé.

Â ðàçäåëå 1.6.2 ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè âûðàæåíû ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ
(25).

Â ðàçäåëå 1.6.3 èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ âûâîäèòñÿ èí-
òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ
ôóíêöèé (24).

Â ðàçäåëå 1.7 ïðè ïîìîùè ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêè
äîêàçàíà îðòîãîíàëüíîñòü îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (27).

Ðàçäåë 1.8 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû îäíî÷àñòè÷íûõ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé (28), èñïîëüçóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ ýòèõ ôóíêöèé è êîìïëåêñíûé àíàëîã èí-
òåãðàëà Ãóñòàôñîíà BC-òèïà.

Â ðàçäåëå 1.9 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ
äëÿ K- è R-îïåðàòîðîâ (33), àíîíñèðîâàííîå â ðàçäåëå 1.3.3.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ñïèíîâîé öåïî÷êå BC-òèïà ñ ãðóïïîé ñèììåò-
ðèè SL(2,R), çàäàâàåìîé íåòðèâèàëüíîé K-ìàòðèöåé òîãî æå âèäà,
÷òî è â ñëó÷àå SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè.

Ìîäåëü îïðåäåëåíà â ðàçäåëå 2.1. Ââîäÿòñÿ ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ SL(2,R) (10) (ïðè ýòîì s ∈ R è s > 1

2 ), ïðè ïîìîùè êîòîðûõ
îïðåäåëÿåòñÿ L-îïåðàòîð (1). Îíè äåéñòâóþò íà ïðîñòðàíñòâå ãîëî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðó-
åìûõ îòíîñèòåëüíî ìåðû Dz = 2s−1

π (2 Im z)2s−2 dRe z d Im z, ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

⟨χ|ψ⟩ =
∫

Dz χ(z)ψ(z) . (34)

Ãåíåðàòîðû, L-îïåðàòîð, R-ìàòèðöà (4), K-ìàòðèöà

K(u) =

(
iβ
(
g − 1

2

)
u− 1

2

−β2
(
u− 1

2

)
iβ
(
g − 1

2

))

è ìàòðèöà ìîíîäðîìèè (16) èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è â ñëó÷àå SL(2,C).
Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîëíîãî íàáîðà íàáëþäàåìûõ ÿâëÿåòñÿ
B-ýëåìåíò ìàòðèöû ìîíîäðîìèè, è äèàãîíàëèçàöèÿ ýòîãî íàáîðà ýê-
âèâàëåíòíà äèàãîíàëèçàöèè B-ýëåìåíòà.

Â ðàçäåëå 2.1.1 íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû K-ìàòðèöû
β > 0, g > 0, äèêòóåìûå òðåáîâàíèåì ýðìèòîâîñòè èíòåãðàëîâ äâè-
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æåíèÿ, à òàêæå îòñóòñòâèÿ äèñêðåòíîãî è âûðîæäåííîãî ñïåêòðà ó
B-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè.

Â ðàçäåëå 2.1.2 ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé, ñôîð-
ìóëèðîâàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ýðìèòîâû
îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìîäåëè ⟨Φ|Ψ⟩ =

∫
Dz1· · ·

∫
Dzn Φ(zn)Ψ(zn). Ïîä

∫
Dz ïîäðàçóìåâàåòñÿ

èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî óïîìÿ-
íóòîé âûøå ìåðû.

Â ðàçäåëå 2.2 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äëÿ SL(2,R)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷-
êè.

Ðåçóëüòàòû äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé Ψλ(z) ïðèâåäåíû â ðàç-
äåëå 2.2.1. Â ýòîì ñëó÷àå B(u) =

(
u − 1

2

)
(u2 − Hs), ãäå Hs äàåòñÿ

ôîðìóëîé (19), è ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ B-ýëåìåíòà ýêâèâàëåíòíà
Hs Ψλ(z) = −λ2 Ψλ(z). Íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ

Ψλ(z) = 2F1

(
s+ iλ, s− iλ, s+ g;

1

2
+

iz

2β

)
. (35)

à òàêæå â âèäå ðåçóëüòàòà äåéñòâèÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ íà ôóíêöèþ,
òîæäåñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå

Ψλ(z) =
Γ(g + s)

Γ(g + iλ)
K(s, iλ) · 1 . (36)

K-îïåðàòîð K(s, x) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ ñ L-îïå-
ðàòîðîì è K-ìàòðèöåé (12). Äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ ïðèâåäåíû òðè
ïðåäñòàâëåíèÿ: ïåðâîå � â âèäå îòíîøåíèÿ ãàììà-ôóíêöèé îò îïåðà-
òîðíîãî àðãóìåíòà

K(s, x) =
Γ
(
N + x−s

2 + g
)

Γ
(
N + s−x

2 + g
) , N =

1

2iβ

[
(z2 + β2)∂z + (s+ x)z

]
, (37)

âòîðîå � ÷åðåç êîíòóðíûé èíòåãðàë

[
K(s, x)ψ

]
(z) =

(2iβ)s−x

Γ(s− x)
(z + iβ)g−s

∫ 1

0

dt (1− t)s−x−1 tg+x−1

×
(
t(z − iβ) + 2iβ

)x−g
ψ
(
t(z − iβ) + iβ

)
(38)
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è òðåòüå � ÷åðåç èíòåãðàë ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

[
K(s, x)ψ

]
(z) = e2πis (2iβ)s−x Γ(g + x) Γ(3s− g)

Γ2(2s)
(z + iβ)g−s

×
∫

DwDv (z − v̄)−g−x(iβ − v̄)x−s(v − w̄)g−3s(w + iβ)x−gψ(w) .

(39)

Òàêæå äëÿ íàáîðà îäíî÷àñòè÷íûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ïðèâåäåíî ñîîò-
íîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (34)

⟨Ψρ|Ψλ⟩ = µ−1(λ)
δ(λ− ρ) + δ(λ+ ρ)

2
, (40)

ãäå µ(λ) = 1
4π (2β)2s Γ(2s) |Γ

2(s + iλ) Γ(g + iλ)Γ−1(s + g) Γ−1(2iλ)|2 , è ñî-
îòíîøåíèå ïîëíîòû∫

R
dλ µ(λ) Ψλ(z)Ψλ(w) =

eiπs

(z − w̄)2s
, (41)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿäðî òîæäåñòâåííîãî îïå-
ðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îäíî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû.

Â ðàçäåëå 2.2.2 èçëîæåíà èíäóêòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé äëÿ öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Ôîð-
ìóëà äëÿ ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è â ñëó-
÷àå SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà. Îí âûðàæàåò-
ñÿ ÷åðåç K-îïåðàòîð è R-îïåðàòîð, êîòîðûé, íàïîìíèì, îïðåäåëÿåòñÿ
÷åðåç RLL-ñîîòíîøåíèå (32).

Ðàçäåë 2.3 ïîñâÿùåí îïåðàòîðó îòðàæåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.3.1 ðåøåíî îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ K-îïåðà-
òîðà (12). Äëÿ íåãî íàéäåíî âûðàæåíèå â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ãàììà-
ôóíêöèé îò îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòà (37). Äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü
ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ôîðìóëû èç ðàáîòû [22].

Â ðàçäåëå 2.3.2 ïîëó÷åíî ïåðâîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ (38).

Âòîðîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ K-îïåðàòîðà (39) âûâå-
äåíî èç ïåðâîãî â ðàçäåëå 2.3.3. Äëÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ òàêîãî
òèïà ìîæíî ââåñòè ôåéíìàíîâñêóþ äèàãðàììíóþ òåõíèêó, îïèñàíèå
êîòîðîé äàíî â ïðèëîæåíèè Á. Ïðèâåäåíà äèàãðàììà äëÿ ÿäðà îïåðà-
òîðà îòðàæåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.4 äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ïðåäñòàâëåíèé îä-
íî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (35) è (36). Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû
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äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ (39) ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
òèïà Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Ψλ(z) = (2iβ)s+iλ eiπs
Γ(s+ g)Γ(2s+ iλ− g)

Γ(s+ iλ)Γ(2s)

×
∫

Dw 1

(z − w̄)s−iλ (iβ − w̄)g+iλ (w + iβ)2s+iλ−g
,

à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå.
Ðàçäåë 2.5 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíî-

ñòè îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (40).
Â ðàçäåëå 2.5.1 îðòîãîíàëüíîñòü äîêàçàíà ïðè ïîìîùè àñèìïòîòè-

êè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà.
Â ðàçäåëå 2.5.2 ïðèâåäåíî âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî îðòîãîíàëüíîñòè

íàáîðà îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé � ïðè ïîìîùè ôåéíìà-
íîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêè.

Ðàçäåë 2.6 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû ïîñòðîåííîé ñèñòå-
ìû îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (41). Äëÿ ýòîé öåëè âîë-
íîâûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç èíòåãðàë òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà
(ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè). Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå èãðàåò ïðåäåëüíûé
ñëó÷àé èíòåãðàëà äå Áðàíæà-Âèëüñîíà.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êå A-
òèïà.

Â ðàçäåëå 3.1 äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ÿíãèàíà Y(gl(N,C)) � àëãåáðû
ñèììåòðèè ìîäåëè. Îíà çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû t(u), ýëåìåíòû
êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôîðìàëüíûå ðÿäû ïî u, êîýôôèöèåíòû
ýòèõ ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè àëãåáðû. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ çàäàþòñÿ ïðè ïîìîùè RTT -ñîîòíîøåíèÿ âèäà (3) ñ R-ìàòðèöåé
ßíãà (4) ðàçìåðà N × N . Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè, êîòîðàÿ òàêæå îáî-
çíà÷àåòñÿ t(u), ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ýòîé àëãåáðû. L-îïåðàòîð ðå-
àëèçóåò åå ïðîñòåéøåå ïðåäñòàâëåíèå. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êâàíòîâûõ
ìèíîðîâ

ti1...imj1...jm
(u) =

∑
τ∈Sm

sgn(τ) t
iτ(1)

j1
(u−m+ 1) t

iτ(2)

j2
(u−m+ 2) . . . t

iτ(m)

jm
(u) ,

ãäå ýëåìåíò â i-îé ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöûM îáî-
çíà÷àåòñÿ M i

j . Ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ôîðìóëû àíòèñèììåòðèè êâàí-
òîâûõ ìèíîðîâ ïî ïåðåñòàíîâêàì èíäåêñîâ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Óäåëÿåò-
ñÿ âíèìàíèå âàæíîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ � óãëîâûì êâàíòîâûì ìèíîðàì

Am(u) = t1...m1...m(u) , m = 1, . . . , N ,
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îáðàçû ýòèõ ýëåìåíòîâ â êîíêðåòíîì ïðåäñòàâëåíèè ÿíãèàíà ÿâëÿþòñÿ
ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè äëÿ ïîëíîãî íàáîðà íàáëþäàåìûõ êâàíòî-
âîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè. Êâàíòîâûé îïðåäåëèòåëü AN (u) ïîðîæäàåò
öåíòð Y(gl(N,C)). Ââîäÿòñÿ óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñå-
ðèè ãðóïïû SL(N,C), ÷åðåç êîòîðûå îïðåäåëÿåòñÿ L-îïåðàòîð. Îíè
îïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé íà
ìíîæåñòâå íèæíåòðåóãîëüíûõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö z ñ åäèíèöàìè íà
äèàãîíàëè, zij ≡ zij , 1 ≤ j < i ≤ N . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

dN(N−1)zΦ(z)Ψ(z), (42)

ãäå dN(N−1)z =
∏

1≤j<i≤N d2zij , è èíòåãðèðîâàíèå ïî zij âåäåòñÿ ïî
âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðåäñòàâëåíèå çàäàåòñÿ íàáîðîì ïàðà-
ìåòðîâ

(σ1, σ̄1, . . . , σN , σ̄N ) , σj =
sj + κ

2
+ iηj , σ̄j =

−sj + κ
2

+ iηj (43)

ãäå sj ∈ Z, κ, ηj ∈ R, j = 1, . . . , n. Ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ Eki

ìîæíî çàïèñàòü â êîìïàêòíîé ôîðìå, ñîáðàâ èõ â ìàòðèöó E: Ei
k =

Eki. Ôîðìóëà äëÿ ãåíåðàòîðîâ: E = −z (D+ σ̂) z−1 , ãäå ìàòðèöû E, σ̂
è D ðàçìåðà N ×N èìåþò âèä

Ei
k = Eki , σ̂c

d = δdcσc , Dc
d =


N∑

k=d

zkd∂zkc
, d > c

0, d ≤ c

.

Òàêæå ââîäèòñÿ íàáîð àíòèãîëîìîðôíûõ ãåíåðàòîðîâ Ēab, îòëè÷àþ-
ùèõñÿ îò Eab çàìåíîé zij → z̄ij , σk → σ̄k. Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû
ïðåäñòàâëåíèÿ SL(N,C) îñíîâíîé ñåðèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëî-

âèþ
∑N

k=1 σk = N(N −1)/2 è àíàëîãè÷íîìó óñëîâèþ äëÿ σ̄k. Ìû òàêî-
ãî îãðàíè÷åíèÿ íå íàêëàäûâàåì è ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùèé ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ âèäà (43).

Ðàçäåë 3.2 ïîñâÿùåí îïðåäåëåíèþ ìîäåëè. Ââîäÿòñÿ ãîëîìîðô-
íûé è àíòèãîëîìîðôíûé L-îïåðàòîðû

L(u) = u1+ E , L̄(ū) = ū1+ Ē ,

ãäå 1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà N × N è Ē � ìàòðèöà àíòèãîëîìîðôíûõ
ãåíåðàòîðîâ, à òàêæå ìàòðèöà ìîíîäðîìèè è åå àíòèãîëîìîðôíûé àíà-
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ëîã, îïðåäåëÿþùèåñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (2) ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ãî-
ëîìîðôíûõ ëèáî àíòèãîëîìîðôíûõ L-îïåðàòîðîâ. Âäîáàâîê, ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà óãëîâûõ
êâàíòîâûõ ìèíîðîâ ãîëîìîðôíîãî è àíòèãîëîìîðôíîãî L-îïåðàòîðîâ

Am(u)Ψλ =

m∏
k=1

(u− λmk)Ψλ, Ām(ū)Ψλ =

m∏
k=1

(ū− λ̄mk)Ψλ ,

ãäå λ = (λ, λ̄) è λ = {λmk , 1 ≤ k ≤ m ≤ N}, λ̄ = {λ̄mk , 1 ≤ k ≤
m ≤ N}. Ïîñêîëüêó óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè íåïðè-
âîäèìû, AN (u) è ĀN (ū) ïðîïîðöèîíàëüíû òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó,
è λNk = σk, λ̄Nk = σ̄k. Äàëåå ìû äëÿ êðàòêîñòè íå áóäåì óïîìèíàòü
àíòèãîëîìîðôíûå ìèíîðû è ïàðàìåòðû σ̄k

Â ðàçäåëå 3.3 âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùèõ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(N,C)-
èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî N . Â ÷èñëî
ýòèõ ôîðìóë âõîäÿò âûðàæåíèÿ äëÿ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(N,C)-
èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè ÷åðåç ìèíîðû L-îïåðàòîðà äëÿ SL(N − 1,C),
à òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ íåóãëîâûõ ìèíîðîâ íà ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè óãëîâûõ.

Ðàçäåë 3.4 ïîñâÿùåí èíäóêòèâíîìó ïîñòðîåíèþ ñîáñòâåííûõ ôóí-
êöèé óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà (ýëåìåíòîâ áàçèñà Ãåëü-
ôàíäà-Öåòëèíà). Ïðèâåäåí àíçàö äëÿ ïðîèçâîëüíîãî øàãà èíäóêöèè,
âûðàæàþùèé ýëåìåíò áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
SL(N,C) ÷åðåç èíòåãðàë ïî ñïåêòðàëüíûì ïåðåìåííûì ñ íåèçâåñòíûì
ÿäðîì îò ýëåìåíòà áàçèñà äëÿ SL(N − 1,C) (ïðåäñòàâëåíèå Ìåëëèíà-
Áàðíñà). Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ðàçîáðàíû èíäóêöèîííûå øàãè N =
2 → N = 3 è N = 3 → N = 4.

Â ðàçäåëå 3.4.1 ïðèâåäåíû èçâåñòíûå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé åäèíñòâåííîãî íåòðèâèàëüíîãî óãëîâîãî ìèíîðà L-îïåðàòîðà
SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè A1(u) = u− σ1 + 1+ z21∂z21 ,
ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå îñíîâíîé ñåðèè çàäàåòñÿ ïàðàìåòðàìè
σ1, σ2. Îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòåïåííóþ ôóíêöèþ

Ψλ(z21) = Γ(1− σ1 + λ11) [z21]
σ1−1−λ11 . (44)

Ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ ýëåìåíòà (1, 2) L-îïåðàòîðà è åãî
àíòèãîëîìîðôíîãî àíàëîãà íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, à òàêæå ñîîòíî-
øåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû äëÿ íèõ.

Â ðàçäåëå 3.4.2 ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåë-
ëèíà-Áàðíñà äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé Ψλ óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíî-
ðîâ L-îïåðàòîðà SL(3,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè, çàäàâàåìîé
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ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè σ1, σ2, σ3. Îíè âûðàæåíû
÷åðåç ôóíêöèè Φγ (44) äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè, çàäàâàå-
ìîé ïàðàìåòðàìè σ2, σ3

Ψλ(z21, z31, z32) = lim
ε→0+

∫
Dγ11K(ε)

γ (λ) Φγ(z32)

× [z21]
−γ11−1−λ11+λ2 [z31]

γ11+σ1−1−λ2 , (45)

ãäå (γ11 , γ̄11) =
(
k+κ−1

2 + iν, −k+κ−1
2 + iν

)
, k ∈ Z, ν ∈ R, ÿäðî èíòå-

ãðàëà èìååò âèä

K(ε)
γ (λ) = [−1]λ2 Γ(1− σ1,−λ2)Γ

(
γ11 + λ11 − λ2 + 1

)
Γ(λ2 + ε,γ1) ,

è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
∫
Dγ11 ≡

∑
k∈Z

∫
R dν,

λm = (λm1, λ̄m1, . . . , λmm, λ̄mm) , λm =

m∑
i=1

λmi ,

λm + ε = (λm1 + ε, λ̄m1 + ε, . . . , λmm + ε, λ̄mm + ε) ,

Γ(λm,γj) =

m∏
a=1

j∏
b=1

Γ(λma − γjb) , Γ(α,±λm) =

m∏
i=1

Γ(α∓ λmi) .

Ïðèâåäåíî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (42) ïðè N = 3

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = 64π8

|λ21 − λ22|2
δ(2)(λ1 − λ′

1) δ
(2) (λ2 − λ′

2) , (46)

ãäå ñïåêòðàëüíûå ïåðåìåííûå èìåþò âèä

(λlj , λ̄lj) =

(
klj + κ − 3 + l

2
+ iνlj ,

−klj + κ − 3 + l

2
+ iνlj

)
, (47)

klj ∈ Z, νlj ∈ R, 1 ≤ j ≤ l ≤ 2, ñèììåòðè÷íàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê

δ(2)(λm,λ
′
m) =

1

m!

∑
τ∈Sm

δ(2)(λm1 − λ′m,τ(1)) . . . δ
(2)(λmm − λ′m,τ(m))

è äåëüòà-ôóíêöèÿ δ(2) îïðåäåëåíà â (29). Òàêæå ïðèâåäåíû ôîðìóëû
äëÿ äåéñòâèÿ íåóãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ íà ýòè ôóíêöèè, íåîá-
õîäèìûå äëÿ ñëåäóþùåãî èíäóêöèîííîãî øàãà N = 3 → N = 4, è
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ïðåäïîëàãàåìîå ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû äëÿ íèõ (äîêàçàòåëüñòâî ñîîò-
íîøåíèÿ ïîëíîòû îñòàåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé).

Â ðàçäåëå 3.4.3 ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψλ óãëîâûõ ìèíîðîâ L-
îïåðàòîðà SL(4,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè, çàäàâàåìîé ïàðà-
ìåòðàìè σ1, σ2, σ3, σ4 âûðàæåíû ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ Ìåëëèíà-
Áàðíñà ÷åðåç ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Φγ (45) SL(3,C) öåïî÷êè, çàäàâà-
åìîé ïàðàìåòðàìè σ2, σ3, σ4. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óãëîâûõ ìèíî-
ðîâ SL(4,C) L-îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíà ê ñèñòåìå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé äëÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðàÿ ðåøåíà
ïðè ïîìîùè ìíîãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî àíàëîãà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåë-
ëèíà. Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå èìååò âèä

Ψλ(z21, z31, z41, z
′) = lim

ε→0+

∫
Dγ

|λ21 − λ22|2

64π8
K(ε)

γ (λ) Φγ(z
′)

× [z21]
−γ11−λ11+λ2−1[z31]

γ11−γ2−λ2+λ3−1 [z41]
σ1−1+γ2−λ3 ,

ãäå z′ = (z32, z42, z43), ÿäðî èíòåãðàëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì

K(ε)
γ (λ) = [−1]λ2+γ2 Γ(1− σ1,−λ3)

× Γ
(
γ11 + λ11 − λ2 + 1

)
Γ
(
1− γ11 + γ2 + λ2 − λ3

)
× Γ(λ3 + ε,γ2) 4G

C
4

[
λ21 + ε, λ22 + ε, γ21, γ22

1− λ31, 1− λ32, 1− λ33,−γ11
; 1

]
,

4G
C
4 � îáîáùåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë, âûðàæàþùàÿñÿ ÷åðåç èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ãàììà-
ôóíêöèé Γ, ñâÿçàííûõ ñ ïîëåì C. Ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ èìå-
þò âèä (47), è

∫
Dγ =

∏
1≤j≤l≤2

∫
Dγlj ,

∫
Dγlj =

∑
klj∈Z

∫
R dνlj . Äëÿ

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðèâåäåíî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè îòíî-
ñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (42) ïðè N = 4

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = µ−1
4 (λ) δ(2)(λ1,λ

′
1) δ

(2)(λ2,λ
′
2) δ

(2)(λ3,λ
′
3) , (48)

ãäå µ4(λ) = 1
192π4

∏3
m=1

∏
1≤l<j≤m |λml − λmj |2 è ñïåêòðàëüíûå ïåðå-

ìåííûå èìåþò âèä

(λlj , λ̄lj) =

(
mlj + κ − 4 + l

2
+ iµlj ,

−mlj + κ − 4 + l

2
+ iµlj

)
,

mlj ∈ Z, µlj ∈ R, 1 ≤ j ≤ l ≤ 3. Òàêæå ïðèâåäåíî ïðåäïîëàãàå-
ìîå ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû (äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî îñòàåòñÿ îòêðû-
òîé çàäà÷åé) è ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ íåóãëîâûõ ìèíîðîâ
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L-îïåðàòîðà SL(4,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
óãëîâûõ.

Ðàçäåë 3.5 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó îðòîãîíàëüíîñòè ïîñòðîåí-
íûõ íàáîðîâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-
îïåðàòîðà SL(3,C)- è SL(4,C)-èíâàðèàíòíûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê.

Â ðàçäåëå 3.5.1 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ SL(3,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè (46). Êëþ÷å-
âóþ ðîëü â íåì èãðàåò ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé äëÿ
SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè è êîìïëåêñíûé àíàëîã èíòåãðàëà Ãó-
ñòàôñîíà A-òèïà.

Îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâûõ ìèíîðîâ L-îïå-
ðàòîðà SL(4,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè (48) äîêàçàíà â ðàç-
äåëå 3.5.2. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåæèò ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíî-
ñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ SL(3,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè è êîì-
ïëåêñíûé àíàëîã èíòåãðàëà Ãóñòàôñîíà A-òèïà.

Â çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðà-
áîòû è îáñóæäàþòñÿ ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåìû. Òàêæå
ýòà ÷àñòü ñîäåðæèò áëàãîäàðíîñòè àâòîðà.
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