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Ââåäåíèå

Êâàíòîâûå ñïèíîâûå öåïî÷êè âõîäÿò â ÷èñëî ìîäåëåé, ñòîÿùèõ ó èñòîêîâ òåîðèè êâàí-

òîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Íàèáîëåå ïðîñòûì ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî ñåìåéñòâà ìîäåëåé

ÿâëÿåòñÿ ìàãíåòèê Ãåéçåíáåðãà ñïèíà 1
2
� îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà èç n âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷à-

ñòèö. Ýòà ìîäåëü îïðåäåëåíà â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè n êîïèé ïðîñòðàíñòâà C2, åå ãàìèëü-

òîíèàí èìååò âèä

H =
n∑

k=1

(J1 σ
(k)
1 σ

(k+1)
1 + J2 σ

(k)
2 σ

(k+1)
2 + J3 σ

(k)
3 σ

(k+1)
3 ) , (0.1)

ãäå J1, J2, J3 � âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ, à îïåðàòîð σ
(k)
i , i = 1, 2, 3 äåéñòâóåò

êàê ìàòðèöà Ïàóëè σi â k-îì ñîìíîæèòåëå â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè è êàê òîæäåñòâåííûé

îïåðàòîð â îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëÿõ. Ïîäðàçóìåâàþòñÿ, ÷òî σ
(n+1)
i = σ

(1)
i , òî åñòü íàëîæåíû

ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ J1 ̸= J2 ̸= J3 ìîäåëü íàçû-

âàåòñÿ XYZ-ìàãíåòèêîì, à ïðè J1 = J2 ̸= J3 è J1 = J2 = J3 � XXZ è XXX ìàãíèòèêîì,

ñîîòâåòñòâåííî.

Â 1931 ãîäó Ã. Áåòå ðåøèë XXX ìîäåëü, íàéäÿ ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ è ñîáñòâåííûå

ýíåðãèè ãàìèëüòîíèàíà [1]. Ðàçðàáîòàííûé ïðè ýòîì ìåòîä àíçàöà (ïîäñòàíîâêè) Áåòå áûë

âïîñëåäñòâèè ïðèìåíåí äëÿ ðàçëè÷íûõ îäíîìåðíûõ ñèñòåì êâàíòîâîé ìåõàíèêè è òåîðèè

ïîëÿ, òàêèõ êàê ìîäåëü Ëèáà-Ëèíèãåðà [2] òî÷å÷íîãî áîçå-ãàçà ñ äåëüòà-îáðàçíûì âçàèìî-

äåéñòâèåì è ìàññèâíàÿ ìîäåëü Òèðððèíãà [3]. Â 1966 ãîäó Ö. Í. ßíã è Ö. Ï. ßíã ïðèìåíèëè

àíçàö Áåòå äëÿ ðåøåíèÿ XXZ-ìàãíåòèêà [4, 5, 6]. Ðåøåíèå íàèáîëåå îáùåé XYZ ìîäåëè áûëî

ïðåäñòàâëåíî Ð. Áàêñòåðîì â 1973 ãîäó [7, 8, 9]. Îíî ïîòðåáîâàëî íåòðèâèàëüíîãî îáîáùåíèÿ

àíçàöà Áåòå.

Â êîíöå 1970-õ ãîäîâ òðóäîì ìàòåìàòèêîâ Ëåíèíãðàäñêîé øêîëû áûë ðàçðàáîòàí êâàí-

òîâûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è [10, 11, 12, 13, 14, 15]. Îïèøåì êðàòêî ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ

èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñèñòåìû â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñïè-

íîâûõ öåïî÷åê. Èíòåãðèðóåìàÿ ìîäåëü çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè L-îïåðàòîðà. Äëÿ XXX öåïî÷êè

ïðîèçâîëüíîãî ñïèíà åãî ìîæíî îïðåäåëèòü â óíèâåðñàëüíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì

L(u) =

(
u+ S S−

S+ u− S

)
, (0.2)

ãäå ÷èñëîâîé ïàðàìåòð u íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì, à S, S± � ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ

àëãåáðû Ëè sl(2), óäîâëåòâîðÿþùèå ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[S, S±] = ±S± , [S+, S−] = 2S . (0.3)

Ïðîñòðàíñòâî V , â êîòîðîì äåéñòâóþò ãåíåðàòîðû S, S±, íàçûâàåòñÿ êâàíòîâûì. Ãèëüáåð-



5

òîâî ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû èç n ÷àñòèö (öåïî÷êè èç n óçëîâ) � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n

êîïèé V : H = V1 ⊗ V2 ⊗ . . . ⊗ Vn , Vk ≃ V . Â ñëó÷àå ñïèíà 1
2
ãåíåðàòîðû âûðàæàþòñÿ ÷å-

ðåç ìàòðèöû Ïàóëè: S = 1
2
σ3, S± = 1

2
(σ1 ± iσ2). L-îïåðàòîð äåéñòâóåò êàê ìàòðèöà âî

âñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå (â äàííîì ñëó÷àå äâóìåðíîì), ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ. Óçëó öåïî÷êè ñ íîìåðîì k (k-îé ÷àñòèöå) ñîîò-

âåòñòâóåò L-îïåðàòîð Lk(u), ñîäåðæàùèé ãåíåðàòîðû S(k), S
(k)
± , äåéñòâóþùèå íåòðèâèàëüíî

â Vk è êàê òîæäåñòâåííûå îïåðàòîðû â îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëÿõ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ïðîñòðàíñòâ. Ïîëíûé íàáîð íàáëþäàåìûõ ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

t(u) = L1(u)L2(u) . . . Ln(u) =

(
a(u) b(u)

c(u) d(u)

)
. (0.4)

Òðàíñôåð-ìàòðèöà τ(u) = a(u)+d(u) � ñëåä ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ïî âñïîìîãàòåëüíîìó ïðî-

ñòðàíñòâó � ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîëíîãî íàáîðà íàáëþäàåìûõ. Ïîñëåäíèå

ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè τ(u) êàê ïîëèíîìà îò u.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äëÿ äèàãîíà-

ëèçàöèè òðàíñôåð-ìàòðèöû, ïðèìåíÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå [16, 17]. Îí îñíîâàí

íà RTT -ñîîòíîøåíèè äëÿ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìàòðè÷íîå

ðàâåíñòâî â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

R(u− v)
(
t(u)⊗ 1

) (
1⊗ t(v)

)
=
(
1⊗ t(v)

) (
t(u)⊗ 1

)
R(u− v) . (0.5)

Çäåñü 1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, è R-ìàòðèöà R(u) äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî â îáîèõ âñïîìî-

ãàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò R-ìàòðèöà ßíãà

R(u) = u+ P , (0.6)

ãäå P � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè: P x⊗y = y⊗x. Óðàâíåíèå (0.5) çàäàåò êîììóòàöèîííûå ñîîò-
íîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè a(u), . . . , d(u) ìàòðèöû t(u). Îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì

RLL-ñîîòíîøåíèÿ

R(u− v)
(
L(u)⊗ 1

) (
1⊗ L(v)

)
=
(
1⊗ L(v)

) (
L(u)⊗ 1

)
R(u− v) , (0.7)

ýêâèâàëåíòíîãî íàáîðó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ãåíåðàòîðîâ (0.3). Èç (0.5), â ÷àñò-

íîñòè, ïîëó÷àåì

[τ(u), τ(v)] = 0

äëÿ ëþáûõ u, v, îòñþäà ñëåäóåò êîììóòàòèâíîñòü íàáîðà íàáëþäàåìûõ.

Êàê ïðàâèëî, R-ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà â òåíçîðíîì êóáå

âñïîìîãàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

R12(u− v)R13(u)R23(v) = R23(v)R13(u)R12(u− v) , (0.8)
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ãäå Rij(u) � êîïèÿ R(u), äåéñòâóþùàÿ íåòðèâèàëüíî â i-îé è j-îé êîìïîíåíòàõ òåíçîðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ, à â îñòàâøåéñÿ êîìïîíåíòå � êàê òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Ïðè÷èíîé ýòîìó

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå êîììóòàöèè [14]

[R12R13R23R
−1
12 R

−1
13 R

−1
23 , t(u1)⊗ t(u2)⊗ t(u3)] = 0 , Rij ≡ Rij(ui − uj) ,

ñëåäóþùåå èç (0.5) (ïðîèçâåäåíèÿ íåêîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòîâ t(u) â ìàòðèöå t(u1)⊗t(u2)⊗
t(u3) ñòîÿò â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ òåíçîðíûõ ñîìíîæèòåëåé).

Â ñëó÷àå XXX ìîäåëè ñòàðøåãî ñïèíà j, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåïðèâîäèìûì êîíå÷íî-

ìåðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì àëãåáðû Ëè su(2), ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n êîïèé C2j+1, è ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïîä çíàêîì ñóììû â ãàìèëü-

òîíèàíå (0.1) çàìåíÿåòñÿ íà íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2j îò àðãóìåíòà
∑3

i=1 S
(k)
i S

(k+1)
i ,

ãäå S1, S2, S3 � ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ su(2) ñïèíà j [14, 18, 19]. Îïåðàòîðû (0.2) òåïåðü

èìåþò âèä S = S3, S± = S1 ± iS2. Ýòà îáîáùåííàÿ ìîäåëü áûëà ðåøåíà ïðè ïîìîùè àëãåá-

ðàè÷åñêîãî àíçàöà Áåòå íåçàâèñèìî Ë. À. Òàõòàäæÿíîì [20] è Ã. Ì. Áàáóäæÿíîì [21].

Êâàíòîâûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è îáúåäèíèë âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè îäíî-

ìåðíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì è îêàçàëñÿ óíèâåðñàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ ðàáîòû

ñ èíòåãðèðóåìûìè ìîäåëÿìè. Ïðè ïîìîùè íåãî áûëè ðåøåíû òàêèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå

è òåîðåòèêî-ïîëåâûå ìîäåëè êàê íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà [12, 13], ìîäåëü cèíóñ-

Ãîðäîí [10], öåïî÷êà Òîäû [22, 23, 24, 25], è äðóãèå. Òåì íå ìåíåå, äî êîíöà 1980-õ ãîäîâ â

åãî àðñåíàëå íå ñóùåñòâîâàëî ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ìîäåëåé ñ ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè, îòëè÷àþùèìèñÿ îò ïåðèîäè÷åñêèõ. Òàêîé ïîäõîä ïðåäëîæèë Å. Ê. Ñêëÿíèí [26],

îñíîâûâàÿñü íà ðàáîòå È. Â. ×åðåäíèêà [27], ïîñâÿùåííîé (1 + 1)-ìåðíîé êâàíòîâîé òåîðèè

ðàññåÿíèÿ íà ïîëóîñè. Ñîãëàñíî íîâîìó ìåòîäó, äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû, ïî-

ìèìî L-îïåðàòîðà è R-ìàòðèöû, ââîäÿòñÿ K-ìàòðèöû K(u), K+(u), äåéñòâóþùèå âî âñïî-

ìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå è ñîäåðæàùèå èíôîðìàöèþ î ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ïðè ýòîì íà

R-ìàòðèöó íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ: ñèììåòðè÷íîñòü

Rt1(u) = Rt2(u) , P R(u)P = R(u) ,

à òàêæå ¾óíèòàðíîñòü¿ è êðîññèíã-óíèòàðíîñòü

R(u)R(−u) = ρ(u) , Rt1(u)Rt1(−u− 2η) = ρ̃(u) . (0.9)

Çäåñü ρ(u) è ρ̃(u) � ÷èñëîâûå ôóíêöèè, à ÷åðåç Rti(u) îáîçíà÷àåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðè-

öû â i-îé êîïèè âñïîìîãàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. R-ìàòðèöà ßíãà (0.6) óäîâëåòâîðÿåò âñåì

ïåðå÷èñëåííûì òðåáîâàíèÿì, â ÷àñòíîñòè ñâîéñòâó êðîññèíã-óíèòàðíîñòè ïðè η = 1. Íàáîð

êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, çàäàþùèõ ìîäåëü, ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

âèäà

T (u) = Ln(u) · · ·L1(u)K(u)L−11 (−u+ η) · · ·L−1n (−u+ η) =

(
A(u) B(u)

C(u) D(u)

)
, (0.10)
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ãäå ïîä L−1(u) ïîíèìàåòñÿ ìàòðèöà âî âñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, îáðàòíàÿ ê L(u).

Òðàíñôåð-ìàòðèöà � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ � ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå ñëåäà ïî âñïîìîãàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó

T (u) = tr(K+(u)T (u)) . (0.11)

Ìîäåëü áóäåò èíòåãðèðóåìîé, åñëè K-ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì îòðàæåíèÿ

R(u− v)
(
K(u)⊗ 1

)
R(u+ v − η)

(
1⊗K(v)

)
=
(
1⊗K(v)

)
R(u+ v − η)

(
K(u)⊗ 1

)
R(u− v) ,

(0.12)

R(v − u)
(
Kt

+(u)⊗ 1
)
R(−u− v − η)

(
1⊗Kt

+(v)
)

=
(
1⊗Kt

+(v)
)
R(−u− v − η)

(
Kt

+(u)⊗ 1
)
R(v − u) .

(0.13)

Èç RLL-ñîîòíîøåíèÿ è (0.12) ñëåäóåò óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

R(u−v)
(
T (u)⊗1

)
R(u+v−η)

(
1⊗T (v)

)
=
(
1⊗T (v)

)
R(u+v−η)

(
T (u)⊗1

)
R(u−v) , (0.14)

çàäàþùåå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âñåìè åå ýëåìåíòàìè A(u), . . . , D(u). Èç íåãî,

â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû: [T (u), T (v)] =

0 äëÿ ëþáûõ u, v, èç êîòîðîãî ñëåäóåò êîììóòàòèâíîñòü èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Ñîáñòâåííûå

ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè àëãåáðàè÷åñêîãî àíçàöà Áåòå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ

êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé. Ïåðâûì àíçàö Áåòå äëÿ íîâîãî òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé àäàï-

òèðîâàë Ñêëÿíèí â òîé æå îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå [26], ðàññìîòðåâ íåïåðèîäè÷åñêóþ XXZ

öåïî÷êó, ãàìèëüòîíèàí êîòîðîé ñîäåðæèò ÷ëåíû, îòâå÷àþùèå çà âçàèìîäåéñòâèå ãðàíè÷íûõ

÷àñòèö ñî âíåøíåé ñðåäîé. Â äàëüíåéøåì åãî ïîäõîä áûë îáîáùåí äëÿ ñïèíîâûõ öåïî÷åê ñ

ðàçëè÷íûìè àëãåáðàìè ñèììåòðèè, ñì., íàïðèìåð, [28, 29, 30, 31, 32].

Â êîíòåêñòå (1 + 1)-ìåðíîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ [27] óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà (0.8) è óíè-

òàðíîñòü (0.9) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè, íàêëàäûâàåìûìè íà äâóõ÷àñòè÷íóþ S-ìàòðèöó. Ïðè

âûïîëíåíèè ýòèõ òðåáîâàíèé ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ìîæåò áûòü ôàêòîðèçîâàíà

â ïðîèçâåäåíèå äâóõ÷àñòè÷íûõ, è ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ èíòåãðèðóåìîé [14]. Â ìîäåëè íà ïîëó-

îñè, îãðàíè÷åííîé íåïðîíèöàåìûì ýêðàíîì, K-ìàòðèöà îïèñûâàåò ðàññåÿíèå ïðè îòðàæåíèè

îò ýêðàíà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ, íàðÿäó ñ äâóìÿ ïðåäûäóùèìè òðåáîâàíèÿìè,

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ôàêòîðèçóåìîñòè S-ìàòðèö.

Â 1990-å ãîäû âîçíèê èíòåðåñ ê íåêîìïàêòíûì XXX ñïèíîâûì öåïî÷êàì. L-îïåðàòîð â

ýòèõ ìîäåëÿõ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãåíåðàòîðû S, S± áåñêîíå÷íîìåðíîãî óíèòàðíîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ãðóïïû SL(2,C) èëè SL(2,R) íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé

S = z∂z + s, S− = −∂z, S+ = z2∂z + 2sz , (0.15)

ãäå s � ïàðàìåòð ïðåäñòàâëåíèÿ, íàçûâàåìûé ñïèíîì. Ïåðåìåííàÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ k-ìó

óçëó öåïî÷êè, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç zk. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ SL(2,C)- èëè
SL(2,R)-èíâàðèàíòíîé. Â ñëó÷àå SL(2,C) ìû èìååì äåëî ñ ïðåäñòàâëåíèåì îñíîâíîé óíè-
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òàðíîé ñåðèè [33, 34, 35], îïðåäåëåííûì íà ïðîñòðàíñòâå L2(C) êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. À â ñëó÷àå SL(2,R) ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëåíî íà ïðî-
ñòðàíñòâå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ ïî

íåêîòîðîé ñòåïåííîé ìåðå [36, 33]. Â SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ìîäåëè ê îïåðàòîðàì (0.15) äî-

áàâëÿåòñÿ íàáîð àíòèãîëîìîðôíûõ ãåíåðàòîðîâ. Îíè èìåþò àíàëîãè÷íûé âèä, ñ òî÷íîñòüþ

äî çàìåíû ãîëîìîðôíîé ïåðåìåííîé z íà àíòèãîëîìîðôíóþ z̄, è ïàðàìåòðà s íà s̄, êîòîðûé

â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì ñ s (ïîäðîáíîñòè ñì. â ðàçäåëå 1.1).

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îäíîðîäíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè, ó êîòîðîé

ñïèíîâûå ïàðàìåòðû âî âñåõ óçëàõ ðàâíû.

Ãàìèëüòîíèàí íåêîìïàêòíîãî SL(2,C)-èíâàðèàíòíîãî ìàãíåòèêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè âûñîêîýíåðãåòè÷åñêîãî ïðåäåëà àìïëèòóä

ðàññåÿíèÿ â êâàíòîâîé õðîìèäèíàìèêå [37, 38, 39, 40]. Ýòà ìîäåëü áûëà ðåøåíà â [41, 42,

43, 44]. Â îòëè÷èå îò êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ, â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè îòñóò-

ñòâóåò âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî àíçàöà Áåòå, ïîýòîìó ïîñëåäíèé îêàçû-

âàåòñÿ íåïðèìåíèì. Âçàìåí åìó áûë èñïîëüçîâàí êâàíòîâûé ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-

íûõ [45, 46], ðàçðàáîòàííûé Ñêëÿíèíûì ïðè íàõîæäåíèè ñïåêòðà (êâàçè)ïåðèîäè÷åñêîé öå-

ïî÷êè Òîäû [22] (íå ïîääàþùåéñÿ ðåøåíèþ ïðè ïîìîùè àëãåáðàè÷åñêîãî àíçàöà Áåòå ïî àíà-

ëîãè÷íîé ïðè÷èíå), è ðàçâèòûé â äàëüíåéøåì Ñ. Ì. Õàð÷åâûì è Ä. Ð. Ëåáåäåâûì [24, 25] ïðè

ïîñòðîåíèè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ýòîé ìîäåëè. Åãî èäåÿ ñî-

ñòîèò â ïîñòðîåíèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïåðåõîäà â óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå,

â êîòîðîì èçíà÷àëüíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû ïðèíèìàåò âèä ñèñòåìû

îäíîìåðíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ èëè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ñëó÷àå ðàññìàòðè-

âàåìîé íàìè ñïèíîâîé öåïî÷êè ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðèíèìàåò âèä èíòåãðàëüíîãî

îïåðàòîðà, ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà b(u) (0.4), îáðàçóþùå-

ãî êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî [b(u), b(v)] = 0 (îòìåòèì, ÷òî äëÿ äèàãîíàëèçàöèè τ(u) è b(u)

íà ñïèíîâûå ïàðàìåòðû íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñàìîñîïðÿæåí-

íîñòü èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ). Óíèòàðíîñòü îïåðàòîðà ïåðåõîäà ýêâèâàëåíòíà îðòîãîíàëüíî-

ñòè è ïîëíîòå íàáîðà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé b-îïåðàòîðà. Äàííûé íàáîð áûë ïîñòðîåí â [43],

òàì æå áûëà äîêàçàíà åãî îðòîãîíàëüíîñòü. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû áûëî ïðåäñòàâëåíî ñî-

âñåì íåäàâíî â [47].

Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è äèàãîíàëèçàöèè îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðè-

öû ìîíîäðîìèè (0.4). Ñîãëàñíî (0.5), îíè òàêæå îáðàçóþò êîììóòàòèâíûå ñåìåéñòâà

[a(u), a(v)] = 0 , [c(u), c(v)] = 0 , [d(u), d(v)] = 0 ,

à çíà÷èò, ïî àíàëîãèè ñ τ(u), îïðåäåëÿþò êâàíòîâûå èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè. Ïðè èññëåäîâà-

íèè ïîâåäåíèÿ àìïëèòóä ðàññåÿíèÿ â N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íîé òåîðèè â ìóëüòèðåäæåâñêîé

êèíåìàòèêå [48, 49] ïîÿâëÿåòñÿ çàäà÷à äèàãîíàëèçàöèè d-ýëåìåíòà. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

a-îïåðàòîðà ñûãðàëè êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè âû÷èñëåíèè äèàãðàìì Áàññî-Äèêñîíà â äâóìåð-

íîé êîíôîðìíîé �shnet òåîðèè ïîëÿ [50]. Âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû t(u) áûëè äèàãîíàëèçîâàíû

â [51]. Â òîé æå ðàáîòå áûëà äîêàçàíà îðòîãîíàëüíîñòü íàáîðîâ èõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è
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ñèììåòðèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïî ïåðåñòàíîâêàì ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîá-

íåå íà ïîñëåäíåì ñâîéñòâå. Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, îïåðàòîð a(u), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò

îòêðûòàÿ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà (áåç âçàèìîäåéñòâèÿ 1-îé è n-îé ÷àñòèö). Ïî ïîñòðîåíèþ, îí

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n îò u ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì. Ïîñêîëüêó èíòå-

ãðàëû äâèæåíèÿ ìîäåëè è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íå çàâèñÿò îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, åãî

ñîáñòâåííîå ÷èñëî � òàêæå ïîëèíîì ïî u ñòåïåíè n. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïàðàìåòðèçóþòñÿ

êîðíÿìè ýòîãî ïîëèíîìà

a(u)ψx1,...,xn = (u− x1) . . . (u− xn)ψx1,...,xn .

Êàê âèäíî, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷íû ïî ñïåêòðàëüíûì ïåðåìåííûì x1, . . . , xn, è ïî

ïðè÷èíå ïðîñòîòû ñïåêòðà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè òàêæå îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Òàêèì îá-

ðàçîì, çà ñèììåòðèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îòâå÷àåò ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê Sn � ãðóïïà Âåéëÿ

ñèñòåìû êîðíåé òèïà A. Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà èìååò ìåñòî è äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé b(u),

c(u), d(u), τ(u). Áîëåå òîãî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîëíîòû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýëåìåíòîâ

t(u) [47] èñïîëüçóþòñÿ èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì èíòåãðàëîâ Ãó-

ñòàôñîíà òèïà A íà ñëó÷àé ïîëÿ C [52, 53, 54]. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ñïèíîâûå öåïî÷êè, îïðå-

äåëÿåìûå ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè, óäîâëåòâîðÿþùåé RTT -ñîîòíîøåíèþ (0.5), ìû íàçûâàåì

öåïî÷êàìè A-òèïà, ïî àíàëîãèè ñ öåïî÷êîé Òîäû òèïà A [24, 25, 46].

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýëåìåíòîâ t(u) ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî: ôóíêöèÿ öåïî÷êè èç n óçëîâ

âûðàæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì äåéñòâèÿ ¾ïîâûøàþùåãî¿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Λn íà ôóíê-

öèþ äëÿ öåïî÷êè èç n− 1 óçëà. Ê ïðèìåðó, äëÿ a-îïåðàòîðà

ψx1,...,xn(z1, . . . , zn) = Λn(xn)ψx1,...,xn−1(z1, . . . , zn−1) . (0.16)

Ïîâûøàþùèå îïåðàòîðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ëîêàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ Rk k+1(x) ñî ñòåïåííûì ÿäðîì. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

òèïà Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ [55] äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Îïåðàòîð Rij(x) äåéñòâóåò íåòðèâè-

àëüíî â ïðîñòðàíñòâàõ Vi è Vj (ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûì zi è zj), îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà ñ L-îïåðàòîðîì ìîäåëè

R12(x)L1(u− 1 + s, u− s)L2(u− 1 + s, u− x)

= L1(u− 1 + s, u− x)L2(u− 1 + s, u− s)R12(x) , (0.17)

ãäå L(u1, u2) � àëüòåðíàòèâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ L-îïåðàòîðà ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå çà-

ìåíû ïåðåìåííûõ u = (u1+u2+1)/2 , s = (u1−u2+1)/2. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò êëþ÷åâîå

çíà÷åíèå, òàê êàê èç íåãî ñëåäóþò êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êàæäûì èç ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè è ñîîòâåòñòâóþùèì ïîâûøàþùèì îïåðàòîðîì. Ðåêóððåíòíûå

ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, òàêèå êàê (0.16), ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ýòèõ

êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé.

Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â ïðåäñòàâëåíèè Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êðàòíûé èí-
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òåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Íà ãðàôè÷åñêîì ÿçûêå [43, 51, 53], èçëîæåííîì â

ïðèëîæåíèè À, ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôåéíìàíîâñêîé äèà-

ãðàììû, ãäå ðîëü ôåéíìàíîâñêîãî ïðîïàãàòîðà èãðàåò ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî

äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå íàõîäèò ïðèìåíåíèå â óæå óïîìÿíóòîé �shnet òåîðèè ïîëÿ [50].

Â [56] áûëî ïîëó÷åíî àëüòåðíàòèâíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé a(u). Êàê è â èíäóêòèâíîé ôîðìóëå (0.16), â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ñîá-

ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ n óçëîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë îò ôóíêöèè äëÿ n− 1 óçëà. Íî, â

îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðû, èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ñïåêòðàëüíûì

ïåðåìåííûì ôóíêöèè äëÿ n − 1 óçëà, à íå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì z1, . . . , zn−1.

ßäðî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ãàììà-ôóíêöèé, ñâÿ-

çàííûõ ñ ïîëåì C [57, 58].

Âïåðâûå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà áûëî ïîëó÷åíî â [24] äëÿ

âîëíîâûõ ôóíêöèé îòêðûòîé öåïî÷êè Òîäû. Ýòà êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò

îäíîìåðíóþ ñèñòåìó èç n ÷àñòèö ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó áëèæàéøèìè

ñîñåäÿìè. Êàê è SL(2) ñïèíîâûå öåïî÷êè, îíà çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè L-îïåðàòîðà óäîâëå-

òâîðÿþùåãî RLL-ñîîòíîøåíèþ (0.7) ñ ÿíãîâñêîé R-ìàòðèöåé (0.6). Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ îòêðûòîé öåïî÷êè Òîäû ÿâëÿåòñÿ a-ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû

ìîíîäðîìèè âèäà (0.4). Ñëåä ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ïîðîæäàåò íàáîð èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

äëÿ óæå óïîìèíàâøåéñÿ öåïî÷êè Òîäû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Âîëíî-

âûå ôóíêöèè äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ áûëè ïîñòðîåíû òåìè æå àâòîðàìè â [23] ïðè ïîìîùè êâàí-

òîâîãî ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îòêðûòîé

öåïî÷êè. Óíèòàðíîñòü îïåðàòîðà ïåðåõîäà â ïðåäñòàâëåíèå ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ äîêà-

çàíà Ê. Êîçëîâñêè â [46]. Äëÿ îòêðûòîé öåïî÷êè Òîäû òàêæå áûëî ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå

Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ [59].

Óðàâíåíèå (0.17), ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè

P12f(z1, z2) = f(z2, z1) ,

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ [60, 61]

R12(u− v)L1(u)L2(v) = L2(v)L1(u)R12(u− v) , (0.18)

äëÿ îïåðàòîðà R12(u) � îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè

SL(2,C) [60]. Ñîîòâåòñòâåííî, R12 ïîëó÷àåòñÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå èç P12R12. Îïåðàòîð R12(u)

äåéñòâóåò â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè Ṽ1 è Ṽ2 ñïèíîâ s1

è s2, ýòèì ïðåäñòàâëåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò L-îïåðàòîðû L1 è L2 â (0.18). Óðàâíåíèå (0.18)

ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Â êîíå÷íîìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñïèíà 1
2

ïðè S = 1
2
σ3, S± = 1

2
(σ1± iσ2) L-îïåðàòîð ñîâïàäàåò ñ R-ìàòðèöåé ßíãà: R12(u− 1

2
) = L2(u),

ãäå ãåíåðàòîðû S, S± äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå 2. Òî åñòü L-îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíè-

åì R-ìàòðèöû R12(u), êîãäà îäíî èç äâóìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ 1 èëè 2 çàìåíÿåòñÿ íà ïðî-

ñòðàíñòâî ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ãåíåðàòîðàìè S, S±. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â óðàâ-
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íåíèè ßíãà-Áàêñòåðà (0.8) çàìåíèòü 3-å ïðîñòðàíñòâî C2 íà ïðîñòðàíñòâî ïðîèçâîëüíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ, òî ïîëó÷èòñÿ RLL-ñîîòíîøåíèå (0.7). Åñëè æå â (0.8) çàìåíèòü 1-óþ è 2-

óþ êîïèè C2 íà ïðîèçâîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ Ṽ1 è Ṽ2, òî R13(u) è R23(v) ïðåâðàòÿòñÿ â

L-îïåðàòîðû ñ ãåíåðàòîðàìè S, S±, äåéñòâóþùèìè, ñîîòâåòñòâåííî, â Ṽ1 è Ṽ2. À R12(u − v)

çàìåíèòñÿ íà îïåðàòîð R12(u−v), è â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà òðàíñôîðìèðóåòñÿ
â (0.18). R-îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ R-ìàòðèöû è L-îïåðàòîðà äëÿ SL(2,C)-
èíâàðèàíòíîé ìîäåëè, ýòè îáúåêòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ðåäóêöèåé èç R(u) [62]. Ïðè çàìåíå
â (0.8) âñåõ êîïèé äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà 1, 2, 3 íà ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè Ṽ1, Ṽ2, Ṽ3

ñïèíîâ s1, s2, s3 ïîëó÷àåì íàèáîëåå îáùóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà â ñëó÷àå ãðóïïû

ñèììåòðèè SL(2,C)

R12(u− v)R13(u)R23(v) = R23(v)R13(u)R12(u− v) . (0.19)

ãäå îïåðàòîð Rij äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî â ïðîñòðàíñòâàõ Ṽi è Ṽj, à â òðåòüåì ïðîñòðàíñòâå �

êàê òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Â îòêðûòîé ñïèíîâîé öåïî÷êå, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì îòðàæåíèÿ (0.14), ëèøü äâà

ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (0.10) îáðàçóþò êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî

[B(u), B(v)] = 0 , [C(u), C(v)] = 0 .

Äëÿ åäèíè÷íûõ K-ìàòðèö K(u) = K+(u) = 1 B-îïåðàòîð SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ìîäåëè

áûë äèàãîíàëèçîâàí â [53], â ýòîé æå ðàáîòå äîêàçàíà îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé è èõ ñèììåòðèè ïî ñïåêòðàëüíûì ïåðåìåííûì. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò òàêóþ æå

èòåðàòèâíóþ ñòðóêòóðó (0.16), êàê è â ñëó÷àå öåïî÷êè òèïà A, ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî ÿäðî èíòå-

ãðàëüíîãî ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà âûðàæàåòñÿ íå ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ñòåïåííûõ ôóíêöèé,

à ÷åðåç êðàòíûé èíòåãðàë îò òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ. B-îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ïîëèíîìîì

îò u, è ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ íåãî ïðèíèìàåò âèä

B(u)Ψp;x1,...,xn−1 = p (u2 − x21) . . . (u
2 − x2n−1)Ψp;x1,...,xn−1 .

Êàê âèäíî, ê ñâîéñòâó èíâàðèàíòíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îòíîñè-

òåëüíî ïåðåñòàíîâîê ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ äîáàâëÿåòñÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îòðà-

æåíèé xi → −xi. Òî åñòü, ãðóïïîé ñèììåòðèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé òåïåðü ÿâëÿåòñÿ Z2⋉Sn

� ãðóïïà Âåéëÿ ñèñòåì êîðíåé òèïà B è C. Âäîáàâîê, ïðè ðàçëîæåíèè ìàòðè÷íîãî ýëåìåí-

òà îïåðàòîðà ñäâèãà â áàçèñå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé a-îïåðàòîðà ïî ôóíêöèÿì B-îïåðàòîðà

ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì èíòåãðàëà Ãóñòàôñîíà BC-

òèïà íà ñëó÷àé ïîëÿ C [53]. Òàêèì îáðàçîì, ñïèíîâóþ öåïî÷êó, ìàòðèöà ìîíîäðîìèè êîòîðîé

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ îòðàæåíèÿ, ìû íàçûâàåì öåïî÷êîé BC-òèïà, îïÿòü æå, ïî àíàëî-

ãèè ñ öåïî÷êîé Òîäû òèïà BC [63, 64].

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû íåêîìïàêòíûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê A-òèïà

è BC-òèïà (â ñëó÷àå åäèíè÷íûõ K-ìàòðèö) ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,R) âîçíèêàåò ïðè

èññëåäîâàíèè ñêåéëèíãîâîé çàâèñèìîñòè êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé â (3 + 1)-ìåðíûõ òåîðè-
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ÿõ ßíãà-Ìèëëñà [65, 66, 67]. Òðàíñôåð-ìàòðèöû ýòèõ ìîäåëåé äèàãîíàëèçîâàíû â [36] è [68]

ïðè ïîìîùè êâàíòîâîãî ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Â BC-öåïî÷êå, êàê è â ìîäåëè A-

òèïà, îïåðàòîð ïåðåõîäà â ïðåäñòàâëåíèå ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé B-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè. Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâóþ î÷åðåäü

áûëè äèàãîíàëèçîâàíû B-ýëåìåíòû ìàòðèö t(u) è T (u) (0.4), (0.10). Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

a-ýëåìåíòà t(u) íàéäåíû â [69]. Â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ äîêàçàíà îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé ýëåìåíòîâ ìàòðèö ìîíîäðîìèè, à òàêæå èõ ñâîéñòâà ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèé íàáîðîâ êâàíòîâûõ ÷èñåë, êîòîðûå â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè

ñâîéñòâàìè â SL(2,C)-öåïî÷êàõ. Ïîëíîòà íàáîðîâ ïîñòðîåííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äîêà-
çàíà â [70] ïðè ïîìîùè èíòåãðàëîâ Ãóñòàôñîíà [71, 72, 73]. Êðîìå òîãî, êàê è â îïèñàííîì

âûøå ñëó÷àå SL(2,C)-èíâàðèàíòíûõ ìîäåëåé, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî

ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Â ðåçóëüòàòå ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷å-

ðåç êðàòíûé èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Äëÿ öåïî÷êè ñ ãðóïïîé ñèììåò-

ðèè SL(2,R) ìîæíî ââåñòè ôåéíìàíîâñêóþ äèàãðàììíóþ òåõíèêó [36], â êîòîðîé ïðîïàãàòîð

ïðèíèìàåò âèä ñòåïåííîé ôóíêöèè, åå îïèñàíèå äàíî â ïðèëîæåíèè Á. Òàêèì îáðàçîì, ñîá-

ñòâåííûå ôóíêöèè B-ýëåìåíòîâ âíîâü ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå äèàãðàìì Ôåéíìàíà.

Â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíî îáîáùåíèå îïèñàííûõ âûøå

íåêîìïàêòíûõ SL(2,C)- è SL(2,R)-èíâàðèàíòíûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê BC-òèïà � ìîäåëè ñ

íåòðèâèàëüíûìè K-ìàòðèöàìè

K(u) =

 α1 u− 1
2

−β1
(
u− 1

2

)
α1

 , K+(u) =

 α2 β2
(
u+ 1

2

)
−u− 1

2
α2

 (0.20)

(α1, β1, α2, β2 � êîíñòàíòû), óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèÿì îòðàæåíèÿ (0.12), (0.13) ñ R-

ìàòðèöåé ßíãà (0.6). Ðåøåíà çàäà÷à äèàãîíàëèçàöèè B-ýëåìåíòà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö

ìîíîäðîìèè âèäà (0.10). Ìàòðèöû (0.20) áûëè ïðåäëîæåíû Ñêëÿíèíûì äëÿ öåïî÷êè Òî-

äû â [26]. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò òà æå (ÿíãîâñêàÿ) R-ìàòðèöà, ÷òî

è SL(2)-èíâàðèàíòíûì ñïèíîâûì öåïî÷êàì, ýòè K-ìàòðèöû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ

çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â îáîèõ âèäàõ ìîäåëåé. Òðàíñôåð-ìàòðèöà (0.11) äëÿ öåïî÷-

êè Òîäû ïðè β1 = β2 = 0 áûëà äèàãîíàëèçîâàíà Í. Ç. Èîðãîâûì è Â. Í. Øàäóðà â [64]

ïðè ïîìîùè êâàíòîâîãî ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì ñîáñòâåí-

íûå ôóíêöèè B-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (0.10) áûëè ðàçëîæåíû ïî áàçèñó âîëíîâûõ

ôóíêöèé îòêðûòîé öåïî÷êè Òîäû, êîòîðûå, íàïîìíèì, äèàãîíàëèçóþò a-ýëåìåíò ìàòðèöû

ìîíîäðîìèè t(u) (0.4). Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ, èçëîæåííûõ â ýòîì è ïðåäûäóùåì àá-

çàöàõ, ëîãè÷íî èñïîëüçîâàòü êâàíòîâûé ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ äèàãîíàëèçàöèè

òðàíñôåð-ìàòðèö ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñïèíîâûõ öåïî÷åê. Ðåøåííàÿ â òåêóùåé ðàáîòå çà-

äà÷à ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì íà ïóòè ê ýòîé öåëè.

Â îòëè÷èå îò ìåòîäà, ïðèìåíåííîãî Èîðãîâûì è Øàäóðà, ìû íå èñïîëüçóåì ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé ýëåìåíòîâ t(u) äëÿ äèàãîíàëèçàöèè B-îïåðàòîðà. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè B(u)

ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî ïðè ïîìîùè àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà, îïèñàííîãî âûøå äëÿ öåïî÷-

êè A-òèïà. Ôóíêöèÿ äëÿ öåïî÷êè èç n óçëîâ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ïîâûøà-
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þùåãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ äëÿ öåïî÷êè èç n − 1 óçëà. Ââèäó ïðèñóò-

ñòâèÿ íåòðèâèàëüíîé K-ìàòðèöû K(u), ïðè ïîñòðîåíèè ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà íàðÿäó ñ

R-îïåðàòîðîì (0.17) âîçíèêàåò íîâûé îáúåêò � îïåðàòîð îòðàæåíèÿ K(s, x), îïðåäåëÿåìûé

óðàâíåíèåì îòðàæåíèÿ ñ K-ìàòðèöåé è L-îïåðàòîðîì ìîäåëè

K(s, x)L(u+ x− 1, u− s)K(u)L(u+ s− 1, u− x)

= L(u+ s− 1, u− x)K(u)L(u+ x− 1, u− s)K(s, x) . (0.21)

Ýòîò îïåðàòîð îáîáùàåò ïîíÿòèå K-ìàòðèöû, îí äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íîìåðíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ SL(2,C) èëè SL(2,R). Ïî àíàëîãèè ñ îïèñàííîé âûøå èåðàðõèåé óðàâíåíèé
ßíãà-Áàêñòåðà, îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿK-îïåðàòîðà (0.21) ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

îòðàæåíèÿ (0.12) ïðè çàìåíå 2-ãî ïðîñòðàíñòâà C2 íà áåñêîíå÷íîìåðíîå. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî â ñëó÷àå ãðóïïû ñèììåòðèè SL(2,C) ìû äîêàçàëè îáùåå óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ äëÿ R-
è K-îïåðàòîðîâ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå îáîèõ ïðîñòðàíñòâ C2 â (0.12) íà áåñêîíå÷-

íîìåðíûå. Â ñëó÷àå SL(2,R)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè óðàâíåíèå (0.21) áûëî ðåøåíî â [74].

Ïîëó÷åííàÿ â ýòîé ðàáîòå ôîðìóëà äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíà íàéäåííîìó íà-

ìè âûðàæåíèþ â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ãàììà-ôóíêöèé îò îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòà. Âäîáà-

âîê, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû äâà èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ýòîãî K-îïåðàòîðà.
Êðîìå òîãî, â [75] áûë ðåøåí àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (0.21) äëÿ XXZ-öåïî÷êè: íàéäåí îïåðàòîð

îòðàæåíèÿ, äåéñòâóþùèé â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé àôôèííîé àëãåá-

ðû Uq(ŝl(2)).

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíà íåêîìïàêòíàÿ SL(N,C)-èíâàðèàíòíàÿ ñïè-

íîâàÿ öåïî÷êà A-òèïà. Åå L-îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó ðàçìåðà N × N ñ îïå-

ðàòîðíîçíà÷íûìè ýëåìåíòàìè, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãåíåðàòîðû Eij ïðåäñòàâëåíèÿ

ãðóïïû SL(N,C), óäîâëåòâîðÿþùèå ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[Eij, Ekl] = δjkEil − δilEkj

è óñëîâèþ
∑

iEii = 0. Îí èìååò âèä

L(u) = u1+ E . (0.22)

Çäåñü 1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à E � ìàòðèöà ñîñòàâëåííàÿ èç ãåíåðàòîðîâ: Ei
j = Eji, ãäå E

i
j

� ýëåìåíò â i-îé ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå ìàòðèöû E. Ïðè N = 2 ôîðìóëà (0.22) ïåðåõîäèò â

âûðàæåíèå äëÿ L-îïåðàòîðà (0.2) SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ìîäåëè. Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè t(u)

öåïî÷êè èç n óçëîâ (0.4) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå n L-îïåðàòîðîâ. Êîììóòàöèîí-

íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó åå ýëåìåíòàìè çàïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè RTT -ñîîòíîøåíèÿ (0.5)

ñ R-ìàòðèöåé ßíãà (0.6), äåéñòâóþùåé òåïåðü â CN ⊗ CN .

Â ñëó÷àå N > 2 äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà íàáëþäàåìûõ íåäîñòàòî÷íî ðàññìîò-

ðåòü ëèøü ñëåä t(u). Êîììóòèðóþùèå ãàìèëüòîíèàíû ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè êâàíòîâûõ ìè-
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íîðîâ [76, 77]

ti1...imj1...jm
(u) =

∑
ω∈Sm

sgn(ω) t
iω(1)

j1
(u−m+ 1) t

iω(2)

j2
(u−m+ 2) . . . t

iω(m)

jm
(u) ,

ãäå 1 ≤ m ≤ N , è sgn(ω) � çíàê ïåðåñòàíîâêè ω. Êâàíòîâûå ìèíîðû ñèììåòðè÷íû ïî ïåðå-

ñòàíîâêàì âåðõíèõ è íèæíèõ èíäåêñîâ. Îäèí èç âîçìîæíûõ íàáîðîâ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ïîäàëãåáðû Êàðòàíà Eii , i = 1, . . . , N − 1 è ïðîèçâîäÿùèìè ôóíê-

öèÿìè

τk(u) =
n∑

i1,...,ik=1
i1<···<ik

ti1...iki1...ik
(u) , k = 1, . . . , n− 1 . (0.23)

Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé SL(N) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü áûëà ðåøåíà Ï.

Ï. Êóëèøîì è Í. Þ. Ðåøåòèõèíûì ïðè ïîìîùè âëîæåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî àíçàöà Áåòå

â [78, 79]. Êðîìå òîãî, îïåðàòîðû (0.23) ìîãóò áûòü äèàãîíàëèçîâàíû ïðè ïîìîùè êâàí-

òîâîãî ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Äëÿ SL(3)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè ýòîò ïîäõîä áûë

ñôîðìóëèðîâàí â îáùåì âèäå Ñêëÿíèíûì â [80], è äàëåå áûë îáîáùåí â ñëó÷àå êîíå÷íîìåð-

íûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ SL(N)-èíâàðèàíòíîé ìîäåëè â [81, 82, 83, 84]. Îïåðàòîð ïåðåõîäà â

ïðåäñòàâëåíèå ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ äëÿ ñïèíîâîé öåïî÷êè SL(3,C), ñîîòâåòñòâóþùåé
áåñêîíå÷íîìåðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îñíîâíîé ñåðèè, áûë ïîñòðîåí â [85].

Åùå îäèí íàáîð êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ ïîðîæäàåòñÿ êîììóòàòèâíûì ñåìåé-

ñòâîì óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ

Am(u) = t1...m1...m(u) , m = 1, . . . , N . (0.24)

Ì. Ë. Íàçàðîâ è Â. Î. Òàðàñîâ äîêàçàëè [86], ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé SL(N,C) íàáîð îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ

L-îïåðàòîðà (ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ìàòðèöó ìîíîäðîìèè öåïî÷êè èç 1 óçëà) ñîâïàäàåò ñ

êëàññè÷åñêèì áàçèñîì, ââåäåííûì È. Ì. Ãåëüôàíäîì è Ì. Ë. Öåòëèíîì â [87]. Êàæäûé âåê-

òîð ýòîãî áàçèñà çàäàåòñÿ ñõåìîé Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà � öåëî÷èñëåííûì ìàññèâîì èç N ñòðîê,

â êîòîðîì k-àÿ ñòðîêà èìååò äëèíó N +1−k. Ïî ñìûñëó, k-àÿ ñòðîêà � ýòî ñòàðøèé âåñ ïðî-

ñòðàíñòâà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäãðóïïû GL(N + 1− k,C), ñîäåðæàùåãî äàííûé
âåêòîð. Ýëåìåíòû k-îé è (k+1)-îé ñòðîê óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì íåðàâåíñòâàì. Â òåðìè-

íàõ (0.24), ïàðàìåòðû â m-îé ñòðîêå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñîáñòâåííîãî ÷èñëà îïåðàòî-

ðà Am(u), ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ïîëèíîì îò u ñòåïåíè m. Êîíñòðóêöèÿ áàçèñà îïèðàåòñÿ

íà ñóùåñòâîâàíèå â ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðà ìëàäøåãî (ñòàðøåãî) âåñà. Òàêèì îáðàçîì, ñîá-

ñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì áàçèñà

Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà â ñëó÷àå, êîãäà òàêîé âåêòîð îòñóòñòâóåò, íàïðèìåð, â ðàññìàòðèâàåìûõ

â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíèÿõ SL(N,C) îñíîâíîé óíèòàðíîé ñåðèè [34, 35], óæå óïîìÿ-
íóòûõ âûøå äëÿ N = 2. Îíè îïðåäåëåíû íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé N(N − 1)/2 ïåðåìåííûõ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Êàê

è â óïîìÿíóòîì ðàíåå ÷àñòíîì ñëó÷àå N = 2, SL(N,C)-èíâàðèàíòíàÿ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà,
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çàäàâàåìàÿ ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè, íàçûâàåòñÿ íåêîìïàêòíîé [88, 89].

Ì. È. Ãðàåâûì áûëà ïîñòðîåíà [90] ìîäåëü ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè íà ïðîñòðàí-

ñòâå ôóíêöèé îò êîíòèíóàëüíûõ ñõåì Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà, ýëåìåíòû êîòîðûõ, â îòëè÷èå îò

ñõåì, îïðåäåëåííûõ òðàäèöèîííûì îáðàçîì, ïðèíèìàþò êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ è íå îãðàíè-

÷åíû íåðàâåíñòâàìè. Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ êîðíåâûõ è êàðòàíîâñêèõ ãåíå-

ðàòîðîâ Ei,i+1, Ei+1,i, Eii èìåþò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è ôîðìóëû äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ

èç êëàññè÷åñêèõ ðàáîò [87, 91]. Òåì íå ìåíåå, â [90] îòñóòñòâóåò âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà,

ñïëåòàþùåãî äâå ìîäåëè ïðåäñòàâëåíèé, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî ïîñòðîèòü ýëåìåíòû

áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà äëÿ òðàäèöèîííîé ìîäåëè.

Íàõîæäåíèþ ýòèõ ýëåìåíòîâ ïîñâÿùåíà ðàáîòà [92]. Â íåé ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû

äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé â ïðåäñòàâëåíèÿõ îñíîâíîé ñåðèè ïðè ïîìîùè èíäóêöèè

ïî ðàíãó N : ýëåìåíò áàçèñà äëÿ ðàíãà N âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë îò ýëåìåíòà áàçèñà äëÿ

ðàíãà N − 1. Ïðîöåäóðà èíäóêöèè ïðîäåìîíñòðèðîâàíà äëÿ ïåðåõîäà îò N = 2 ê N = 3.

Â îñíîâå ïîäõîäà, èçëîæåííîãî â [92], ëåæàò áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [89], â êîòî-

ðîé ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðîâ (0.24)

â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà óçëîâ. Ñ ýòîé öåëüþ áûëà îáîáùåíà êîíñòðóêöèÿ, îïèñàí-

íàÿ âûøå äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè. Êëþ÷åâóþ ðîëü â êîíñòðóêöèè ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé èãðàþò àíàëîãè R-îïåðàòîðà (0.17), êîììóòèðóþùèå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñ êî-

ïèÿìè L-îïåðàòîðà ìîäåëè (0.22), äåéñòâóþùèìè â ðàçíûõ êâàíòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòè

îïåðàòîðû áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ [93], [88], ÷åðåç íèõ âûðàæàåòñÿ îáùåå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(N,C) [60].
Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äëÿ ýëåìåíòîâ áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà â ïðåäñòàâëåíè-

ÿõ SL(N,C) îñíîâíîé ñåðèè ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà.

Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ðàíãà N âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë îò ñîáñòâåííîé ôóíêöèè

äëÿ ðàíãà N − 1. Íî, êàê óæå óïîìèíàëîñü, â îòëè÷èå îò ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ

èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ íå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ôóíêöèè (ïî êîòîðûì äåé-

ñòâóþò äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè), à ïî ñïåêòðàëüíûì

ïåðåìåííûì (ýëåìåíòàì êîíòèíóàëüíûõ ñõåì Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà), ïàðàìåòðèçóþùèì ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà óãëîâûõ ìèíîðîâ. Êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

èãðàåò òîò ôàêò, ÷òî ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ SL(N,C) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ãåíå-

ðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ SL(N−1,C), ýòè ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ

L-îïåðàòîðîâ [89]. Èíäóêöèîííàÿ ïðîöåäóðà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óãëîâûå ìèíîðû

L-îïåðàòîðà ðàíãà N âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìèíîðû L-îïåðàòîðà ðàíãà N − 1, ïðè÷åì ôîðìóëû

äëÿ äåéñòâèÿ ïîñëåäíèõ íà áàçèñ Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà âûâîäÿòñÿ íà ïðåäûäóùåì èíäóêöèîí-

íîì øàãå. Ýëåìåíò áàçèñà äëÿ ðàíãà N ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë ñ íåèçâåñòíûì ÿäðîì

îò ýëåìåíòà áàçèñà äëÿ ðàíãà N − 1. Èñïîëüçóÿ ýòîò àíçàö è èíäóêòèâíûå ôîðìóëû äëÿ

ìèíîðîâ, óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ìèíîðîâ äëÿ ðàíãà N ìîæíî ñâåñòè

ê ñèñòåìå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà ÿäðî èíòåãðàëà. Ïîäîáíàÿ èäåÿ âïåðâûå áûëà

ïðèìåíåíà Õàð÷åâûì è Ëåáåäåâûì â [24] ïðè ïîñòðîåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îòêðûòîé

öåïî÷êè Òîäû ïîñðåäñòâîì èíäóêöèè ïî ÷èñëó óçëîâ.
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Öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ñåìåéñòâ êîììóòèðóþùèõ

îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ êâàíòîâûõ íåêîìïàêòíûõ ñïèíîâûõ öåïî-

÷åê, à òàêæå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ïîñòðîåííûõ íàáîðîâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé: îðòîãîíàëü-

íîñòè, ïîëíîòû è ðàçëè÷íûõ ñèììåòðèé ýòèõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå SL(2,C)- è SL(2,R)-èíâàðè-
àíòíûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê BC-òèïà ñ íåòðèâèàëüíîéK-ìàòðèöåé äèàãîíàëèçóåòñÿ B-ýëåìåíò

ìàòðèöû ìîíîäðîìèè. Â ñëó÷àå SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè A-òèïà ñòðîÿòñÿ

îáùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî áûëî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Äëÿ ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,C) ïîñòðîèòü K-îïåðàòîð
(îïåðàòîð îòðàæåíèÿ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ ñ K-ìàòðèöåé è L-îïåðàòîðîì

ìîäåëè.

2. Íàéòè îäíî÷àñòè÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè BC-

òèïà.

3. Ïðè ïîìîùè K-îïåðàòîðà è èçâåñòíîãîR-îïåðàòîðà äëÿ äàííîé ìîäåëè (ðåøåíèÿRLL-
ñîîòíîøåíèÿ ñ äâóìÿ L-îïåðàòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíûì ÷àñòèöàì) ïîñòðîèòü

ïîâûøàþùèé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ n− 1 ÷àñòèöû â ñîá-

ñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ n ÷àñòèö. Îïðåäåëÿþùèì äëÿ ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà ÿâëÿ-

åòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òî åãî ñóæåíèå íà ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé n− 1 ïåðåìåííûõ ñïëåòàåò

B-ýëåìåíòû ìàòðèö ìîíîäðîìèè äëÿ n óçëîâ è n− 1 óçëà.

4. Ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ è Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ

îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, àíàëîãè÷íûå èçâåñòíûì èíòåãðàëüíûì ïðåä-

ñòàâëåíèÿì äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé SL(2,C)- è SL(2,R)-èíâàðèàíòíûõ ñïèíîâûõ

öåïî÷åê A-òèïà è BC-òèïà ñ åäèíè÷íîé K-ìàòðèöåé. Èñïîëüçóÿ ôåéíìàíîâñêóþ äèà-

ãðàììíóþ òåõíèêó, ðàçðàáîòàííóþ â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàóññà-

Ãèâåíòàëÿ, ïîëó÷èòü äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ýòèõ ôóíêöèé.

5. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, äîêàçàòü îðòîãîíàëüíîñòü è ïðî-

âåðèòü ïîëíîòó íàáîðà îäíî÷àñòè÷íûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé, à òàêæå äîêàçàòü ôîðìóëû

ñèììåòðèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûå ñ ñèììåòðèÿìè ñïåêòðà B-îïåðàòîðà.

6. Ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììó, èçëîæåííóþ â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, äëÿ ñïèíîâîé öåïî÷êè

BC-òèïà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,R), çàäàâàåìîé K-ìàòðèöåé òîãî æå âèäà.

7. Âûðàçèòü óãëîâûå êâàíòîâûå ìèíîðû L-îïåðàòîðà íåêîìïàêòíîé SL(N,C)-èíâàðèàíò-
íîé ñïèíîâîé öåïî÷êè ÷åðåç ìèíîðû L-îïåðàòîðà äëÿ SL(N − 1,C), èñïîëüçóÿ ðåêóð-

ðåíòíóþ ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ ýòè L-îïåðàòîðû. Èñïîëüçîâàòü ýòè âûðàæåíèÿ ïðè

èíäóêòèâíîì ïîñòðîåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ (áàçèñà

Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà) íà øàãå èíäóêöèè N − 1 → N . Äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà N → N + 1
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âûðàçèòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íóæíûå íåóãëîâûå ìèíîðû L-îïåðàòîðà äëÿ SL(N,C)
(ìèíîðû òîãî æå òèïà, ÷òî è çàäåéñòâîâàííûå â ðåêóððåíòíûõ ôîðìóëàõ äëÿ óãëîâûõ).

8. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëå-

íèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-

îïåðàòîðà SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè (áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà) ïðè
ïîìîùè èíäóêöèè ïî N . Äëÿ ýòîãî, â òîì ÷èñëå, íóæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ äåé-

ñòâèÿ íåóãëîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óãëîâûõ.

9. Äîêàçàòü îðòîãîíàëüíîñòü ïîñòðîåííûõ íàáîðîâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâûõ êâàí-

òîâûõ ìèíîðîâ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Íàéäåíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå K-îïåðàòîðà äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíî-

âîé öåïî÷êè BC-òèïà ñ íåòðèâèàëüíîé K-ìàòðèöåé. ßäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

âûðàæåíî ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå SL(2,R)-èíâàðèàíòíîé
ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà ñ íåòðèâèàëüíîé K-ìàòðèöåé ïîëó÷åíû äâà èíòåãðàëüíûõ

ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ: â ïåðâîì èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êîíòóðó

(ñîîòâåòñòâóþùåå ÿäðî âûðàæåíî ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ñòåïåííûõ ôóíêöèé), âî âòîðîì

� ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ñ ÿäðîì â âèäå èíòåãðàëà îò ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé). Â

îáåèõ ìîäåëÿõ îäíî÷àñòè÷íàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ B-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

ïðåäñòàâëåíà êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ K-îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ
åäèíèöå.

2. Äëÿ ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,C) íàéäåí èíòåãðàëüíûé

îïåðàòîð, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî n-÷àñòè÷íàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ B-ýëåìåíòà ìàòðè-

öû ìîíîäðîìèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç (n− 1)-÷àñòè÷íóþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà èíäóê-

òèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

3. Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ K-îïåðàòîðà ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå òèïà Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé SL(2,C)- è
SL(2,R)-èíâàðèàíòíûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê BC-òèïà. Òàêæå äëÿ ýòèõ ôóíêöèé íàéäåíî
èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà è âûðàæåíèå ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè-

÷åñêóþ ôóíêöèþ. Â îáåèõ ìîäåëÿõ äîêàçàíà îðòîãîíàëüíîñòü è ïîëíîòà íàáîðîâ îäíî-

÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñèììåòðèÿ ýòèõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ

ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé.

4. Â ñëó÷àå SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà äîêàçàíî óðàâíåíèå îò-

ðàæåíèÿ äëÿ K-îïåðàòîðà è R-îïåðàòîðà, ÿâëÿþùåãîñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,C). Äîêàçàííîå ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áåñêîíå÷íîìåðíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ äëÿ K- è R-ìàòðèö.
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5. Äëÿ N = 3, 4 ïîëó÷åíà ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñè-

ñòåìû óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé è SL(N−1,C)-
èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè. Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ SL(N,C) âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç èíòåãðàë òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà îò ñîáñòâåííîé ôóíêöèè äëÿ SL(N−1,C). Ïðè N =

3 ÿäðî èíòåãðàëà ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ãàììà-ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ïî-

ëåì C, à ïðè N = 4 � ÷åðåç îáîáùåííóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 4G
C
4 â åäèíèöå. Äîêàçàíà îðòîãîíàëüíîñòü ïîñòðîåííûõ íàáîðîâ

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Òàêæå ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, íåîáõîäèìûå ïðè âûâîäå àíà-

ëîãè÷íîé èíäóêöèîííîé ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíî-

ãî N . Â èõ ÷èñëî âõîäÿò ðåêóððåíòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà

SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè ÷åðåç ìèíîðû L-îïåðàòîðà äëÿ SL(N − 1,C), à òàêæå
ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ íåóãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óãëî-

âûõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå âûíîñèìûå íà çàùèòó ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû â äâóìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ äëÿ òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ ôåéíìàíîâ-

ñêèõ äèàãðàìì, ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê â ýòîé òåîðåòèêî-ïîëåâîé ìîäåëè áûëè èñïîëüçîâàíû

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè a-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öå-
ïî÷êè A-òèïà. Òàêæå, ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé B-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

SL(2,C)- è SL(2,R)-èíâàðèàíòíûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê BC-òèïà, ïîëó÷åííûõ â ïåðâûõ äâóõ

ãëàâàõ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü òðàíñôåð-ìàòðèöû ýòèõ ìîäåëåé.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè B-ýëåìåíòà èãðàþò ðîëü ÿäðà îïåðàòîðà ïåðåõîäà â óíèòàðíî ýêâè-

âàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû ïåðåïèñû-

âàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé.

Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèÿ SL(4,C) îñíîâíîé ñåðèè èñïîëüçóþòñÿ â ÷åòûðåõìåðíîé êîí-
ôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ýòîé îáëàñòè.

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà, ïîëó÷åííîå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà â ïðåäñòàâëåíèÿõ SL(3,C) è SL(4,C) îñíîâíîé
ñåðèè, óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ýòèõ íàáîðîâ ôóíêöèé.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ëè, òåîðèè ôóíêöèé

êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé è àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îðòîãîíàëüíîñòè

è ïîëíîòû âîëíîâûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé ïðèìåíÿåòñÿ ôåéíìàíîâñêàÿ äèà-

ãðàììíàÿ òåõíèêà, èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà Ãóñòàôñîíà [71, 72, 73], à òàêæå èõ îáîáùåíèÿ

íà ñëó÷àé ïîëÿ C [52, 53, 54].

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:
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1. Ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì ôèçèêè ÏÎÌÈ ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

2026.

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíâàðèàíòíîñòü è èíòåãðèðóåìîñòü 2¿, ïðèóðî÷åííàÿ

ê 60-ëåòèþ À. Â. Ìàðøàêîâà, ã. Ïóøêèí, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2024.

3. Ñåìèíàð Öåíòðà ïåðñïåêòèâíûõ èññëåäîâàíèé Ñêîëòåõà, Ñêîëêîâî, Ìîñêâà, 2021.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â ÷åòûðåõ ðàáîòàõ [94, 95, 96, 97], îïóáëè-

êîâàííûõ â íàó÷íûõ æóðíàëàõ èç ñïèñêà, ðåêîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ.

Ëè÷íûé âêëàä

Âñå âûíîñèìûå íà çàùèòó ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïîëó÷åíû ñîèñêàòåëåì åäèíî-

ëè÷íî [97], ëèáî ïðè íåïîñðåäñòâåííîì åãî ó÷àñòèè [94, 95, 96]. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ëè÷íûé

âêëàä äèññåðòàíòà çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóë (1.15), (1.18), (1.20), (1.21), (3.1),

(3.2), (4.2), (5.1) èç ðàáîòû [94]; â äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóë (2.20), (2.22), (2.23), (2.24), (2.26),

(4.1), (4.2), (6.1) èç ðàáîòû [95], â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäïîñëåäíåé ôîðìóëû èç ðàçäåëà 4.2

ñòàòüè [95]; â äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû (3.1) èç ðàáîòû [96], âòîðîé ôîðìóëû èç ðàçäåëà 4

ñòàòüè [96] è ôîðìóëû (4.2) èç òîãî æå ðàçäåëà.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êå BC-òèïà ñ íåòðèâèàëüíîé

K-ìàòðèöåé.

Â ðàçäåëå 1.1 äàåòñÿ íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðåäñòàâëåíèÿõ îñíîâíîé ñåðèè ãðóï-

ïû SL(2,C), ÷åðåç êîòîðûå îïðåäåëÿåòñÿ èçó÷àåìàÿ ìîäåëü. Ââîäèòñÿ îïåðàòîð, ñïëåòàþùèé
ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, îí èãðàåò âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ.

Â ðàçäåëå 1.2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü. Ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ: L-

îïåðàòîð, K-ìàòðèöà, R-ìàòðèöà, ìàòðèöà ìîíîäðîìèè è åå B-ýëåìåíò � ïðîèçâîäÿùàÿ

ôóíêöèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, à òàêæå èõ àíòèãîëîìîðôíûå àíàëîãè.

Â ðàçäåëå 1.2.1 âûâîäÿòñÿ óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû ãîëîìîðôíîé è àíòèãîëîìîðôíîé K-

ìàòðèö, ïðè êîòîðûõ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ìîäåëè ñàìîñîïðÿæåíû.

Ðàçäåë 1.2.2 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó ñîâìåñòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ B-îïåðàòîðà è

åãî àíòèãîëîìîðôíîãî àíàëîãà. Íà îñíîâå ñèììåòðèé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòèõ îïåðàòîðîâ

ôîðìóëèðóþòñÿ ïðåäïîëàãàåìûå ñâîéñòâà ñèììåòðèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî

ïåðåñòàíîâîê è îòðàæåíèé ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Êðîìå òîãî, äîêàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿ-

æåííîñòü èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà óçëîâ.

Â ðàçäåëå 1.3 êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Â ðàçäåëå 1.3.1 èçëîæåíû ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé B-îïåðàòîðà. Ââîäèòñÿ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ K-îïåðàòîðà � óðàâíåíèå îò-

ðàæåíèÿ ñ K-ìàòðèöåé è L-îïåðàòîðîì. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â
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òåðìèíàõ K-îïåðàòîðà. Äëÿ ïîñëåäíåãî íàïèñàíî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëüíîãî îïå-

ðàòîðà. Äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðèâåäåíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà Ìåëëèíà-

Áàðíñà è Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ, ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû, ñîîòíîøåíèå ñèììåò-

ðèè ïðè îòðàæåíèè ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé, à òàêæå âûðàæåíèå ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷å-

ñêóþ ôóíêöèþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Â ðàçäåëå 1.3.2 îïèñàíà èíäóêòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Ïðèâåäåíî âûðàæåíèå äëÿ ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî

(n− 1)-÷àñòè÷íóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ â n-÷àñòè÷íóþ. Ââåäåí R-îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé
÷åðåç RLL-ñîîòíîøåíèå ñ äâóìÿ L-îïåðàòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíûì ÷àñòèöàì. R- è
K-îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ¾ñòðîèòåëüíûìè áëîêàìè¿, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæà-

åòñÿ ïîâûøàþùèé îïåðàòîð.

Â ðàçäåëå 1.3.3 ñôîðìóëèðîâàíî óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ äëÿ K-îïåðàòîðà è R-îïåðàòîðà
� îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,C). Ýòî ñîîòíîøåíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ äëÿ K- è R-ìàòðèö.

Ðàçäåë 1.4 ñîäåðæèò âûâîä èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ.

Êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò îïåðàòîð, ñïëåòàþùèé ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îñ-

íîâíîé ñåðèè ãðóïïû SL(2,C).
Â ðàçäåëå 1.5 äîêàçàíî, ÷òî ïðè äåéñòâèè ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà íà ñîáñòâåííóþ

ôóíêöèþ äëÿ öåïî÷êè èç n− 1 óçëà ïîëó÷àåòñÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ n óçëîâ. Äîêàçà-

òåëüñòâî îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ K- è R-îïåðàòîðîâ.
Ðàçäåë 1.6 ñîäåðæèò âûâîä ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé B-

îïåðàòîðà â ñëó÷àå öåïî÷êè èç îäíîãî óçëà, ïåðå÷èñëåííûõ â ðàçäåëå 1.3.1.

Â ðàçäåëå 1.6.1 èç ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ K-îïåðàòîðà ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå òèïà Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, à òàêæå ñîîòâåò-

ñòâóþùåå äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïðè ïîìîùè ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêè,

èçëîæåííîé â ïðèëîæåíèè À, äîêàçàíà ñèììåòðèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî îòðàæå-

íèÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé.

Â ðàçäåëå 1.6.2 ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âû-

ðàæåíû ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ.

Â ðàçäåëå 1.6.3 èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ âûâîäèòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ âû-

ðàæåíèå äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè ÷åðåç èíòåãðàë òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà.

Â ðàçäåëå 1.7 ïðè ïîìîùè ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêè äîêàçàíà îðòîãîíàëü-

íîñòü îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Ðàçäåë 1.8 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, èñ-

ïîëüçóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ ýòèõ ôóíêöèé. Êëþ÷å-

âóþ ðîëü èãðàåò êîìïëåêñíûé àíàëîã èíòåãðàëà Ãóñòàôñîíà BC-òèïà.

Â ðàçäåëå 1.9 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ äëÿ K- è R-îïåðàòîðîâ,
àíîíñèðîâàííîå â ðàçäåëå 1.3.3.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ñïèíîâîé öåïî÷êå BC-òèïà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,R), çàäàâàåìîé
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íåòðèâèàëüíîé K-ìàòðèöåé òîãî æå âèäà, ÷òî è â ñëó÷àå SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè.
Ìîäåëü îïðåäåëåíà â ðàçäåëå 2.1. Ôîðìàëüíî, áàçîâûå îáúåêòû, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ

çàäàåòñÿ ýòà ìîäåëü (L-îïåðàòîð, K- è R-ìàòèðöû, ìàòðèöà ìîíîäðîìèè), èìåþò òîò æå âèä,

÷òî è â ñëó÷àå SL(2,C). Îòëè÷èå ñîñòîèò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè.

Â ðàçäåëå 2.1.1 íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû K-ìàòðèöû, äèêòóåìûå òðåáîâà-

íèåì ýðìèòîâîñòè èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, à òàêæå îòñóòñòâèÿ äèñêðåòíîãî è âûðîæäåííîãî

ñïåêòðà ó B-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè.

Â ðàçäåëå 2.1.2 äîêàçàíà ýðìèòîâîñòü èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ìîäåëè â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Â ðàçäåëå 2.2 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå

äëÿ SL(2,R)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè.
Ðåçóëüòàòû äëÿ îäíî÷àñòè÷íîãî ñëó÷àÿ ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 2.2.1. K-îïåðàòîð îïðåäå-

ëÿåòñÿ ÷åðåç óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ ñ L-îïåðàòîðîì è K-ìàòðèöåé, êîòîðîå èìååò òîò æå âèä,

÷òî è â ïðåäûäóùåé ìîäåëè. Íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ, à òàêæå â âèäå ðåçóëüòàòà äåéñòâèÿ K-îïåðàòîðà íà
ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå. Äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ ïðèâåäåíû òðè ïðåä-

ñòàâëåíèÿ: ïåðâîå � â âèäå îòíîøåíèÿ ãàììà-ôóíêöèé îò îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòà, è äâà

äðóãèõ â âèäå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êîíòóðó è ïî âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè. Òàêæå äëÿ íàáîðà îäíî÷àñòè÷íûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ïðèâåäåíû ñîîòíîøå-

íèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû.

Â ðàçäåëå 2.2.2 èçëîæåíà èíäóêòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ öåïî÷êè,

ñîñòîÿùåé èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà óçëîâ. Ôîðìóëà äëÿ ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà èìååò òó æå

ñòðóêòóðó, ÷òî è â ñëó÷àå SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà. Îí âûðàæàåòñÿ
÷åðåç K-îïåðàòîð è R-îïåðàòîð, êîòîðûé, íàïîìíèì, îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç RLL-ñîîòíîøåíèå
ñ L-îïåðàòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíûì óçëàì öåïî÷êè.

Ðàçäåë 2.3 ïîñâÿùåí îïåðàòîðó îòðàæåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.3.1 ðåøåíî óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ � îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ K-
îïåðàòîðà. Äëÿ íåãî íàéäåíî âûðàæåíèå â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ãàììà-ôóíêöèé îò îïåðàòîð-

íîãî àðãóìåíòà. Äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ôîðìóëû èç ðàáîòû [74].

Â ðàçäåëå 2.3.2 ïîëó÷åíî ïåðâîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðà îòðàæå-

íèÿ. Ðåçóëüòàò åãî äåéñòâèÿ íà ôóíêöèþ âûðàæàåòñÿ â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà îò ýòîé

ôóíêöèè ñ ÿäðîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé.

Âòîðîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ K-îïåðàòîðà âûâåäåíî èç ïåðâîãî â ðàçäå-

ëå 2.3.3. Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè èíòåãðèðîâàíèå (ñî ñòåïåííîé ìåðîé) âåäåòñÿ ïî âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè. ßäðî ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà ñàìî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë àíà-

ëîãè÷íîãî òèïà îò ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Äëÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ òàêîãî

òèïà ìîæíî ââåñòè ôåéíìàíîâñêóþ äèàãðàììíóþ òåõíèêó, îïèñàíèå êîòîðîé ïðèâåäåíî â

ïðèëîæåíèè Á. Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíà äèàãðàììà äëÿ ÿäðà îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.4 äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ïðåäñòàâëåíèé îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé: ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ è â âèäå ðåçóëüòàòà äåéñòâèÿK-îïåðàòîðà
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íà ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âûðàæåíû ÷åðåç èíòå-

ãðàë ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè îò ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé (ïðåäñòàâëåíèå Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ),

äëÿ íèõ ïîëó÷åíî ñîîòâåòñòâóþùåå äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàíî èí-

òåãðàëüíîå è äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ.

Ðàçäåë 2.5 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè îäíî÷àñòè÷íûõ ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé.

Â ðàçäåëå 2.5.1 îðòîãîíàëüíîñòü äîêàçàíà ïðè ïîìîùè àñèìïòîòèêè ãèïåðãåîìåòðè÷å-

ñêîé ôóíêöèè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà.

Â ðàçäåëå 2.5.2 ïðèâåäåíî âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî îðòîãîíàëüíîñòè íàáîðà îäíî÷àñòè÷-

íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé � ïðè ïîìîùè ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêè.

Ðàçäåë 2.6 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû ïîñòðîåííîé ñèñòåìû îäíî÷àñòè÷íûõ ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîé öåëè âîëíîâûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç èíòåãðàë òè-

ïà Ìåëëèíà-Áàðíñà (ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé

ôóíêöèè). Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå èãðàåò ïðåäåëüíûé ñëó÷àé îäíîêðàòíîãî èíòå-

ãðàëà Ãóñòàôñîíà BC-òèïà (èíòåãðàëà äå Áðàíæà-Âèëüñîíà).

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êå A-òèïà.
Â ðàçäåëå 3.1 ââîäèòñÿ àëãåáðà ñèììåòðèè ìîäåëè � ÿíãèàí. Îíà çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè

ìàòðèöû t(u), ýëåìåíòû êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôîðìàëüíûå ðÿäû ïî u, êîýôôèöèåí-

òû ýòèõ ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè àëãåáðû. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ çàäàþòñÿ ïðè

ïîìîùè RTT -ñîîòíîøåíèÿ ñ R-ìàòðèöåé ßíãà. Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè, êîòîðóþ ìû òàêæå

îáîçíà÷àåì t(u), ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ýòîé àëãåáðû. L-îïåðàòîð ðåàëèçóåò åå ïðîñòåé-

øåå ïðåäñòàâëåíèå. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êâàíòîâûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ ÿíãèàíà t(u),

ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ôîðìóëû àíòèñèììåòðèè êâàíòîâûõ ìèíîðîâ ïî ïåðåñòàíîâêàì èíäåê-

ñîâ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå âàæíîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ � óãëîâûì êâàíòîâûì

ìèíîðàì, êîòîðûå â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíê-

öèÿìè äëÿ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ìîäåëè. Òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè

ãðóïïû SL(N,C), ÷åðåç êîòîðûå çàäàåòñÿ L-îïåðàòîð.
Ðàçäåë 3.2 ïîñâÿùåí îïðåäåëåíèþ ìîäåëè. Ââîäèòñÿ L-îïåðàòîð, ìàòðèöà ìîíîäðîìèè

îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå L-îïåðàòîðîâ. Òàêæå ââîäÿòñÿ àí-

òèãîëîìîðôíûå àíàëîãè ýòèõ îáúåêòîâ. Âäîáàâîê, ôîðìóëèðóåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ

óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå öåïî÷êè èç îäíîãî óçëà (ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ óãëîâûå ìèíîðû ãîëîìîðôíîãî è àíòèãîëîìîðôíîãî L-îïåðàòîðîâ).

Â ðàçäåëå 3.3 âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëî-

âûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè ïðè ïîìîùè
èíäóêöèè ïî N . Â ÷èñëî ýòèõ ôîðìóë âõîäÿò âûðàæåíèÿ äëÿ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(N,C)-
èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè ÷åðåç ìèíîðû L-îïåðàòîðà äëÿ SL(N−1,C), à òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ
äåéñòâèÿ íåóãëîâûõ ìèíîðîâ íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óãëîâûõ.

Ðàçäåë 3.4 ïîñâÿùåí èíäóêòèâíîìó ïîñòðîåíèþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâûõ êâàí-

òîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà (ýëåìåíòîâ áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà). Ïðèâåäåí àíçàö äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî øàãà èíäóêöèè, âûðàæàþùèé ýëåìåíò áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà äëÿ ïðåä-
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ñòàâëåíèÿ SL(N,C) ÷åðåç èíòåãðàë ïî ñïåêòðàëüíûì ïåðåìåííûì ñ íåèçâåñòíûì ÿäðîì îò

ýëåìåíòà áàçèñà äëÿ SL(N − 1,C) (ïðåäñòàâëåíèå Ìåëëèíà-Áàðíñà). Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ

ðàçîáðàíû èíäóêöèîííûå øàãè N = 2 → N = 3 è N = 3 → N = 4.

Â ðàçäåëå 3.4.1 ïðèâåäåíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýëåìåí-

òà (1, 1) L-îïåðàòîðà SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åãî åäèí-

ñòâåííûì íåòðèâèàëüíûì óãëîâûì ìèíîðîì. Îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòåïåííóþ ôóíêöèþ.

Ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ ýëåìåíòà (1, 2) L-îïåðàòîðà è åãî àíòèãîëîìîðôíîãî àíà-

ëîãà íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû äëÿ íèõ.

Â ðàçäåëå 3.4.2 ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óã-

ëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(3,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè: îíè âûðà-
æåíû ÷åðåç ôóíêöèè äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Èç óðàâ-
íåíèé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ìèíîðîâ âûâåäåíî êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

äëÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

ãàììà-ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîëåì C. Ïðèâåäåíî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè è ïðåäïî-

ëàãàåìîå ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé SL(3,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè

(äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî îñòàåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé), à òàêæå ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ

íåóãëîâûõ ìèíîðîâ íà ýòè ôóíêöèè.

Â ðàçäåëå 3.4.3 ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óãëîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(4,C)-èíâàðèàíò-
íîé ñïèíîâîé öåïî÷êè âûðàæåíû ÷åðåç ñîáñòâåííûå ôóíêöèè SL(3,C) öåïî÷êè èç ïðåäûäó-
ùåãî ðàçäåëà ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ Ìåëëèíà-Áàðíñà. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óã-

ëîâûõ ìèíîðîâ SL(4,C) L-îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíà ê ñèñòåìå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâ-

íåíèé äëÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðàÿ ðåøåíà ïðè ïîìîùè ìíîãîìåðíîãî

êîìïëåêñíîãî àíàëîãà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ íåóãëî-

âûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(4,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óãëîâûõ.
Òàêæå äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ïðèâåäåíî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè è ïðåäïîëàãàåìîå ñîîò-

íîøåíèå ïîëíîòû (äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî îñòàåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé).

Ðàçäåë 3.5 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó îðòîãîíàëüíîñòè ïîñòðîåííûõ íàáîðîâ ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(3,C)- è SL(4,C)-èíâàðèàíòíûõ
ñïèíîâûõ öåïî÷åê.

Â ðàçäåëå 3.5.1 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ

SL(3,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè. Êëþ÷åâóþ ðîëü â íåì èãðàåò ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè

ôóíêöèé äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè è êîìïëåêñíûé àíàëîã èíòåãðàëà Ãóñòàôñîíà

A-òèïà.

Îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà SL(4,C)-èíâàðè-
àíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè äîêàçàíà â ðàçäåëå 3.5.2. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåæèò ñîîòíîøå-

íèå îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ SL(3,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè è êîìïëåêñ-
íûé àíàëîã èíòåãðàëà Ãóñòàôñîíà A-òèïà.

Â çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è îáñóæäàþòñÿ

ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåìû. Òàêæå ýòà ÷àñòü ñîäåðæèò áëàãîäàðíîñòè àâòîðà.
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Ãëàâà 1. SL(2,C)-èíâàðèàíòíàÿ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà BC-òèïà

1.1 Ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SL(2,C)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ìîäåëü, íàïîìíèì îñíîâíûå ôîðìóëû äëÿ ïðåäñòàâëåíèé

îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SL(2,C) [33]. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëåíû â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå L2(C) èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé â C. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

d2z Φ(z, z̄)Ψ(z, z̄) , (1.1)

ãäå ìåðîé èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåðà Ëåáåãà â C: d2z = dRe z d Im z. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç∫
d2z ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èíòåãðàë ïî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû îòìåòèì, ÷òî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ÷èñëà a ∈ C áóäåò îáî-

çíà÷àòüñÿ a∗. Ïðè ýòîì îáîçíà÷åíèå ā íå áóäåò îçíà÷àòü ¾êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé ê a¿. Â

äàíü òðàäèöèè ìû äåëàåì èñêëþ÷åíèå äëÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z, òî åñòü z̄ ≡ z∗, è äëÿ

êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ôóíêöèé: Ψ(z, z̄). Äëÿ ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì ó ôóíêöèé áóäåò

îáîçíà÷àòüñÿ ëèøü ãîëîìîðôíûé àðãóìåíò z, òî åñòü Ψ(z) ≡ Ψ(z, z̄).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïðåäñòàâëåíèå, ââåäåì ïîíÿòèå äâîéíîé ñòåïåíè. Ýòî ñòå-

ïåííàÿ ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ ïàðîé ÷èñåë (a, ā) ∈ C. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

[z]a ≡ zaz̄ā = |z|a+ā ei(a−ā) arg z. (1.2)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ (1.2) áûëà îïðåäåëåíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íà ÷èñëà

a, ā íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå a − ā ∈ Z. Ïàðàìåòð a íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíûì, ïàðàìåòð ā �

àíòèãîëîìîðôíûì, ïðè ýòîì a è ā â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè

äðóã ê äðóãó. Äëÿ êðàòêîñòè â ôîðìóëàõ ïèøåòñÿ ëèøü ¾ãîëîìîðôíûé¿ ïîêàçàòåëü. Êðîìå

òîãî, äëÿ ρ ∈ R èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

[z]ρ+a ≡ zρ+az̄ρ+ā.

Ïðåäñòàâëåíèå çàäàåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè (s, s̄), íàçûâàåìûìè ñïèíàìè è óäîâëåòâî-

ðÿþùèìè óñëîâèþ 2(s− s̄) ∈ Z. Ýëåìåíòó ãðóïïû

g =

(
a b

c d

)
, ad− bc = 1,
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ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð T (s,s̄)(g), äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèþ Ψ(z , z̄) ïî ôîðìóëå

[T (s,s̄)(g)Ψ](z) = [d− bz]−2sΨ

(
−c+ az

d− bz

)
,

ãäå [d − bz]−2s ≡ (d − bz)−2s(d∗ − b∗z̄)−2s̄. Çäåñü è äàëåå äëÿ êðàòêîñòè óêàçûâàåòñÿ ëèøü

ãîëîìîðôíûé àðãóìåíò z, òî åñòü Ψ(z) ≡ Ψ(z, z̄).

Óíèòàðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè íàêëàäûâàåò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà

åãî ïàðàìåòðû

s∗ + s̄ = 1 , (1.3)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ 2(s − s̄) ∈ Z ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

äëÿ ñïèíîâ

s =
1 + ns

2
+ iνs, s̄ =

1− ns

2
+ iνs , ns ∈ Z+ σ, νs ∈ R . (1.4)

Çäåñü è âî âñåì îñòàëüíîì òåêñòå ìû ôèêñèðóåì ïàðàìåòð σ

σ ∈
{
0, 1

2

}
. (1.5)

Ïðè σ = 0 ïàðàìåòð ns ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ, à ïðè σ = 1
2
� ïîëóöåëûå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ìîäåëü, íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ

S = z∂z + s , S− = −∂z , S+ = z2∂z + 2sz ,

S̄ = z̄∂z̄ + s̄ , S̄− = −∂z̄ , S̄+ = z̄2∂z̄ + 2s̄z̄ .
(1.6)

Ãåíåðàòîðû S, S±, íàçûâàåìûå ãîëîìîðôíûìè, êîììóòèðóþò ñ àíòèãîëîìîðôíûìè ãåíåðà-

òîðàìè S̄, S̄±. Òàêæå äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ àë-

ãåáðû Ëè sl(2,C), òî åñòü

[S+, S−] = 2S, [S, S±] = ±S±,

è àíàëîãè÷íî äëÿ àíòèãîëîìîðôíûõ ãåíåðàòîðîâ. Äâà òèïà ãåíåðàòîðîâ ýðìèòîâî ñîïðÿæåíû

äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.1)

S† = −S̄, S†− = −S̄−, S†+ = −S̄+ (1.7)

â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.3).

Õîðîøî èçâåñòíî [33, 34], ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ, çàäàâàåìûå ïàðàìåòðàìè (s, s̄) è (1−s, 1−
s̄), ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñïëåòàòåëü

W (s, s̄)T (s,s̄)(g) = T (1−s,1−s̄)(g)W (s, s̄) .
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èìååò âèä èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Â ÿâíîì âèäå îí çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé [33]

[W (s, s̄)Φ ] (z, z̄) =
i−|2s−2s̄|

π

Γ (2− s− s̄+ |s− s̄|)
Γ (s+ s̄+ |s− s̄| − 1)

∫
d2x

Φ(x, x̄)

[z − x]2−2s
,

ãäå Γ(x) � ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Ýòîò îïåðàòîð îïðåäåëåí äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé s

è s̄. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äëÿ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé 2s = −n, 2s̄ = −n̄, ãäå n, n̄ ∈ Z≥0 èíòåãðàë
ðàñõîäèòñÿ, ñàì îïåðàòîð îñòàåòñÿ õîðîøî îïðåäåëåí áëàãîäàðÿ âûáðàííîé íîðìèðîâêå.

Ñïëåòàþùåìó îïåðàòîðó ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.

Ðàññìîòðèì ¾îïåðàòîðû èìïóëüñà¿ p̂ = −i∂z, ˆ̄p = −i∂z̄. Ââåäåì ñëåäóþùèé èíòåãðàëüíûé

îïåðàòîð ñî ñòåïåííûì ÿäðîì

[p̂]αΦ(z, z̄) = c(α)

∫
d2x

Φ(x, x̄)

[z − x]1+α
, (1.8)

Îïåðàòîð (1.8) çàäàåòñÿ ïàðîé êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ α, ᾱ, òàêèõ ÷òî α−ᾱ ∈ Z. Êîíñòàíòà
c(α) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Îíà èìååò âèä

c(α) =
[i]α Γ(α + 1)

π
, (1.9)

ãäå [i]α ≡ iα−ᾱ, à Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîëåì C [57, 58]

Γ(a) :=
Γ(a)

Γ(1− ā)
. (1.10)

Ôóíêöèÿ Γ çàâèñèò îò äâóõ àðãóìåíòîâ (a, ā) ∈ C2, òàêèõ ÷òî a− ā ∈ Z, ïðè ýòîì äëÿ êðàòêî-

ñòè óêàçûâàåòñÿ ëèøü ¾ãîëîìîðôíûé¿ àðãóìåíò. Âäîáàâîê, äëÿ ρ ∈ R áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

îáîçíà÷åíèå

Γ(a+ ρ) ≡ Γ(a+ ρ)

Γ(1− ā− ρ)
.

Ïîëåçíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè (1.10) ïåðå÷èñëåíû â Ïðèëîæåíèè À.

Îïåðàòîð (1.8) îáîçíà÷àåòñÿ [p̂]α, â ñâÿçè ñ òåì ÷òî åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü [60]

êàê äâîéíóþ ñòåïåíü p̂α ˆ̄pᾱ îïåðàòîðà p̂. À èìåííî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñòåïåííîé ôóíêöèè

A(α, ᾱ)

∫
d2x

eipx+ip̄x̄

x1+αx̄1+ᾱ
= pαp̄ᾱ , α− ᾱ ∈ Z , (1.11)

ãäå íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà èìååò âèä [33]

A(α, ᾱ) :=
i−|α−ᾱ|

π

Γ
(

α+ᾱ+|α−ᾱ|+2
2

)
Γ
(
−α−ᾱ+|α−ᾱ|

2

) .
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Äëÿ íåöåëûõ çíà÷åíèé α ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî óïðîñòèòü

A(α, ᾱ) =
[i]−α

π
Γ(α + 1) ; Γ(α) :=

Γ(α)

Γ(1− ᾱ)
; [i]α ≡ iα−ᾱ .

Ôîðìóëó (1.8) ëåãêî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ôîðìàëüíûõ ìàíèïóëÿöèé, çàìåíèâ â (1.11) êîì-

ïëåêñíûå ïåðåìåííûå p è p̄ íà îïåðàòîðû èìïóëüñà p→ p̂ = −i∂z , p̄→ ˆ̄p = −i∂z̄ è èñïîëüçóÿ

ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó äëÿ îïåðàòîðà ñäâèãà

eiap̂+iā ˆ̄pf(z) = ea∂z+ā∂z̄f(z, z̄) = f(z + a, z̄ + ā) .

Ñïëåòàþùèé îïåðàòîð ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ïñåâäîäèôôåðåí-

öèàëüíîãî îïåðàòîðà (1.8)

W (s, s̄) := [p̂]1−2s . (1.12)

Îïåðàòîð (1.8) èãðàåò âàæíóþ ðîëü, ò.ê. ÷åðåç íåãî âûðàæàåòñÿ îïåðàòîð îòðàæåíèÿ,

èñïîëüçóåìûé ïðè ïîñòðîåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ïðè ïîìîùè ïðàâèëà öåïî÷êè (À.6) è

åãî ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ (À.11) ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå ôîðìóëû óìíîæåíèÿ

[p̂]α [p̂]β = [p̂]α+β , [p̂]α [p̂]−α = 1l , (1.13)

ãäå 1l � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Èç (1.12) è ñîîòíîøåíèÿ [p]α[p]−α = 1l ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ

îáðàùåíèÿ ñïëåòàþùåãî îïåðàòîðà

W−1(s, s̄) = W (1− s, 1− s̄) .

Âìåñòå ñ òåì, èç ïðàâèëà êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè (1.2)

([z]α)∗ = [z]ᾱ
∗
= zᾱ

∗
z̄α

∗
(1.14)

è îïðåäåëåíèÿ [p̂]α íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.1)

([p̂]α)
†
= [p̂]ᾱ

∗
.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (1.3) íà ñïèí s, ïîëó÷àåì

W †(s, s̄) = W (1− s, 1− s̄) = W−1(s, s̄) .

Äðóãèìè ñëîâàìè, W (s, s̄) � óíèòàðíûé îïåðàòîð W †(s, s̄)W (s, s̄) = 1l.
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1.2 Îïðåäåëåíèå ìîäåëè

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñò-

ðàíñòâ L2(C)
H = V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn, Vk = L2(C) , k = 1, . . . , n. (1.15)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå (1.15) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êðàòíûé èíòåãðàë

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

d2znΦ(zn)Ψ(zn) , (1.16)

ãäå zn = (z1, z̄1, . . . , zn, z̄n), è d2zn =
∏n

k=1 d
2zk.

Óçëó öåïî÷êè ñ íîìåðîì k ñîîòâåòñòâóåò L-îïåðàòîð ñ èíäåêñîì k, äåéñòâóþùèé íåòðè-

âèàëüíî â k-îé êîìïîíåíòå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.15)

Lk(u) =

(
u+ S(k) S

(k)
−

S
(k)
+ u− S(k)

)
, L̄k(ū) =

(
ū+ S̄(k) S̄

(k)
−

S̄
(k)
+ ū− S̄(k)

)
(1.17)

Ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå Vk çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé zk, â ýòîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóþò êîïèè

ãåíåðàòîðîâ (1.6)

S(k) = zk∂k + s, S
(k)
− = −∂k, S

(k)
+ = z2k∂k + 2szk ,

âûðàæåíèÿ äëÿ àíòèãîëîìîðôíûõ ãåíåðàòîðîâ èìåþò àíàëîãè÷íûé âèä. L-îïåðàòîð çàâèñèò

îò äîïîëíèòåëüíîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà u, íàçûâàåìîãî ñïåêòðàëüíûì. Â íàñòîÿ-

ùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îäíîðîäíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè, òî åñòü ñïèíîâûå ïàðà-

ìåòðû (s, s̄) îäèíàêîâûå âî âñåõ óçëàõ.

L-îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà u è ñïèíà s

L(u) =

u+ z∂z + s −∂z
z2∂z + 2sz u− z∂z − s

 .

Åãî òàêæå ìîæíî çàäàòü ïðè ïîìîùè äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ïàðàìåòðîâ

u1 = u− 1 + s, u2 = u− s ,

êîòîðûå âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè ôàêòîðèçàöèè [61]

L(u1, u2) =

(
u1 + 1 + z∂z −∂z

z2∂z + (u1 − u2 + 1)z u2 − z∂z

)

=

(
1 0

z 1

)(
u1 −∂z
0 u2

)(
1 0

−z 1

)
.

(1.18)
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Êâàíòîâûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ìîíîäðîìèè. Îíà îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [26, 98, 99]

Tn(u) = Ln(u) · · ·L1(u)K(u)L1(u) · · ·Ln(u) =

(
An(u) Bn(u)

Cn(u) Dn(u)

)
. (1.19)

Àíòèãîëîìîðôíûé àíàëîã T̄n(ū) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ÷åðåç L̄k(ū) è K̄(ū). Äëÿ òîãî,

÷òîáû ìîäåëü áûëà èíòåãðèðóåìîé, ìàòðèöà K(u) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ îòðà-

æåíèÿ [26]

R(u− v)
(
K(u)⊗ 1

)
R(u+ v − 1)

(
1⊗K(v)

)
=
(
1⊗K(v)

)
R(u+ v − 1)

(
K(u)⊗ 1

)
R(u− v) , (1.20)

ãäå 1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2× 2, à R(u) � ýòî R-ìàòðèöà ßíãà, äåéñòâóþùàÿ â C2 ⊗ C2

R(u) = u+ P , P a⊗ b = b⊗ a . (1.21)

Â ñâîþ î÷åðåäü, R-ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà [16, 10, 11, 14]

â C2 ⊗ C2 ⊗ C2

R12(u− v)R13(u)R23(v) = R23(v)R13(u)R12(u− v) , (1.22)

ãäå ìàòðèöà Rij äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå (1.21) â i-îé è j-îé êîìïîíåíòàõ òåíçîðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ, à â îñòàâøåéñÿ êîìïîíåíòå � êàê òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Ìû ðàññìîòðèì îáùåå

ðåøåíèå ñîîòíîøåíèÿ (1.20) (è åãî àíòèãîëîìîðôíîãî àíàëîãà), îíî èìååò âèä [27, 26, 98, 99]

K(u) =

 γ
(
g − 1

2

)
u− 1

2

γ2
(
u− 1

2

)
γ
(
g − 1

2

)
 , K̄(ū) =

 γ̄
(
ḡ − 1

2

)
ū− 1

2

γ̄2
(
ū− 1

2

)
γ̄
(
ḡ − 1

2

)
 . (1.23)

Èç (1.20) è RLL-ñîîòíîøåíèÿ äëÿ L-îïåðàòîðà [16, 10]

R(u− v)
(
L(u)⊗ 1

) (
1⊗ L(v)

)
=
(
1⊗ L(v)

) (
L(u)⊗ 1

)
R(u− v) . (1.24)

ñëåäóåò óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ äëÿ Tn(u) [26]

R(u− v)
(
Tn(u)⊗ 1

)
R(u+ v − 1)

(
1⊗ Tn(v)

)
=
(
1⊗ Tn(v)

)
R(u+ v − 1)

(
Tn(u)⊗ 1

)
R(u− v) . (1.25)

Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ R-ìàòðèöû ßíãà è ìàòðèöû ìîíîäðîìèè â (1.25) è åãî

àíòèãîëîìîðôíûé àíàëîã, è äàëåå ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíò (1, 4) â ýòèõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèÿõ,
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ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[Bn(u), Bn(v)] = 0 , [B̄n(ū), B̄n(v̄)] = 0 . (1.26)

Ãîëîìîðôíûé è àíòèãîëîìîðôíûé B-ýëåìåíòû òàêæå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì

[Bn(u), B̄n(v̄)] = 0 .

Îïåðàòîð Bn(u) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà u, è ïî ïîñòðîåíèþ ó ýòî-

ãî ïîëèíîìà åñòü n íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðíîçíà÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Èç (1.26) ñëåäóåò, ÷òî

ýòè êîýôôèöèåíòû îáðàçóþò íàáîð êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ. Àíàëîãè÷íàÿ èñòîðèÿ èìå-

åò ìåñòî äëÿ îïåðàòîðà B̄n(ū). Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíà-

öèÿìè êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Bn(u) è B̄n(ū). Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ

îäíîâðåìåííàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ Bn(u) è B̄n(ū).

1.2.1 Óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû K-ìàòðèö

Íàëîæèì íà ïàðàìåòðû γ, γ̄ è g, ḡ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîãî óçëà. Â ýòîì ñëó÷àå

îïåðàòîð B(u) èìååò âèä

B(u) =

(
u− 1

2

)(
u2 −Hs

)
, (1.27)

ãäå îïåðàòîð Hs âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãîëîìîðôíûå ãåíåðàòîðû (1.6) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Hs = S2 − γ2S2
− − 2γ

(
g − 1

2

)
S−

= (z2 − γ2)∂2z + (2s+ 1)z∂z + 2γ

(
g − 1

2

)
∂z + s2. (1.28)

Èç (1.27) âèäíî, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ B(u) ýêâèâàëåíòíà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ

Hs. Àíàëîãè÷íî äëÿ àíòèãîëîìîðôíîãî B-ýëåìåíòà

B̄(ū) =

(
ū− 1

2

)(
ū2 − H̄ s̄

)
è îïåðàòîðà

H̄ s̄ = S̄2 − γ̄2S̄2
− − 2γ̄

(
ḡ − 1

2

)
S̄− = (z̄2 − γ̄2)∂2z̄ + (2s̄+ 1)z̄∂z̄ + 2γ̄

(
ḡ − 1

2

)
∂z̄ + s̄2. (1.29)

Íàëîæèì ñëåäóþùåå óñëîâèå íà ýòè îïåðàòîðû

(Hs)† = H̄ s̄, (1.30)
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ãäå ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå áåðåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.1). Îïåðàòîðû

Hs è H̄ s̄ êîììóòèðóþò, è áëàãîäàðÿ óñëîâèþ (1.30) èç íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü êîììóòèðóþùèå

ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû Hs + H̄ s̄, i(Hs − H̄ s̄).

Ãîëîìîðôíûå è àíòèãîëîìîðôíûå ãåíåðàòîðû ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó (1.7): S† = −S̄,
S†− = −S̄−. Ïîýòîìó, óñëîâèå (1.30) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

g∗ = 1− ḡ , γ̄2 = (γ∗)2 .

Òàê êàê îïåðàòîð H̄ s̄ (1.29) çàâèñèò îò γ̄2, òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü

g∗ = 1− ḡ , γ̄ = γ∗ . (1.31)

Êðîìå òîãî, íàëîæèì íà ïàðàìåòðû g, ḡ îãðàíè÷åíèå g− ḡ ∈ Z+σ, ãäå ïàðàìåòð σ ∈ {0, 1/2}
îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì ñïèíîâûõ ïàðàìåòðîâ (1.4). Ýòî òðåáîâàíèå ââîäèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû

ñòåïåííûå ôóíêöèè âèäà (1.2), èñïîëüçóåìûå ïðè ïîñòðîåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ìîäå-

ëè, áûëè êîððåêòíî îïðåäåëåíû. Ñ ó÷åòîì ýòèõ óñëîâèé, êîíñòàíòû g, ḡ ïàðàìåòðèçóþòñÿ

àíàëîãè÷íî ñïèíàì s, s̄

g =
1 + ng

2
+ iνg , ḡ =

1− ng

2
+ iνg , ng ∈ Z+ σ , νg ∈ R .

1.2.2 Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðîâ Bn(u) è B̄n(ū)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u è ū ïàðó êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ

ū = u∗ . (1.32)

Â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè (1.32) îïåðàòîðû Bn(u) è B̄n(ū) ýðìèòîâî

ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó

B†n(u) = B̄n(ū) , (1.33)

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî Bn(u) + B̄n(ū) è i(Bn(u) − B̄n(ū)) � äâà êîììóòèðóþùèõ äðóã ñ äðó-

ãîì ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðà, çíà÷èò îíè ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî äèàãîíàëèçîâàíû.

Òàêèì îáðàçîì, ó Bn(u) è B̄n(ū) åñòü îáùèé áàçèñ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

îñíîâíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ.

Ïî ïîñòðîåíèþ, îïåðàòîð Bn(u) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè 2n + 1 îò ñïåêòðàëüíîãî

ïàðàìåòðà u, è äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî Bn(u)/(u − 1
2
) � ÷åòíûé ïîëèíîì îò

u. Åñòåñòâåííî, àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî è äëÿ B̄n(ū). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ Bn(u) è B̄n(ū) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè 2n+ 1 îò u è ū, îáëàäàþùè-

ìè àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì. Îáùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïàðàìåòðèçóþòñÿ êîðíÿìè ýòèõ
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ìíîãî÷ëåíîâ

Bn(u)Ψxn(zn) =

(
u− 1

2

)(
u2 − x21

)
· · ·
(
u2 − x2n

)
Ψxn(zn) ,

B̄n(ū)Ψxn(zn) =

(
ū− 1

2

)(
ū2 − x̄21

)
· · ·
(
ū2 − x̄2n

)
Ψxn(zn) .

(1.34)

Â (1.34) èñïîëüçóþòñÿ êîìïàêòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ

zn = (z1, z̄1, . . . , zn, z̄n) , xn = (x1, x̄1, . . . , xn, x̄n) .

Íàëîæèì íà ïàðàìåòðû xk, x̄k òî æå îãðàíè÷åíèå xk − x̄k ∈ Z+ σ, ÷òî è íà s, s̄ è g, ḡ. Êðîìå

òîãî, óñëîâèå (1.33) äàåò îãðàíè÷åíèå (x∗k)
2 = x̄2k. Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé x∗k = −xk. Òàêèì

îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ

xk =
nk

2
+ iνk , x̄k = −nk

2
+ iνk , (1.35)

ãäå nk ∈ Z+ σ, à ÷èñëî νk âåùåñòâåííîå.

Ñëåäóåò ñäåëàòü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé:

� Òàê êàê Ψxn(zn) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

Bn(u) + B̄n(ū) è i(Bn(u)− B̄n(ū)), òî íàáîð ýòèõ ôóíêöèé äîëæåí áûòü îðòîãîíàëüíûì

ïðè óñëîâèè ïðîñòîòû ñïåêòðà. Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñïåêòð îïåðàòîðîâ Bn(u),

B̄n(ū) äåéñòâèòåëüíî îêàçûâàåòñÿ ïðîñòûì. Â ðàçäåëå 1.7 äîêàçàíà îðòîãîíàëüíîñòü

íàáîðà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ïàðàìåòðàìè âèäà (1.35), äëÿ öåïî÷êè, ñî-

ñòîÿùåé èç îäíîãî óçëà. Áîëåå òîãî, â ðàçäåëå 1.8 äîêàçàíà ïîëíîòà ýòîãî íàáîðà. Ñî-

îòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (1.65) è ïîëíîòû (1.68) äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà

óçëîâ äîêàçàíû â ðàáîòå [96].

� Êàê ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ñîáñòâåííîå ÷èñëî B-îïåðàòîðà èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ïàðàìåòðîâ x1, . . . , xn. Îíî òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-

íî îòðàæåíèé xi → −xi. Ïîýòîìó, ãðóïïîé ñèììåòðèé ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ

Z2 ⋉ Sn � ãðóïïà Âåéëÿ ñèñòåì êîðíåé òèïà B è C. Áëàãîäàðÿ ïðîñòîòå ñïåêòðà ñîá-

ñòâåííûå ôóíêöèè òàêæå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî óïîìÿíóòûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà-

áîðà ïàðàìåòðîâ xn � ôîðìóëà (1.64). Â ñëó÷àå ñïèíîâîé öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî

óçëà, èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé äîêàçàíà â

ðàçäåëå 1.6.1. Äîêàçàòåëüñòâî ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ÷èñëà óçëîâ ïðèâåäåíî â [96].

� Äèàãîíàëèçóÿ îïåðàòîðû B(u) è B̄(ū), çàâèñÿùèå ïîëèíîìèàëüíî îò ñïåêòðàëüíûõ ïà-

ðàìåòðîâ u è ū, ìû îäíîâðåìåííî äèàãîíàëèçóåì îïåðàòîðíîçíà÷íûå êîýôôèöèåíòû

ýòèõ ïîëèíîìîâ. Òî åñòü, Ψxn(zn) ÿâëÿþòñÿ îáùèìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðà-

òîðîâ
1

(2j)!

∂2j

∂2ju

∣∣∣∣
u=0

Bn(u)

u− 1
2

,
1

(2j)!

∂2j

∂2jū

∣∣∣∣
ū=0

B̄n(ū)

ū− 1
2

, j = 0, . . . , n . (1.36)
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Ïîýòîìó, óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (1.34) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u

è ū, íåîáÿçàòåëüíî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ äðóã äðóãó.

� Ïî ïîñòðîåíèþ, (1.36) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïîðÿäêà 2j

ïî z1, . . . , zn è z̄1, . . . , z̄n. Ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû (j = 0) ÿâëþòñÿ òîæäåñòâåííûìè

îïåðàòîðàìè. Âäîáàâîê, èç (1.33) ñëåäóåò, ÷òî ãîëîìîðôíûå è àíòèãîëîìîðôíûå îïå-

ðàòîðû â (1.36) ýðìèòîâî ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Ψxn(zn) îäíîâðåìåííî äèàãîíàëèçóþò 2n ñàìîñîïðÿæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ

1

(2j)!

(
∂2j

∂2ju

∣∣∣∣
u=0

Bn(u)

u− 1
2

+
∂2j

∂2jū

∣∣∣∣
ū=0

B̄n(ū)

ū− 1
2

)
,

i

(2j)!

(
∂2j

∂2ju

∣∣∣∣
u=0

Bn(u)

u− 1
2

− ∂2j

∂2jū

∣∣∣∣
ū=0

B̄n(ū)

ū− 1
2

)
, j = 1, . . . , n .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî Bn(u)/(u− 1
2
) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ìíîãî÷ëåíîì îò u

Bn(u)

u− 1
2

=
Bn(−u)
−u− 1

2

. (1.37)

Âî-ïåðâûõ, èç ôîðìóëû (1.37) ñëåäóåò, ÷òî Bn(u)/(u − 1
2
) � ïîëèíîì îò u, òàê êàê ñîãëàñíî

åé Bn(
1
2
) = 0, à çíà÷èò ìíîãî÷ëåí Bn(u) äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí (u − 1

2
). Äëÿ òîãî,

÷òîáû âûâåñòè (1.37), âûðàçèì ìàòðèöó ìîíîäðîìèè

Tn(u) = Ln(u) · · ·L1(u)K(u)L1(u) · · ·Ln(u)

÷åðåç ìàòðèöó ìîíîäðîìèè tn(u) îòêðûòîé ñïèíîâîé öåïî÷êè A-òèïà [43, 51]

tn(u) = L1(u) · · ·Ln(u) =

(
an(u) bn(u)

cn(u) dn(u)

)
. (1.38)

Ïîëó÷àåì

Tn(u) = (−1)n σ2 t
t
n(−u)σ2K(u) tn(u)

= (−1)n

(
dn(−u) −bn(−u)
−cn(−u) an(−u)

) γ
(
g − 1

2

)
u− 1

2

γ2
(
u− 1

2

)
γ
(
g − 1

2

)
(an(u) bn(u)

cn(u) dn(u)

)
,

ãäå ÷åðåç t îáîçíà÷àåòñÿ ìàòðè÷íîå òðàíñïîíèðîâàíèå (ttn)ij = (tn)ji, à σ2 � ìàòðèöà Ïàóëè.

Ýòî âûðàæåíèå íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

Lk(u) = −σ2 Lt
k(−u)σ2 ,

êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðèòü, ðàñïèñàâ ÿâíî L-îïåðàòîð ïî îïðåäåëåíèþ (1.17).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.37) èñïîëüçóåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ Bn(u) â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ
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ìàòðèöû ìîíîäðîìèè tn(u)

Bn(u)

u− 1
2

= (−1)n γ
(
g − 1

2

) dn(−u) bn(u)− bn(−u) dn(u)
u− 1

2

+ (−1)n dn(−u) dn(u) + (−1)n+1γ2 bn(−u) bn(u) , (1.39)

à òàêæå óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà äëÿ tn(u) [16, 11, 45, 15, 14]

R(u− v)
(
tn(u)⊗ 1

) (
1⊗ tn(v)

)
=
(
1⊗ tn(v)

) (
tn(u)⊗ 1

)
R(u− v) ,

ãäå R(u−v) � ýòî R-ìàòðèöà ßíãà (1.21). Ïîñëåäíåå ìàòðè÷íîå ñîîòíîøåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ
÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ñëåäóþùèì îáðàçîì

(u− v) t(u)ij t(v)kl + t(u)kj t(v)il = (u− v) t(v)kl t(u)ij + t(v)kj t(u)il . (1.40)

Âî-ïåðâûõ, èç (1.40) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû b(u) è d(u) îáðàçóþò êîììóòàòèâíûå ñåìåéñòâà

[b(u) , b(v)] = [d(u) , d(v)] = 0, ïîýòîìó ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà â (1.39) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü-

íî çàìåíû u→ −u. Âî-âòîðûõ, èñïîëüçóÿ (1.40) ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

(u− v − 1) [σ2 t
′(u)σ2 t(v)]ij = (u− v) [t′(v)σ2 t(u)σ2]ji − [σ2 t

′(v)σ2 t(u)]ij .

Ïðè v = −u è i = 1 , j = 2 ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

(2u− 1)
[
dn(u) bn(−u)− bn(u) dn(−u)

]
= −(2u+ 1)

[
dn(−u) bn(u)− bn(−u) dn(u)

]
.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî è îñòàâøååñÿ ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (1.39) èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî çàìåíû u→ −u.
Îñòàåòñÿ âûâåñòè ôîðìóëó (1.33) äëÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ B-îïåðàòîðà

B†n(u) = B̄n(ū) , (1.41)

ãäå, íàïîìíèì, ū ≡ u∗. Ñíîâà èñïîëüçóåì âûðàæåíèå (1.39) äëÿ B-ýëåìåíòà

Bn(u) = (−1)n γ
(
g − 1

2

)
(dn(−u) bn(u)− bn(−u) dn(u))

+ (−1)n
(
u− 1

2

) (
dn(−u) dn(u)− γ2 bn(−u) bn(u)

)
. (1.42)

Ôîðìóëà äëÿ B̄n(ū) èìååò àíàëîãè÷íûé âèä, íóæíî ëèøü çàìåíèòü ïàðàìåòðû g, γ, u íà

ḡ, γ̄, ū, è bn, dn � íà ýëåìåíòû b̄n, d̄n àíòèãîëîìîðôíîé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè t̄n(ū), êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç L-îïåðàòîðû L̄k(ū) àíàëîãè÷íî (1.38).

Êàê âèäíî èç (1.42), äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü (1.41), íóæíî çíàòü ïðàâèëà ñîïðÿæåíèÿ

äëÿ îïåðàòîðîâ bn(u) è dn(u). Íàïîìíèì, ÷òî ãîëîìîðôíûå è àíòèãîëîìîðôíûå ãåíåðàòîðû

ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó (ñì. (1.7)), îòñþäà ñëåäóåò àíàëîãè÷íîå
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ñâîéñòâî äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ L-îïåðàòîðà

(Lk)
†
ij(u) = −(L̄k)ij(−ū) .

Â ñèëó ïîñëåäíåé ôîðìóëû è êîììóòàòèâíîñòè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ L-îïåðàòîðîâ, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ðàçíûì ïðîñòðàíñòâàì L2(C), ïîëó÷àåì ïðàâèëà ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè tn(u)

b†n(u) = (−1)n b̄n(−ū) , d†n(u) = (−1)n d̄n(−ū) . (1.43)

Èñïîëüçóÿ (1.43) è ñîîòíîøåíèÿ γ∗ = γ̄, u∗ = ū, g∗ = 1 − ḡ, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â

ðåçóëüòàòå ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ âûðàæåíèÿ (1.42) äëÿ Bn(u) ïîëó÷àåòñÿ îïåðàòîð B̄n(ū).

1.3 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

1.3.1 Îäíî÷àñòè÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.27), â ñëó÷àå îäíîãî óçëà çàäà÷à äèàãîíàëèçàöèè B(u) ýêâèâàëåíò-

íà äèàãîíàëèçàöèè îïåðàòîðà Hs, îïðåäåëåííîãî â (1.28). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó íà îáùèå

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè B(u) è B̄(ū) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

HsΨx(z) = x2Ψx(z), H̄ s̄Ψx(z) = x̄2Ψx(z),

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Ψx(z) ≡ Ψ(x,x̄)(z) .

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ K(s, x), äåéñòâóþ-

ùåãî íà ôóíêöèÿõ îäíîé ïåðåìåííîé. Îí ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé

îòðàæåíèÿ: ñ ãîëîìîðôíûìè L-îïåðàòîðîì è K-ìàòðèöåé (1.17), (1.23)

K(s, x)L(u+ x− 1, u− s)K(u)L(u+ s− 1, u− x)

= L(u+ s− 1, u− x)K(u)L(u+ x− 1, u− s)K(s, x)
(1.44)

è èõ àíòèãîëîìîðôíûìè àíàëîãàìè

K(s, x) L̄(ū+ x̄− 1, ū− s̄) K̄(ū) L̄(ū+ s̄− 1, ū− x̄)

= L̄(ū+ s̄− 1, ū− x̄) K̄(ū)L(ū+ x̄− 1, ū− s̄)K(s, x) .
(1.45)
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Â (1.44), (1.45) èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ L-îïåðàòîðà, ââåäåííàÿ â (1.18), à K-ìàòðèöû

îïðåäåëåíû â (1.23). Îòìåòèì, ÷òî K(s, x) çàâèñèò íå òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ s, x, íî è îò èõ

àíòèãîëîìîðôíûõ àíàëîãîâ s̄, x̄. Îäíàêî, äëÿ òîãî, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü îáîçíà÷åíèÿ, çà-

âèñèìîñòü âåëè÷èí îò àíòèãîëîìîðôíûõ ïàðàìåòðîâ ïî âîçìîæíîñòè óêàçûâàòüñÿ íå áóäåò.

Ñîîòíîøåíèå (1.44) ýêâèâàëåíòíî òðåì îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì (1.74) íà îïåðàòîð îò-

ðàæåíèÿ. Îäíî èç íèõ ñîäåðæèò îïåðàòîð Hs (1.28)

HsK(s, x) = K(s, x)Hx.

Àíàëîãè÷íî, èç (1.45) ñëåäóåò

H̄ s̄K(s, x) = K(s, x) H̄ x̄.

Äåéñòâóÿ ïîñëåäíèìè äâóìÿ óðàâíåíèÿìè íà ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå, ïî-

ëó÷àåì

HsK(s, x) · 1 = K(s, x)Hx · 1 = x2K(s, x) · 1, (1.46)

H̄ s̄K(s, x) · 1 = K(s, x) H̄ x̄ · 1 = x̄2K(s, x) · 1. (1.47)

Òàêèì îáðàçîì, K(s, x) · 1 ÿâëÿåòñÿ îáùåé ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðîâ Hs è H̄ s̄, òî

åñòü îáùåé ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé B(u) è B̄(ū).

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ è ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé. Â ðàçäåëå 1.4 ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ äåéñòâèÿ K(s, x) íà ôóíêöèþ

Ψ(z)

(
K(s, x)Ψ

)
(z) =

[i]x−s Γ(x− s+ 1)

π
[z + γ]g−s [z − γ]1−s−g

×
∫

d2w
[w + γ]x−g [w − γ]x+g−1

[z − w]x−s+1
Ψ(w) , (1.48)

ãäå Γ(a) � ãàììà-ôóíêöèÿ (1.10), ñâÿçàííàÿ ñ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ

[z]a îïðåäåëåíà â (1.2). Òàêæå îïåðàòîð îòðàæåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

K(s, x) = [z + γ]g−s [z − γ]1−s−g [p̂]x−s [z + γ]x−g [z − γ]x+g−1 , (1.49)

ãäå îïåðàòîð [p̂]α ââåäåí â (1.8). Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð [p̂]2ℓ−1 èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåî-

ðèè ïðåäñòàâëåíèé SL(2,C): îí ñïëåòàåò ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, çàäàâàåìûå ñïèíàìè
(ℓ, ℓ̄) è (1 − ℓ, 1 − ℓ̄). Âäîáàâîê, îïåðàòîðû ýòîãî òèïà èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè îáùåãî

SL(2,C)-èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà [60].
Îòìåòèì èíòåðåñíîå ñâîéñòâî îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ

K(s, x)K(x, y) = K(s, y) .

Åãî ëåãêî ïðîâåðèòü, ïåðåïèñàâ K-îïåðàòîðû â ÿâíîì âèäå è èñïîëüçóÿ (1.13).
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Â ðàçäåëå 1.6 ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.46), (1.47), ôóíêöèè Ψx ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

Ψx(z) = π [−2iγ]s−x Γ(g − x) K(s, x) · 1 , (1.50)

ãäå íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü ïîäîáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèè îáëàäàëè ñèììåò-

ðèåé (1.56) îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé. Ýòà ñèììåòðèÿ îáñóæäàëàñü

â ðàçäåëå 1.2.2. Ïðè ïîìîùè ÿâíîé ôîðìóëû (1.48) äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ è ôîðìóëû

äîïîëíåíèÿ (À.4) äëÿ ãàììà-ôóíêöèè âûðàæåíèå (1.50) ìîæíî ïåðåïèñàòü â èíòåãðàëüíîé

ôîðìå

Ψx(z) = [2γ]s−x Γ(g − x, 1− s+ x)

×
∫

d2w

[z + γ]s−g [z − γ]s+g−1 [w − z]x−s+1 [w + γ]g−x [w − γ]1−x−g
,

(1.51)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçóåòñÿ êîìïàêòíîå îáîçíà÷åíèå (À.1) äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ãàììà-

ôóíêöèé

Γ(α1, α2, . . .) = Γ(α1)Γ(α2) . . .

Â ïðèëîæåíèè À ïîêàçàíî, êàê ïîäîáíûå èíòåãðàëû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå äèàãðàìì. Áëà-

ãîäàðÿ ýòîìó ãðàôè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ äîêàçàòåëüñòâà èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ñâî-

äÿòñÿ ê ïðîñòûì äèàãðàììíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì.

Èñïîëüçóÿ óïîìÿíóòóþ ãðàôè÷åñêóþ òåõíèêó, ìîæíî ïîëó÷èòü åùå îäíî èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå

Ψx(z) = [2γ]s−x Γ(g − x, 1− s+ x)

×
∫

d2w

[w − z]x+s [w − γ]g−x [w + γ]1−x−g
.

Íà îñíîâå ïîñëåäíåé ôîðìóëû â ðàçäåëå 1.6.2 ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âûðàæåíû ÷åðåç ãèïåð-

ãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë [57, 100]

Ψx(z) =
πΓ(g + x, g − x)

Γ(s+ g)
2F

C
1

[
s+ x|s̄+ x̄, s− x|s̄− x̄

s+ g|s̄+ ḡ

∣∣∣∣∣ 12 − z

2γ

]
. (1.52)

Â ðàçäåëå 1.6.3 ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé

Ψx(z) =
1

2

∫
Dy [−1]y−s Γ(ε− y ± x, 1− s− ε+ y, g − ε+ y)

[2γ]ε−y−s [z + γ]s−g [z − γ]g−ε+y
(1.53)

ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1/2). Äëÿ ãàììà-ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà-

÷åíèÿ (À.1), (À.2)

Γ(a± b) = Γ(a+ b)Γ(a− b) .
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Ñïåêòðàëüíûå ïåðåìåííûå è ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ èìåþò âèä

(x, x̄) =

(
k

2
+ iη,−k

2
+ iη

)
, k ∈ Z+ σ, η ∈ R ,

(y, ȳ) =

(
m

2
+ iτ,−m

2
+ iτ

)
, m ∈ Z+ σ, τ ∈ R ,

(1.54)

ãäå ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð σ ∈ {0, 1/2} îïðåäåëÿåòñÿ ñïèíîâûìè ïàðàìåòðàìè (s, s̄). ×å-

ðåç
∫
Dy îáîçíà÷àåòñÿ ñóììà ïî äèñêðåòíîé ÷àñòè ïåðåìåííîé y è èíòåãðàë ïî íåïðåðûâíîé

÷àñòè ∫
Dy =

∑
m∈Z+σ

∫
R

dτ . (1.55)

Ïðè ïîìîùè äèàãðàììíîé òåõíèêè â ðàçäåëå 1.6.1 äîêàçàíî, ÷òî â âûáðàííîé íîðìèðîâ-

êå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé

Ψx(z) = Ψ−x(z). (1.56)

Â ðàçäåëå 1.7 äîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψx(z),Ψy(z), çàäàâàåìûå ñïåêòðàëü-

íûìè ïåðåìåííûìè âèäà (1.54), îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ (1.1)

⟨Ψy|Ψx⟩ = µ−1(x)
δ(2)(x− y) + δ(2)(x+ y)

2
. (1.57)

Íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò èìååò âèä

µ(x) =
1

4π4

∣∣∣x
γ

∣∣∣2.
Äëÿ ïàðû ÷èñåë âèäà

(v, v̄) =

(
h

2
+ iρ,−h

2
+ iρ

)
, h ∈ Z , ρ ∈ R .

äåëüòà-ôóíêöèÿ δ(2)(v) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ñèìâîëà Êðîíåêåðà îò äèñêðåòíîé

÷àñòè è äåëüòà-ôóíêöèè îò âåùåñòâåííîé íåïðåðûâíîé ÷àñòè

δ(2)(v) = δh,0 δ(ρ) . (1.58)

Òàêèì îáðàçîì, äåëüòà-ôóíêöèè â (1.57) èìåþò âèä

δ(2)(x− y) = δk,m δ(η − τ) .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ äèàãðàììíàÿ òåõíèêà, èç-



39

ëîæåííàÿ â ïðèëîæåíèè À.

Ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ Ìåëëèíà-Áàðíñà (1.53) â ðàçäåëå 1.7 äîêàçàíà ïîëíîòà ïî-

ñòðîåííîãî íàáîðà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé∫
Dx µ(x)Ψx(z)Ψx(w) = δ2(z − w) , (1.59)

ãäå δ2(z) � äåëüòà-ôóíêöèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

δ2(z) = δ(Re z) δ(Im z) . (1.60)

Çàìåòèì, ÷òî ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ µ(x) â (1.59) ñîãëàñóåòñÿ ñ ñîîòíîøåíèåì îðòîãîíàëüíîñòè

(1.57).

1.3.2 n-÷àñòè÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Â ñëó÷àå ñïèíîâîé öåïî÷êè èç n óçëîâ îïåðàòîðû B(u), B̄(ū) äåéñòâóþò íà ôóíêöèÿõ n

êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn. Íàïîìíèì, ÷òî èõ îáùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäàþòñÿ

2n ñïåêòðàëüíûìè ïåðåìåííûìè

xn = (x1, x̄1, . . . , xn, x̄n)

è îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Bn(u)Ψxn(zn) =

(
u− 1

2

)(
u2 − x21

)
· · ·
(
u2 − x2n

)
Ψxn(zn) ,

B̄n(ū)Ψxn(zn) =

(
ū− 1

2

)(
ū2 − x̄21

)
· · ·
(
ū2 − x̄2n

)
Ψxn(zn) ,

ãäå zn = (z1, z̄1, . . . , zn, z̄n).

Â îñíîâå êîíñòðóêöèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ëåæàò äâà îñíîâíûõ ñòðîèòåëüíûõ áëîêà:

îïåðàòîð îòðàæåíèÿ (1.49) è èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Rkj(x, x̄), äåéñòâóþùèé íà ôóíêöè-

ÿõ Ψ(zk, zj)

[Rkj(x, x̄)Ψ] (zk, zj) = c(x− s)

∫
d2w

[zk − zj]
1−2s

[zk − w]1−s+x [w − zj]1−s−x
Ψ(w, zj) ,

ãäå x = h
2
+ iν , x̄ = −h

2
+ iν , h ∈ Z + σ , ν ∈ R, è êîíñòàíòà c(x − s) äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.9)

ïðè α = x− s. Ýòîò îïåðàòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå (zkj = zk − zj)

Rkj(x, x̄) = [zkj]
1−2s [p̂k]

x−s [zkj]
s+x−1 ,

ãäå îïåðàòîð [p̂]α îïðåäåëåí â (1.8). Äëÿ êðàòêîñòè ìû ïî òðàäèöèè íå áóäåì óêàçûâàòü
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çàâèñèìîñòü îò àíòèãîëîìîðôíîãî ïàðàìåòðà: Rkj(x) ≡ Rkj(x, x̄).

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî

Ψxn(zn) = Λn(xn)Ψxn−1(zn−1)

ïðè ïîìîùè ïîâûøàþùèõ îïåðàòîðîâ

Λk(x) = λk(x)Rk k−1(x)Rk−1 k−2(x) . . .R21(x)K1(s, x)R12(x)R23(x) . . .Rk−1 k(x) , (1.61)

Λ1(x) = λ1(x)K1(s, x) ,

ãäå îïåðàòîð K1(s, x) äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé ïåðåìåííîé z1, è íîðìèðîâî÷íàÿ

êîíñòàíòà èìååò âèä

λk(x) = π4k−3 [−2iγ]s−x c2(k−1)(−x− s)Γ(g − x). (1.62)

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Ψxn(zn) = Λn(xn) Λn−1(xn−1) · · ·Λ1(x1) · 1 . (1.63)

Òî åñòü, îíà ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì äåéñòâèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïîâûøàþùèõ îïåðàòîðîâ íà

ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ 1. Íîðìèðîâî÷íûå êîíñòàíòû (1.62) âûáðàíû òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû ôóíêöèè áûëè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê è îòðàæåíèé ñïåêòðàëü-

íûõ ïåðåìåííûõ [96]. Òî åñòü äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè τ ∈ Sn è ëþáîãî îòðàæåíèÿ σk èìåþò

ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

Ψτxn(zn) = Ψxn(zn) , Ψσkxn(zn) = Ψxn(zn) , (1.64)

ãäå τxn = (xτ(1), x̄τ(1), . . . , xτ(n), x̄τ(n)) è σkxn = (x1, x̄1, . . . ,−xk,−x̄k, . . . , xn, x̄n). Íàïîìíèì,
÷òî ýòè ñèììåòðèè óæå îáñóæäàëèñü â ðàçäåëå 1.2.2.

Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Λk(xk) ïåðåâîäèò ôóíêöèþ Ψxk−1
â Ψxk

Ψxk
(zk) = [Λk(xk)Ψxk−1

](zk) =

∫
d2wk−1 Λ(zk,wk−1;xk)Ψxk−1

(wk−1) ,

ãäå d2wk−1 =
∏k−1

m=1 d
2wm. Ïðè ïîìîùè ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ Rkj(x) and K1(s, x) åãî ÿäðî

Λ(zk,wk−1;x) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç k-êðàòíûé èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåííûõ ôóíê-

öèé (1.2). Òàêèì îáðàçîì, èç ðàññìàòðèâàåìîé èòåðàòèâíîé êîíñòðóêöèè ñëåäóåò ïðåäñòàâ-

ëåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè â òåðìèíàõ êðàòíîãî èíòåãðàëà îò ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåííûõ

ôóíêöèé. Íà ãðàôè÷åñêîì ÿçûêå, èçëîæåííîì â ïðèëîæåíèè À, ýòî ïðåäñòàâëåíèå â òåðìè-

íàõ ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììû, ãäå ðîëü ïðîïàãàòîðà èãðàåò ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.

Â ðàáîòå [96] äîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (1.63), çàäàâàåìûå ïàðàìåòðàìè âè-

äà (1.35)

xk =
nk

2
+ iνk , x̄k = −nk

2
+ iνk , nk ∈ Z+ σ , νk ∈ R
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îáðàçóþò ïîëíûé îðòîãîíàëüíûé íàáîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè (1.15). Ñîîòíî-

øåíèå îðòîãîíàëüíîñòè èìååò âèä

⟨Ψyn|Ψxn⟩ = µ−1(xn) δ
(2)(xn,yn) . (1.65)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî ÷åðåç êðàòíûé èíòåãðàë â (1.16)

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

d2znΦ(zn)Ψ(zn) ,

à äåëüòà-ôóíêöèÿ è êîýôôèöèåíò µ(xn) äàþòñÿ ôîðìóëàìè

δ(2)(xn,yn) =
1

2n n!

∑
τ∈Sn

σ1,...,σn=±1

δ(2)(x1 − σ1 yτ(1)) . . . δ
(2)(xn − σn yτ(n)) , (1.66)

µ(xn) =

n∏
k=1

|xk|2
∏

1≤i<j≤n
|x2i − x2j |2

4n π2n(n+1) n! |γ|2n
(1.67)

Çàìåòèì, ÷òî äåëüòà-ôóíêöèÿ (1.66) è êîýôôèöèåíò (1.67) îáëàäàþò òîé æå ñèììåòðèåé

îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê è îòðàæåíèé ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ (1.64), ÷òî è ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè Ψyn , Ψxn .

Êîýôôèöèåíò µ(xn), âîçíèêàþùèé â ñîîòíîøåíèè îðòîãîíàëüíîñòè, èãðàåò ðîëü ìåðû

èíòåãðèðîâàíèÿ â ñîîòíîøåíèè ïîëíîòû∫
Dxn µ(xn)Ψxn(zn)Ψxn(wn) = δ2(z1 − w1) . . . δ

2(zn − wn) , (1.68)

ãäå
∫
Dxn =

n∏
k=1

∫
Dxk, èíòåãðàë ïî ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé ââåäåí â (1.55)

∫
Dxk =

∑
nk∈Z+σ

∫
R

dνk ,

à δ2(z) � äåëüòà-ôóíêöèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (1.60). Â îáîçíà÷åíèÿõ Äèðàêà ôîðìó-

ëà (1.68) ïðèíèìàåò êîìïàêòíûé âèä∫
Dxn µ(xn) |Ψxn⟩⟨Ψxn| = 1l ,

ãäå 1l � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé (1.15).
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1.3.3 Îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ

Â ðàçäåëå 1.9 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ â ñëó÷àå ãðóïïû

ñèììåòðèè SL(2,C). Äëÿ çàïèñè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ â

îïåðàòîðå K(s, x) (1.49): x→ s+u, s→ s−u. Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû îïåðàòîð îòðàæåíèÿ

ïðèíèìàåò âèä

K(u , s) = [z + γ]u−s+g [z − γ]u−s+1−g [p̂]2u [z + γ]u+s−g [z − γ]u+s+g−1 .

Îáùåå óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ èìååò âèä

R12(u− v)K1(u, s1)R12(u+ v)K2(v, s2) = K2(v, s2)R12(u+ v)K1(u, s1)R12(u− v) . (1.69)

Îïåðàòîð R12(u) äåéñòâóåò â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè V1 ⊗ V2 äâóõ ïðåäñòàâëåíèé SL(2,C)
îñíîâíîé ñåðèè ñî ñïèíàìè (s1, s̄1) è (s2, s̄2). Îí çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ (u, ū),

òàêèõ ÷òî u − ū ∈ Z. Ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà

ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,C) [60, 61]. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êîìïàêòíîì âèäå ÷åðåç

èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð (1.8)

R12(u) = P12 [z12]
u+1−s1−s2 [p̂1]

u+s2−s1 [p̂2]
u+s1−s2 [z12]

u+s1+s2−1 ,

ãäå P12 � îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè

P12Ψ(z1 , z2) = Ψ(z2 , z1) ,

à z1 è z2 � ïåðåìåííûå ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ V1 è V2. Îïåðàòîð îòðàæåíèÿ K1(u, s1)

îïðåäåëåí â ïðîñòðàíñòâå V1 ïðåäñòàâëåíèÿ ñïèíà s1, à K2(v, s2) äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå V2

ïðåäñòàâëåíèÿ ñïèíà s2.

Åñëè â êà÷åñòâå îäíîãî èëè îáîèõ ïðîñòðàíñòâ V1 è V2 âçÿòü äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå,

òî R-îïåðàòîð âûðîæäàåòñÿ â L-îïåðàòîð (1.17) èëè R-ìàòðèöó ßíãà (1.21) [62]. Àíàëîãè÷-

íûì îáðàçîì, K-îïåðàòîð â äâóìåðíîì ñëó÷àå âûðîæäàåòñÿ â K-ìàòðèöó îòðàæåíèÿ (1.23).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, óðàâíåíèÿ (1.20) è (1.44) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óðàâíåíèÿ

îòðàæåíèÿ (1.69). Â ðàçäåëå 1.9 ïðèâåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ èåðàðõèÿ óðàâíåíèé îòðàæåíèÿ

è ñîîòíîøåíèé ßíãà-Áàêñòåðà.
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1.4 Âûâîä ôîðìóëû äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ

Îïåðàòîð K(s, x) äåéñòâóåò íà ôóíêöèÿõ îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé Ψ(z) ≡ Ψ(z, z̄).

Îí îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè: ãîëîìîðôíûì óðàâíåíèåì îòðàæåíèÿ (1.44)

K(s, x)L(u+ x− 1, u− s)K(u)L(u+ s− 1, u− x)

= L(u+ s− 1, u− x)K(u)L(u+ x− 1, u− s)K(s, x)
(1.70)

è åãî àíòèãîëîìîðôíûì àíàëîãîì (1.45). K-ìàòðèöà è L-îïåðàòîð L(u1, u2) ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé ìàòðèöû 2 × 2, îíè äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (1.23) è (1.18). Ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî (1.70)

ýêâèâàëåíòíî ÷åòûðåì óðàâíåíèÿì íà ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû. Êàæäûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, â

ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò u. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ íà

îïåðàòîð K(s, x), íå çàâèñÿùèé îò u, íóæíî ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ èç îáåèõ

÷àñòåé ðàâåíñòâà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

×òîáû âûâåñòè ýòó óðàâíåíèÿ, ïåðåïèøåì L-îïåðàòîðû â (1.70) â ñëåäóþùåì âèäå

L(u+ x− 1, u− s) =

u+ x−s
2

+ J J−

J+ u+ x−s
2

− J

 ,

L(u+ s− 1, u− x) =

u− x−s
2

+ J J−

J+ u− x−s
2

− J

 ,

ãäå J, J± � ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè sl(2) ñïèíà (s+ x)/2

J = z∂z +
s+ x

2
, J− = −∂z, J+ = z2∂z + (s+ x)z.

Äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[J+, J−] = 2J, [J, J±] = ±J± . (1.71)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îïåðàòîð Êàçèìèðà

C = 2J2 + J+J− + J−J+ =
(s+ x)(s+ x− 2)

2
(1.72)

ñèììåòðè÷åí ïî s è x.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ (1.70) îò-

ëè÷àþòñÿ ëèøü ïåðåñòàíîâêîé ïàðàìåòðîâ s è x. Ïðè ïîìîùè êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøå-

íèé (1.71) è ôîðìóëû äëÿ îïåðàòîðà Êàçèìèïðà (1.72) íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ìàòðè÷-

íûå ýëåìåíòû â (1.70) ïðîïîðöèîíàëüíû (u− 1/2), ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò, ñèììåòðè÷íûõ

ïî s è x.

Ðàçäåëèì êàæäûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò â (1.70) íà (u−1/2) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû



44

ïðè ñòåïåíÿõ u â îáåèõ ÷àñòÿõ ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà. Â ðåçóëüòàòå (1.70) ñâîäèòñÿ ê òðåì

ñîîòíîøåíèÿì

KN = N K, KHx = Hs K, K Ix,s = Is,x K ,

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

N =
1

2γ
(J+ + γ2J−) , (1.73)

Hs =
(
J +

s− x

2

)2
− γ2J2

− − 2γ
(
g − 1

2

)
J− ,

Is,x = JJ+ + γ2J−J +
s− x

2
(J+ − γ2J−) + 2γ

(
g − 1

2

)
J .

Â êóïå ñ àíàëîãè÷íûìè àíòèãîëîìîðôíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, ñëåäóþùèìè èç óðàâíåíèÿ

îòðàæåíèÿ (1.45), ïîëó÷àåì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íà K-îïåðàòîð

KN = N K, KHx = Hs K, K Ix,s = Is,x K,

K N̄ = N̄ K, K H̄ x̄ = H̄ s̄ K, K Ī x̄,s̄ = Ī s̄,x̄ K .
(1.74)

ãäå îïåðàòîðû (1.73) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

N = (z2 − γ2)∂z + (s+ x)z ,

Hs = (z2 − γ2)∂2z + (2s+ 1)z∂z + 2γ
(
g − 1

2

)
∂z + s2 ,

Is,x = z(z2 − γ2) ∂2z + (2s+ 1)z2∂z + x(z2 − γ2) ∂z

+ 2γ
(
g − 1

2

)
z∂z + s(s+ x)z +N + γ

(
g − 1

2

)
(s+ x) ,

è àíàëîãè÷íûé âèä èìåþò èõ àíòèãîëîìîðôíûå êîïèè N̄ , H̄ s̄, Ī s̄,x̄. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü

ýòó ñèñòåìó, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àíçàö äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ

K(s, x) = [z + γ]g−s [z − γ]1−s−g W (s, x) [z + γ]x−g [z − γ]x+g−1, (1.75)

ãäå W (s,x) � íåèçâåñòíûé îïåðàòîð. Ïðàâàÿ ÷àñòü (1.75) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ

W (s,x) è îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà ñòåïåííûå ôóíêöèè âèäà (1.2). Ìîòèâàöèÿ àíçàöà (1.75)

äàíà â êîíöå òåêóùåãî ðàçäåëà.

Ïîäñòàâëÿÿ (1.75) â óðàâíåíèÿ (1.74) ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó

W N x,s = N s,xW, W Hx,s = Hs,xW, W Ix,s = Is,xW,

W N̄ x̄,s̄ = N̄ s̄,x̄W, W H̄x̄,s̄ = H̄s̄,x̄W, W Ī x̄,s̄ = Ī s̄,x̄W,
(1.76)
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ãäå äëÿ As,x = N,Hs, Is,x îïåðàòîð As,x îòëè÷àåòñÿ íà ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ

As,x = [z + γ]s−g[z − γ]s+g−1As,x [z + γ]g−s[z − γ]1−s−g ,

è àíàëîãè÷íî äëÿ àíòèãîëîìîðôíûõ îïåðàòîðîâ. Òåïåðü öåëü � ðåøèòü ñèñòåìó (1.76) íà

W (s,x).

Ââåäåì SL(2,C)-ãåíåðàòîðû

Ss,x = z∂z + ℓ, Ss,x
− = −∂z, Ss,x

+ = z2∂z + 2ℓz,

S̄s,x = z̄∂z̄ + ℓ̄, S̄s,x
− = −∂z̄, S̄s,x

+ = z̄2∂z̄ + 2ℓ̄z̄,
(1.77)

ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðå ñïèíîâ

ℓ =
1 + x− s

2
, ℓ̄ =

1 + x̄− s̄

2
.

Íàéäåì, êàê ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ äåéñòâóåò íà äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

[z + γ]s−g [z − γ]s+g−1 ∂z [z + γ]g−s [z − γ]1−s−g

= ∂z +
(1− 2s)z − 2iα

z2 − γ2
,

[z + γ]s−g [z − γ]s+g−1 ∂2z [z + γ]g−s[z − γ]1−s−g

= ∂2z + 2
(1− 2s)z − 2iα

z2 − γ2
∂z +

(2s− 1)(2sz2 + γ2)− 4α2 + 8siαz

(z2 − γ2)2
.

Èñïîëüçóÿ äâå ïîñëåäíèå ôîðìóëû, âûðàçèì îïåðàòîðû â óðàâíåíèÿõ (1.76) ÷åðåç ââåäåííûå

ãåíåðàòîðû (1.77)

N s,x = Ss,x
+ + γ2Ss,x

− − 2γ

(
g − 1

2

)
,

Hs,x = −Ss,x
+ Ss,x

− + (2− s− x)Ss,x + 2γ

(
g − 1

2

)
Ss,x
− − γ2(Ss,x

− )2 +
s2 + x2 − s− x

2
,

Is,x = Ss,x
+ Ss,x + γ2Ss,xSs,x

− +
3− s− x

2
Ss,x
+

+
1 + s+ x

2
γ2Ss,x

− − 2γ

(
g − 1

2

)
Ss,x − γ

(
g − 1

2

)
.

(1.78)

Ôîðìóëû äëÿ N̄ s̄,x̄, H̄s̄,x̄ è Ī s̄,x̄ èìåþò àíàëîãè÷íûé âèä, íóæíî ëèøü çàìåíèòü ãîëîìîðôíûå

ãåíåðàòîðû è ïàðàìåòðû íà àíòèãîëîìîðôíûå.

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ïðè ãåíåðàòîðàõ Ss,x, Ss,x
± â (1.78) ñèììåòðè÷íû ïî ïåðåñòàíîâ-

êàì s è x, òî ñèñòåìå (1.76) óäîâëåòâîðÿåò îïåðàòîð W , ñïëåòàþùèé ãåíåðàòîðû Ss,x, Ss,x
± è
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Sx,s, Sx,s
± (à òàêæå èõ àíòèãîëîìîðôíûå àíàëîãè)

W Sx,s = Ss,xW , W Sx,s
± = Ss,x

± W ,

W S̄x̄,s̄ = S̄ s̄,x̄W , W S̄x̄,s̄
± = S̄ s̄,x̄

± W .
(1.79)

Ïåðåñòàíîâêà s⇆ x ýêâèâàëåíòíà ïðåîáðàçîâàíèþ ñïèíà ℓ→ 1−ℓ, çíà÷èò Ss,x, Ss,x
± è Sx,s, Sx,s

±

� ýòî ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè, çàäàâàåìûõ ïàðàìåòðàìè (ℓ, ℓ̄) è (1− ℓ, 1−
ℓ̄), êîòîðûå, êàê îáñóæäàëîñü â ðàçäåëå 1.1, ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Çíà÷èò, ðåøåíèåì

ñèñòåìû (1.79) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð âèäà (1.12), ñïëåòàþùèé ýòè ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

W = [p̂]2ℓ−1 = [p̂]x−s.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð îòðàæåíèÿ èìååò âèä

K(s, x) = [z + γ]g−s [z − γ]1−s−g [p̂]x−s [z + γ]x−g [z − γ]x+g−1. (1.80)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (1.8) îïåðàòîðà [p̂]α, äåéñòâèå K-îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ Ψ(z)

äàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

(
K(s, x)Ψ

)
(z) =

[i]x−s Γ(x− s+ 1)

π
[z + γ]g−s [z − γ]1−s−g

×
∫

d2w
[w + γ]x−g [w − γ]x+g−1

[z − w]x−s+1
Ψ(w) , (1.81)

Òåïåðü îáúÿñíèì ìîòèâàöèþ àíçàöà (1.75) äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ. Â ñëó÷àå ñïèíîâîé

öåïî÷êè SL(2,R) BC-òèïà äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ ïîëó÷åíà ôîðìóëà (2.29) (γ = iβ)

K(s, x) = (2γ)s−x (z + γ)g−s
Γ
(
(z − γ)∂z + x+ g

)
Γ
(
(z − γ)∂z + s+ g

) (z + γ)x−g. (1.82)

Êîìïëåêñíóþ ñòåïåíü îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî z ìîæíî ââåñòè ôîðìàëüíî ñëåäó-

þùèì îáðàçîì [101]

∂az =
1

(z − γ)a
Γ
(
(z − γ)∂z + 1

)
Γ
(
(z − γ)∂z + 1− a

) .
Ýòîò îïåðàòîð èìèòèðóåò ñâîéñòâà îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé [101]. Ïðè ïîìîùè êîììóòàöèîí-

íîãî ñîîòíîøåíèÿ

(z − γ) ∂z (z − γ)b = (z − γ)b ((z − γ)∂z + b)

âûðàæåíèå (1.82) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

K(s, x) = (2γ)s−x (z + γ)g−s (z − γ)1−s−g ∂x−sz (z − γ)x+g−1 (z + γ)x−g . (1.83)

Åñëè ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ àíàëîãè÷íûõ îáúåêòîâ äëÿ ïðåäñòàâëå-

íèé SL(2,C) � ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà [p̂]α = [−i∂z]α è ñòåïåííîé ôóíêöèè (1.2),
òî, ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè, ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà (1.80) äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ â ñëó-
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÷àå BC-öåïî÷êè SL(2,C).
Äëÿ SL(2,R)-öåïî÷êè γ = iβ ∈ iR>0, è Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè ñîñòîèò èç

ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íûé

àíçàö (1.83) äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ ïëîõî îïðåäåëåí, òàê êàê ôóíêöèè âèäà (z − γ)a íå

ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

1.5 Èíäóêòèâíîå ïîñòðîåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé B-îïåðàòîðà

Â ýòîì ðàçäåëå ñòðîÿòñÿ îáùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (1.34) îïåðàòîðîâ Bn(u) è B̄n(ū)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà óçëîâ öåïî÷êè n

Bn(u)Ψxn(zn) =

(
u− 1

2

)(
u2 − x21

)
· · ·
(
u2 − x2n

)
Ψxn(zn) ,

B̄n(ū)Ψxn(zn) =

(
ū− 1

2

)(
ū2 − x̄21

)
· · ·
(
ū2 − x̄2n

)
Ψxn(zn) .

(1.84)

Äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïîëó÷åíî èíäóêòèâíîå âûðàæåíèå

Ψxn(zn) = Ψx1,..., xn(z1, . . . , zn) = Λn(xn) Λn−1(xn−1) · · ·Λ1(x1) · 1 , (1.85)

ãäå äëÿ k = 2, 3 . . . ïîâûøàþùèé îïåðàòîð Λk(x) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì â òåðìèíàõ

R-îïåðàòîðîâ

Λk(x) = λk(x)Rk k−1(x)Rk−1 k−2(x) . . .R21(x)K1(s, x)R12(x)R23(x) . . .Rk−1 k(x) , (1.86)

à äëÿ k = 1 ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì îòðàæåíèÿ (1.80): Λ1(x) = λ1(x)K1(s, x). Íîðìèðîâî÷íûé

ìíîæèòåëü λk(x) îïðåäåëåí â (1.62).

Îïåðàòîð Rkj(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ôóíêöè-

ÿõ Ψ(zk, zj)

[Rkj(x, x̄)Ψ] (zk, zj) = c(x− s)

∫
d2w

[zk − zj]
1−2s

[zk − w]1−s+x [w − zj]1−s−x
Ψ(w, zj) , (1.87)

ãäå x = h
2
+ iν , x̄ = −h

2
+ iν , h ∈ Z + σ , ν ∈ R, è ìíîæèòåëü c(x − s) îïðåäåëåí â (1.9). Â

àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå ýòîò îïåðàòîð ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ îïåðàòîðà (1.8)

Rkj(x, x̄) = [zkj]
1−2s [p̂k]

x−s [zkj]
s+x−1 ,

ãäå zkj = zk − zj.

Ôóíêöèÿ Ψxn(zn) (1.85) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé äëÿ îïåðàòîðà Bn(u) áëàãîäàðÿ ñëåäóþ-
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ùåìó êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ ìåæäó B- è Λ-îïåðàòîðàìè

Bn(u) Λn (x) Ψ(z1 . . . zn−1) =
(
u2 − x2

)
Λn (x) Bn−1(u)Ψ(z1 . . . zn−1) , (1.88)

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé Ψ(z1 . . . zn−1), íå çàâèñÿùèõ îò n-îé ïåðåìåí-

íîé. Äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì Bn(u) íà Ψxn è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ (1.88)

Bn(u) Λn(xn) Λn−1(xn−1) · · ·Λ1(x1) · 1

=
(
u2 − x2n

)
Λn(xn)Bn−1(u)Λn−1(xn−1)Λn−2(xn−2) · · ·Λ1(x1) · 1

=
(
u2 − x2n

) (
u2 − x2n−1

)
Λn(xn) Λn−1(xn−1)Bn−2(u)Λn−2(xn−2) · · ·Λ1(x1) · 1 = . . .

=
(
u2 − x2n

)
. . .
(
u2 − x22

)
Λn(xn) Λn−1(xn−1) · · ·Λ2(x2)B1(u) Λ1(x1) · 1 , (1.89)

âñ¼ ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ íà ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ 1 óçëà, êîòîðàÿ, ñîãëàñíî ðàç-

äåëó 1.3.1, èìååò âèä Λ1(x1) · 1

B1(u) Λ1(x1) · 1 =

(
u− 1

2

)
(u2 − x21) Λ1(x1) · 1 .

Èç (1.89) ìû ïîëó÷àåì æåëàåìîå ñîîòíîøåíèå (1.84) íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà B(u)

äëÿ ôóíêöèè Ψxn(zn) (1.85). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà B̄n(ū) âûïîëíÿåòñÿ òî÷íûé àíàëîã

ôîðìóëû (1.88) (è åãî äîêàçàòåëüñòâî êîïèðóåò âûâîä (1.88)), èç íåãî òàêèì æå îáðàçîì

ïîëó÷àåòñÿ âòîðîå óðàâíåíèå â (1.84).

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ äîêàçàòü ôîðìóëó (1.88). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå,

÷åðåç êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ R-îïåðàòîð [60]

R12(x)L1(u1, u2)L2(u1, u− x) = L1(u1, u− x)L2(u1, u2)R12(x) , (1.90)

ãäå ïàðàìåòðèçàöèÿ L-îïåðàòîðà L(u1, u2) ââåäåíà â (1.18). Êàê âèäíî èç (1.90), R-îïåðàòîð
ïåðåñòàâëÿåò àðãóìåíòû â ïðîèçâåäåíèè äâóõ ãîëîìîðôíûõ L-îïåðàòîðîâ. Òàêæå, îí óäî-

âëåòâîðÿåò àíàëîãè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ ñ èõ àíòèãîëîìîðôíûìè êîïèÿìè. Îïåðàòîð Rij(x)

ñâÿçàí ñ îáùèì SL(2,C)-èíâàðèàíòíûì ðåøåíèåì (1.125) óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà [60, 61].

Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (1.90) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

R12(x)L2(u+ x− 1, u2)L1(u1, u2) = L2(u1, u2)L1(u+ x− 1, u2)R12(x) . (1.91)

Óðàâíåíèå (1.91) ñëåäóþùèì îáðàçîì âûâîäèòñÿ èç (1.90). Âî-ïåðâûõ, ðàâåíñòâî (1.90) íóæíî

îáðàòèòü

L−12 (u1, u− x)L−11 (u1, u2)R−112 (x) = R−112 (x)L
−1
2 (u1, u2)L

−1
1 (u1, u− x) .

Äàëåå, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà íàR12(x), à òàêæå èñïîëüçóÿ
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ôîðìóëó îáðàùåíèÿ äëÿ L-îïåðàòîðà

L−1(u1, u2) = −(u1u2)
−1 L(−u2,−u1) ,

êîòîðóþ ëåãêî âûâåñòè èç ôàêòîðèçîâàííîãî âûðàæåíèÿ (1.18), ïîëó÷àåì

R12(x)L2(x− u,−u1)L1(−u2,−u1) = L2(−u2,−u1)L1(x− u,−u1)R12(x) .

Ôîðìóëà (1.91) ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ çàìåíîé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà

u → 1− u, òàê êàê ïðè ýòîì u2 = u− s çàìåíÿåòñÿ íà −u1 = 1− u− s, à u1 = u− 1 + s � íà

−u2 = −u+ s. Ýòà çàìåíà íå âëèÿåò íà R-îïåðàòîð, òàê êàê îí íå çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíîãî
ïàðàìåòðà.

Òàê êàê B-îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìàòðèöû ìîíîäðîìèè, òî èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

(1.88) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûâåñòè êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîâûøàþùèì îïå-

ðàòîðîì (1.86) è ïðîèçâåäåíèåì L-îïåðàòîðîâ è K-ìàòðèöû, êîòîðîå ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ìàò-

ðèöåé ìîíîäðîìèè (1.19), è îòëè÷àåòñÿ îò íåå ëèøü âèäîì L-îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

n-ìó ïðîñòðàíñòâó. Âûäåëèâ â ïîëó÷èâøåìñÿ ìàòðè÷íîì ñîîòíîøåíèè ðàâåíñòâî ìàòðè÷-

íûõ ýëåìåíòîâ (1, 2) è ïîäåéñòâîâàâ èì íà ôóíêöèþ Ψ(z1 . . . zn−1), íå çàâèñÿùóþ îò zn, ìû

ïîëó÷èì íóæíóþ ôîðìóëó (1.88).

Çàìåòèì, ÷òî ïîâûøàþùèé îïåðàòîð (1.86) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå òðåõ ðàç-

ëè÷íûõ áëîêîâ, ïðè÷åì ñòðóêòóðà ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîâòîðÿåò íà ñòðóêòóðó ìàòðèöû ìî-

íîäðîìèè. Ïåðâûé áëîê � ýòî ïðîèçâåäåíèå R-îïåðàòîðîâ R12(x) · · ·Rk−1 k(x), âòîðîé áëîê

� îïåðàòîð îòðàæåíèÿ K1(s, x), è ïîñëåäíèé áëîê � ïðîèçâåäåíèå R-îïåðàòîðîâ â îáðàòíîì
ïîðÿäêå Rk k−1(x) . . .R21(x). Êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå ìû áóäåì âûâîäèòü ïîýòàïíî, â

ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà íà ýòè áëîêè.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.90) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êîììóòàöèè îïåðàòîðàR12(x)R23(x) · · ·Rn−1n(x)

ñ ïðîèçâåäåíèåì L1 (u1, u2) · · ·Ln−1 (u1, u2) Ln (u1, u− x) ïàðàìåòð u−x ïåðåíîñèòñÿ èç êðàé-
íåãî ïðàâîãî L-îïåðàòîðà â êðàéíèé ëåâûé

R12(x)R23(x) · · ·Rn−1n(x)L1 (u1, u2) · · ·Ln−1 (u1, u2) Ln (u1, u− x) =

= L1 (u1, u− x)L2 (u1, u2) · · ·Ln (u1, u2) R12(x)R23(x) · · ·Rn−1n(x) .

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (1.91) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êîììóòàöèè òîãî æå ïðîèçâåäåíèÿ R-îïåðàòîðîâ
ñ Ln (u+ x− 1, u2)Ln−1 (u1, u2) · · · L1 (u1, u2) ïàðàìåòð u+ x− 1 ïåðåíîñèòñÿ èç êðàéíåãî ëå-

âîãî àðãóìåíòà â êðàéíèé ïðàâûé

R12(x)R23(x) · · ·Rn−1n(x)Ln (u+ x− 1, u2)Ln−1 (u1, u2) · · · L1 (u1, u2) =

= Ln (u1, u2)Ln−1 (u1, u2) · · ·L1 (u+ x− 1, u2) R12(x)R23(x) · · ·Rn−1n(x) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êîììóòàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ R-îïåðàòîðîâ ñî âñåé ìàò-
ðèöåé ìîíîäðîìèè ïàðàìåòðû u + x− 1 è u− x ïåðåíîñÿòñÿ èç êðàéíåãî ëåâîãî è êðàéíåãî
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ïðàâîãî àðãóìåíòà â öåíòð

R12(x) · · ·Rn−1n(x)Ln (u+ x− 1, u2) · · · L1 (u1, u2) K(u)L1 (u1, u2) · · ·Ln (u1, u− x)

= Ln (u1, u2) · · ·L1 (u+ x− 1, u2) K(u)L1 (u1, u− x) · · ·Ln (u1, u2) R12(x) · · ·Rn−1n(x)

Íà ñëåäóþùåì øàãå ïîñðåäñòâîì êîììóòàöèè ñ K-îïåðàòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåñòàíîâêà

L-îïåðàòîðîâ â öåíòðå

K1(s, x)L1(u+ x− 1, u2)K(u)L1(u1, u− x)

= L1(u1, u− x)K(u)L1(u+ x− 1, u2)K1(s, x) ,

ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ (1.44). Äàëåå, â ðåçóëüòàòå êîììóòàöèè ñî âòî-

ðûì ïðîèçâåäåíèåì R-îïåðàòîðîâ Rnn−1(x)Rn−1n−2(x) · · ·R21(x) ïàðàìåòðû u+x−1 è u−x
ïåðåíîñÿòñÿ èç öåíòðà ïðîèçâåäåíèÿ â êðàéíèé ïðàâûé è êðàéíèé ëåâûé àðãóìåíòû

Rnn−1(x) · · ·R21(x)Ln (u1, u2) · · · L1 (u1, u− x) K(u)L1 (u+ x− 1, u2) · · ·Ln (u1, u2)

= Ln (u1, u− x) · · ·L1 (u1, u2) K(u)L1 (u1, u2) · · ·Ln (u+ x− 1, u2) Rnn−1(x) · · ·R21(x) .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîâûøàþùèì îïåðàòî-

ðîì

Λn(x) = Rnn−1(x)Rn−1n−2(x) · · ·R21(x)K1(s, x)R12(x)R23(x) · · ·Rn−1n(x)

è ïðîèçâåäåíèåì L-îïåðàòîðîâ è K-ìàòðèöû

Λn(x)Ln (u+ x− 1, u2) · · · L1 (u1, u2) K(u)L1 (u1, u2) · · ·Ln (u1, u− x) =

= Ln (u1, u− x) · · ·L1 (u1, u2) K(u)L1 (u1, u2) · · ·Ln (u+ x− 1, u2) Λn(x) .

Â òåðìèíàõ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

Tn(u) = Ln(u) · · ·L1(u)K(u)L1(u) · · ·Ln(u) =

(
An(u) Bn(u)

Cn(u) Dn(u)

)
(1.92)

åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Λn(x)Ln (u+ x− 1, u2) Tn−1(u)Ln (u1, u− x) =

= Ln (u1, u− x) Tn−1(u)Ln (u+ x− 1, u2) Λn(x)

Ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíò (1, 2) ïîñëåäíåãî ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà, íàõîäèì

Λn(x)
(
u+ x+ zn∂n −∂n

)
Tn−1(u)

(
−∂n

u− x− zn∂n

)
= Bn(u) Λn(x)
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Ðèñóíîê 1.1 � Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííîé ôóíêöèè Ψx(z)

Åñëè ïîäåéñòâîâàòü ýòèì îïåðàòîðíûì ñîîòíîøåíèåì íà ôóíêöèþ Ψ(z1 . . . zn−1), íå çàâèñÿ-

ùóþ îò zn, ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

Λn(x)
(
u+ x 0

)
Tn−1(u)

(
0

u− x

)
Ψ(z1 . . . zn−1) = Bn(u)Λn(x)Ψ(z1 . . . zn−1) .

×òîáû ïîëó÷èòü íóæíîå ñîîòíîøåíèå (1.88), îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü Tn−1(u) â ÿâíîì âèäå (1.92)

è ïåðåìíîæèòü òðè ìàòðèöû â ëåâîé ÷àñòè.

1.6 Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

1.6.1 Äèàãðàììíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ââåäåíû äâà èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé â ñëó÷àå öåïî÷êè èç 1 óçëà. Ïðè ïîìîùè ãðàôè÷åñêîé òåõíèêè, èçëîæåííîé â ïðèëîæå-

íèè À, îáà èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç äèàãðàììû.

Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 1.3.1, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (1.34) äëÿ öåïî÷êè èç 1 óçëà (n = 1)

ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ (1.49)

Ψx(z) = π [−2iγ]s−x Γ(g − x) K(s, x) · 1 . (1.93)

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî â ïðèíÿòîé íîðìèðîâêå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èíâàðèàíòíû îòíîñè-

òåëüíî îòðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé x→ −x.
Äåéñòâèå îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.81)

(
K(s, x)Ψ

)
(z) =

[i]x−s Γ(x− s+ 1)

π
[z + γ]g−s [z − γ]1−s−g

×
∫

d2w
[w + γ]x−g [w − γ]x+g−1

[z − w]x−s+1
Ψ(w) .

Èñïîëüçóÿ åå â (1.93), ïîëó÷àåì ïåðâîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíê-
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Ðèñóíîê 1.2 � Ñèììåòðèÿ Ψx(z) îòíîñèòåëüíî çàìåíû x→ −x

öèè

Ψx(z) = [2γ]s−x Γ (g − x, 1− s+ x)

×
∫

d2w

[z + γ]s−g [z − γ]s+g−1 [w − z]x−s+1 [w + γ]g−x [w − γ]1−x−g
,

(1.94)

ãäå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ãàììà-ôóíêöèé èñïîëüçóåòñÿ êîìïàêòíîå îáîçíà÷åíèå À.1. Ñ òî÷íî-

ñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ ïåðåä èíòåãðàëîì ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü ïðè ïîìîùè äèàãðàììû 1.1.

Òåïåðü äîêàæåì ïðè ïîìîùè ãðàôè÷åñêîé òåõíèêè ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ

ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé x→ −x

Ψx(z) = Ψ−x(z) . (1.95)

Ðàçäåëèâ íà äèàãðàììå ñ Ðèñ. 1.1 âåðòèêàëüíûé ïðîïàãàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëþ

[2γ]s−x, íà äâå ÷àñòè:

[2γ]s−x = [2γ]s+x [2γ]−2x,

ïîëó÷àåì ëåâóþ äèàãðàììó íà Ðèñ. 1.2. Èñïîëüçóÿ ðåäóöèðîâàííîå êðîññ-ñîîòíîøåíèå, èçîá-

ðàæåííîå íà Ðèñ. À.4, ïîëó÷àåì âòîðóþ äèàãðàììó íà Ðèñ. 1.2. Ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðî-

âî÷íîãî êîýôôèöèåíòà, ýòà äèàãðàììà ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè Ψ−x(z). Âîññòàíàâëèâàÿ êî-

ýôôèöèåíò èç (1.94) è ó÷èòûâàÿ ãàììà-ìíîæèòåëè, âîçíèêàþùèå èç ðåäóöèðîâàííîãî êðîññ-

ñîîòíîøåíèÿ (À.9), ïîëó÷àåì íóæíóþ ôîðìóëó (1.95).

Ïðè ïîìîùè äèàãðàììíîé òåõíèêè èç (1.94) ìîæíî âûâåñòè åùå îäíî èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî íóæíî äâà ðàçà âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåäó-

öèðîâàííûì êðîññ-ñîîòíîøåíèåì (À.9). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Ψx(z) = [2γ]s−x Γ(g − x, 1− s+ x)

×
∫

d2w

[w − z]x+s [w − γ]g−x [w + γ]1−x−g
.

(1.96)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçàíû íà Ðèñ. 1.3.
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Ðèñóíîê 1.3 � Âûâîä âòîðîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ Ψx(z)

1.6.2 Âûðàæåíèå ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ

Ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ öåïî÷êè èç îäíîãî óçëà (1.96) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ãèïåð-

ãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë [57, 100]

2F
C
1

[
a|ā, b|b̄
c|c̄

∣∣∣∣∣ v
]
=

Γ(c)

πΓ(b, c− b)

∫
d2t

[t]b−1[1− t]c−b−1

[1− tv]a
, (1.97)

ãäå a− ā, b− b̄, c− c̄ ∈ Z. Îíà óäîâëåòâîðÿåò ïàðå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [100] (

v(1− v)∂2v +
[
c− (a+ b+ 1)v

]
∂v − ab

)
F (v) = 0, (1.98)(

v̄(1− v̄)∂2v̄ +
[
c̄− (ā+ b̄+ 1)v̄

]
∂v̄ − āb̄

)
F (v) = 0, (1.99)

ãäå v̄ ≡ v∗ � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå v. Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå ïåðåìåííîé

v =
1

2
− z

2γ
(1.100)

ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà Hs (1.28)(
(z2 − γ2)∂2z + (2s+ 1)z∂z + 2iα∂z + s2

)
Ψx(z) = x2Ψx(z)

ïåðåõîäèò â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.98) ñ ïàðàìåòðàìè

a = s+ x, b = s− x, c = s+ g .

Òàê êàê γ∗ = γ̄, òî ïðè òîé æå çàìåíå (1.100) ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà H̄ s̄ (1.29)

ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå (1.99) ñ ïàðàìåòðàìè

ā = s̄+ x̄, b̄ = s̄− x̄, c̄ = s̄+ ḡ .

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè èñïîëüçîâàòü òàêóþ çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ âî âòîðîì
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èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (1.96)

t = − 2γ

w − γ
, d2w =

[2γ]

[t]2
d2t,

ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå â òåðìèíàõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (1.97)

Ψx(z) =
πΓ(g + x, g − x)

Γ(s+ g)
2F

C
1

[
s+ x|s̄+ x̄, s− x|s̄− x̄

s+ g|s̄+ ḡ

∣∣∣∣∣ 12 − z

2γ

]
.

Îíî êîïèðóåò àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé SL(2,R) öåïî÷êè â ñëó÷àå

îäíîãî óçëà. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäíèå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèþ

Ãàóññà ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè è àðãóìåíòîì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé ñèììåòðèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ïî ïåðåñòàíîâêå ïàðàìåòðîâ [100]

2F
C
1

[
a|ā, b|b̄
c|c̄

∣∣∣∣ v] = 2F
C
1

[
b|b̄, a|ā
c|c̄

∣∣∣∣ v]
îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé x→ −x.

1.6.3 Ïðåäñòàâëåíèå Ìåëëèíà-Áàðíñà

Â ýòîé ñåêöèè ñòðîèòñÿ åùå îäíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Ψx(z) =
1

2

∫
Dy [−1]y−s Γ(ε− y ± x, 1− s− ε+ y, g − ε+ y)

[2γ]ε−y−s [z + γ]s−g [z − γ]g−ε+y
(1.101)

ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1/2), è äëÿ ïðîèçâåäåíèé ãàììà-ôóíêöèé èñïîëü-

çóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ (À.1), (À.2). Ñïåêòðàëüíûå ïåðåìåííûå è ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ

èìåþò âèä

(x, x̄) =

(
k

2
+ iη,−k

2
+ iη

)
, k ∈ Z+ σ, η ∈ R,

(y, ȳ) =

(
m

2
+ iτ,−m

2
+ iτ

)
, m ∈ Z+ σ, τ ∈ R ,

è ÷åðåç
∫
Dy îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùåå∫

Dy =
∑

m∈Z+σ

∫
R
dτ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè (1.101) ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé ñèììåòðèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé x→ −x.



55

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.101) âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ ñòåïåííîé

ôóíêöèè [58] ∫
Dy Γ(a+ y, b− y) [z]−y−a = 2πΓ(a+ b)

1

[1 + z]a+b
. (1.102)

Â (1.102) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a− ā, b− b̄ ∈ Z+ σ è

Re(a+ ā) > 0, Re(b+ b̄) > 0, (1.103)

òî åñòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé τ ∈ R ðàçäåëÿåò ñåðèè ïîëþñîâ ãàììà-ôóíêöèé

ïîä èíòåãðàëîì.

Âûâåäåì ïðåäñòàâëåíèå Ìåëëèíà-Áàðíñà (1.101) èç óæå ïîëó÷åííîé èíòåãðàëüíîé ôîð-

ìóëû (1.94)

Ψx(z) = [2γ]s−x Γ(g − x, 1− s+ x)

×
∫

d2w

[z + γ]s−g [z − γ]s+g−1 [w − z]x−s+1 [w + γ]g−x [w − γ]1−x−g
.

(1.104)

Âî-ïåðâûõ, ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ z → −(z − γ)/(w − γ) â (1.102) è

ïåðåïèøåì ïðè ïîìîùè ïîëó÷èâøåéñÿ ôîðìóëû ñòåïåííóþ ôóíêöèþ

1

[w − z]x−s+1
=

1

2πΓ(x− s+ 1)

∫
Dy [−1]y−s Γ(1− s− ε+ y, x+ ε− y)

[z − γ]1−s−ε+y [w − γ]x+ε−y . (1.105)

Ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèå (1.103) è ïàðàìåòðèçàöèþ ïåðåìåííûõ (x, x̄), (s, s̄), ìû ïîëàãàåì ε ∈
(0, 1/2). Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò (1.105) â (1.104), ïîëó÷àåì êðàòíûé èíòåãðàë

Ψx(z) =
[2γ]s−x Γ(g − x)

2π

∫
d2w Dy [−1]y−s Γ(1− s− ε+ y, x+ ε− y)

[z + γ]s−g [z − γ]g+y−ε [w + γ]g−x [w − γ]1+ε−g−y .

×òîáû ïîëó÷èòü (1.101) îñòàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî w ïðè ïîìîùè ïðàâèëà öåïî÷êè (À.6)∫
d2w

1

[w + γ]g−x [w − γ]1+ε−g−y =
π [−1]g−x

Γ(1 + ε− g − y, g − x, 1− ε+ x+ y)

1

[2γ]ε−x−y
.

1.7 Îðòîãîíàëüíîñòü îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (1.1) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìèäåëè â

ñëó÷àå öåïî÷êè èç îäíîãî óçëà èìååò âèä

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

d2zΦ(z)Ψ(z), (1.106)
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψx(z) îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.106)

⟨Ψy|Ψx⟩ = µ−1(x)
δ(2)(x− y) + δ(2)(x+ y)

2
(1.107)

ãäå ñïåêòðàëüíûå ïåðåìåííûå èìåþò âèä (1.35)

(x, x̄) =

(
k

2
+ iη,−k

2
+ iη

)
, k ∈ Z+ σ, η ∈ R ,

(y, ȳ) =

(
m

2
+ iτ,−m

2
+ iτ

)
, m ∈ Z+ σ, τ ∈ R ,

(1.108)

à äåëüòà ôóíêöèÿ δ(2) îïðåäåëåíà â (1.58). Òî åñòü, â ïðàâîé ÷àñòè (1.107)

δ(2)(x− y) = δkm δ(η − τ).

Íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψx îáëàäàþò ñèììåòðèåé x → −x, êîòîðàÿ áûëà
äîêàçàíà â ðàçäåëå 1.6.1. Ïîýòîìó, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàêæå äîëæíî áûòü èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî çàìåíû x→ −x. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëó (1.107) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â îáëà-

ñòè x ̸= −y, â êîòîðîé âòîðàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ δ(2)(x+y) ðàâíà íóëþ, è â êîíöå âîññòàíîâèòü
ïîëíîå âûðàæåíèå ïî ñèììåòðèè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (1.94)

Ψx(z) = [2γ]s−x Γ (g − x, 1− s+ x)

×
∫

d2w

[z + γ]s−g [z − γ]s+g−1 [w − z]x−s+1 [w + γ]g−x [w − γ]1−x−g

è äèàãðàììíóþ òåõíèêó, èçëîæåííóþ â ïðèëîæåíèè À. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî êîìïëåêñíîãî

ñîïðÿæåíèÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé (1.14)

([z]α)∗ = [z]ᾱ
∗
= zᾱ

∗
z̄α

∗

è óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû (1.3), (1.31)

s∗ + s̄ = 1, g∗ + ḡ = 1

ïîëó÷àåì äèàãðàììó äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ⟨Ψy|Ψx⟩, èçîáðàæåííóþ â ëåâîì âåðõíåì

óãëó íà Ðèñ. 1.4. Êàê âñåãäà, èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç äèàãðàììó ñ òî÷íîñòüþ äî

íîðìèðîâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà ñ ãàììà-ôóíêöèÿìè.

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå íà Ðèñ. 1.4 � ñîêðàùåíèå ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ öåíòðàëüíóþ

âåðøèíó ñ γ è −γ, è ïðèìåíåíèå ïðàâèëà öåïî÷êè (À.6), èçîáðàæåííîãî íà Ðèñ. À.2. Íà

ñëåäóþùåì øàãå ïðèìåíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå çâåçäà-òðåóãîëüíèê (À.7), êîòîðîå ïîêàçàíî íà

Ðèñ. À.3. Âíîâü èñïîëüçîâàâ äâà ðàçà ïðàâèëî öåïî÷êè íà ïîñëåäíåì øàãå, ïîëó÷àåì òðèâè-
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Ðèñóíîê 1.4 � Âûâîä ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå öåïî÷êè
èç 1 óçëà

àëüíóþ äèàãðàììó â ëåâîì íèæíåì óãëó, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî ïðîïàãàòîðà. Åé ñîîòâåòñòâóåò

èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ∫
d2w [w − γ]−1+ȳ∗+x =

∫
d2w [w]−1+ȳ∗+x.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ïîñëåäíèé èíòåãðàë, íóæíî ïåðåéòè â ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû w =

reiφ è èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðèçàöèþ (1.108) ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ (x, x̄) è (y, ȳ). Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷àåì ∫
d2w [w]−1+ȳ∗+x = 2π2 δkm δ(η − τ) = 2π2 δ(2)(x− y) .

Ó÷èòûâàÿ ìíîæèòåëè ñ ãàììà-ôóíêöèÿìè, âîçíèêàþùèå ïðè äèàãðàììíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ, è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äîïîëíåíèÿ (À.4), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñêà-

ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

⟨Ψy|Ψx⟩ =
2π4 [−1]x+y [2γ]

Γ(1 + x+ y)Γ(1− x− y)
δ(2)(x− y) . (1.109)
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Ïðè ïîìîùè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ãàììà-ôóíêöèè (À.3)

Γ(a+ 1) = −aāΓ(a)

è ôîðìóëû äîïîëíåíèÿ (À.4) ñîîòíîøåíèå (1.109) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

⟨Ψy|Ψx⟩ = − 2π4 [2γ]

(x+ y)(x̄+ ȳ)
δ(2)(x− y) (1.110)

= 2π4
∣∣∣γ
x

∣∣∣2 δ(2)(x− y) . (1.111)

Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìóëà (1.111) ïîëó÷åíà â ïðåäïîëîæåíèè x ̸= −y. Ëèøü ïðè òàêîì

óñëîâèè ïðåîáðàçîâàíèÿ íà Ðèñ. 1.4 èìåþò ñìûñë. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò âûðàæåíèå ïåðåä

äåëüòà-ôóíêöèåé â (1.110). Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðîèçâåäåíèå âñåõ ìíîæè-

òåëåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, è, êàê âèäíî, îíî ñèíãóëÿðíî â

òî÷êå x = −y. Ñíÿâ óñëîâèå x = −y è âîññòàíàâëèâàÿ ïî ñèììåòðèè ïîëíóþ ôîðìóëó íà

îñíîâå (1.111), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè (1.107).

1.8 Ïîëíîòà íàáîðà îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû∫
Dx µ(x)Ψx(z)Ψx(w) = δ2(z − w) , (1.112)

ãäå, êàê è ðàíüøå,

(x, x̄) =

(
k

2
+ iη,−k

2
+ iη

)
,

∫
Dx =

∑
k∈Z+σ

∫
R
dη , (1.113)

è δ2(z) � äåëüòà-ôóíêöèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

δ2(z) = δ(Re z) δ(Im z).

Âûðàæåíèå äëÿ ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ

µ(x) =
1

4π4

∣∣∣x
γ

∣∣∣2
ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (1.107). Äëÿ äàëüíåéøèõ öåëåé åãî óäîáíî ïåðåïè-

ñàòü â âèäå

µ(x) =
Γ(s± x, 1− s± x)

4π4 [2γ]Γ(±2x)
, (1.114)

èñïîëüçóÿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (À.3) è ôîðìóëó äîïîëíåíèÿ (À.4) äëÿ ãàììà-ôóíêöèè.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ ïîëíîòû (1.112) èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå Ìåëëèíà-

Áàðíñà äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (1.101)

Ψx(z) =
1

2

∫
Dy [−1]y−s Γ(ε− y ± x, 1− s− ε+ y, g − ε+ y)

[2γ]ε−y−s [z + γ]s−g [z − γ]g−ε+y
, (1.115)

ãäå ε ∈ (0, 1/2), à ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò âèä

(y, ȳ) =

(
m

2
+ iτ,−m

2
+ iτ

)
, m ∈ Z+ σ , τ ∈ R .

Äàëåå ε èìååò ñìûñë ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè, è â êîíöå âû÷èñëåíèÿ îí áóäåò óñòðåìëåí ê

íóëþ.

×òîáû íàïèñàòü àíàëîãè÷íîå èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé

ôóíêöèè Ψx(w), èñïîëüçóåì óñëîâèÿ (1.3), (1.31) íà ïàðàìåòðû (s, s̄) è (g, ḡ)

s∗ + s̄ = 1 , g∗ + ḡ = 1 ,

à òàêæå ïðàâèëà êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé (1.14) è ãàììà-ôóíêöèé (À.5).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Ψx(w) =
1

2

∫
Dy′ [−1]y

′−g Γ(ε+ y′ ± x, s− ε− y′, 1− g − ε− y′)

[2γ]ε+y′+s−1 [w + γ]g−s [w − γ]1−g−ε−y′
, (1.116)

ãäå ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò òîò æå âèä, ÷òî â (1.115)

(y′, ȳ′) =

(
m′

2
+ iτ ′,−m

′

2
+ iτ ′

)
, m′ ∈ Z+ σ , τ ′ ∈ R .

Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûå ôîðìóëû (1.114), (1.115) è (1.116) â ëåâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ ïîë-

íîòû (1.112) è ðàññìàòðèâàÿ ïðåäåë ε→ 0+, ïîëó÷àåì êðàòíûé èíòåãðàë∫
Dx µ(x)Ψx(z)Ψx(w) =

1

16π4
lim
ε→0+

∫
Dy [−1]y−s Γ(1− s− ε+ y, g − ε+ y)

[z + γ]s−g [z − γ]g−ε+y

×
∫

Dy′ [−1]y
′−g Γ(s− ε− y′, 1− g − ε− y′)

[2γ]2ε−y+y′ [w + γ]g−s [w − γ]1−ε−g−y′

×
∫

Dx Γ(s± x, 1− s− 4ε± x, ε− y ± x, ε+ y′ ± x)

Γ(±2x)
, (1.117)

ãäå â èíòåãðàëå ïî x ââåäåíà äîïîëíèòåëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Γ(1− s± x) = lim
ε→0+

Γ(1− s− 4ε± x) .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî x, èñïîëüçóåì êîìïëåêñíûé àíàëîã èíòåãðàëà Ãóñòàô-
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ñîíà BC-òèïà [54, 102]

∫
Dx

4∏
j=1

Γ(aj ± x)

Γ(±2x)
=

4π
∏

1≤j<k≤4
Γ(aj + ak)

Γ(a1 + a2 + a3 + a4)
, (1.118)

ãäå ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ äàåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé (1.113), è ïàðàìåòðû aj, āj èìåþò

âèä

aj =
nj

2
+ νj, āj = −nj

2
+ νj, nj ∈ Z+ σ, νj ∈ C . (1.119)

Ñîîòíîøåíèå (1.118) âûïîëíÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ η ∈ R ðàçäåëÿåò

ñåðèè ïîëþñîâ [54]

iη =
|k − nj|

2
+ νj + p, iη = −|k + nj|

2
− νj − p, p ∈ Z≥0 ,

è νj óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

Re(ν1 + ν2 + ν3 + ν4) < 1 .

Â íàøåì ñëó÷àå ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, òàê êàê â èíòåãðàëå ïî x (1.117) ïàðàìåòðû aj

ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

a1 = s , a2 = 1− s− 4ε , a3 = ε− y , a4 = ε+ y′ ,

òàê ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.119)

ν1 =
1

2
+ iνs , ν2 =

1

2
− iνs − 4ε , ν3 = ε− iτ , ν4 = ε+ iτ ′ ,

è íåîáõîäèìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ

Re(ν1 + ν2 + ν3 + ν4) = 1− 2ε < 1 .

Òàêèì îáðàçîì, âçÿâ èíòåãðàë ïî x ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ Ãóñòàôñîíà (1.118) è èñïîëü-

çîâàâ ôîðìóëó äîïîëíåíèÿ äëÿ ãàììà-ôóíêöèé (À.4), ïîëó÷àåì∫
Dx

Γ(s± x, 1− s− 4ε± x, ε− y ± x, ε+ y′ ± x
)

Γ(±2x)

= 4π [−1]y−y
′
Γ
(
1− 4ε, 2ε± (y − y′)

)
× Γ(s+ ε− y, s+ ε+ y′, 1− s− 3ε− y, 1− s− 3ε+ y′). (1.120)

Òåïåðü ïåðåïèøåì ïðîèçâåäåíèå òðåõ ãàììà-ôóíêöèé ïî âòîðîé ñòðî÷êå ïîñëåäíåé ôîð-
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ìóëû

Γ
(
1− 4ε, 2ε± (y − y′)

)
=

4ε

(2ε+ y − y′)(2ε− y + y′)

Γ(1− 4ε)

Γ(1 + 4ε)
Γ
(
2ε+∆± (y − y′)

)
, (1.121)

ãäå (∆, ∆̄) = (1, 0). Äîêàæåì, ÷òî ïåðâàÿ äðîáü â (1.121) ñòðåìèòñÿ ê äåëüòà-ôóíêöèè ïðè ε→
0+

lim
ε→0+

4ε

(2ε+ y − y′)(2ε− y + y′)
= 2π δm,m′ δ(τ − τ ′) = 2π δ(2)(y − y′) . (1.122)

Ðàçëîæèì ýòó äðîáü â ñëåäóþùóþ ñóììó

4ε

(2ε+ y − y′)(2ε− y + y′)
=

1

2ε+ y − y′
+

1

2ε− y + y′

= − i

−im−m
′

2
+ τ − τ ′ − 2iε

+
i

−im−m
′

2
+ τ − τ ′ + 2iε

. (1.123)

Â ñëó÷àå m ̸= m′ â ïðåäåëå ε→ 0+ îáà ñëàãàåìûõ â (1.123) íå ñîäåðæàò ñèíãóëÿðíîñòåé, ïî-

ïàäàþùèõ íà êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî τ è τ ′ (âåùåñòâåííóþ îñü), è âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ.

Ïðè m = m′ èñïîëüçóåì òåîðåìó Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ

lim
ε→0+

(
1

τ − iε
− 1

τ + iε

)
= 2πi δ(τ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé ðåçóëüòàò äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.122).

Èç (1.120), (1.121) è (1.122) ñëåäóåò, ÷òî

lim
ε→0+

∫
Dx

Γ(s± x, 1− s− 4ε± x, ε− y ± x, ε+ y′ ± x
)

Γ(±2x)
= 8π2 [−1]2s δ(2)(y − y′) . (1.124)

Îñòàëüíàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (1.117) íå ñîäåðæèò ïîëþñîâ, ïîïàäàþùèõ íà êîíòóðû èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ïî τ è τ ′ â ïðåäåëå ε → 0+. Òàêèì îáðàçîì, âîçüìåì ïðåäåë â (1.117), èñïîëü-

çóÿ (1.124), äàëåå ïðîèíòåãðèðóåì äåëüòà-ôóíêöèþ ïî y′ è äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäûíòå-

ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðèìåíèì ôîðìóëó äîïîëíåíèÿ äëÿ ãàììà-ôóíêöèè (À.4). Â ðåçóëü-

òàòå íàõîäèì∫
Dx µ(x)Ψx(z)Ψx(w) =

1

2π2

[z + γ]g−s [w + γ]s−g

|w − γ|2

∫
Dy

[
w − γ

z − γ

]y+g

.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû (1.112), îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëó∫
Dy

[v
u

]y+g

= 2π2 |v|2 δ2(u− v) ,

êîòîðóþ ëåãêî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû v/u = r eiφ.
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1.9 Îáîáùåííîå óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ

Â ðàáîòå [60] áûë ïîñòðîåí îïåðàòîð R12(u) � îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà

ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,C). Ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè V1 ⊗ V2

äâóõ ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè SL(2,C), çàäàâàåìûõ ñïèíàìè (s1, s̄1) è (s2, s̄2). Îí ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ (u, ū), òàêèõ ÷òî u − ū ∈ Z, à òàêæå ñïèíîâ

ïðåäñòàâëåíèé (çàâèñèìîñòü îò àíòèãîëîìîðôíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ êðàòêîñòè íå óêàçûâàåò-

ñÿ). Â êîìïàêòíîì âèäå åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð (1.8)

R12(u) = P12 [z12]
u+1−s1−s2 [p̂1]

u+s2−s1 [p̂2]
u+s1−s2 [z12]

u+s1+s2−1 , (1.125)

ãäå P12 � îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè

P12Ψ(z1 , z2) = Ψ(z2 , z1) ,

à z1 è z2 � ïåðåìåííûå ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ V1 è V2. Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà äëÿ

R-îïåðàòîðà èìååò âèä

R12(u− v)R13(u)R23(v) = R23(v)R13(u)R12(u− v) . (1.126)

Îíî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè òðåõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé V1⊗V2⊗V3, îïåðàòîð Rij äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî â ïðîñòðàíñòâàõ Vi è Vj, à â òðåòüåì

ïðîñòðàíñòâå � êàê òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Â [62] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå äâóìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé V1 = V2 = C2 îáùèé R-îïåðàòîð
âûðîæäàåòñÿ â R-ìàòðèöó ßíãà (1.21) � ïðîñòåéøåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà â

ñëó÷àå ãðóïïû ñèììåòðèè SL(2,C)

R12(u) = R(u) = u+ P , P a⊗ b = b⊗ a .

Ñîîòâåòñòâåííî, ðàâåíñòâî (1.126) ïðè V1 = V2 = V3 = C2 ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ßíãà-

Áàêñòåðà (1.22) äëÿ R-ìàòðèöû

R12(u− v)R13(u)R23(v) = R23(v)R13(u)R12(u− v) .

Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ (1.20) èìååò âèä

R12(u− v)K1(u+
1
2
)R12(u+ v)K2(v+

1
2
) = K2(v+

1
2
)R12(u+ v)K1(u+

1
2
)R12(u− v) , (1.127)

ãäå ìû ñäåëàëè ñäâèã ïàðàìåòðîâ u→ u+ 1
2
, v → v + 1

2
. Ýòî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî â C2 ⊗C2,

ïðè÷åì K1(u) = K(u) ⊗ 1l, K2(u) = 1l ⊗ K(u), ãäå K-ìàòðèöà îïðåäåëåíà â (1.23). Åñòå-

ñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîìåðíûõ
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ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà

R12(u− v)K1(u, s1)R12(u+ v)K2(v, s2) = K2(v, s2)R12(u+ v)K1(u, s1)R12(u− v) . (1.128)

Òî åñòü, R-ìàòðèöà çàìåíÿåòñÿ íà R-îïåðàòîð, à K-ìàòðèöà � íà íåêîòîðûé îïåðàòîð K.
Òîæäåñòâî (1.128) � ýòî îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè V1⊗V2 äâóõ ïðåä-

ñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè ñïèíà (s1, s̄1) è (s2, s̄2). Îïåðàòîð îòðàæåíèÿ K1(u, s1) îïðåäåëåí íà

ïðîñòðàíñòâå V1 ïðåäñòàâëåíèÿ ñïèíà s1, à îïåðàòîð K2(v, s2) àíàëîãè÷íîãî âèäà äåéñòâóåò

íà ïðîñòðàíñòâå V2 ñïèíà s2.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó K-îïåðàòîðîì èç (1.128) è îïåðàòîðîì K(s, x) (1.80) � ðåøå-

íèåì óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ (1.70) ñ L-îïåðàòîðîì è K-ìàòðèöåé. Èñïîëüçóåì äëÿ íà÷àëà

ýâðèñòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, à çàòåì ñòðîãî äîêàæåì óðàâíåíèå (1.128) äëÿ ïîëó÷åííîãî K-
îïåðàòîðà. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè V1 = C2 îïåðàòîð K1(u, s1) âûðîæäàåòñÿ â

ìàòðèöó K1(u+
1
2
), è, àíàëîãè÷íî, ïðè V2 = C2 îïåðàòîð K2(v, s2) âûðîæäàåòñÿ â K2(v +

1
2
),

ïîñêîëüêó òîãäà ïðè V1 = V2 = C2 ðàâåíñòâî (1.128) ïåðåõîäèò â (1.127).

Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà îáùèé R-îïåðàòîð ñòðîèòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùå-
ãî ñîîòíîøåíèÿ ñ L-îïåðàòîðîì [60]

R12(u− v)L1(u)L2(v) = L2(v)L1(u)R12(u− v) , (1.129)

ãäå ÷åðåç L1(u) è L2(v) îáîçíà÷åíû L-îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿì T (s1,s̄1)

è T (s2,s̄2)

L1(u) =

(
u+ s1 + z1∂1 −∂1
z21∂1 + 2s1z1 u− s1 − z1∂1

)
, L2(v) =

(
v + s2 + z2∂2 −∂2
z22∂2 + 2s2z2 v − s2 − z2∂1

)
.

Ñîîòíîøåíèå (1.129) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (1.126) ïðè V3 = C2. Îïåðàòîðû R13(u)

è R23(v) âûðîæäàþòñÿ [62] â L1(u + 1
2
) è L2(v +

1
2
), è (1.129) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñäâè-

ãà u→ u− 1
2
, v → v − 1

2
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü è îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå íà K-îïåðàòîð. Ïðè-
ìåì â (1.128) V1 = C2, à â êà÷åñòâå V2 � ïðîñòðàíñòâî ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ T

(s,s̄). Â

ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì, îïåðàòîð K1(u, s1) âûðîæäàåòñÿ â K-ìàòðèöó K(u+
1
2
). Òàêèì îáðàçîì, (1.128) ïðèíèìàåò âèä îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ íà îïåðàòîð K(v, s) =

K2(v , s2) (èíäåêñ 2 çà íåíàäîáíîñòüþ îïóñêàåì)

L(u− v + 1
2
)K(u+ 1

2
)L(u+ v + 1

2
)K(v , s) = K(v , s)L(u+ v + 1

2
)K(u+ 1

2
)L(u− v + 1

2
) .

Äåëàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñäâèã u → u − 1
2
è ïåðåïèñûâàÿ L-îïåðàòîðû â ïàðàìåòðèçà-

öèè (1.18), ïîëó÷àåì

L(u− v + s− 1, u− v − s)K(u)L(u+ v + s− 1, u+ v − s)K(v , s)

= K(v , s)L(u+ v + s− 1, u+ v − s)K(u)L(u− v + s− 1, u− v − s) . (1.130)
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Ïîëó÷èâøååñÿ ñîîòíîøåíèå åñòü íè ÷òî èíîå, êàê óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ (1.70) íà K-îïåðàòîð

K(s, x)L(u+ x− 1, u− s)K(u)L(u+ s− 1, u− x)

= L(u+ s− 1, u− x)K(u)L(u+ x− 1, u− s)K(s, x)
(1.131)

ïåðåïèñàííîå â äðóãîé ïàðàìåòðèçàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ x → s +

v, s→ s− v ðàâåíñòâî (1.131) ïåðåõîäèò â (1.130), ãäå

K(v, s) = K(s− v, s+ v) (1.132)

= [z + γ]v−s+g [z − γ]v−s+1−g [p̂]2v [z + γ]v+s−g [z − γ]v+s+g−1 . (1.133)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð K(v, s) äîëæåí îòëè÷àòüñÿ îò K(s, x) ëèøü çàìå-

íîé ïåðåìåííûõ.

Äîêàæåì òåïåðü ñòðîãî îáùåå óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ (1.128) äëÿ R- èK-îïåðàòîðîâ (1.125)
è (1.133). Ïåðåïèøåì (1.128) â ÿâíîì âèäå, ïîäñòàâèâ â íåãî (1.125)

[z12]
u−v+1−s1−s2 [p̂1]

u−v+s2−s1 [p̂2]
u−v+s1−s2 [z12]

u−v+s1+s2−1

×K1(u , s1) [z21]
u+v+1−s1−s2 [p̂2]

u+v+s2−s1 [p̂1]
u+v+s1−s2 [z21]

u+v+s1+s2−1K1(v , s2)

= K1(v , s2) [z12]
u+v+1−s1−s2 [p̂1]

u+v+s2−s1 [p̂2]
u+v+s1−s2 [z12]

u+v+s1+s2−1K1(u , s1)

× [z21]
u−v+1−s1−s2 [p̂2]

u−v+s2−s1 [p̂1]
u−v+s1−s2 [z21]

u−v+s1+s2−1 .

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ

u+ s1 = x , u− s1 = −s , v + s2 = y , v − s2 = −s′

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò ýêâèâàëåíòíûé âèä

[z12]
1−s−y [p̂1]

s′−s [p̂2]
x−y [z12]

x+s′−1K1(s, x) [z12]
1−s−s′ [p̂1]

x−s′ [p̂2]
y−s [z12]

x+y−1K1(s
′, y)

= K1(s
′, y) [z12]

1−s−s′ [p̂1]
y−s[p̂2]

x−s′ [z12]
x+y−1K1(s, x) [z12]

1−s−y[p̂1]
x−y[p̂2]

s′−s[z12]
x+s′−1. (1.134)

Ïåðâûé øàã äîêàçàòåëüñòâà (1.134) îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ñîîòíîøåíèè

[z12]
x+s′−1K1(s, x) [z12]

1−s−s′ [p̂1]
x−s′ [p̂2]

y−s [z12]
x+y−1K1(s

′, y)

= K1(s, 1− s′) [z12]
x−s [p̂1]

x−s′ [p̂2]
y−s [z12]

y−s′ K1(1− x, y) [z12]
x+s′−1 . (1.135)

Òî åñòü, ïðè ïåðåíîñå îïåðàòîðà [z12]
x+s′−1 ñëåâà íàïðàâî âî âñåì îñòàëüíîì âûðàæåíèè ïðî-

èñõîäèò çàìåíà ïàðàìåòðîâ x → 1 − s′, s′ → 1 − x. Ïðèìåíÿÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå â ëåâîé

÷àñòè (1.134) è ñîêðàùàÿ â ïîëó÷èâøåìñÿ ðàâåíñòâå îïåðàòîðû [z12]
x+s′−1 â îáåèõ ÷àñòÿõ,
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ïðåîáðàçóåì (1.134) ê

[z12]
1−s−y [p̂1]

s′−s [p̂2]
x−y K1(s, 1− s′) [z12]

x−s [p̂1]
x−s′ [p̂2]

y−s [z12]
y−s′ K1(1− x, y)

= K1(s
′, y) [z12]

1−s−s′ [p̂1]
y−s [p̂2]

x−s′ [z12]
x+y−1K1(s, x) [z12]

1−s−y [p̂1]
x−y [p̂2]

s′−s . (1.136)

Äàëåå ìû ïðèìåíÿåì â ïðàâîé ÷àñòè (1.136) ïîõîæåå ïðåîáðàçîâàíèå

K1(s
′, y) [z12]

1−s−s′ [p̂1]
y−s [p̂2]

x−s′ [z12]
x+y−1K1(s, x) [z12]

1−s−y

= [z12]
1−s−y K1(s

′, 1− s) [z12]
y−s′ [p̂1]

y−s [p̂2]
x−s′ [z12]

x−sK1(1− y, x) . (1.137)

Ïðè ïåðåíîñå îïåðàòîðà [z21]
1−s−y ñïðàâà íàëåâî ïàðàìåòð y çàìåíÿåòñÿ íà 1 − s, à ïàðà-

ìåòð s � íà 1 − y. Ñîêðàùàÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà îïåðàòîð [z21]
1−s−y,

ïðåîáðàçóåì (1.136) ê

[p̂1]
s′−s [p̂2]

x−y K1(s, 1− s′) [z12]
x−s [p̂1]

x−s′ [p̂2]
y−s [z12]

y−s′ K1(1− x, y)

= K1(s
′, 1− s) [z12]

y−s′ [p̂1]
y−s [p̂2]

x−s′ [z12]
x−sK1(1− y, x)[p̂1]

x−y [p̂2]
s′−s . (1.138)

Òåïåðü èñïîëüçóåì äâå ýêâèâàëåíòíûõ äðóã äðóãó ôîðìóëû

[p̂1]
s′−s K1(s, 1− s′) = K1(s

′, 1− s) [p̂1]
s′−s ,

K1(1− y, x) [p̂1]
x−y = [p̂1]

x−y K1(1− x, y) , (1.139)

êîòîðûå íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå çâåçäà-òðåóãîëüíèê â îïå-

ðàòîðíîé ôîðìå (À.8). Òàêèì îáðàçîì, (1.138) ñâîäèòñÿ ê

[p̂2]
x−y K1(s

′, 1− s) [p̂1]
s′−s [z12]

x−s [p̂1]
x−s′ [p̂2]

y−s [z12]
y−s′ K1(1− x, y)

= K1(s
′, 1− s) [z12]

y−s′ [p̂1]
y−s [p̂2]

x−s′ [z12]
x−s [p̂1]

x−y K1(1− x, y) [p̂2]
s′−s . (1.140)

Îïåðàòîðû âèäà [p̂2]
α êîììóòèðóþò ñ K1, ïîýòîìó â îáåèõ ÷àñòÿõ (1.140) ìîæåì ñîêðàòèòü

îïåðàòîðû K1(s
′, 1− s) è K1(1− x, y). Â ðåçóëüòàòå (1.140) ïðèíèìàåò âèä

[p̂2]
x−y [p̂1]

s′−s [z12]
x−s [p̂1]

x−s′ [p̂2]
y−s [z12]

y−s′

= [z12]
y−s′ [p̂1]

y−s [p̂2]
x−s′ [z12]

x−s [p̂1]
x−y [p̂2]

s′−s . (1.141)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè ðàâåíñòâî (1.134), ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèþ îòðàæåíèÿ (1.128), ê

ïðîñòîìó òîæäåñòâó (1.141), êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ
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ñîîòíîøåíèÿ çâåçäà-òðåóãîëüíèê (À.8).

[p̂2]
x−y [p̂1]

s′−s [z12]
x−s [p̂1]

x−s′ [p̂2]
y−s [z12]

y−s′

= [p̂2]
x−y [z12]

x−s′ [p̂1]
x−s [z12]

s′−s [p̂2]
y−s [z12]

y−s′

= [p̂2]
x−y [z12]

x−s′ [p̂2]
y−s′ [p̂1]

x−s [z12]
y−s[p̂2]

s′−s

= [z12]
y−s′ [p̂2]

x−s′ [z12]
x−y [p̂1]

x−s [z12]
y−s [p̂2]

s′−s

= [z12]
y−s′ [p̂2]

x−s′ [p̂1]
y−s [z12]

x−s [p̂1]
x−y [p̂2]

s′−s .

Òåïåðü äîêàæåì ðàâåíñòâî (1.135), èñïîëüçîâàííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå (1.134)

[z12]
x+s′−1K1(s, x) [z12]

1−s−s′ [p̂1]
x−s′ [p̂2]

y−s [z12]
x+y−1K1(s

′, y)

= K1(s, 1− s′) [z12]
x−s [p̂1]

x−s′ [p̂2]
y−s [z12]

y−s′ K1(1− x, y) [z12]
x+s′−1 .

Èñïîëüçóÿ ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ K-îïåðàòîðà (1.80) è ñîêðàùàÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ìíîæèòåëè

[z1+]
g−s [z1−]

1−g−s è [z1+]
y−g [z1−]

y+g−1, åå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

[z12]
x+s′−1 [p̂1]

x−s [z12]
1−s−s′ K1(1− x, 1− g; 1− s′) [p̂2]

y−s [z12]
x+y−1 [p̂1]

y−s′

= [p̂1]
1−s−s′ [z12]

x−s K1(s
′, 1− g;x) [p̂2]

y−s [z12]
y−s′ [p̂1]

x+y−1 [z12]
x+s′−1 . (1.142)

Ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ çâåçäà-òðåóãîëüíèê (À.8)

è ôîðìóëû

[p̂1]
x+s′−1K1(1− x, 1− g; 1− s′) = K1(s

′, 1− g;x) [p̂1]
x+s′−1 ,

ýêâèâàëåíòíîé (1.139). Âûâîä (1.142):

[z12]
x+s′−1 [p̂1]

x−s [z12]
1−s−s′ K1(1− x, 1− g; 1− s′) [p̂2]

y−s [z12]
x+y−1 [p̂1]

y−s′

= [p̂1]
1−s−s′ [z12]

x−s [p̂1]
x+s′−1K1(1− x, 1− g; 1− s′) [p̂2]

y−s [z12]
x+y−1 [p̂1]

y−s′

= [p̂1]
1−s−s′ [z12]

x−sK1(s
′, 1− g;x) [p̂2]

y−s [p̂1]
x+s′−1 [z12]

x+y−1 [p̂1]
y−s′

= [p̂1]
1−s−s′ [z12]

x−s K1(s
′, 1− g;x) [p̂2]

y−s [z12]
y−s′ [p̂1]

x+y−1 [z12]
x+s′−1 .

Âûâîä âòîðîãî êëþ÷åâîãî òîæäåñòâà (1.137), èñïîëüçîâàííîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå îáùåãî

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ, ïîâòîðÿåò âûâîä (1.135).
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Ãëàâà 2. SL(2,R)-èíâàðèàíòíàÿ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà BC-òèïà

2.1 Îïðåäåëåíèå ìîäåëè

Îïðåäåëèì ìîäåëü, âíîâü ñëåäóÿ ïîäõîäó Ñêëÿíèíà [26]. Êîíñòðóêöèÿ èíòåãðàëîâ äâè-

æåíèÿ êîïèðóåò ðàññìîòðåííûé ðàíåå ñëó÷àé öåïî÷êè SL(2,C) (ðàçäåë 1.2). Âñå íåîáõîäèìûå
äëÿ ýòîãî îáúåêòû, âêëþ÷àÿ L-îïåðàòîð, R-ìàòðèöó, K-ìàòðèöó è ìàòðèöó ìîíîäðîìèè, äëÿ

ñïèíîâûõ öåïî÷åê SL(2,R) è SL(2,C) ôîðìàëüíî ñîâïàäàþò. Ñîîòâåòñòâåííî, ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè è èìåþò òó æå èíäóêòèâíóþ ñòðóêòóðó, ÷òî è â ñëó÷àå SL(2,C) (ðàçäåë 1.3.2), è

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç R- è K-îïåðàòîðû, îïðåäåëÿåìûå òàêèìè æå ñîîòíîøåíèÿìè: óðàâíåíèåì
ßíãà-Áàêñòåðà (1.90) è óðàâíåíèåì îòðàæåíèÿ (1.70).

L-îïåðàòîð èìååò âèä (1.17)

L(u) =

(
u+ S S−

S+ u− S

)
, (2.1)

ãäå u � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, à S, S± � â äàííîì ñëó÷àå ãåíåðàòîðû ïðîèçâîëüíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ãðóïïû SL(2,R), óäîâëåòâîðÿþùèå ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[S+, S−] = 2S, [S, S±] = ±S± .

Íàïîìíèì, ÷òî L-îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòíîøåíèÿ

R(u− v)
(
L(u)⊗ 1

) (
1⊗ L(v)

)
=
(
1⊗ L(v)

) (
L(u)⊗ 1

)
R(u− v)

ñ R-ìàòðèöåé ßíãà (1.21), äåéñòâóþùåé â C2 ⊗ C2

R(u) = u+ P , P a⊗ b = b⊗ a . (2.2)

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ãåíåðàòîðû S, S± ðåàëèçóþòñÿ ÷åðåç äèôôåðåíöèàëüíûå

îïåðàòîðû

S = z∂z + s, S− = −∂z, S+ = z2∂z + 2sz ,

äåéñòâóþùèå íà ôóíêöèÿõ ψ(z), àíàëèòè÷åñêèõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0. Îíè ÿâ-

ëÿþòñÿ àíòèýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè

S† = −S, S†− = −S−, S†+ = −S+ (2.3)
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îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

⟨χ|ψ⟩ =
∫

Dz χ(z)ψ(z) , (2.4)

ãäå ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò âèä

Dz = 2s− 1

π
(2 Im z)2s−2 dRe z d Im z . (2.5)

Ñïèíîâûé ïàðàìåòð s ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì

s >
1

2
.

Ãåíåðàòîðû öåëîãî èëè ïîëóöåëîãî ñïèíà ñîîòâåòñòâóþò äèñêðåòíîé ñåðèè óíèòàðíûõ íåïðè-

âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SL(2,R) [33].
Êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî â ñëó÷àå öåïî÷êè SL(2,C), L-îïåðàòîð, ïîìèìî ïàðàìåòðèçà-

öèè ÷åðåç u è s

L(u) =

u+ z∂z + s −∂z
z2∂z + 2sz u− z∂z − s

 ,

ìîæíî òàêæå çàäàòü ïðè ïîìîùè äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ïàðàìåòðîâ

u1 = u− 1 + s, u2 = u− s ,

êîòîðûå âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè ôàêòîðèçàöèè

L(u1, u2) =

(
1 0

z 1

)(
u1 −∂z
0 u2

)(
1 0

−z 1

)

=

(
u1 + 1 + z∂z −∂z

z2∂z + (u1 − u2 + 1)z u2 − z∂z

)
. (2.6)

Âòîðûì êëþ÷åâûì èíãðåäèåíòîì ïðè îïðåäåëåíèè ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ K-ìàòðèöà

K(u) =

 iβ
(
g − 1

2

)
u− 1

2

−β2
(
u− 1

2

)
iβ
(
g − 1

2

)
 , (2.7)

ñîäåðæàùàÿ äâà äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðà β, g. Îíà ñîâïàäàåò ñK-ìàòðèöåé (1.23) ñ òî÷íî-

ñòüþ äî çàìåíû β = −iγ. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà K(u) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ îòðàæåíèÿ

R(u− v)
(
K(u)⊗ 1

)
R(u+ v − 1)

(
1⊗K(v)

)
=
(
1⊗K(v)

)
R(u+ v − 1)

(
K(u)⊗ 1

)
R(u− v) (2.8)
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ñ R-ìàòðèöåé ßíãà (2.2).

Îòêðûòàÿ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà SL(2,R) BC-òèïà, ñîñòîÿùàÿ èç n óçëîâ, ïðåäñòàâëÿåò èç

ñåáÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ ñèñòåìó èç n âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñ êîîðäèíàòàìè zj.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé Ψ(z1, . . . , zn), àíàëèòè÷åñêèõ â

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ

÷åðåç êðàòíûé èíòåãðàë

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

Dz1 . . .Dzn Φ(z1, . . . , zn)Ψ(z1, . . . , zn) . (2.9)

Îáîçíà÷èì L-îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé k-îé ÷àñòèöå (k-ìó óçëó öåïî÷êè), ÷åðåç Lk(u)

Lk(u) =

u+ zk∂zk + s −∂zk

z2k∂zk + 2szk u− zk∂zk − s

 . (2.10)

Îòìåòèì, ÷òî ñïèíîâûé ïàðàìåòð ïî âñåõ óçëàõ ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå, òî åñòü

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îäíîðîäíîé öåïî÷êè. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáúåêòû, îïðåäåëèì ìàò-

ðèöó ìîíîäðîìèè ïî àíàëîãèè ñ (1.19)

Tn(u) = Ln(u) · · ·L1(u)K(u)L1(u) · · ·Ln(u) =

(
An(u) Bn(u)

Cn(u) Dn(u)

)
. (2.11)

Èç (1.24), (2.8) ñëåäóåò óðàâíåíèå îòðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

R(u− v)
(
Tn(u)⊗ 1

)
R(u+ v − 1)

(
1⊗ Tn(v)

)
=
(
1⊗ Tn(v)

)
R(u+ v − 1)

(
Tn(u)⊗ 1

)
R(u− v).

Â ñâîþ î÷åðåäü, åãî ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ êîììóòàöèÿ

[Bn(u), Bn(v)] = 0. (2.12)

Â ðàçäåëå 1.2.2 ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð Bn(u), êàê ïîëèíîì îò u, èìååò âèä

Bn(u) =

(
u− 1

2

)
(u2n + u2n−2H1 + . . .+Hn) , (2.13)

òî åñòü îí ïðîïîðöèîíàëåí
(
u− 1

2

)
, è Bn(u)/

(
u− 1

2

)
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ìíîãî÷ëåíîì. Èç (2.12)

ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû Hk ïîëèíîìà B(u) êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì

[Hk, Hm] = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, íàáîð îïåðàòîðîâ Hk îïðåäåëÿåò êâàíòîâóþ èíòåãðèðóåìóþ ìîäåëü. Êàê è

â ñëó÷àå ñïèíîâîé öåïî÷êè SL(2,C), íàøåé ãëàâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçàöèÿ Bn(u)

� ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.
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2.1.1 Îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû K-ìàòðèöû

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî β, g � âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà

β > 0, g > 0 . (2.14)

Îáúÿñíèì, îòêóäà áåðóòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (2.14). Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì SL(2,C), îïåðà-
òîð B(u) ïðè n = 1 èìååò âèä

B(u) =

(
u− 1

2

)(
u2 −Hs

)
ãäå åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé êîýôôèöèåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî÷àñòè÷íûé ãàìèëü-

òîíèàí

Hs = S2 + β2S2
− − 2iβ

(
g − 1

2

)
S−

= (z2 + β2)∂2z + (2s+ 1)z∂z + 2iβ

(
g − 1

2

)
∂z + s2.

(2.15)

Îäíèì èç òðåáîâàíèé, íàêëàäûâàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ íà ýòè ïàðàìåòðû β, g, ÿâëÿåòñÿ ýðìè-

òîâîñòü ãàìèëüòîíèàíà Hs îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2.4). Èñïîëüçóÿ àíòèýð-

ìèòîâîñòü ãåíåðàòîðîâ S† = −S, S†− = −S−, ïîëó÷àåì, ÷òî Hs ôîðìàëüíî ñàìîñîïðÿæåí

(Hs)† = Hs

ïðè óñëîâèè

β2 ∈ R , g ∈ R .

Îòñþäà ñëåäóåò äâà âàðèàíòà:

β ∈ iR ëèáî β ∈ R . (2.16)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèàãîíàëèçîâàòü B(u), íóæíî íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòî-

íèàíà

HsΨλ(z) = −λ2Ψλ(z) . (2.17)

Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìîäåëè, ýòè ôóíêöèè äîëæíû áûòü àíàëèòè÷åñêèìè

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0 è èíòåãðèðóåìûìè ñ êâàäðàòîì îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ (2.4).

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé

w =
1

2
+

iz

2β
, z = iβ(1− 2w)
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îïåðàòîð (2.15) ïðèíèìàåò âèä

Hs = −w(1− w)∂2w −
[(
s+ g

)
− (2s+ 1)w

]
∂w + s2.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (2.17) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêî-

ãî óðàâíåíèÿ (
w(1− w)∂2w +

[
c− (a+ b+ 1)w

]
∂w − ab

)
Ψλ = 0 (2.18)

ñ ïàðàìåòðàìè

a = s+ iλ, b = s− iλ, c = s+ g .

Òî åñòü, îäíî÷àñòè÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ

ôóíêöèþ 2F1(a, b, c;w), ñâîéñòâà êîòîðîé õîðîøî èçó÷åíû [103].

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Hs (2.15) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî çàìåíû (β, g) → (−β, 1−g).
Ïîýòîìó, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.18) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

Ψgen
λ (z) = A 2F1

(
s+ iλ, s− iλ, s+ g;

1

2
+

iz

2β

)
+B 2F1

(
s+ iλ, s− iλ, 1 + s− g;

1

2
− iz

2β

)
.

(2.19)

Òåïåðü âñïîìíèì äâå âîçìîæíûõ îáëàñòè çíà÷åíèé (2.16) äëÿ ïàðàìåòðà β. Òàê êàê ó ôóíê-

öèè 2F1(a, b, c;w) åñòü ðàçðåç âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè îò w = 1 äî ∞, òî â ñëó÷àå β ∈ iR
îáà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ â (2.19) àíàëèòè÷íû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè β ∈ R, òî ëèøü ïåðâîå ñëàãàåìîå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó òðåáîâàíèþ.
Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìàòðèâàåì âòîðîé ñëó÷àé è áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïîëàãàåì β > 0.

Âòîðîå óñëîâèå â (2.14) òàêæå ââîäèòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ðàçäå-

ëå 2.5.1, îíî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.

2.1.2 Ñàìîñîïðÿæåííîñòü êâàíòîâûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

Òàê êàê ìàòðèöû ìîíîäðîìèè äëÿ SL(2,R) è SL(2,C) öåïî÷åê ôîðìàëüíî ñîâïàäàþò,

òî äëÿ B-îïåðàòîðà ïî-ïðåæíåìó âåðíà ôîðìóëà (1.42) (ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû γ = iβ)

Bn(u) = (−1)n iβ
(
g − 1

2

)
(dn(−u) bn(u)− bn(−u) dn(u))

+ (−1)n
(
u− 1

2

) (
dn(−u) dn(u) + β2 bn(−u) bn(u)

)
, (2.20)

ãäå bn(u) è dn(u) � ýëåìåíòû ìàòðèöû ìîíîäðîìèè tn(u) äëÿ SL(2,R) öåïî÷êè A-òèïà [36]

tn(u) = L1(u) · · ·Ln(u) =

(
an(u) bn(u)

cn(u) dn(u)

)
.
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Ïîëîæèì äëÿ óäîáñòâà ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð u âåùåñòâåííûì: u ∈ R. Èç àíòèýðìè-
òîâîñòè ãåíåðàòîðîâ (2.3) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòîâ L-îïåðàòîðà

(2.10) îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2.9)

(Lk)
†
ij(u) = −(Lk)ij(−u) .

Èç íåãî ñëåäóþò ôîðìóëû äëÿ ñîïðÿæåíèÿ b- è d-ýëåìåíòîâ ìàòðèöû tn(u)

b†n(u) = (−1)n bn(−u) , d†n(u) = (−1)n dn(−u) . (2.21)

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ óñëîâèé (2.14) íà ïàðàìåòðû β, g, èç ñîîòíîøåíèé (2.20) è (2.21) ñëåäóåò

ñàìîñîïðÿæåííîñòü B-îïåðàòîðà: B†n(u) = B(u). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

Hk =
1

(2k)!

∂2k

∂2ku

∣∣∣∣
u=0

Bn(u)

u− 1
2

,

îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (2.13), òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè.

2.2 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

2.2.1 Îäíî÷àñòè÷íàÿ çàäà÷à

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ öåïî÷êè èç îäíîãî óçëà. Êàê îáñóæ-

äàëîñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ B-îïåðàòîðà

B(u) =

(
u− 1

2

)(
u2 −Hs

)
(2.22)

ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å

HsΨλ(z) = −λ2Ψλ(z) . (2.23)

äëÿ îäíî÷àñòè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà

Hs = S2 + β2S2
− − 2iβ

(
g − 1

2

)
S−

= (z2 + β2)∂2z + (2s+ 1)z∂z + 2iβ

(
g − 1

2

)
∂z + s2 .

(2.24)
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Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (2.14) íà ïàðàìåòðû K-ìàòðèöû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïå-

ðàòîðà Hs àíàëèòè÷íû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

Ψλ(z) = 2F1

(
s+ iλ, s− iλ, s+ g;

1

2
+

iz

2β

)
. (2.25)

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê s + g > 1/2, òî ýòî ðåøåíèå õîðîøî îïðåäåëåíî. Òàêæå îòìåòèì,

÷òî ôóíêöèÿ (2.25) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî çàìåíû λ → −λ, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå −λ2 (2.23) íåâûðîæäåíî.
Êàê è â ñëó÷àå ñïèíîâîé öåïî÷êè SL(2,C) BC-òèïà, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ îäíî-

ãî óçëà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç K-îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèÿõ îäíîé ïåðåìåííîé z è

óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ îòðàæåíèÿ ñ K-ìàòðèöåé (2.7) è L-îïåðàòîðîì (2.1)

K(s, x)L(u+ x− 1, u− s)K(u)L(u+ s− 1, u− x)

= L(u+ s− 1, u− x)K(u)L(u+ x− 1, u− s)K(s, x) .
(2.26)

Êðîìå òîãî, îïåðàòîð îòðàæåíèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èíäóêòèâíîé êîíñòðóêöèè ìíîãî÷à-

ñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. ×åðåç íåãî âûðàæàåòñÿ ïîâûøàþùèé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿ-

ùèé ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ öåïî÷êè èç n− 1 óçëà â ôóíêöèþ äëÿ n óçëîâ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 1.4, îäíèì èç ñëåäñòâèé ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (2.26)

ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

HsK(s, x) = K(s, x)Hx . (2.27)

Òî åñòü, îïåðàòîð K(s, x) ñïëåòàåò ãàìèëüòîíèàíû (2.24), ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñïè-

íàì. Äåéñòâóÿ îáåèìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèÿ (2.27) íà ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ 1, ïîëó-

÷àåì

Hs K(s, x) · 1 = x2K(s, x) · 1 .

Òàêèì îáðàçîì, K(s, x) · 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ãàìèëüòîíèàíà Hs, à çíà÷èò è

B-îïåðàòîðà (2.22).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñïèíîâîé öåïî÷êè SL(2,R) äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ ïîëó-
÷åíû òðè ôîðìóëû. Ïåðâàÿ íàéäåíà â ðàçäåëå 2.3.1, ïîñâÿùåííîì ðåøåíèþ îïðåäåëÿþùåãî

óðàâíåíèÿ (2.26)

K(s, x) =
Γ
(
N + x−s

2
+ g
)

Γ
(
N + s−x

2
+ g
) , N =

1

2iβ

[
(z2 + β2)∂z + (s+ x)z

]
. (2.28)

Â ðàçäåëå 2.3.2 ôîðìóëà (2.28) ïåðåïèñàíà â âèäå

K(s, x) = (2iβ)s−x (z + iβ)g−s
Γ
(
(z − iβ)∂z + x+ g

)
Γ
(
(z − iβ)∂z + s+ g

) (z + iβ)x−g. (2.29)



74

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ òàêîãî âèäà íà ôóíêöèþ ψ(z), àíàëèòè÷åñêóþ

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîãî áåòà-èíòåãðàëà [103].

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (2.29) ýòî âûðàæåíèå èìååò âèä

[
K(s, x)ψ

]
(z) =

(2iβ)s−x

Γ(s− x)
(z + iβ)g−s

∫ 1

0

dt (1− t)s−x−1 tg+x−1

×
(
t(z − iβ) + 2iβ

)x−g
ψ
(
t(z − iβ) + iβ

)
,

(2.30)

à äëÿ (2.28) îíî äàåòñÿ ôîðìóëîé (2.66). Ïðè ïîìîùè (2.30) â ðàçäåëå 2.4 äîêàçàíî, ÷òî

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ, ñîâïàäàþò ñ

ôóíêöèÿìè Ψλ(z) (2.25)

K(s, iλ) · 1 = C(s, iλ) 2F1

(
s+ iλ, s− iλ, s+ g;

1

2
+

iz

2β

)
(2.31)

ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà

C(s, iλ) =
Γ(g + iλ)

Γ(g + s)
.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 2.3.3 âûâåäåíî òðåòüå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ ÷åðåç

èíòåãðàë ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

[
K(s, x)ψ

]
(z) = e2πis (2iβ)s−x

Γ(g + x) Γ(3s− g)

Γ2(2s)
(z + iβ)g−s

×
∫

DwDv (z − v̄)−g−x (iβ − v̄)x−s (v − w̄)g−3s (w + iβ)x−g ψ(w) .

(2.32)

Êàê è â ñëó÷àå ñïèíîâîé öåïî÷êè ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,C), èíòåãðàëû âèäà (2.32)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç äèàãðàììû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôè÷åñêàÿ òåõíèêà îïèñàíà â

ïðèëîæåíèè Á. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ (2.32) è ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé (2.25) ïðèâåäåíî íà Ðèñ. 2.1 è Ðèñ. Á.4. Ïðè ïîìîùè äèàãðàììíîãî ïîäõîäà

äîêàçàòåëüñòâî ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñâîäèòñÿ ê ïðîñòûì ãðàôè÷åñêèì

ïðåîáðàçîâàíèÿì. Ýòà òåõíèêà èãðàëà êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè äðóãèõ ñïèíîâûõ öåïî-

÷åê ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,R) [36, 68].
Àíàëîã ôîðìóëû äëÿ îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ (2.28) óæå áûë ïîëó÷åí â ðàçäåëå 3.3 ðàáî-

òû [74]. Â êîíöå ðàçäåëà 2.3.1 äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü âûðàæåíèÿ äëÿ K-îïåðàòîðà (3.23)
èç [74] è ïðåäñòàâëåíèÿ (2.28).

Â ðàçäåëå 1.7 äîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψλ(z) ïðè λ ∈ R îáðàçóþò îðòîãî-

íàëüíûé íàáîð îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2.4)

⟨Ψρ|Ψλ⟩ = µ−1(λ)
δ(λ− ρ) + δ(λ+ ρ)

2
,

ãäå δ(λ) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà íà âåùåñòâåííîé îñè, è íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò
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èìååò âèä

µ(λ) =
1

4π (2β)2s Γ(2s)

∣∣∣∣Γ2(s+ iλ) Γ(g + iλ)

Γ(s+ g) Γ(2iλ)

∣∣∣∣2 .
Ïðèâåäåíû äâà äîêàçàòåëüñòâà: ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è íà

ÿçûêå äèàãðàìì.

Â ðàçäåëå 1.8 ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé

ôóíêöèè äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû∫
R
dλ µ(λ) Ψλ(z)Ψλ(w) =

eiπs

(z − w̄)2s
. (2.33)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (2.33) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿäðî òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå ìîäåëè

ψ(z) =

∫
Dz eiπs

(z − w̄)2s
ψ(w) , (2.34)

íàçûâàåìîå âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì [36].

2.2.2 Ìíîãî÷àñòè÷íàÿ çàäà÷à

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ n ÷àñòèö. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé êîïèðóåò êîíñòðóêöèþ äëÿ ñïèíîâîé öåïî÷êè SL(2,C), îïèñàííóþ â ðàç-

äåëå 1.5. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.13), ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ B-îïåðàòîðà èìååò âèä

Bn(u)Ψλn(zn) =

(
u− 1

2

) n∏
j=1

(u2 + λ2j) Ψλn(zn) , (2.35)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå êîìïàêòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íàáîðîâ êîîðäèíàòíûõ è ñïåê-

òðàëüíûõ ïåðåìåííûõ

zn = (z1, . . . , zn) , λn = (λ1, . . . , λn) .

Êàê è â ñëó÷àå SL(2,C), ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà îòðàæå-
íèÿ èR-îïåðàòîðàRij(x), êîòîðûé äåéñòâóåò íà ôóíêöèÿõ ïåðåìåííûõ zi è zj è ïåðåñòàâëÿåò

àðãóìåíòû â ïðîèçâåäåíèè äâóõ L-îïåðàòîðîâ

Rij(s, x)Li(u+ s− 1, u− s)Lj(u+ s− 1, u− x)

= Li(u+ s− 1, u− x)Lj(u+ s− 1, u− s)Rij(s, x) .
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Â ñëó÷àå SL(2,R) åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìàëüíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì [61]

Rij(s, x) =
Γ
(
(zi − zj)∂zi + s+ x

)
Γ
(
(zi − zj)∂zi + 2s

) . (2.36)

ßâíóþ ôîðìóëó äëÿ äåéñòâèÿ ýòîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè

áåòà-èíòåãðàëà.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (2.35) ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî ïðè ïîìîùè ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà

Λn(x) = Rnn−1(x) · · ·R21(x)K1(x)R12(x) · · ·Rn−1n(x) , (2.37)

ïåðåâîäÿùåãî ôóíêöèþ äëÿ n−1 óçëà â ôóíêöèþ äëÿ n óçëîâ. Îïåðàòîð K1(x) äåéñòâóåò íà

ôóíêöèÿõ ïåðåìåííîé z1, è â (2.37) äëÿ êðàòêîñòè íå óêàçûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò ñïèíà s.

×òîáû ïîëó÷èòü ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ, íóæíî ïîäåéñòâîâàòü ïðîèçâåäåíèåì Λ-îïåðàòîðîâ

íà ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå,

Ψλn(zn) = Λn(iλn) Λn−1(iλn−1) · · ·Λ1(iλ1) · 1. (2.38)

Îòìåòèì, ÷òî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå åäèíè÷íîé K-ìàòðèöû ýòî âûðàæåíèå ïîëó÷åíî â [68].

Óðàâíåíèå (2.35) äëÿ ôóíêöèè (2.38) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

Bn(u) Λn (iλ) Ψ(z1 . . . zn−1) =
(
u2 + λ2

)
Λn (iλ)Bn−1(u)Ψ(z1 . . . zn−1) , (2.39)

è óðàâíåíèÿ äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè

B1(u) Λ1(iλ1) · 1 =

(
u− 1

2

)
(u2 + λ21) Λ1(iλ1) · 1 .

Ðàâåíñòâî (2.39) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Ψ(z1 . . . zn−1), íå çàâèñÿùåé îò zn.

Åãî âûâîä êîïèðóåò äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.88), ïðèâåäåííîå â ðàçäå-

ëå 1.5. Âûâîä (2.35) â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò âûêëàäêó (1.89).

Òàê êàê ñîáñòâåííîå ÷èñëî B-îïåðàòîðà â (2.35) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíî-

âîê ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ è îòðàæåíèé λi → −λi, òî ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì SL(2,C)
ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îáëàäàþò òîé æå ñèììåòðèåé

Ψτλn(zn) = Ψλn(zn) , Ψσkλn(zn) = Ψλn(zn) , (2.40)

ãäå τ ∈ Sn � ïåðåñòàíîâêà, τλn = (λτ(1), . . . , λτ(n)) è σkλn = (λ1, . . . ,−λk, . . . , λn).
Êðîìå òîãî, íà îñíîâàíèè îäíî÷àñòè÷íîãî ñëó÷àÿ óìåñòíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîëíûé

îðòîãîíàëüíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Bn(u) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îáðàçóþò ôóíêöèè Ψλn ñ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñïåêòðàëüíûõ

ïåðåìåííûõ λi ∈ R, i = 1, . . . , n. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå â òîì ÷èñëå ñîãëàñóåòñÿ ñ âåùåñòâåííî-

ñòüþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ Hk (2.13), êîòîðûå, ñîãëàñíî (2.35),

ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè îò λ21, . . . , λ
2
n. Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèé (2.40), ñîîòíî-
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øåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû äîëæíû èìåòü âèä

⟨Ψρn|Ψλn⟩ = µ−1(λn) δ(λn,ρn) , (2.41)∫
R
dλ1 . . . dλn µ(λn)Ψλn(zn)Ψλn(wn) =

n∏
k=1

eiπs

(zk − w̄k)2s
, (2.42)

ãäå ñèììåòðè÷íàÿ äåëüòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

δ(λn,ρn) =
1

2n n!

∑
τ∈Sn

σ1,...,σn=±1

δ(λ1 − σ1 ρτ(1)) . . . δ(λn − σn ρτ(n)) .

Ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ â ñîîòíîøåíèè ïîëíîòû µ(λn) íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëü-

íîñòè. Ïðîâåðêà ñâîéñòâ (2.40), (2.41) è (2.42) â ñëó÷àå n ≥ 2 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé.

2.3 Îïåðàòîð îòðàæåíèÿ

2.3.1 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ

Îïåðàòîð K(s, x), äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèÿõ ψ(z), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ îòðà-

æåíèÿ

K(s, x)L(u+ x− 1, u− s)K(u)L(u+ s− 1, u− x)

= L(u+ s− 1, u− x)K(u)L(u+ x− 1, u− s)K(s, x) ,
(2.43)

ãäå 2 × 2 ìàòðèöû L(u1, u2) è K(u) îïðåäåëåíû â (2.6) è (2.7). Â ðàçäåëå 1.4 ýòî ìàòðè÷íîå

ñîîòíîøåíèå áûëî ñâåäåíî ê ñèñòåìå èç òðåõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

KN = N K, KHx = Hs K, K Ix,s = Is,x K , (2.44)

ãäå îïåðàòîðû N , Hx è Ix,s îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

N =
1

2iβ
(J+ − β2J−) , (2.45)

Hs =
(
J +

s− x

2

)2
+ β2J2

− − 2iβ
(
g − 1

2

)
J− , (2.46)

Is,x = JJ+ − β2J−J +
s− x

2
(J+ + β2J−) + 2iβ

(
g − 1

2

)
J (2.47)
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÷åðåç ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè sl(2) ñïèíà s+x
2

J = z∂z +
s+ x

2
, J− = −∂z , J+ = z2∂z + (s+ x)z ,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[J+, J−] = 2J, [J, J±] = ±J± . (2.48)

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé îïåðàòîð ñèììåòðè÷åí ïî s, x

N =
1

2iβ

[
(z2 + β2)∂z + (s+ x)z

]
.

Âòîðîé îïåðàòîð Hs íå çàâèñèò îò x è ñîâïàäàåò ñ îäíî÷àñòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì (2.24).

Ñîãëàñíî (2.44), îïåðàòîð îòðàæåíèÿ êîììóòèðóåò ñ N . Ïîýòîìó, åãî ìîæíî èñêàòü â

âèäå íåêîòîðîé ôóíêöèè îò N

K = f(N) .

Âûâåäåì óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ f èç äâóõ îñòàâøèõñÿ ñîîòíîøåíèé â (1.74). Îáîçíà÷èì

N± = −J ± 1

2iβ
(J+ + β2J−) .

Îïåðàòîðû N,N± ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ãåíåðàòîðîâ J, J±, è äëÿ íèõ âûïîë-

íÿþòñÿ òå æå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (2.48)

[N+, N−] = 2N, [N,N±] = ±N±. (2.49)

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ â (2.49) ïîëó÷àåì

f(N)N± = N± f(N ± 1). (2.50)

Òåïåðü âûðàçèì ñòàðûå ãåíåðàòîðû ÷åðåç íîâûå

J+ =
iβ

2
(N+ −N− + 2N) ,

J− =
i

2β
(N+ −N− − 2N) , J = −1

2
(N+ +N−)

è, èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïåðåïèøåì îïåðàòîðû Hs (2.46) è Is,x (2.47) ÷åðåç íîâûå
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ãåíåðàòîðû

Hs =

(
N +

x− s

2
− 1 + g

)
N+ +

(
−N +

x− s

2
− g

)
N−

− 2N2 − (2g − 1)N +
s2 + x2 − s− x

2
,

1

iβ
Is,x = −

(
N +

x− s

2
− 1 + g

)
N+ +

(
−N +

x− s

2
− g

)
N− +N .

Ïðè ïîìîùè äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóë è ñîîòíîøåíèÿ (2.50) ðàâåíñòâà

f(N)Hx = Hs f(N), f(N) Ix,s = Is,x f(N)

ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

f(N + 1)

f(N)
=
N + x−s

2
+ g

N + s−x
2

+ g
. (2.51)

Åãî ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèþ

K(s, x) = f(N) =
Γ
(
N + x−s

2
+ g
)

Γ
(
N + s−x

2
+ g
) . (2.52)

Åñëè óìíîæèòü (2.52) íà ëþáóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ îò N ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì åäè-

íèöå, òî ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå òàêæå áóäåò ðåøåíèåì (2.51). Â ÷àñòíîñòè, (2.52) îñòàåòñÿ

ðåøåíèåì (2.51) ïðè çàìåíå (β, g) → (−β, 1−g) (ïðè ýòîìN çàìåíÿåòñÿ íà−N â ñîîòâåòñòâèè

ñ (2.45)), òàê êàê èçíà÷àëüíîå óðàâíåíèå (2.43) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ. Òåì íå ìåíåå, òðåáîâàíèÿì êâàíòîâîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò èìåííî ðåøåíèå (2.52),

ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå β > 0 (óñëîâèå (2.14)) ïîëó÷àåìûå ïðè ïîìî-

ùè íåãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (2.31) îäíî÷àñòè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà Hs (2.24) àíàëèòè÷íû

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïîäðîáíîñòè ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 2.4.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå (2.52) ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå äëÿ îïåðàòîðà îòðàæå-

íèÿ (3.23) èç [74]. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, îòìåòèì, ÷òî K-ìàòðèöà, ðàññìàòðèâàåìàÿ â òîé ðàáîòå

K̃

(
u+

1

2

)
=

q1 + q2u q3u

q4u q1 − q2u

 , (2.53)

çàâèñèò îò ïÿòè ïàðàìåòðîâ (âêëþ÷àÿ ñïåêòðàëüíûé), â îòëè÷èå îò òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé

ìàòðèöû (2.7)

K

(
u+

1

2

)
=

iβ
(
g − 1

2

)
u

−β2u iβ
(
g − 1

2

)
 .
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Òåì íå ìåíåå, äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû ìîæíî óáðàòü, ñîïðÿãàÿ (2.53)

K̃

(
u+

1

2

)
= G

 q1 u

(q22 + q3q4)u q1

G−1 (2.54)

ìàòðèöåé

G = e−(q2/q3)σ− q
σ3/2
3 , σ− =

(
0 0

1 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
.

Äëÿ L-îïåðàòîðà (2.1)

L(u) =

(
u+ S S−

S+ u− S

)
=

(
u+ z∂z + s −∂z
z2∂z + 2sz u− z∂z − s

)

ñîïðÿæåíèå ìàòðèöåé G ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàíèþ êîîðäèíàòû z

G−1 L(u)G = e(q2/q3)∂z qz∂z3 L(u) q−z∂z3 e−(q2/q3)∂z , (2.55)

ãäå

e(q2/q3)∂z ψ(z) = ψ(z − q2/q3), qz∂z3 ψ(z) = ψ(q3z).

Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ìû îòîæäåñòâëÿåì

q1 = iβ

(
g − 1

2

)
, q22 + q3q4 = −β2 . (2.56)

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ìîíîäðîìèè âèäà (2.11)

T (u) = Ln(u) · · ·L1(u)K(u)L1(u) · · ·Ln(u) =

(
A(u) B(u)

C(u) D(u)

)
,

T̃ (u) = Ln(u) · · ·L1(u)K̃(u)L1(u) · · ·Ln(u) =

(
Ã(u) B̃(u)

C̃(u) D̃(u)

)

ñâÿçàíû ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ

T̃ (u) = Z GT (u)G−1 Z−1 , (2.57)

ãäå Z � îïåðàòîð àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò

Z = e(q2/q3)(∂z1+ ...+∂zn ) q
z1∂z1+ ...+zn∂zn
3 .
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Îäíèì èç ñëåäñòâèé ñîîòíîøåíèÿ (2.57) ÿâëÿåòñÿ

q3 B̃(u) = Z B(u)Z−1 ,

òî åñòü îïåðàòîðû B̃(u) è B(u) ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû êîîðäèíàò.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (2.26) äëÿ íàéäåííîãî íàìè îïåðàòîðà

îòðàæåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

K(s, x)M(u+ v)K(u)M(u− v)

=M(u− v)K(u)M(u+ v) K(s, x),
(2.58)

ãäå M(u) � L-îïåðàòîð ñ ãåíåðàòîðàìè ñïèíà (s+ x)/2

M(u) =

u+ J J−

J+ u− J

 =

 u+ z∂z +
s+x
2

−∂z

z2∂z + (s+ x)z u− z∂z − s+x
2

 ,

è v = (x − s)/2. Ïåðåïèøåì â (2.58) ìàòðèöó K(u) ÷åðåç K̃(u) ïðè ïîìîùè (2.54), äàëåå

èñïîëüçóåì (2.55) è ñâîéñòâî L-îïåðàòîðà

M(u)M(1− u) = (u− s)(1− u− s)1

è ñäâèíåì ïåðåìåííóþ u→ u+ 1
2
, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

M
(
1
2
+ v − u

)
K̃(s, x)M

(
1
2
+ v + u

)
K̃
(
u+ 1

2

)
= K̃

(
u+ 1

2

)
M
(
1
2
+ v + u

)
K̃(s, x)M

(
1
2
+ v − u

)
, (2.59)

ãäå

K̃(s, x) = qJ3 e
−(q2/q3)J− K(s, x) e(q2/q3)J− q−J3 .

Óðàâíåíèå (2.59) ýêâèâàëåíòíî (3.13) èç [74], è ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.23) èç òîãî æå èñòî÷íèêà,

åãî ðåøåíèå èìååò âèä

K̃(s, x) = ebJ+ eaJ−
Γ
(
1
2
+ J + 2 q1

c
+ x−s

2

)
Γ
(
1
2
+ J + 2 q1

c
− x−s

2

) e−aJ− e−b J+ ,
ãäå ÷èñëà a, b, c îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

q2 =
1

2
(1 + 2ab) c , q3 = −(1 + ab) bc , q4 = ac . (2.60)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî [74]

K(s, x) = e(q2/q3)J− q−J3 ebJ+ eaJ−
Γ
(
1
2
+ J + 2 q1

c
+ x−s

2

)
Γ
(
1
2
+ J + 2 q1

c
− x−s

2

) e−aJ− e−b J+qJ3 e−(q2/q3)J− . (2.61)
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Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð N ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (2.45)

N =
1

2iβ
(J+ − β2J−)

×òîáû äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2.61) äëÿ K-îïåðàòîðà è ïîëó÷åííîé ôîð-

ìóëû (2.52), íóæíî ñîïðÿ÷ü ãàììà-ôóíêöèè â (2.61) ýêñïîíåíöèàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè, èñ-

ïîëüçóÿ òîæäåñòâà

eλJ± J e−λJ± = J ∓ λJ±, eλJ± J∓ e
−λJ± = J∓ ± 2λJ − λ2J± , q−J3 J± q

J
3 = q∓13 J± ,

êîòîðûå íåñëîæíî äîêàçàòü, äèôôåðåíöèðóÿ ëåâûå ÷àñòè ïî λ è èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîí-

íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ J , J±. Äàëåå íóæíî ïîäñòàâèòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ (2.56)

÷åðåç β è g, à òàêæå c = 2
√
q22 + q3q4 = 2iβ (ñîãëàñíî (2.60)).

2.3.2 Ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç áåòà-èíòåãðàë

Â ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ äåéñòâèÿ K-îïåðàòîðà (2.52)

K(s, x) =
Γ
(
N + x−s

2
+ g
)

Γ
(
N + s−x

2
+ g
) , N =

1

2iβ

[
(z2 + β2)∂z + (s+ x)z

]
. (2.62)

Âäîáàâîê, ÷òîáû ñâÿçàòü îäíî÷àñòè÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (2.31) ñ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé

ôóíêöèåé, äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà áóäåò âûâåäåíà ôîðìóëà

K(s, x) = (2iβ)s−x (z + iβ)g−s
Γ
(
(z − iβ)∂z + x+ g

)
Γ
(
(z − iβ)∂z + s+ g

) (z + iβ)x−g. (2.63)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ áåòà-èíòåãðàë Ýéëåðà [103].

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî

N =
1

2iβ

[
(z2 + β2)∂z + (s+ x)z

]
= (z + iβ)−s−x

(
1

2iβ
(z2 + β2)∂z +

s+ x

2

)
(z + iβ)s+x.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíþþ ôîðìóëó, âûðàæåíèå (2.62) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

K = (z + iβ)−s−x
Γ
(

1
2iβ

(z2 + β2)∂z + x+ g
)

Γ
(

1
2iβ

(z2 + β2)∂z + s+ g
) (z + iβ)s+x.
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Ïåðåïèñûâàÿ îòíîøåíèå äâóõ ãàììà-ôóíêöèé ÷åðåç áåòà-èíòåãðàë, ïîëó÷àåì

K =
1

Γ(s− x)
(z + iβ)−s−x

∫ 1

0

dt (1− t)s−x−1 tg+x−1 t
1

2iβ
(z2+β2)∂z (z + iβ)s+x. (2.64)

Ïðè çàìåíå ïåðåìåííîé

ζ =
z − iβ

z + iβ
, z = iβ

1 + ζ

1− ζ

îïåðàòîð â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â (2.64) çàìåòíî óïðîùàåòñÿ

t
1

2iβ
(z2+β2)∂z = tζ∂ζ .

Ïîäåéñòâóåì ýòèì îïåðàòîðîì íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ψ(z)

t
1

2iβ
(z2+β2)∂z ψ(z) = tζ∂ζ ψ

(
iβ

1 + ζ

1− ζ

)
= ψ

(
iβ
z + iβ + t(z − iβ)

z + iβ − t(z − iβ)

)
. (2.65)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè Im z ≥ 0, t ∈ [0, 1] è β > 0 âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

Im

(
iβ
z + iβ + t(z − iβ)

z + iβ − t(z − iβ)

)
≥ 0 ,

êîòîðîå ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Im z = 0, t = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè ôóíêöèÿ ψ(z) àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî ïðåîáðàçîâàííûé àðãóìåíò â

ïðàâîé ÷àñòè (2.65) òàêæå ëåæèò â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè. Äåéñòâóÿ íà òàêóþ ôóíêöèþ

îïåðàòîðîì (2.64), ïîëó÷àåì

Kψ(z) =
(2iβ)s+x

Γ(s− x)

∫ 1

0

dt (1− t)s−x−1 tg+x−1

×
(
z + iβ − t(z − iβ)

)−s−x
ψ

(
iβ
z + iβ + t(z − iβ)

z + iβ − t(z − iβ)

)
.

(2.66)

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ K-îïåðàòîðà (2.62).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè ôîðìóëó (2.63), ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t→ u â (2.66)

u =
2iβ t

z + iβ − t(z − iβ)
. (2.67)

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

Kψ(z) =
(2iβ)s−x

Γ(s− x)
(z + iβ)g−s

∫
C

du (1− u)s−x−1 ug+x−1

×
(
u(z − iβ) + 2iβ

)x−g
ψ
(
u(z − iβ) + iβ

)
,

ãäå êîíòóð C (ñîåäèíÿþùèé òî÷êè u = 0 è u = 1) � îáðàç îòðåçêà [0, 1] ïðè îòîáðàæåíèè t 7→
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u(t). Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäíèõ ìíîæèòåëåé ïîä èíòåãðàëîì ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
u(z − iβ) + 2iβ

)x−g
ψ
(
u(z − iβ) + iβ

)
= u(z−iβ)∂z (z + iβ)x−g ψ(z) .

Ïîêàæåì, ÷òî êîíòóð C ìîæíî äåôîðìèðîâàòü äî îòðåçêà [0, 1], íå çàäåâàÿ îñîáûõ òî÷åê

ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Ïðè Im z ≥ 0, t ∈ [0, 1] è β > 0 íîâàÿ ïåðåìåííàÿ u (2.67)

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

Reu ∈ [0, 1] , sign(Imu) = sign(Re z) .

Ïîýòîìó,

Im
(
u(z − iβ) + iβ

)
= β(1− Reu) + Im zReu+Re z Imu ≥ 0 ,

è óñòðåìëÿÿ | Imu | ↘ 0, ìû îñòàåìñÿ â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè

(
u(z − iβ) + 2iβ

)x−g
ψ
(
u(z − iβ) + iβ

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äåôîðìèðóÿ êîíòóð, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Kψ(z) =
(2iβ)s−x

Γ(s− x)
(z + iβ)g−s

∫ 1

0

du (1− u)s−x−1 ug+x−1u(z−iβ)∂z (z + iβ)x−g ψ(z) , (2.68)

ýêâèâàëåíòíóþ (2.63).

2.3.3 Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå

Â ïðèëîæåíèè Á îïèñàíà ïîëåçíàÿ äèàãðàììíàÿ òåõíèêà, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëÿòü èíòå-

ãðàëû ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ äèàãðàììíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Âñå äèàãðàììû, ñîîòâåòñòâóþùèå

ñïèíîâîé öåïî÷êå SL(2,R), ÿâëÿþòñÿ ãðàôè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì èíòåãðàëîâ ïî âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè ñ ìåðîé (2.5).

Â ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíà äèàãðàììà äëÿ ÿäðà îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ, îíà ïðèâåäåíà íà

Ðèñ. 2.1. Åé ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

[
K(s, x)ψ

]
(z) = e2πis (2iβ)s−x

Γ(g + x)Γ(3s− g)

Γ2(2s)
(z + iβ)g−s

×
∫

DwDv ψ(w)

(z − v̄)g+x (iβ − v̄)s−x (v − w̄)3s−g (w + iβ)g−x
.

(2.69)

Êàê è âñå îñòàëüíûå äèàãðàììû, îíà ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöè-

åíòà ïåðåä èíòåãðàëîì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè (2.69), èñïîëüçóåì ôîðìóëó (2.68). Îïåðàòîð îòðàæåíèÿ ðàñ-
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z
g + x 3s− g

w

iβ

s− x

s− g g − x

−iβ

Ðèñóíîê 2.1 � ßäðî îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ

êëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå òðåõ îïåðàòîðîâ, ïîýòîìó åãî ÿäðî ôàêòîðèçóåòñÿ àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì

Kψ(z) =

∫
Dw (z + iβ)g−s K(z, w̄) (w + iβ)x−g ψ(w) . (2.70)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè K(z, w̄) èñïîëüçóåì âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî (2.34) è ïåðåïèøåì

èíòåãðàë (2.68) â âèäå

Kψ(z) =
(2iβ)s−x

Γ(s− x)
(z + iβ)g−s

∫ 1

0

du (1− u)s−x−1 ug+x−1

× u(z−iβ)∂z
∫

Dw eiπs

(z − w̄)2s
(w + iβ)x−g ψ(w) .

Äàëåå èñïîëüçóåì ôîðìóëó

u(z−iβ)∂z
1

(z − w̄)2s
=

1

(u(z − iβ) + iβ − w̄)2s
.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ K(z, w̄), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (2.70), âûðàæàåòñÿ â ñëåäóþùåì

âèäå

K(z, w̄) = eiπs
(2iβ)s−x

Γ(s− x)

∫ 1

0

du
(1− u)s−x−1 ug+x−1

(u(z − iβ) + iβ − w̄)2s
. (2.71)

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (Á.6), äîêàçàííîå â ïðèëîæåíèè Á∫
Dv 1

(z − v̄)b(iβ − v̄)c−b(v − w̄)2s+a−c

= e−iπs
Γ(a)Γ(2s)

Γ(b)Γ(c− b)Γ(2s+ a− c)

∫ 1

0

du
(1− u)c−b−1 ub−1(
u(z − iβ) + iβ − w̄

)a ,
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ïåðåïèñûâàåì ôîðìóëó (2.71) ÷åðåç èíòåãðàë ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

K(z, w̄) = e2iπs (2iβ)s−x
Γ(g + x)Γ(3s− g)

Γ2(2s)

×
∫

Dv 1

(z − v̄)g+x (iβ − v̄)s−x (v − w̄)3s−g
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äëÿ K(z, w̄) â ôîðìóëó (2.70), ïîëó÷àåì (2.69).

2.4 Ñâÿçü îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ ñ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ íà ôóíêöèþ,

òîæäåñòâåííî ðàâíóþ 1, ïîëó÷àåòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

K(s, x) · 1 = C(s, x) 2F1

(
s+ x, s− x, s+ g;

1

2
+

iz

2β

)
, (2.72)

ãäå íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò èìååò âèä

C(s, x) =
Γ(g + x)

Γ(g + s)
.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.63) äëÿ K-îïåðàòîðà, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ôîðìóëó (2.68),

ïîëó÷àåì

K(s, x) · 1 =
(2iβ)s−g

Γ(s− x)
(z + iβ)g−s

×
∫ 1

0

du (1− u)s−x−1 ug+x−1
(
1−

[
1

2
+

iz

2β

]
u

)x−g

.

(2.73)

Ïîñëåäíåå èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå � ýòî â òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèå Ýéëåðà äëÿ ãèïåðãåî-

ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

K(s, x) · 1 =
Γ(x+ g)

Γ(s+ g)

(
1−

[
1

2
+

iz

2β

])g−s

× 2F1

(
g − x, g + x, g + s;

1

2
+

iz

2β

)
.

(2.74)

Èíòåãðàë â (2.73) ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèÿõ

Re s > Rex, Re(x+ g) > 0 .
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z
g + x 3s− g

iβ

s− x

s− g g − x

−iβ

⇝ z
g + x

s− x

iβ

s− x

s− g

−iβ

⇝ z
s− x

2s+ x− g

−iβ

iβ

g + x

Ðèñóíîê 2.2 � Âûâîä ïðåäñòàâëåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè èç âûðàæå-
íèÿ K(s, x) · 1

Ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

s >
1

2
, x = iλ ∈ iR, g > 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü æåëàåìóþ ôîðìóëó (2.72), îñòàåòñÿ ëèøü ïðèìåíèòü ïðåîáðàçî-

âàíèå Ýéëåðà â (2.74)

(1− w)a+b−c
2F1(a, b, c;w) = 2F1(c− a, c− b, c;w) .

Êðîìå òîãî, âûðàæåíèå K(s, x) ·1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíê-

öèþ ïðè ïîìîùè ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà. Ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåä-

ñòàâëåíû íà Ðèñ. 2.2. Ñíà÷àëà èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî öåïî÷êè (Ðèñ. Á.2), à çàòåì � ïðåîáðà-

çîâàíèå Ýéëåðà (Ðèñ. Á.3). Ïîñëåäíÿÿ äèàãðàììà ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëå-

íèþ (Á.4)

2F1

(
s+ x, s− x, s+ g;

1

2
+

iz

2β

)
= (2iβ)s+x eiπs

Γ(s+ g)Γ(2s+ x− g)

Γ(s+ x)Γ(2s)

×
∫

Dw 1

(z − w̄)s−x (iβ − w̄)g+x (w + iβ)2s+x−g . (2.75)

Ôîðìóëà (2.75) äîêàçàíà â ïðèëîæåíèè Á.

2.5 Îðòîãîíàëüíîñòü îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå öåïî÷êè èç îäíîãî óçëà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò âèä (2.4)

⟨χ|ψ⟩ =
∫

Dz χ(z)ψ(z), (2.76)
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0, è ìåðà äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Dz = 2s− 1

π
(2 Im z)2s−2 dRe z d Im z .

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû äâà äîêàçàòåëüñòâà îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Ψλ(z) = 2F1

(
s+ iλ, s− iλ, s+ g;

1

2
+

iz

2β

)
, λ ∈ R (2.77)

îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

⟨Ψρ|Ψλ⟩ = µ−1(λ)
δ(λ− ρ) + δ(λ+ ρ)

2
. (2.78)

Íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò

µ(λ) =
1

4π (2β)2s Γ(2s)

∣∣∣∣Γ2(s+ iλ) Γ(g + iλ)

Γ(s+ g) Γ(2iλ)

∣∣∣∣2
èãðàåò ðîëü ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ â ñîîòíîøåíèè ïîëíîòû, êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ â ðàç-

äåëå (2.6). Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (2.77) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îòðàæå-

íèÿ λ → −λ, è äåëüòà-ôóíêöèÿ â ñîîòíîøåíèè (2.78) ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ñèììåòðè-

çîâàíà.

2.5.1 Äîêàçàòåëüñòâî ÷åðåç àñèìïòîòèêó

Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (2.78) ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé òåõíèêè [104] èç êâàí-

òîâîé ìåõàíèêè. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáðåçàòü èíòåãðàë, ÷åðåç êîòîðûé âûðàæàåòñÿ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

⟨χ|ψ⟩ = lim
R→∞

⟨χ|ψ⟩R ,

è ïåðåïèñàòü ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå ÷åðåç ãðàíè÷íûå ÷ëåíû

⟨Ψρ|Ψλ⟩ = lim
R→∞

⟨Ψρ|Ψλ⟩R = lim
R→∞

1

ρ2 − λ2

[
⟨Ψρ|HsΨλ⟩R − ⟨HsΨρ|Ψλ⟩R

]
= lim

R→∞

1

ρ2 − λ2
[
ãðàíè÷íûå ÷ëåíû

]
,

ãäå íà ïîñëåäíåì øàãå ïðèìåíåíî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Â ðåçóëüòàòå îñòàåòñÿ ëèøü

èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ.

Äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

z = reiφ .
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Â íàøåì ñëó÷àå ðîëü ïàðàìåòðà îáðåçàíèÿ R èãðàåò ïîëÿðíûé ðàäèóñ

⟨χ|ψ⟩R =
2s− 1

π

∫ π

0

dφ (2 sinφ)2s−2
∫ R

0

dr r2s−1 χ(reiφ) ψ(reiφ).

Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí (2.24) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñïèíîâûå îïåðàòîðû

Hs = S2 + β2S2
− − 2i β

(
g − 1

2

)
S− , S = z∂z + s , S− = −∂z , (2.79)

ïîñ÷èòàåì ãðàíè÷íûå ÷ëåíû, âîçíèêàþùèå îò êàæäîãî òàêîãî îïåðàòîðà ïðè èíòåãðèðîâàíèè

ïî ÷àñòÿì.

Ïåðåïèñûâàÿ ïðîèçâîäíûå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

∂z =
e−iφ

2
∂r +

e−iφ

2ir
∂φ, ∂z̄ =

eiφ

2
∂r −

eiφ

2ir
∂φ ,

ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàçèòü äåéñòâèå ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ íà ãîëîìîðôíûå ôóíê-

öèè

Sψ(z) = (z∂z + z̄∂z̄ + s)ψ(z) = (r∂r + s)ψ(z) , (2.80)

S−ψ(z) = −(∂z + ∂z̄)ψ(z) =

(
sinφ

r
∂φ − cosφ∂r

)
ψ(z) . (2.81)

Òåïåðü ðàññìîòðèì âðîíñêèàíû îòíîñèòåëüíî ïîëÿðíîãî ðàäèóñà è óãëà

Wr[χ, ψ] = χ∂rψ − ψ ∂rχ ,

Wφ[χ, ψ] = χ∂φψ − ψ ∂φχ .

Èñïîëüçóÿ (2.80), (2.81) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

⟨χ|Sψ⟩R = ⟨−Sχ|ψ⟩R +
2s− 1

π
R2s

∫ π

0

dφ (2 sinφ)2s−2
(
χ̄ ψ
)∣∣

r=R
, (2.82)

⟨χ|S−ψ⟩R = ⟨−S−χ|ψ⟩R − 2s− 1

π
R2s−1

∫ π

0

dφ (2 sinφ)2s−2 cosφ
(
χ̄ ψ
)∣∣

r=R
. (2.83)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèè χ, ψ óáûâàþò äîñòàòî÷íî áûñòðî, òî ãðàíè÷íûå ÷ëåíû â (2.82)

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè R → ∞, òàê ÷òî ñïèíîâûå îïåðàòîðû àíòèýðìèòîâû îòíîñèòåëüíî
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ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2.76). Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.82), (2.83) äâà ðàçà, íàõîäèì

⟨χ|S2ψ⟩R = ⟨S2χ|ψ⟩R +
2s− 1

π
R2s+1

∫ π

0

dφ (2 sinφ)2s−2 Wr[χ̄, ψ]
∣∣
r=R

, (2.84)

⟨χ|S2
−ψ⟩R = ⟨S2

−χ|ψ⟩R +
2s− 1

π
R2s−1

∫ π

0

dφ (2 sinφ)2s−2 cos2 φ Wr[χ̄, ψ]
∣∣
r=R

+
2s− 1

2π
R2s−2

∫ π

0

dφ (2 sinφ)2s−1 cosφ Wφ[ψ, χ̄]
∣∣
r=R

.

(2.85)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì ãàìèëüòîíèàíà (2.79)

⟨Ψρ|HsΨλ⟩R = ⟨HsΨρ|Ψλ⟩R + ãðàíè÷íûå ÷ëåíû,

ãðàíè÷íûå ÷ëåíû äàþòñÿ ôîðìóëàìè (2.83), (2.84), (2.85).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èõ àñèìïòîòèêè ïðè R → ∞ èñïîëüçóåì õîðîøî èçâåñòíóþ ôîðìóëó

äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè [103]

2F1(a, b, c;w) ∼
Γ(b− a)Γ(c)

Γ(b)Γ(c− a)
(−w)−a + Γ(a− b)Γ(c)

Γ(a)Γ(c− b)
(−w)−b , |w| → ∞ .

Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Ψλ(z) = 2F1

(
s+ iλ, s− iλ, s+ g;

1

2
+

iz

2β

)
è èõ ïðîèçâîäíûõ âåðíû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè |z| → ∞

Ψλ(z) ∼ c(λ) z−s+iλ + c(−λ) z−s−iλ , (2.86)

∂rΨλ(z) ∼
−s+ iλ

|z|
c(λ) z−s+iλ +

−s− iλ

|z|
c(−λ) z−s−iλ , (2.87)

∂φΨλ(z) ∼ i(−s+ iλ) c(λ) z−s+iλ + i(−s− iλ) c(−λ) z−s−iλ ,

ãäå êîýôôèöèåíò èìååò âèä

c(λ) =
Γ(2iλ) Γ(s+ g)

Γ(s+ iλ) Γ(g + iλ)
(2β)s−iλ e

iπs
2

+πλ
2 . (2.88)

Íàïîìíèì, ÷òî ìû îãðàíè÷èëèñü ñëó÷àåì g > 0 (2.14). Çàìåòèì, ÷òî ïðè g < 0 ó êîýô-

ôèöèåíòà c(λ) åñòü íóëè

λ = i(n+ g), n ∈ Z≥0

â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè Imλ < 0, êîòîðûå ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü äèñêðåòíîìó ñïåêòðó (êàê

âèäíî èç àñèìïòîòèêè (2.86)).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â ãðà-

íè÷íûå ÷ëåíû (2.83), (2.84) è (2.85), çàêëþ÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííûé ãðàíè÷íûé ÷ëåí, äàþùèé
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íåíóëåâîé âêëàä ïðè R → ∞, âîçíèêàåò èç ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îïåðàòîðà S2 (2.84)

⟨Ψρ|Ψλ⟩R ∼ R2s+1

ρ2 − λ2
2s− 1

π

∫ π

0

dφ (2 sinφ)2s−2 Wr

[
Ψρ,Ψλ

]∣∣
r=R

. (2.89)

Èç ôîðìóë (2.86), (2.87) ñëåäóåò àñèìïòîòèêà äëÿ âðîíñêèàíà

Wr

[
Ψρ,Ψλ

]
∼ Wλ,ρ +W−λ,−ρ +W−λ,ρ +Wλ,−ρ , |z| → ∞ ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Wλ,ρ =
i(λ+ ρ)

|z|2s+1
c(ρ) c(λ) z̄−iρ ziλ .

Ïîäñòàâëÿÿ åå â (2.89), ïîëó÷àåì

R2s+1

ρ2 − λ2
2s− 1

π

∫ π

0

dφ (2 sinφ)2s−2 Wr

[
Ψρ,Ψλ

]∣∣
r=R

∼ c(ρ) c(λ)
iRi(λ−ρ)

ρ− λ

2s− 1

π

∫ π

0

dφ (2 sinφ)2s−2 e−(λ+ρ)φ

+ c(−ρ) c(−λ) iR
i(ρ−λ)

λ− ρ

2s− 1

π

∫ π

0

dφ (2 sinφ)2s−2 e(λ+ρ)φ

+ [ òå æå ñëàãàåìûå ñ çàìåíîé λ→ −λ ] .

Èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè ôîðìó-

ëû [103]
2s− 1

π

∫ π

0

dφ (2 sinφ)2s−2 e2aφ = eπa
Γ(2s)

Γ(s+ ia) Γ(s− ia)
.

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó ïðè R → ∞ äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2.89) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

⟨Ψρ|Ψλ⟩R ∼ i Γ(2s)

Γ
(
s+ i(λ+ρ)

2

)
Γ
(
s− i(λ+ρ)

2

)
× 1

ρ− λ

(
e−

π(λ+ρ)
2 c(ρ) c(λ)Ri(λ−ρ) − e

π(λ+ρ)
2 c(−ρ) c(−λ)Ri(ρ−λ)

)
+ [ òå æå ñëàãàåìûå ñ çàìåíîé λ→ −λ ] .

Îòìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòè ïðè ρ = ±λ ñîêðàùàþòñÿ áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè êîýôôèöèåí-

òà (2.88)

e−πλ |c(λ)|2 = eπλ |c(−λ)|2 . (2.90)
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Çíà÷èò, åñëè ïðåäñòàâèòü áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ýêñïîíåíòû â âèäå

R±i(λ−ρ) = cos
[
(λ− ρ) lnR

]
± i sin

[
(λ− ρ) lnR

]
,

òî ïî ëåììå Ðèìàíà-Ëåáåãà ñóììà ñëàãàåìûõ ñ êîñèíóñàìè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè R → ∞.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ èñïîëüçóåì õîðîøî èçâåñòíóþ ôîðìóëó äëÿ äåëüòàîáðàçíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè

lim
R→∞

sin
[
(λ− ρ) lnR

]
λ− ρ

= πδ(λ− ρ) ,

à òàêæå òîæäåñòâî (2.90) è âûðàæåíèå (2.88) äëÿ c(λ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èñêîìîå ñîîò-

íîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè

⟨Ψρ|Ψλ⟩ = 2π (2β)2s Γ(2s)

∣∣∣∣ Γ(s+ g) Γ(2iλ)

Γ2(s+ iλ) Γ(g + iλ)

∣∣∣∣2 (δ(λ− ρ) + δ(λ+ ρ)
)
. (2.91)

2.5.2 Äîêàçàòåëüñòâî ïðè ïîìîùè äèàãðàììíîé òåõíèêè

Èäåÿ âòîðîãî äîêàçàòåëüñòâà îðòîãîíàëüíîñòè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: èñïîëüçóåì èíòå-

ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (2.75)

Ψλ(z) = (2iβ)s+iλ eiπs
Γ(s+ g)Γ(2s+ iλ− g)

Γ(s+ iλ)Γ(2s)

×
∫

Dw 1

(z − w̄)s−iλ (iβ − w̄)g+iλ (w + iβ)2s+iλ−g

(2.92)

è ÿâíûì îáðàçîì âû÷èñëÿåì ðåãóëÿðèçîâàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé ïðè ïîìîùè äèàãðàììíîé òåõíèêè, îïèñàííîé â ïðèëîæåíèè Á. Ïîäñòàâèâ óêàçàííóþ

èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó â ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

⟨Ψρ|Ψλ⟩ =
Γ2(s+ g)Γ(2s+ iλ− g)Γ(2s− iρ− g)

Γ2(2s)Γ(s+ iλ)Γ(s− iρ)
e2πis (2iβ)s+iλ (2iβ)s−iρ lim

ε→0
A1 ,

ãäå èíòåãðàë A1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ äèàãðàììîé íà Ðèñ. 2.3. Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë, ìû ââåëè ðåãóëÿðèçàöèþ, ñäâèíóâ íåêîòîðûå

ñòåïåííûå ïîêàçàòåëè â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè íà ε.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî öåïî÷êè (Ðèñ. Á.2) äëÿ äâóõ öåíòðàëüíûõ ëèíèé, ïîëó÷àåì

äèàãðàììó, èçîáðàæåííóþ íà Ðèñ. 2.4a

A1 = e−iπs
Γ(i(ρ− λ) + ε)Γ(2s)

Γ(s+ iρ+ ε)Γ(s− iλ)
A2 .

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýéëåðà (Ðèñ. Á.3) äëÿ ïðàâîé âåðøèíû îíà òðàíñôîðìè-
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s− iλ

iβ

iλ+ g

2s+ iλ− g

−iβ

s+ iρ+ ε

iβ

2s− iρ− g + ε

−iρ+ g − ε

−iβ

Ðèñóíîê 2.3 � Èíòåãðàë A1

i(ρ− λ) + ε

iβ

iλ+ g

2s+ iλ− g

−iβ

iβ

2s− iρ− g + ε

−iρ+ g − ε

(a) Èíòåãðàë A2

iλ+ g

iβ

i(ρ− λ) + ϵ

2s− i(λ+ ρ)− ϵ

−iβ

2s− iρ− g + ϵ

(b) Èíòåãðàë A3

Ðèñóíîê 2.4 � Äèàãðàììíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ðóåòñÿ â äèàãðàììó ñ Ðèñ. 2.4b

A2 = (2iβ)−2iλ
Γ(2s− i(ρ+ λ)− ε)Γ(i(ρ+ λ) + ε)

Γ(2s− g + iλ)Γ(g − iλ)
A3 .

Âîñïîëüçîâàâøèñü äâà ðàçà ïðàâèëîì öåïî÷êè, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.5, íàõîäèì âûðàæåíèå

äëÿ èíòåãðàëà A3

A3 = e−iπs
Γ(i(λ− ρ) + ε)Γ(2s)

Γ (2s− g − iρ+ ε) Γ (g + iλ)
e−iπs

Γ(−i(λ+ ρ) + ε)Γ(2s)

Γ(2s− i(ρ+ λ)− ε)Γ(2ε)
(2iβ)i(ρ+λ)−ε .

Ïîñëå âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

⟨Ψρ|Ψλ⟩ = (2β)2s
Γ2(g + s)Γ(2s)

Γ(g ± iλ)Γ(s± iλ)Γ(s± iρ)
lim
ε→0

Γ(±i(λ+ ρ) + ε)Γ(±i(λ− ρ) + ε)

Γ(2ε)
, (2.93)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

f(a± b) = f(a+ b)f(a− b) . (2.94)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ïðåäåë â (2.93), èñïîëüçóåì òåîðåìó Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ

lim
ε→0

2ε

(x± iε)
= lim

ϵ→0

(
i

x+ iϵ
− i

x− iϵ

)
= 2πδ(x) .
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iλ+ g

iβ

i(ρ− λ) + ϵ

2s− i(λ+ ρ)− ϵ

−iβ

2s− iρ− g + ϵ

iβ

2ϵ

2s− i(λ+ ρ)− ϵ

−iβ

⇝ ⇝

iβ

ϵ− i(λ+ ρ)

−iβ

Ðèñóíîê 2.5 � Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà A3

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

lim
ε→0

Γ(±i(λ+ ρ) + ε)Γ(±i(λ− ρ) + ε)

Γ(2ε)
= 2πΓ(±2iλ)

(
δ(λ− ρ) + δ(λ+ ρ)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

⟨Ψρ|Ψλ⟩ = 2π (2β)2s
Γ(2s) Γ2(g + s) Γ(±2iλ)

Γ(g ± iλ) Γ2(s± iλ)

(
δ(λ− ρ) + δ(λ+ ρ)

)
ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (2.91), âûâåäåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

2.6 Ïîëíîòà íàáîðà îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Òåêóùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ñîîòíîøåíèÿ ïîëíîòû

I(z, w̄) =

∫
R
dλ µ(λ) Ψλ(z)Ψλ(w) =

eiπs

(z − w̄)2s
, (2.95)

ãäå ôîðìóëà äëÿ ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ

µ(λ) =
1

4π (2β)2s Γ(2s)

∣∣∣∣Γ2(s+ iλ) Γ(g + iλ)

Γ(s+ g) Γ(2iλ)

∣∣∣∣2 (2.96)

ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (2.78). Ïðàâàÿ ÷àñòü (2.95) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ

ÿäðî òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà, òî åñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ(z) àíàëèòè÷íîé â âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå [36]

ψ(z) =

∫
Dw eiπs

(z − w̄)2s
ψ(w) .

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé. Ñíà÷àëà äîêàæåì (2.95) â ïðåäïîëîæåíèè

Im z > β, Imw > β. (2.97)
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Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë â (2.95) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ z è w̄

â îáëàñòè Im z > 0, Imw > 0. Òîãäà ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé íà ïåðâîì øàãå, ìîæåò áûòü

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåí íà âñþ ýòó îáëàñòü.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë (2.95), èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå Áàðíñà äëÿ ãè-

ïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè [105]

Ψλ(z) =
Γ(s+ g)

Γ(s± iλ)

∫
R+ic

dρ

2π

Γ(s± iλ+ iρ) Γ(−iρ)

Γ(s+ g + iρ)

(
− iz

2β
− 1

2

)iρ

. (2.98)

Çäåñü è äàëåå äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå (2.94)

f(a± b) = f(a+ b)f(a− b).

Ãîðèçîíòàëüíûé êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â (2.98) ðàçäåëÿåò ñåðèè ïîëþñîâ

ρ = −in , ρ = ±λ+ i(n+ s) , n ∈ Z≥0 ,

òî åñòü c ∈ (0, s).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ äâà èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèÿ ñ ãàììà-ôóíê-

öèÿìè. Ïåðâîå èìååò âèä [103]∫
R
dλ Γ(a+ iλ) Γ(b− iλ) ziλ = 2π Γ(a+ b)

zb

(1 + z)a+b
. (2.99)

Îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè Re a, Re b > 0, òî åñòü êîãäà êîíòóð R ðàçäåëÿåò ñåðèè ïîëþñîâ

λ = i(a+ n), λ = −i(b+ n), n ∈ Z≥0 .

Åãî ìîæíî äîêàçàòü ïðè ïîìîùè âû÷åòîâ, ëèáî èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà [106].

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå∫
R
dλ

Γ(a1 ± iλ) Γ(a2 ± iλ) Γ(a3 ± iλ)

Γ(±2iλ)
= 4π Γ(a1 + a2) Γ(a1 + a3) Γ(a2 + a3) (2.100)

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðåäåëüíûé ñëó÷àé èíòåãðàëà äå Áðàíæà-Âèëüñîíà [103]. Â (2.100)

ïðåäïîëàãàåòñÿ Re aj > 0 è ÷òî êîíòóð R ðàçäåëÿåò ñåðèè ïîëþñîâ

λ = ±i(aj + n) , j = 1, 2, 3, n ∈ Z≥0 .

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë äå Áðàíæà-Âèëüñîíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì èíòåãðàëà Ãó-

ñòàôñîíà BC-òèïà [71].
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Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå Áàðíñà â èíòåãðàë (2.95)

I = C

∫
R
dλ

Γ(g ± iλ)

Γ(±2iλ)

∫
R+ic

dρ
Γ(s± iλ+ iρ) Γ(−iρ)

Γ(s+ g + iρ)

(
− iz

2β
− 1

2

)iρ

×
∫

R−ic

dν
Γ(s± iλ− iν) Γ(iν)

Γ(s+ g − iν)

(
iw̄

2β
− 1

2

)−iν
.

(2.101)

Âñå êîíñòàíòû ñîáðàíû â îäíîì ìíîæèòåëå

C =
1

16π3 (2β)2s Γ(2s)
.

Êðàòíûé èíòåãðàë (2.101) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèÿõ (2.97), ÷òî íåñëîæíî äîêàçàòü,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äîïîëíåíèÿ Ýéëåðà

Γ(2iλ) Γ(−2iλ) =
π

2λ sh(2πλ)

è îöåíêè äëÿ ãàììà-ôóíêöèè [106]

|Γ(a+ ib)| ≤
√
2π e

1
6a |a+ ib|a−

1
2 e−

π
2
|b| ,

∣∣Γ−1(a+ ib)
∣∣ ≤ ea+

1
6a

√
2π

|a+ ib|−a+
1
2 e

π
2
|b| ,

ãäå a > 0, b ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñíà÷àëà ïðî-

èíòåãðèðîâàòü ïî λ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âçÿòü èíòåãðàë ïî λ, èñïîëüçóåì ôîðìóëó (2.100). Êîíòóð R ðàçäåëÿåò

ñåðèè ïîëþñîâ íóæíûì îáðàçîì áëàãîäàðÿ óñëîâèþ g > 0 (2.14). Êàê áûëî çàìå÷åíî â ðàçäå-

ëå 2.5.1, ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå îçíà÷àåò îòñóòñòâèå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà â ðàññìàòðèâàåìîé

êâàíòîâîé çàäà÷å. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà ïî λ â (2.101), ïîëó÷àåì

I = 4πC

∫
R−ic

dν Γ(iν)

(
iw̄

2β
− 1

2

)−iν ∫
R+ic

dρ Γ(2s− iν + iρ) Γ(−iρ)

(
− iz

2β
− 1

2

)iρ

.

Òåïåðü ïðîèíòåãðèðóåì ïî ρ ïðè ïîìîùè (2.99), ïðåäâàðèòåëüíî ñäâèíóâ ïåðåìåííóþ ρ =

ρ′ + ic. Â ðåçóëüòàòå ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ ïîëíîòû ïðèíèìàåò âèä

I = 8π2C

∫
R−ic

dν Γ(iν) Γ(2s− iν)

(
iw̄

2β
− 1

2

)−iν(
− iz

2β
+

1

2

)iν−2s

,

Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî (2.99) â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè, ïîëó÷àåì ôîðìóëó (2.95), êîòîðóþ òðå-

áîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë I(z, w̄) (2.95) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé z è w̄ â
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îáëàñòè

Im z > 0 , Imw > 0 .

Èñïîëüçóåì òåîðåìó Ìîðåðà. Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íåïðåðûâíî íà ìíî-

æåñòâå

λ ∈ R , Im z > 0 , Imw > 0

è àíàëèòè÷íî ïî z, w̄, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ïðè z è

w ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïðîèçâîëüíûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ âåðõíåé ïîëóïëîñêî-

ñòè. Ñîãëàñíî ïðèçíàêó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè Âåéåðøòðàññà, íàéäåì ìàæîðàíòó ìîäóëÿ

ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ (2.95), èíòåãðàë îò êîòîðîé ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïî λ.

Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåíû λ → −λ, äî-
ñòàòî÷íî èññëåäîâàòü åãî àñèìïòîòèêó ïðè λ → ∞. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó

äëÿ ãàììà-ôóíêöèè [103]

|Γ(a+ iλ)| ∼
√
2π λa−

1
2 e−

π
2
λ, λ→ ∞ ,

ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó äëÿ ìåðû (2.96)

|µ(λ)| ∼M λ4s+2g−2 e−πλ ,

ãäå M � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïðè óñëîâèÿõ

Im z > 0 , z ̸∈ i(0, β) ,

èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè èç òåîðåìû 3.1 â [107], íàõîäèì

|Ψλ(z)| ∼ f(z)λ
1
2
−s−g eλ| Im ζ| , λ→ ∞ , (2.102)

ãäå f(z) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, è

ζ = ln

(
z

iβ
+

√
− z2

β2
− 1

)
, z = iβ ch ζ .

Òàê êàê Im z > 0, òî

| Im ζ| < π

2
.

Â àëüòåðíàòèâíîì ñëó÷àå

Im z > 0 , z ̸∈ i(β,∞) (2.103)

èç òåîðåìû 3.2 â òîì æå èñòî÷íèêå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó äëÿ ñîáñòâåííûõ
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ôóíêöèé

|Ψλ(z)| ∼ f̃(z)λ
1
2
−s−g eλ(π+Im ξ) , λ→ ∞ , (2.104)

ãäå f̃(z) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, è

ξ = ln

(
− z

iβ
− i

√
1 +

z2

β2

)
, z = −iβ ch ξ .

Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó îãðàíè÷åíèé (2.103) èìååì

−π ≤ Im ξ < −π
2
.

Òàê êàê, ñîãëàñíî [107], àñèìïòîòèêè (2.102) è (2.104) ðàâíîìåðíû ïî z, òî çàêëþ÷àåì, ÷òî

äëÿ z, w, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, è

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

|µ(λ)Ψλ(w)Ψλ(z)| < Aλ2s−1 e−δλ ,

ãäå A, δ � âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Çíà÷èò ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü óïîìÿíóòûé

âûøå ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà. Òàêèì îáðàçîì, I(z, w̄) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåí-

íûõ z, w̄, è îãðàíè÷åíèå (2.97) ìîæíî ñíÿòü.
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Ãëàâà 3. SL(N,C)-èíâàðèàíòíàÿ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà A-òèïà

3.1 ßíãèàí äëÿ gl(N,C) è ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SL(N,C)

ßíãèàí Y(gl(N,C)) àëãåáðû Ëè gl(N,C) � ýòî àññîöèàòèâíàÿ C-àëãåáðà ñ åäèíèöåé,

ïîðîæäåííàÿ ãåíåðàòîðàìè t
(r)
ij (ãäå r ∈ Z+ è i, j ∈ {1, . . . , N}) è îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøå-

íèÿì [77]

[t
(r+1)
ij , t

(s)
kl ]− [t

(r)
ij , t

(s+1)
kl ] = t

(s)
kj t

(r)
il − t

(r)
kj t

(s)
il . (3.1)

ãäå t
(0)
ij = δij, è δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûé ðÿä ïî ïåðåìåííîé u âèäà

tij(u) =
∞∑
r=0

t
(r)
ij u

−r (3.2)

è ïðåäñòàâèì åãî êàê ýëåìåíò (i, j) ìàòðèöû t(u) ðàçìåðà N×N . Çäåñü è äàëåå ýëåìåíò â i-îé
ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå ëþáîé ìàòðèöû M îáîçíà÷àåòñÿ M i

j . Ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N , íà

êîòîðîì äåéñòâóåò t(u), íàçûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì. Ïåðåìåííàÿ u íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëü-

íûì ïàðàìåòðîì. Ñîîòíîøåíèÿ (3.1) ýêâèâàëåíòíû ìàòðè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ â òåíçîðíîì

ïðîèçâåäåíèè äâóõ êîïèé âñïîìîãàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

R(u− v) (t(u)⊗ 1) (1⊗ t(v)) = (1⊗ t(v)) (t(u)⊗ 1)R(u− v) , (3.3)

ãäå 1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N ×N . Ìàòðèöà R(u− v) íàçûâàåòñÿ R-ìàòðèöåé ßíãà.

Îíà äåéñòâóåò â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ êîïèé âñïîìîãàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è èìååò

âèä

R(u) = 1+
P

u
, P a⊗ b = b⊗ a . (3.4)

Óïîìèíàâøàÿñÿ ðàíåå R-ìàòðèöà (1.21) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (3.4) ïðè N = 2 (ñ òî÷-

íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà u). Êàê è (1.21), R-ìàòðèöà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà (1.22).

Äàëåå ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òàêèõ æå ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé, êàê â (3.2): èí-

äåêñ ñòðîêè áóäåì ïèñàòü ñâåðõó, à èíäåêñ ñòîëáöà � ñíèçó. Îïðåäåëèì êâàíòîâûé ìèíîð

ïîðÿäêà m ñëåäóþùèì îáðàçîì

ti1...imj1...jm
(u) =

∑
τ∈Sm

sgn(τ) t
iτ(1)
j1

(u−m+ 1) t
iτ(2)
j2

(u−m+ 2) . . . t
iτ(m)

jm
(u) , (3.5)

ãäå Sm � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà, sgn(τ) � çíàê ïåðåñòàíîâêè τ . Êâàíòîâûå ìèíîðû àíòè-

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê âåðõíèõ è íèæíèõ èíäåêñîâ: äëÿ ëþáîé ïåðåñòà-
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íîâêè κ ∈ Sm èìååì

t
iκ(1)...iκ(m)

j1...jm
(u) = sgn(κ) ti1...imj1...jm

(u) , ti1...imjκ(1)...jκ(m)
(u) = sgn(κ) ti1...imj1...jm

(u) . (3.6)

Óãëîâûå êâàíòîâûå ìèíîðû îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

Am(u) = t1...m1...m(u) , m = 1, . . . , N . (3.7)

Êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ u â A1(u), . . . , AN(u) ïîðîæäàþò ìàêñèìàëüíóþ êîììóòàòèâ-

íóþ ïîäàëãåáðó â Y(gl(N,C)), íàçûâàåìóþ ïîäàëãåáðîé Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà. Êâàíòîâûé äå-

òåðìèíàíò AN(u) ïîðîæäàåò öåíòð ÿíãèàíà.

Â ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû Y(gl(N,C)) ýëåìåíòû t
(r)
ij ïåðåõîäÿò â îïåðàòîðû íà ëèíåéíîì

ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåìîì êâàíòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Eij , i, j = 1, . . . , n

íàáîð ñòàíäàðòíûõ ãåíåðàòîðîâ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(gl(N,C)). Îòîáðà-
æåíèå

tij(u) 7→ δij + Ejiu
−1 (3.8)

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì èç Y(gl(N,C)) â U(gl(N,C)). Èñïîëüçóÿ åãî, ìîæíî
ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå Y(gl(N,C)) èç ïðåäñòàâëåíèÿ gl(N,C). Ìàòðèöà t(u) â ýòîì ïðåä-

ñòàâëåíèè íàçûâàåòñÿ L-îïåðàòîðîì. Áîëåå ñëîæíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÿíãèàíà ìîæíî ïîëó-

÷èòü, ïåðåìíîæàÿ n L-îïåðàòîðîâ, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðûõ äåéñòâóþò â ðàçíûõ êîïèÿõ

êâàíòîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ïðè ýòîì âñïîìîãàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ó âñåõ L-îïåðàòîðîâ îäíî

è òî æå). Ïîëó÷àåìàÿ òàêèì îáðàçîì ðåàëèçàöèÿ ìàòðèöû t(u) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ìîíî-

äðîìèè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå N = 2 L-îïåðàòîð è ìàòðèöà ìîíîäðîìèè áûëè ðàññìîòðåíû

â ðàçäåëå 1.2, îíè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (1.17) è (1.38). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàíòîâîìåõà-

íè÷åñêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ GL(N,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êîé èç n óçëîâ [78, 60].

Ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè êâàíòîâàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ óíèòàðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿ-

ìè îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SL(N,C) [34, 35]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZN ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ

íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà N ×N ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, è ÷åðåç HN � ìíîæå-

ñòâî êîìïëåêñíûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà N × N ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1.

Ïðåäñòàâëåíèå Tσ ãðóïïû SL(N,C), çàäàâàåìîå ïàðàìåòðàìè

σ = (σ1, σ̄1, . . . , σN , σ̄N) (3.9)

îïðåäåëåíî íà ïðîñòðàíñòâå L2(ZN) êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé íà ZN

[Tσ(g)Φ](z) ≡ ασ

(
hg(z)

−1)Φ(zḡ) , (3.10)
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ãäå zḡ è hg(z) � ìàòðèöû èç LU-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû g−1z:

g−1z = zḡ · hg(z), zḡ ∈ Zn, hg(z) ∈ Hn,

à ασ � õàðàêòåð íà ãðóïïå Hn âèäà

ασ(h) ≡
n∏

k=1

(hkk)
−σk−k(hk ∗k )−σ̄k−k.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåìN = 2 èç ðàçäåëà 1.1 áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðû σ1, . . . , σn

ãîëîìîðôíûìè, à σ̄1, . . . , σ̄n � àíòèãîëîìîðôíûìè. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëà σj è σ̄j â îáùåì ñëó-

÷àå íå ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè äðóã äðóãó, è ñîïðÿæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà a

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a∗. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå zij � ýëåìåíòû íèæ-

íåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû z: z̄ij = z∗ij, à òàêæå ôóíêöèè ýòèõ ïåðåìåííûõ: Φ(z) = Φ∗(z). Òàêæå

îòìåòèì, ÷òî íàáîð (3.9) ñïåöèàëüíî îáîçíà÷åí ñèìâîëîì σ, âûäåëåííûì æèðíûì øðèôòîì,

äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïóòàòü åãî ñ ïàðàìåòðîì σ èç (1.5).

Ïðåäñòàâëåíèå îñíîâíîé ñåðèè îïðåäåëåíî êîððåêòíî ïðè óñëîâèè

σ̄k,k+1 − σk,k+1 = nk ∈ Z, k = 1, . . . , N − 1, (3.11)

ãäå σk,k+1 ≡ σk − σk+1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L
2(ZN) èìååò âèä

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

dN(N−1)zΦ(z)Ψ(z),

ãäå dN(N−1)z =
∏

1≤j<i≤N d2zij, è èíòåãðèðîâàíèå ïî zij âåäåòñÿ ïî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè. Óñëîâèå óíèòàðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ T σ ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

σ∗k,k+1 + σ̄k,k+1 = 0, k = 1, 2 . . . , N − 1. (3.12)

Èç (3.11) è (3.12) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ äëÿ ïàðàìåòðîâ σ

σk,k+1 = −nk

2
+ iνk, σ̄k,k+1 =

nk

2
+ iνk, k = 1, . . . , N − 1, (3.13)

ãäå nk ∈ Z, νk ∈ R.
Óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè íåïðèâîäèìû. Ïðåäñòàâëåíèÿ Tσ è Tσ′

, ãäå

σ′ = (σ′1, σ̄
′
1, . . . , σ

′
N , σ̄

′
N) ,

óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîðû σ è σ′ îòëè÷àþòñÿ íà ïåðåñòà-

íîâêó, òî åñòü

(σ1, σ̄1, . . . , σN , σ̄N) =
(
σ′ω(1), σ̄

′
ω(1), . . . , σ

′
ω(N), σ̄

′
ω(N)

)
äëÿ íåêîòîðîé ω ∈ SN .
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè, íóæíî ðàññìîòðåòü

èíôèíèòåçèìàëüíûé ïðåäåë ôîðìóëû (3.10). Ãåíåðàòîðû àëãåáðû Ëè sl(N,C) � ìàòðèöû eij

âèäà

(eij)
a
b = δiaδjb −

δijδab
N

.

Íàïîìíèì, ÷òî âåðõíèé èíäåêñ a îáîçíà÷àåò ñòðîêó, à íèæíèé èíäåêñ b � ñòîëáåö. Ïîäñòàâèì

â (3.10) ýëåìåíò g â âèäå g = 1+ ϵeki è ðàçëîæèì ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå â ðÿä ïî ϵ

[Tσ(1+ ϵeki)Φ](z) = Φ(z) + ϵ [EkiΦ](z) + ϵ∗ [ĒkiΦ](z) +O(|ϵ|2)ϵ→0 .

Êàê è â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå N = 2, ãåíåðàòîðû Eki íàçûâàþòñÿ ãîëîìîðôíûìè, à ãåíå-

ðàòîðû Ēki � àíòèãîëîìîðôíûìè. Ãîëîìîðôíûå ãåíåðàòîðû ìîæíî âûðàçèòü ïðè ïîìîùè

ñëåäóþùåé êîìïàêòíîé ìàòðè÷íîé ôîðìóëû [60]

E = −z (D + σ̂) z−1 . (3.14)

Ìàòðèöû E, σ̂ è D ðàçìåðà N ×N èìåþò âèä

Ei
k = Eki , σ̂c

d = δdcσc , Dc
d =


N∑

k=d

zkd∂kc, d > c

0, d ≤ c

, (3.15)

ãäå zij , i > j � íåòðèâèàëüíûå ýëåìåíòû íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû z, è ∂kc ≡ ∂
∂zkc

. Àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü è àíòèãîëîìîðôíûå ãåíåðàòîðû, íóæíî ëèøü çàìå-

íèòü ãîëîìîðôíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû íà àíòèãîëîìîðôíûå, è îáîçíà÷åíèÿ E, Eki �

íà Ē, Ēki. Óíèòàðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíà àíòèýðìèòîâîñòè ãåíåðàòîðîâ

E†ki = −Ēki . (3.16)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå ôîðìóëû (3.14) èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà ïà-

ðàìåòðû

σ1 + . . .+ σN = σ̄1 + . . .+ σ̄N =
N(N − 1)

2
. (3.17)

Åãî ìîæíî íàëîæèòü áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Tσ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòåé σk,k+1 =

σk − σk,k+1 â ñèëó óíèìîäóëÿðíîñòè ìàòðèö èç SL(N,C)

N∏
k=1

(hg)
k
k(z) = dethg(z) = det z = 1 , g ∈ SL(N,C) , z ∈ ZN .

Ïðè N = 2, ñ ó÷åòîì (3.17), âûðàæåíèå (3.14) ïåðåõîäèò â ôîðìóëû äëÿ ãåíåðàòîðîâ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ SL(2,C) (1.6)

E11 = −E22 = S = z∂z + s , E21 = S− = −∂z , E12 = S+ = z2∂z + 2sz ,
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ãäå z = z21, s = σ2 = 1− σ1.

Òåì íå ìåíåå, ïðè ïîìîùè ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ãåíåðàòîðîâ,

çàäàâàåìûõ ôîðìóëîé (3.14), âûïîëíÿþòñÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè gl(N,C)

[Eij, Ekl] = δjkEil − δilEkj , [Ēij, Ēkl] = δjkĒil − δilĒkj ,

âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.17) èëè íåò. Âäîáàâîê, ãîëîìîðôíûå ãåíå-

ðàòîðû êîììóòèðóþò ñ àíòèãîëîìîðôíûìè: [Eij, Ēkl] = 0. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðà-

ìåòðû σ âèäà

σj =
sj + κ

2
+ iηj, σ̄j =

−sj + κ
2

+ iηj, sj ∈ Z, κ, ηj ∈ R, j = 1, . . . , n. (3.18)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.13). Ïðè ýòîì, ñëó÷àþ SL(N,C)-
èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè ñîîòâåòñòâóþò íå âñå íàáîðû ïàðàìåòðîâ (3.18), à ëèøü òå,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.17).

3.2 Îïðåäåëåíèå ìîäåëè

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè èç n óçëîâ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n êîïèé ïðîñòðàíñòâà L2(ZN)

H = V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn, Vk = L2(ZN) , k = 1, . . . , n. (3.19)

Óçëó öåïî÷êè ñ íîìåðîì k ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâî Vk. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðî-

ñòðàíñòâå (3.19) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êðàòíûé èíòåãðàë

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

dN(N−1)z(1) . . . dN(N−1)z(n) Φ(z(1), . . . , z(n))Ψ(z(1), . . . , z(n)) , (3.20)

ãäå z(k) � ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ïåðåìåííàÿ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå Vk (íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàò-

ðèöà ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè), è, êàê ìû ðàíåå îïðåäåëèëè

dN(N−1)z(k) =
∏

1≤j<i≤N

d2z
(k)
ij .

Êàê è â ñëó÷àå SL(2,C) ñïèíîâîé öåïî÷êè, ðàññìîòðåííîì â ðàçäåëå 1, îñíîâíûì îáú-

åêòîì, çàäàþùèì êâàíòîâóþ ìîäåëü, ÿâëÿåòñÿ L-îïåðàòîð. Ãîëîìîðôíûé è àíòèãîëîìîðô-

íûé L-îïåðàòîðû L(u) è L̄(ū) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó E (3.14), ñîäåðæàùóþ ãåíåðàòîðû

ïðåäñòàâëåíèÿ Tσ (3.10) ãðóïïû SL(N,C), è ÷åðåç åå àíòèãîëîìîðôíóþ êîïèþ Ē ñëåäóþùèì

îáðàçîì

L(u) = u1+ E , L̄(ū) = ū1+ Ē , (3.21)



104

ãäå u è ū � íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû, â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþùèåñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-

íûìè äðóã ê äðóãó. Áëàãîäàðÿ ãîìîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ (3.8) ìåæäó ÿíãèàíîì è óíèâåð-

ñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû Ëè gl(N,C) L-îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò RLL-ñîîòíîøåíèþ

R(u− v)
(
L(u)⊗ 1

) (
1⊗ L(v)

)
=
(
1⊗ L(v)

) (
L(u)⊗ 1

)
R(u− v) . (3.22)

Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè öåïî÷êè èç n óçëîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå L-îïåðàòîðîâ

t(u) = L1(u)L2(u) . . . Ln(u) ,

ãäå Lk(u) � L-îïåðàòîð (3.21), çàäàâàåìûé ãåíåðàòîðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè â

ïðîñòðàíñòâå Vk. Èç (3.22) ñëåäóåò RTT -ñîîòíîøåíèå (3.3) äëÿ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

R(u− v) (t(u)⊗ 1) (1⊗ t(v)) = (1⊗ t(v)) (t(u)⊗ 1)R(u− v) .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà t(u) ðåàëèçóåò ïðåäñòàâëåíèå ÿíãèàíà, è åå óãëîâûå ìèíîðû (3.7)

Am(u) ≡ t1...m1...m(u) , m = 1, . . . , N

îáðàçóþò êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ÷åðåç L-îïåðàòîð L̄(ū)

îïðåäåëÿåòñÿ àíòèãîëîìîðôíàÿ ìàòðèöà ìîíîäðîìèè t̄(ū) è åå óãëîâûå ìèíîðû. Àíòèãîëî-

ìîðôíûå îáúåêòû îáëàäàþò òå ìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è èõ ãîëîìîðôíûå àíàëîãè. Âäîáàâîê,

ãîëîìîðôíûå è àíòèãîëîìîðôíûå ìèíîðû êîììóòèðóþò. Êâàíòîâûé äåòåðìèíàíò AN(u),

ïîðîæäàþùèé öåíòð ÿíãèàíà, â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ îñ-

íîâíîé ñåðèè ïðîïîðöèîíàëåí òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó 1l.

Ïðèìåì äëÿ óäîáñòâà

ū = −u∗ .

Ïî îïðåäåëåíèþ, îïåðàòîð Am(u) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò u ñòåïåíè nm ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì

êîýôôèöèåíòîì. Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ìîäåëè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ

Am(u), Ām(ū) ñëåäóþùèì îáðàçîì

1

k!
∂ku|u=0Am(u) +

(−1)nm+k

k!
∂kū|ū=0 Ām(ū+m− 1) ,

i

k!
∂ku|u=0Am(u)−

(−1)nm+k i

k!
∂kū|ū=0 Ām(ū+m− 1) ,

m = 1, . . . , N − 1 , k = 1, . . . , nm .

(3.23)

Ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðîâ (3.23) îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3.20) ñëåäóåò èç ïðà-

âèëà ñîïðÿæåíèÿ ìèíîðîâ

A†m(u) = (−1)nm Ām(ū+m− 1) , (3.24)

âûâîä êîòîðîãî ïðèâåäåí â êîíöå òåêóùåãî ðàçäåëà.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû �

îáùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, íóæíî îäíîâðåìåííî äèàãîíàëèçîâàòü

óãëîâûå ìèíîðû. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ îäíîãî óçëà n = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

ìèíîðû L-îïåðàòîðà Am(u), Ām(ū) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè m îò u è ū, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Çíà÷èò, èõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò u, ū. Ñîáñòâåííûå

ñîñòîÿíèÿ ïàðàìåòðèçóþòñÿ êîðíÿìè ýòèõ ïîëèíîìîâ

Am(u)Ψλ =
m∏
k=1

(u− λmk)Ψλ, Ām(ū)Ψλ =
m∏
k=1

(ū− λ̄mk)Ψλ , (3.25)

ãäå λ = (λ, λ̄) è λ = {λmk , 1 ≤ k ≤ m ≤ N}, λ̄ = {λ̄mk , 1 ≤ k ≤ m ≤ N}. Íàøåé
ãëàâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (3.25) ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî

ðàíãó àëãåáðû Ëè sl(N,C). Êàê óæå óïîìèíàëîñü, êâàíòîâûé äåòåðìèíàíò ïðîïîðöèîíàëåí
òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó. Èñïîëüçóÿ (3.28), ìîæíî äîêàçàòü ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî N ,

÷òî

AN(u) =
N∏
k=1

(u− σk) 1l , ĀN(ū) =
N∏
k=1

(ū− σ̄k) 1l ,

ãäå σk, σ̄k � ïàðàìåòðû, çàäàþùèå ïðåäñòàâëåíèå T
σ. Èç òðèâèàëüíîñòè êâàíòîâîãî äåòåð-

ìèíàíòà ñëåäóåò, ÷òî λNk = σk, λ̄Nk = σ̄k. Ìàññèâû λ è λ̄ ïðèíÿòî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå

λ =


σ1 σ2 . . . σN−1 σN

λN−1,1 . . . λN−1,N−1

. . . . . . . . .

λ21 λ22

λ11

 ,

λ̄ =


σ̄1 σ̄2 . . . σ̄N−1 σ̄N

λ̄N−1,1 . . . λ̄N−1,N−1

. . . . . . . . .

λ̄21 λ̄22

λ̄11

 .

(3.26)

Êîðíè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðîâ Am(u), Ām(ū) ðàñïîëîæåíû â ðÿäó íîìåð N −m + 1

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàññèâîâ (íóìåðóåì ðÿäû ñâåðõó âíèç). Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê â ñòðîêàõ ìàññèâîâ

(λm1, λm2, . . . , λmm) → (λm,τ(1), λm,τ(2), . . . , λm,τ(m)) , τ ∈ Sm

äëÿ ëþáîãî m. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñïåêòð óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìè-

íîðîâ ïðîñòîé, òî è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî òà-

êèõ ïåðåñòàíîâîê (â ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîé íîðìèðîâêå). Ñîãëàñíî ôîð-

ìóëàì (3.81), (3.98), ñîáñòâåííûå ôóíêöèè â ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ N = 3, 4 äåéñòâèòåëüíî

îáëàäàþò ýòîé ñèììåòðèåé.
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Â ðàáîòå [86] ïîêàçàíî, ÷òî â êîíå÷íîìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ sl(N,C) íà-
áîð îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ óãëîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà Am(u) ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðò-

íûì áàçèñîì, ââåäåííûì È. Ì. Ãåëüôàíäîì è Ì. Ë. Öåòëèíîì â [87]. Ïðè ýòîì ìàññèâû (3.26)

íàçûâàþòñÿ ñõåìàìè Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (3.25) ÿâ-

ëÿþòñÿ îáîáùåíèåì áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé

îñíîâíîé ñåðèè. Ýëåìåíò ρmk, íàõîäÿùèéñÿ íà k-îé ïîçèöèè â (N−m+1)-îì ðÿäó êàíîíè÷å-

ñêè îïðåäåëåííîé ñõåìû Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû λmk ñëåäóþùèì

îáðàçîì [86]

ρmk = −λmk + k − 1.

Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ÷èñëà ρmk öåëûå, è íà íèõ íàëîæåíû óñëîâèÿ

ρmk ≥ ρm−1,k ≥ ρm,k+1 .

Êàê áûëî çàìå÷åíî â ðàáîòàõ [108, 90], â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòè îãðà-

íè÷åíèÿ îòñóòñòâóþò.

Íàêîíåö, îáúÿñíèì, êàê äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà (3.24). Åå âûâîä îñíîâàí íà ñîîòíîøåíèè

äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ L-îïåðàòîðà

(
Li
j

)†
(u) = −L̄i

j(ū) ,

êîòîðîå ñëåäóåò èç ôîðìóëû ñîïðÿæåíèÿ ãåíåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ (3.16). Ïðè ïîìîùè

íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå äëÿ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

(
tij
)†
(u) = (−1)n t̄ij(ū) .

Èñïîëüçóÿ ýòî òîæäåñòâî è îïðåäåëåíèå êâàíòîâîãî ìèíîðà (3.5), íåñëîæíî ïîëó÷èòü ôîð-

ìóëó (
ti1...imj1...jm

)†
(u) = (−1)nm t̄i1...imj1...jm

(ū+m− 1) ,

÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íóæíîå ñîîòíîøåíèå (3.24).

3.3 Ôîðìóëû äëÿ èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Îáîçíà÷èì

σ = (σ1, σ̄1, . . . , σN , σ̄N) , σ′ = (σ2, σ̄2, . . . , σN , σ̄N) .

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå îñíîâíîé ñåðèè Tσ (3.10) ãðóïïû SL(N,C) îïðåäåëåíî íà ïðî-
ñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö z ñ åäèíèöàìè

íà äèàãîíàëè: z = ∥zij∥1≤j<i≤N . Êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè èíäóêòèâíîì ïîñòðîåíèè ñîáñòâåííûõ
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ôóíêöèé (3.25) èãðàåò òîò ôàêò, ÷òî ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ Tσ ìîãóò áûòü âûðàæåíû

÷åðåç ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ Tσ′
ãðóïïû SL(N − 1,C). ßâíûå ôîðìóëû â òåðìèíàõ L-

îïåðàòîðà (3.21) èìåþò âèä [89]

L1
1(u) = u− σ1 +N − 1 +

N∑
k=2

zk1∂k1,

L1
j = −∂j1,

Li
1(u) = zi1(u− σ1 +N − 1)−

N∑
k=2

zk1
(
Li−1

k−1(u)− zi1∂k1
)
,

Li
j(u) = Li−1

j−1(u)− zi1∂j1,

(3.27)

ãäå 2 ≤ i, j ≤ N , è ìàòðèöà L(u) � ýòî L-îïåðàòîð äëÿ SL(N − 1,C)

L(u) = u1+ E .

Ìàòðèöà E âèäà (3.14) ñîäåðæèò ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ Tσ′

E = −z′(D′ + σ̂′)z′−1 ,

ãäå z′ = ∥zi+1,j+1∥1≤j<i≤N−1, (D
′)dc = Dd+1

c+1 è (σ̂′)dc = σ̂d+1
c+1 ÿâëÿþòñÿ ïîäìàòðèöàìè ðàçìå-

ðà (N − 1)× (N − 1) â ìàòðèöàõ z, D, σ̂ âèäà (3.15), ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèþ Tσ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî L-îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ãðóïïå SL(N,C), èìååò ðàíã N .

Ïðè íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé íà èíäóêöèîííîì øàãå îò SL(N − 1,C) ê SL(N,C)
íóæíî âûðàçèòü óãëîâûå êâàíòîâûå ìèíîðû L-îïåðàòîðà L(u) ðàíãà N ÷åðåç ìèíîðû L-

îïåðàòîðà L(u) ðàíãà N − 1. Íà ñëåäóþùåì èíäóêöèîííîì øàãå îò SL(N,C) ê SL(N +1,C)
íóæíû ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ íåêîòîðûõ íåóãëîâûõ ìèíîðîâ L(u) íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

óãëîâûõ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýòè ôîðìóëû, íóæíî âûðàçèòü ñîîòâåòñòâóþùèå íåóã-

ëîâûå ìèíîðû ÷åðåç ìèíîðû L(u). Îòìåòèì, ÷òî âñå ïðèâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå ôîðìóëû

äëÿ ãîëîìîðôíûõ L-îïåðàòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ òàêæå è â àíòèãîëîìîðôíîì ñåêòîðå (ïîñêîëü-

êó äëÿ àíòèãîëîìîðôíîãî L-îïåðàòîðà âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè ôîðìóë (3.27)). Íóæíî ëèøü

çàìåíèòü ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû íà èõ àíòèãîëîìîðôíûå àíàëîãè.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå âûðàæåíèÿ ìîæíî íàéòè ïðè ïîìîùè ôîðìóë (3.27). Íèæå

ìû ïðèâåäåì ôîðìóëû äëÿ ãîëîìîðôíûõ L-îïåðàòîðîâ. Íî àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âû-

ïîëíÿþòñÿ è â àíòèãîëîìîðôíîì ñåêòîðå, íóæíî ëèøü çàìåíèòü ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû

íà èõ àíòèãîëîìîðôíûå àíàëîãè. Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ ìèíîðîâ èìåþò âèä

L1...m
1...m(u) = L1,...,m−1

1,...,m−1(u)

(
u− σ1 +N −m+

N∑
k=m+1

zk1∂k1

)

+
N−1∑
b=m

m−1∑
a=1

(−1)m+aL1,...,m−1
1,...,â,...,m−1,b(u) zb+1,1∂a+1,1 , (3.28)



108

ãäå 1 ≤ m ≤ N , è îáîçíà÷åíèå â îçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñ a ïðîïóùåí;

L1...m
1,i1,...,im−1

(u) = L1,...,m−1
i1−1,...,im−1−1(u)

u− σ1 +N −m+
N∑
k=2

k ̸=i1,...,im−1

zk1∂k1


+

N−1∑
b=1

b̸=i1−1,...,im−1−1

m−1∑
a=1

(−1)m+aL1,...,m−1
i1−1,...îa−1...im−1−1,b

(u) zb+1,1∂ia1, (3.29)

ãäå 2 ≤ m ≤ N è 2 ≤ i1 < . . . < im−1 ≤ N ;

L1...m
i1...im

(u) =
m∑
a=1

(−1)aL1,...,m−1
i1−1,...,îa−1,...,im−1

(u) ∂ia1, (3.30)

ãäå 1 ≤ m ≤ N è 2 ≤ i1 < . . . < im ≤ N . Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïðèâåäåíî äàëåå

â òåêóùåì ðàçäåëå.

Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ′. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r, a, b, òàêèõ ÷òî 1 ≤
a ≤ r < b ≤ N ′, îáîçíà÷èì ÷åðåç Brab(u) ìèíîð L-îïåðàòîðà ðàíãà N

′ âèäà

Brab(u) ≡ L1...r
1,...,â,...,r,b(u). (3.31)

Ó íåãî ñðåäè íèæíèõ èíäåêñîâ 1, . . . , r ïðîïóùåí èíäåêñ a è äîáàâëåí b, áîëüøèé ÷åì r.

Ìèíîðû ýòîãî òèïà äëÿ L-îïåðàòîðà ðàíãà N − 1 ñòîÿò â ïðàâîé ÷àñòè (3.28) ïîä çíàêîì

äâîéíîé ñóììû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [86] ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Br(u) ≡ Br,r,r+1(u) = L1...r
1,...,r−1,r+1(u) , 1 ≤ r ≤ N ′ − 1 . (3.32)

Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ìèíîðîâ (3.31) íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (3.25) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç

îïåðàòîðû Br(u):

Brab(u)Ψλ = (−1)b−r−1
∑

sa,sa+1,...,sb−1

sk=1,...,k

r∏
l=1
l ̸=sr

(u− λrl)

r←−∏
i=a

Bi(λisi)

b−1−→∏
j=r+1

Bj(λjsj) Ψλ

b−2∏
k=a

(λk+1,sk+1
− λksk − 1k<r)

b−1∏
k=a

k∏
l=1
l ̸=sk

(λksk − λkl)

, (3.33)
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ãäå

r←−∏
i=a

Bi(λisi) ≡ Br(λrsr)Br−1(λr−1,sr−1) . . . Ba(λasa) ,

b−1−→∏
j=r+1

Bj(λjsj) ≡ Br+1(λr+1,sr+1)Br+2(λr+2,sr+2) . . . Bb−1(λb−1,sb−1
) ,

1k<r ≡

1, k < r

0, k ≥ r
.

(3.34)

Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Br(λri) ê ôóíêöèè Ψλ ÿâëÿåòñÿ îáùåé ñîáñòâåííîé ôóíê-

öèåé óãëîâûõ ìèíîðîâ Aj , j = 1, . . . , N ′ ñî ñäâèíóòûì íà 1 ïàðàìåòðîì λri

Ar(u) [Br(λri)Ψλ] =
r∏

k=1

(u−λrk − δki) Ψλ , Aj(u) [Br(λri)Ψλ] =

j∏
k=1

(u−λjk) Ψλ , j ̸= r. (3.35)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.33) è (3.35) äîêàçàíû â êîíöå òåêóùåãî ðàçäåëà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ èõ âû-

âîäà èñïîëüçóåòñÿ ëèøü îïðåäåëåíèå áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà Ψλ (3.25), êîììóòàöèîííûå

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìèíîðàìè (3.47) è èíòåðïîëÿöèÿ Ëàãðàíæà. Ïîýòîìó, äàííûå ôîðìóëû

âåðíû äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè sl(N,C) (íå òîëüêî îñíîâíîé ñåðèè), â êîòîðîì
óãëîâûå ìèíîðû L-îïåðàòîðà äèàãîíàëèçóåìû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíäóêöèîííîãî øàãà SL(N,C) → SL(N + 1,C) íóæíî íà ïðåäûäó-
ùåì øàãå SL(N − 1,C) → SL(N,C) ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ äåéñòâèÿ ìèíîðîâ Bm(u), B̄m(ū)

L-îïåðàòîðà ðàíãà N íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψλ åãî óãëîâûõ ìèíîðîâ. Ìèíîð B1(u) ðà-

âåí −∂21. Äëÿ m ≥ 2, ïðèíÿâ i1 = 2, . . . , im−2 = m− 1, im−1 = m+ 1 â (3.29), ïîëó÷àåì

Bm(u) = L1...m
1,...,m−1,m+1(u) = L1,...,m−1

1,...,m−2,m(u)

(
u− σ1 +N −m+ zm1∂m1 +

N∑
k=m+2

zk1∂k1

)

−
N−1∑

k=m+1

L1,...,m−1
1,...,m−2,k(u) zk+1,1∂m+1,1 +

m−2∑
a=1

(−1)m+a+1L1,...,m−1
1,...,â,...,m−1,m(u) zm1∂a+1,1

− L1,...,m−1
1,...,m−1(u) zm1∂m+1,1 +

N−1∑
k=m+1

m−2∑
a=1

(−1)m+aL1,...,m−1
1,...,â,...,m−2,m,k(u) zk+1,1∂a+1,1 . (3.36)

Â äâîéíîé ñóììå â (3.36) åñòü ìèíîðû L1,...,m−1
1,...,â,...,m−2,m,k(u) ïîðÿäêà m − 1, ó êîòîðûõ ñíèçó

ïðîïóùåíû äâà èíäåêñà ñðåäè 1, . . . ,m − 1 � èíäåêñû a è m − 1. Äëÿ L-îïåðàòîðà ëþáîãî

ðàíãà N ′ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ìèíîðîâ òàêîãî òèïà ê ñîáñòâåííîé ôóíêöèè óãëîâûõ ìèíî-

ðîâ Ψλ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äåéñòâèå îïåðàòîðîâ Brab(u) (3.31). Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ
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÷èñåë r, a1, a2, b1, b2, òàêèõ ÷òî 1 ≤ a1 < a2 ≤ r < b1 < b2 ≤ N ′, âåðíà ôîðìóëà

L1...r
1,...,â1,...,â2,...,r,b1,b2

(λri)Ψλ

=
1

2

r∑
j=1

2∑
k=1

[Brakbk(λri)Bra
k̃
b
k̃
(λrj)−Brakbk̃

(λri)Bra
k̃
bk(λrj)] Ψλ

(λrj − λri + 1)
r∏

l=1
l ̸=j

(λrj − λrl)
, (3.37)

ãäå 1 ≤ i ≤ r è 1̃ = 2, 2̃ = 1. Îíà äîêàçàíà â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà. Äëÿ ôèêñèðîâàí-

íûõ r, a1, a2, b1, b2 åñòü r ñîîòíîøåíèé âèäà (3.37). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ L-

îïåðàòîðà è êâàíòîâûõ ìèíîðîâ ñëåäóåò, ÷òî L1...r
1,...,â1,...,â2,...,r,b1,b2

(u) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò u

ñòåïåíè r − 2. Ïîýòîìó, ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ýòîãî ìèíîðà íà Ψλ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ìîæ-

íî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (3.37) è èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà. Êàê è òîæäå-

ñòâà (3.33), (3.35), ðàâåíñòâî (3.37) âûïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî äëÿ ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè,

íî è äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ sl(N ′,C), â êîòîðîì óãëîâûå ìèíîðû L-îïåðàòîðà äèàãîíà-

ëèçóåìû.

Âûâåäåì òåïåðü ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà (3.28),

(3.29) è (3.30). Ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (3.27) ïîëó÷àåì ïîñòîëáöîâîå ðàç-

áèåíèå L-îïåðàòîðà ðàíãà N

L(u)

=

(
(u− σ1 +N − 1)z−

N−1∑
b=1

zb+1,1(L′b(u)− z∂b+1,1) L′1(u)− z∂21 . . . L′N−1(u)− z∂N1

)
,

ãäå

z ≡


1

z21
...

zN1

 , z∂k1 =


∂k1

z21∂k1
...

zN1∂k1

 , L′p(u) ≡

(
0

Lp(u)

)
, p = 1, . . . , N − 1,

è Lp(u) � ýòî p-ûé ñòîëáåö L-îïåðàòîðà L(u) ðàíãà N − 1.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è ñòîëáöîâ F1(u), . . . , Fk(u) äëèíû áîëüøåé ëèáî ðàâ-

íîé k ñ îïåðàòîðíîçíà÷íûìè ýëåìåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà u, ââåäåì

äåòåðìèíàíò áåç ñäâèãîâ ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

det(F1(u), . . . , Fk(u)) ≡
∑
τ∈Sk

sgn(τ)F
τ(1)
1 (u) . . . F

τ(k)
k (u) , (3.38)

ãäå F i
j (u) � ýòî i-ûé ýëåìåíò ñòîëáöà Fj(u). Äëÿ i ∈ {1, . . . , N} îáîçíà÷èì i-ûé ñòîëáåö L(u)

÷åðåç Li(u). Ïî îïðåäåëåíèþ (3.5), óãëîâûå êâàíòîâûå ìèíîðû çàïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè
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îáîçíà÷åíèÿ (3.38) ñëåäóþùèì îáðàçîì

L1...m
1...m(u) = det(L1(u−m+ 1), L2(u−m+ 2), . . . , Lm(u))

= (u− σ1 +N −m) det
(
z,L′1(u−m+ 2)− z∂21, . . . ,L′m−1(u)− z∂m1

)
−

N−1∑
b=1

zb+1,1 det
(
L′b(u−m+ 1)− z∂b+1,1,L′1(u−m+ 2)− z∂21, . . . ,L′m−1(u)− z∂m1

)
. (3.39)

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.39)

det
(
z,L′1(u−m+ 2)− z∂21,L′2(u−m+ 3)− z∂31, . . . ,L′m−1(u)− z∂m1

)
= det

(
z,L′1(u−m+ 2),L′2(u−m+ 3)− z∂31, . . . ,L′m−1(u)− z∂m1

)
− det

(
z, z∂21,L′2(u−m+ 3)− z∂31, . . . ,L′m−1(u)− z∂m1

)
. (3.40)

Èç îïðåäåëåíèÿ (3.38) ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.40) ðàâíî íóëþ, ïî-

ñêîëüêó âòîðîé ñòîëáåö-àðãóìåíò ôóíêöèè det ïðîïîðöèîíàëåí ïåðâîìó. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷-

íûå ìàíèïóëÿöèè äëÿ 3-ãî, 4-ãî, . . ., n-ãî àðãóìåíòîâ â ïåðâîì ñëàãàåìîì èç ïðàâîé ÷à-

ñòè (3.40), ïîëó÷àåì

det
(
z,L′1(u−m+ 2)− z∂21,L′2(u−m+ 3)− z∂31, . . . ,L′m−1(u)− z∂m1

)
= det

(
z,L′1(u−m+ 2),L′2(u−m+ 3), . . . ,L′m−1(u)

)
= det (L1(u−m+ 2),L2(u−m+ 3), . . . ,Lm−1(u)) = L1,...,m−1

1,...,m−1(u) . (3.41)

Ïðåäïîñëåäíèé ïåðåõîä â (3.41) îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïåðâûé ýëåìåíò â ñòîëáöå z ðàâåí 1, è

âåðõíèé ýëåìåíò â êàæäîì ñòîëáöå L′p(u) íóëåâîé.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëàãàåìûå èç ñóììû â (3.39)

det
(
L′b(u−m+ 1)− z∂b+1,1,L′1(u−m+ 2)− z∂21, . . . ,L′m−1(u)− z∂m1

)
= det

(
L′b(u−m+ 1)− z∂b+1,1,L′1(u−m+ 2), . . . ,L′m−1(u)

)
+

m−1∑
a=1

det [L′b(u−m+ 1)− z∂b+1,1,L′1(u−m+ 2)− z∂21, . . . ,

L′a−1(u−m+ a)− z∂a1,−z∂a+1,1,L′a+1(u−m+ a+ 2), . . . ,L′m−1(u)
]
. (3.42)

Çàìåòèì, ÷òî

L′k(u−m+k+1)−z∂k+1,1 = L′k(u−m+k+1)−∂k+1,1z+ek+1 = L′k(u−m+k+2)−∂k+1,1z , (3.43)

ãäå ek+1 � ñòîëáåö ñ åäèíèöåé â (k + 1)-îé ïîçèöèè è íóëÿìè â îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ. Ðàñ-

êëàäûâàÿ ïî ëèíåéíîñòè ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (3.42) è èñïîëüçóÿ (3.43) äëÿ êàæäîãî
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ñëàãàåìîãî ñóììû
∑m−1

a=1 , ïîëó÷àåì

det
(
L′b(u−m+ 1)− z∂b+1,1,L′1(u−m+ 2)− z∂21, . . . ,L′m−1(u)− z∂m1

)
= det

(
L′b(u−m+ 1),L′1(u−m+ 2), . . . ,L′m−1(u)

)
− det

(
z∂b+1,1,L′1(u−m+ 2), . . . ,L′m−1(u)

)
+

m−1∑
a=1

det [L′b(u−m+ 2)− ∂b+1,1z,L′1(u−m+ 3)− ∂21z, . . . ,

L′a−1(u−m+ a+ 1)− ∂a1z,−z∂a+1,1,L′a+1(u−m+ a+ 2), . . . ,L′m−1(u)
]
. (3.44)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ðàâíî íóëþ, òàê êàê âåðõíèå ýëåìåíòû

ó âñåõ ñòîëáöîâ-àðãóìåíòîâ ôóíêöèè det íóëåâûå. Â ñóììå ïî a â àðãóìåíòàõ ôóíêöèè det

ìîæíî çà÷åðêíóòü äîáàâêè ∂b+1,1z, ∂21z, . . . , ∂a1z, òàê êàê îíè ïðîïîðöèîíàëüíû ñòîëáöó z èç

(a+ 1)-ãî àðãóìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (3.44) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

det
(
L′b(u−m+ 1)− z∂b+1,1,L′1(u−m+ 2)− z∂21, . . . ,L′m−1(u)− z∂m1

)
= − det

(
z∂b+1,1,L′1(u−m+ 2), . . . ,L′m−1(u)

)
+

m−1∑
a=1

det
[
L′b(u−m+ 2),L′1(u−m+ 3), . . . ,L′a−1(u−m+ a+ 1),

−z∂a+1,1,L′a+1(u−m+ a+ 2), . . . ,L′m−1(u)
]
.

(3.45)

Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ïåðâûé ýëåìåíò â ñòîëáöå z ðàâåí åäèíèöå, à â ñòîëáöå L′p(u) �
íóëþ, ïåðåïèñûâàåì (3.45) â âèäå

det
(
L′b(u−m+ 1)− z∂b+1,1,L′1(u−m+ 2)− z∂21, . . . ,L′m−1(u)− z∂m1

)
= − det (L1(u−m+ 2), . . . ,Lm−1(u)) ∂b+1,1

+
m−1∑
a=1

(−1)a+1 det
[
Lb(u−m+ 2),L′1(u−m+ 3), . . . ,L′a−1(u−m+ a+ 1),

L′a+1(u−m+ a+ 2), . . . ,L′m−1(u)
]
∂a+1,1

= −L1,...,m−1
1,...,m−1(u) ∂b+1,1 +

m−1∑
a=1

(−1)a+1L1,...,m−1
b,1,...,a−1,a+1,...,m−1(u) ∂a+1,1

= −L1,...,m−1
1,...,m−1(u) ∂b+1,1 +

m−1∑
a=1

(−1)a+m+1L1,...,m−1
1,...,a−1,a+1,...,m−1,b(u) ∂a+1,1.

(3.46)

Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé (3.41) è (3.46) â (3.39), ïîëó÷àåì íóæíóþ ôîðìóëó (3.28).

Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíûå ÷èñëà i1, . . . , im−1, òàêèå ÷òî 2 ≤ i1 < . . . < im−1 ≤ N . Âûðà-
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æåíèå äëÿ ìèíîðà L1...m
1,i1,...,im−1

(u) â òåðìèíàõ (3.38) ïðèíèìàåò òîò æå âèä, ÷òî è (3.39)

L1...m
1,i1,...,im−1

(u) = det[(u− σ1 + n−m)z−
n−1∑
b=1

zb+1,1(L′b(u−m+ 1)− z∂b+1,1),

L′i1−1(u−m+ 2)− z∂i11, . . . ,L′im−1−1(u)− z∂im−11],

Òàêèì îáðàçîì, âûâîä ôîðìóëû (3.29) ïîâòîðÿåò âûêëàäêè (3.39)�(3.46).

Ðàññìîòðèì öåëî÷èñëåííûå èíäåêñû i1, . . . , im, òàêèå ÷òî 2 ≤ i1 < . . . < im ≤ N . Ìè-

íîð L1...m
i1,...,im

(u) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òîì æå âèäå, ÷òî è ñëàãàåìûå â ñóììå
∑n−1

b=1 èç (3.39)

L1...m
i1,...,im

(u) = det[L′i1−1(u−m+ 1)− z∂i11, . . . ,L′im−1(u)− z∂im1]

Âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âûêëàäêàì (3.42)�(3.46) ïðèâîäÿò ê íóæíîìó ðåçóëüòàòó (3.30).

Íàêîíåö, âûâåäåì ôîðìóëû (3.33), (3.35) è (3.37) äëÿ äåéñòâèÿ íåóãëîâûõ ìèíîðîâ íà

ôóíêöèè Ψλ. Ðàññìîòðèì L-îïåðàòîð ðàíãà N . Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó åãî

êâàíòîâûìè ìèíîðàìè â îáùåì ñëó÷àå èìåþò âèä [77]:

[
La1...ar
b1...br

(u), L
a′1...a

′
m

b′1...b
′
m
(v)
]

=

min(r,m)∑
k=1

k!
k∏

i=1

(u− v +m− i)

∑
i1<...<ik≤r
j1<...<jk≤m

(
L
a′1...a

′
m

b′1...bi1 ...bik ...b
′
m
(v)La1...ar

b1...b′j1
...b′jk

...br
(u)

−L
a1...a′j1

...a′jk
...ar

b1...br
(u)L

a′1...ai1 ...aik ...a
′
m

b′1...b
′
m

(v)
)
. (3.47)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â [77] îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ÿíãèàíà çàäàþòñÿ ÷åðåç R-ìàòðèöó

R̃(u) = 1 − u−1P , êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò (3.4) íà çíàê ïåðåä âòîðûì ñëàãàåìûì. Òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â íàøåé íîòàöèè, íóæíî ñðàâíèòü

îïðåäåëåíèå êâàíòîâûõ ìèíîðîâ èç óïîìÿíóòîãî èñòî÷íèêà ñ (3.5) è èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò,

÷òî äëÿ L-îïåðàòîðà L̃(u) ≡ L(−u) âûïîëíÿåòñÿ RLL-ñîîòíîøåíèå ñ ìàòðèöåé R̃(u).
Ïðèíÿâ (a1, . . . , ar) = (1, . . . , r), (a′1, . . . , a

′
m) = (1, . . . ,m) â (3.47) è âîñïîëüçîâàâøèñü

àíòèñèììåòðèåé êâàíòîâûõ ìèíîðîâ (3.6), ïîëó÷àåì

(u− v +m− µ+ 1)µ L
1...r
b1...br

(u)L1...m
b′1...b

′
m
(v) = (u− v +m− µ)µ L

1...m
b′1...b

′
m
(v)L1...r

b1...br
(u)

+

µ∑
k=1

k!(u− v +m− µ)µ−k
∑

i1<...<ik≤r
j1...<jk≤m

L1...m
b′1...bi1 ...bik ...b

′
m
(v)L1...r

b1...b′j1
...b′jk

...br
(u), (3.48)

ãäå µ ≡ min(r,m), è äëÿ h ∈ Z≥0 îáîçíà÷åíèå

(x)h =
h−1∏
j=0

(x+ j)
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íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Ïîõãàììåðà. Ïðèðàâíèâàÿ â (3.48)

(b1, . . . , br) = (1, . . . , â, . . . , r, b) , (b′1, . . . , b
′
m) = (1, . . . ,m) ,

ãäå a è b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1 ≤ a ≤ r < b ≤ N , è ñíîâà ïîëüçóÿñü àíòèñèììåòðè-

åé (3.6), íàõîäèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óãëîâûìè ìèíîðàìè Am(u) è ìèíî-

ðàìè Brab(u) (3.31). Äëÿ m èç èíòåðâàëà a ≤ m < r îíè ïðèíèìàþò âèä

(u− v + 1)Brab(u)Am(v) = (u− v)Am(v)Brab(u)

+ (−1)m−rBmab(v)Ar(u) +
r∑

c=m+1

(−1)m−c−1Bmac(v)Brcb(u) , (3.49)

â ñëó÷àå r ≤ m < b ïîëó÷àåì

(u− v +m− r + 1)Brab(u)Am(v) = (u− v +m− r)Am(v)Brab(u)

+ (−1)m−rBmab(v)Ar(u) +
m∑

c=r+1

(−1)m−cBmcb(v)Brac(u), (3.50)

è, íàêîíåö, ïðè m < a èëè m ≥ b ðàññìàòðèâàåìûå ìèíîðû êîììóòèðóþò

[Brab(u), Am(v)] = 0. (3.51)

Äåéñòâóÿ îáåèìè ÷àñòÿìè òîæäåñòâà (3.50) ïðè a = m = r, b = r + 1, u = λri íà

ôóíêöèþ Ψλ è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî Ar(λri)Ψλ = 0 (ñëåäñòâèå (3.25)), ïîëó÷àåì ïåðâîå ñîîò-

íîøåíèå â (3.35). Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà â (3.35) ñëåäóþò èç êîììóòàöèè Br(u) = Br,r,r+1(u)

è Aj(v) ïðè j ̸= r (ôîðìóëà (3.51)).

Ðàññìîòðèì öåëûå ÷èñëà a, b, r, m, òàêèå ÷òî 1 ≤ a ≤ r < m < b ≤ N . Ïîäåéñòâîâàâ

íà Ψλ îáåèìè ÷àñòÿìè (3.50) ïðè u = λrk , k = 1, . . . , r, v = λmi , i = 1, . . . ,m, ïîëó÷èì

Am(λmi)Brab(λrk)Ψλ = − 1

λrk − λmi +m− r

m∑
c=r+1

(−1)m−cBmcb(λmi)Brac(λrk)Ψλ . (3.52)

Ïî îïðåäåëåíèþ, êâàíòîâûé ìèíîð Brab(u) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò u ñòåïåíè r − 1. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïðè ïîìîùè èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà ðàâåíñòâî (3.52) ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé

ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé Brab(u)

Am(λmi)Brab(u)Ψλ

= −
r∑

k=1

(∏
l ̸=k

u− λrl
λrk − λrl

)
1

λrk − λmi +m− r

m∑
c=r+1

(−1)m−cBmcb(λmi)Brac(λrk)Ψλ. (3.53)

Äåéñòâóÿ íà Ψλ îáåèìè ÷àñòÿìè (3.50) ïðè v = λmi è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3.53) äëÿ
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Am(λmi)Brab(u)Ψλ, ïîëó÷àåì

Bmab(λmi)Ψλ =
r∑

k=1

m∑
c=r+1

(−1)c−rBmcb(λmi)Brac(λrk)Ψλ

(λrk − λmi +m− r)
∏
l ̸=k

(λrk − λrl)
. (3.54)

Òåïåðü íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ Brab(λri)Ψλ, àíàëîãè÷íîå (3.54). Ïåðåñòàâèâ â (3.49) èí-

äåêñû r è m è äåéñòâóÿ îáåèìè ÷àñòÿìè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íà Ψλ ïðè u = λmk è v = λri,

ïîëó÷àåì

Ar(λri)Bmab(λmk)Ψλ = − 1

λmk − λri

m∑
c=r+1

(−1)r−c−1Brac(λri)Bmcb(λmk)Ψλ .

Ïðè ïîìîùè èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà ýòî ñîîòíîøåíèå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ

çíà÷åíèé àðãóìåíòà ìèíîðà Bmab

Ar(λri)Bmab(u)Ψλ

= −
m∑
k=1

(∏
l ̸=k

u− λml

λmk − λml

)
1

λmk − λri

m∑
c=r+1

(−1)r−c−1Brac(λri)Bmcb(λmk)Ψλ. (3.55)

Äàëåå, ïîäåéñòâîâàâ íà Ψλ îáåèìè ÷àñòÿìè òîæäåñòâà (3.49) (ñ ïåðåñòàâëåííûìè èíäåêñàìè r

èm) ïðè v = λri è ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó âûðàæåíèå (3.55) äëÿAr(λri)Bmab(u)Ψλ,

íàõîäèì

Brab(λri)Ψλ =
m∑
k=1

m∑
c=r+1

(−1)m−c−1Brac(λri)Bmcb(λmk)Ψλ

(λmk − λri)
∏
l ̸=k

(λmk − λml)
. (3.56)

Ïðèìåì â (3.56) m = r + 1 è ïåðåèìåíóåì ïåðåìåííóþ ñóììèðîâàíèÿ k → sr+1. Â

ðåçóëüòàòå ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

Brab(λri)Ψλ = −
r+1∑

sr+1=1

Br,a,r+1(λri)Br+1,r+1,b(λr+1,sr+1)Ψλ

(λr+1,sr+1 − λri) pr+1,sr+1(λ)
, (3.57)

ãäå

pjk(λ) ≡
j∏

α=1
α ̸=k

(λjk − λjα).

Èñïîëüçóÿ ìíîãîêðàòíî (3.54), âûðàæåíèå Br,a,r+1(λri)Ψλ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Br,a,r+1(λri)Ψλ

= (−1)r−a
r−1∑

sr−1=1

. . .
a∑

sa=1

Br,r,r+1(λri)

r−1←−∏
t=a

Bt,t,t+1(λtst) Ψλ

(λr−1,sr−1 − λri + 1)
r−2∏
q=a

(λqsq − λq+1,sq+1 + 1)
r−1∏
q=a

pqsq(λ)

, (3.58)
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ãäå óïîðÿäî÷åííîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ áûëî ââåäåíî â (3.34). Ïðè äåéñòâèè îïåðà-

òîðà Br+1,r+1,b(v) íà ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ Ψλ íå ìåíÿåò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë óãëîâûõ ìè-

íîðîâ Aj(u), j = 1, . . . , r, òàê êàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.51), B-ìèíîð ñ íèìè êîììóòèðóåò.

Ïîýòîìó, Ψλ â (3.58) ìîæíî áåçáîëåçíåííî çàìåíèòü íà Br+1,r+1,b(λr+1,sr+1)Ψλ. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Br,a,r+1(λri)Br+1,r+1,b(λr+1,sr+1)Ψλ

= (−1)r−a
r−1∑

sr−1=1

. . .

a∑
sa=1

Br,r,r+1(λri)

r−1←−∏
t=a

Bt,t,t+1(λtst) Br+1,r+1,b(λr+1,sr+1)Ψλ

(λr−1,sr−1 − λri + 1)
r−2∏
q=a

(λqsq − λq+1,sq+1 + 1)
r−1∏
q=a

pqsq(λ)

. (3.59)

Ïåðåïèøåì â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âûðàæåíèå Br+1,r+1,b(λr+1,sr+1)Ψλ, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìå-

íÿÿ (3.56) ïðè m = r + 2, r + 3, . . . , b− 1

Br+1,r+1,b(λr+1,sr+1)Ψλ

= (−1)b−r
r+2∑

sr+2=1

. . .
b−1∑

sb−1=1

b−1−→∏
c=r+1

Bc,c,c+1(λcsc) Ψλ

(λr+1,sr+1 − λri)
b−1∏

d=r+2

(λdsd − λd−1,sd−1
)

b−1∏
d=r+1

pdsd(λ)

.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåîáðàçîâàííîå òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå (3.59) â (3.57), âûðàæàåì ýëå-

ìåíò Brab(λri)Ψλ ÷åðåç ìèíîðû Bj (3.32)

Brab(λri)Ψλ

= (−1)b−a−1
r−1∑

sr−1=1

. . .
a∑

sa=1

r+1∑
sr+1=1

. . .
b−1∑

sb−1=1

1

(λr−1,sr−1 − λri + 1)(λr+1,sr+1 − λri)

×
Br(λri)

r−1←−∏
t=a

Bt(λtst)

b−1−→∏
c=r+1

Bc(λcsc) Ψλ

r−2∏
q=a

(λqsq − λq+1,sq+1 + 1)
b−1∏

d=r+2

(λdsd − λd−1,sd−1
)

r−1∏
q=a

pqsq(λ)
b−1∏

d=r+1

pdsd(λ)

. (3.60)

Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî Brab(u) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò u ñòåïåíè r − 1, ïîëó÷àåì íóæíóþ

ôîðìóëó (3.33) èç (3.60) ïðè ïîìîùè èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà.

Îñòàåòñÿ âûâåñòè ôîðìóëó (3.37) äëÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà L(u)1...r1,...,â1,...,â2,...,r,b1,b2
íà Ψλ.

Îáîçíà÷èì a = (a1, a2), ãäå 1 ≤ a1 < a2 ≤ r, è b = (b1, b2), ãäå r < b1 < b2 ≤ N . Âäîáàâîê,

ââåäåì îáîçíà÷åíèå Brab(u) ≡ L(u)1...r1,...,â1,...,â2,...,r,b1,b2
. Ïðèíÿâ â (3.48)

r = m,

(b1, . . . , br) = (1, . . . , â1, . . . , â2, . . . , r, b1, b2),

(b′1, . . . , b
′
r) = (1, . . . , â1, . . . , â2, . . . , r, a1, a2)
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è èñïîëüçóÿ àíòèñèììåòðèþ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ (3.6), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòíî-

øåíèå

(u− v + 1)(u− v + 2)Brab(u)Ar(v) = (u− v)(u− v + 1)Ar(v)Brab(u)

+ 2Brab(v)Ar(u) + (u− v)
2∑

α=1

[Braαbα̃(v)Braα̃bα(u)−Braαbα(v)Braα̃bα̃(u)], (3.61)

ãäå 1̃ = 2, 2̃ = 1. Äåéñòâóÿ íà Ψλ îáåèìè ÷àñòÿìè (3.61) ïðè v = λri, u = λrj, j ̸= i, íàõîäèì

Ar(λri)Brab(λrj)Ψλ = −

2∑
α=1

[Braαbα̃(λri)Braα̃bα(λrj)−Braαbα(λri)Braα̃bα̃(λrj)]Ψλ

λrj − λri + 1
. (3.62)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ìèíîð Brab(u) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò u ñòåïåíè r − 2. Çíà÷èò, ïðè ïî-

ìîùè èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà ðàâåíñòâî (3.62) ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî

àðãóìåíòà ìèíîðà Brab

Ar(λri)Brab(u)Ψλ

= −
r∑

j=1
j ̸=i

 r∏
k=1
k ̸=i,j

u− λrk
λrj − λrk


2∑

α=1

[Braαbα̃(λri)Braα̃bα(λrj)−Braαbα(λri)Braα̃bα̃(λrj)]Ψλ

λrj − λri + 1
. (3.63)

Íàêîíåö, ÷òîáû ïîëó÷èòü äîêàçûâàåìóþ ôîðìóëó (3.37), íóæíî ïîäåéñòâîâàòü íà Ψλ îáå-

èìè ÷àñòÿìè (3.61) è ïîäñòàâèòü â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âûðàæåíèå äëÿ Ar(λri)Brab(u)Ψλ,

íàéäåííîå â (3.63).

3.4 Ïîñòðîåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ Ψλ (3.25) êâàíòîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà

äëÿ SL(N,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ðàíãà N . Èç ôîðìóëû
äëÿ ìèíîðà A1(u) = L(u)11 â (3.27) ñëåäóåò, ÷òî Ψλ ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ôóíêöèÿìè ïå-

ðåìåííûõ zk1 , k = 2, . . . , N . Ãîëîìîðôíàÿ è àíòèãîëîìîðôíàÿ ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ðàâíû,

ñîîòâåòñòâåííî, σ1 − N + 1 − λ11 è σ̄1 − N + 1 − λ̄11. Ïðè ïîñòðîåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

íà èíäóêöèîííîì øàãå îò SL(N − 1,C) ê SL(N,C) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé àíçàö

Ψλ(z) =

∫
DγKγ(λ) Φγ(z

′) [z21]
σ1−N+1−λ11−

∑N
k=3 bk(γ,λ) [z31]

b3(γ,λ) . . . [zN1]
bN (γ,λ). (3.64)

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå z = {zij}1≤j<i≤N � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N ×N ñ åäèíè-

öàìè íà äèàãîíàëè, z′ ≡ {zij}2≤j<i≤n � ïîäìàòðèöà z ðàçìåðà (N−1)×(N−1), à Ψλ(z), Φγ(z
′)
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� ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ðàíãà N è N − 1. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ

[x]α = xα x̄ᾱ

îïðåäåëåíà â ðàçäåëå 1.1. ßäðî èíòåãðàëà Kγ(λ), çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðîâ γij, γ̄ij, λij, λ̄ij,

à òàêæå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè bk(γ, λ), b̄k(γ̄, λ̄) ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå

íóæíî íàéòè. Èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðàìè ôóíêöèè ðàíãà N − 1

(γij, γ̄ij) =

(
kij
2

+ iνij, −
kij
2

+ iνij

)
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (1.113)∫

Dγ ≡
∏

1≤j≤i≤N

∫
Dγij,

∫
Dγij ≡

∑
kij∈Z

∫
Cij

dνij .

Êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ Cij äîëæíû áûòü ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå çàìåíû ïå-

ðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ áûëè êîððåêòíûìè. Ôóíêöèÿ (3.64)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îäíîðîäíîñòè. Àíçàö, àíàëîãè÷íûé (3.64) áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí â

ðàáîòå [24], ïîñâÿùåííîé èíäóêòèâíîìó ïîñòðîåíèþ âîëíîâûõ ôóíêöèé â ïîõîæåé êâàíòî-

âîé ìîäåëè � îòêðûòîé öåïî÷êå Òîäû (èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó óçëîâ). Ïî ñóòè, âûðàæåíèå (3.64)

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ψλ(z) ïî áàçèñó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé Φγ óãëîâûõ

ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà L(u) ðàíãà N − 1.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàéäåì ïîêàçàòåëè bi(γ, λ), b̄i(γ̄, λ̄). Ïîäñòàâèì àíçàö äëÿ ñîáñòâåííîé

ôóíêöèè ðàíãàN (3.64) â óðàâíåíèå (3.25) íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óãëîâîãî ìèíîðà Am(u) =

L(u)1...m1...m äëÿ m = 2, . . . , N è ïåðåïèøåì Am(u) ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (3.28). Ïî îïðåäåëåíèþ,

ìèíîð L(u)1,...,m−11,...,â,...,m−1,b â (3.28) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò u ñòåïåíè m− 2, ïîýòîìó, â ïðàâîé

÷àñòè ýòîé ôîðìóëû òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí èìååò íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò ïðè um−1. Òàêèì

îáðàçîì, ïðèðàâíèâàÿ ïîñëå âñåõ ïîäñòàíîâîê â (3.25) êîýôôèöèåíòû ïðè um−1, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íà bi(γ, λ)

N∑
k=m+1

bk(γ, λ) =
m−1∑
l=1

γm−1,l −
m∑
s=1

λms + σ1 −N +m, m = 2, . . . , N − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîêàçàòåëè ñòåïåíè èìåþò âèä

bi(γ, λ) =
i−2∑
l=1

γi−2,l −
i−1∑
l=1

γi−1,l −
i−1∑
s=1

λi−1,s +
i∑

s=1

λis − 1, i = 3, . . . , N − 1,

bN(γ, λ) =
N−2∑
l=1

γN−2,l −
N−1∑
s=1

λN−1,s + σ1 − 1.

(3.65)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èç óðàâíåíèé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ àíòèãîëîìîðôíûõ ìèíîðîâ

ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû äëÿ b̄i(γ̄, λ̄), êîïèðóþùèå (3.65) ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ãîëîìîðôíûõ
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ïàðàìåòðîâ íà àíòèãîëîìîðôíûå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè Kγ(λ) èç óðàâíåíèé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ìèíî-

ðîâ (3.25), íóæíî âûðàçèòü ýòè ìèíîðû ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë (3.28), ïîäñòà-

âèòü àíçàö äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ðàíãà N (3.64) è ïîäåéñòâîâàòü ìèíîðàìè ðàíãà N − 1

íà ôóíêöèþ Φγ(z
′). Òàê êàê ñòàðøèé ÷ëåí ïîëèíîìà Am(u) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îïå-

ðàòîðîì, è óðàâíåíèå íà êîýôôèöèåíòû ïðè um−1 óæå ðåøåíî, òî çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ Am(u) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå èçm−1 óðàâíåíèé íàKγ(λ). Ðàññìàòðèâàÿ ñïåêòðàëü-

íûå çàäà÷è äëÿ âñåõ ãîëîìîðôíûõ óãëîâûõ ìèíîðîâ, ïîëó÷àåì (N − 1)(N − 2)/2 óðàâíåíèé

íà Kγ(λ), êàê ôóíêöèþ (N − 1)(N − 2)/2 ãîëîìîðôíûõ ïàðàìåòðîâ {γij , 1 ≤ j ≤ i ≤ N − 1}.
Àíàëîãè÷íî, ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ àíòèãîëîìîðôíûõ ìèíîðîâ äàþò (N − 1)(N − 2)/2

óðàâíåíèé íà Kγ(λ) êàê ôóíêöèþ (N − 1)(N − 2)/2 àíòèãîëîìîðôíûõ ïàðàìåòðîâ {γij , 1 ≤
j ≤ i ≤ N − 1}. Èçëîæåííûé ïëàí ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðè ïîìîùè èíäóêöèè
ïî ðàíãó N áóäåò ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ïðèìåðå N = 2, 3, 4.

3.4.1 Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ N = 2

Â ñëó÷àå N = 2 ãîëîìîðôíûé L-îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäñòàâëåíèþ îñíîâíîé

ñåðèè (3.10) ñ ïàðàìåòðàìè σ1, σ2, èìååò âèä

L(u) =

(
u− σ1 + 1 + z∂ −∂

z(z∂ + σ2 + 1− σ1) u− σ2 − z∂

)
,

ãäå z ≡ z21, ∂ ≡ ∂
∂z
, ∂̄ ≡ ∂

∂z̄
. Åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé óãëîâîé ìèíîð L-îïåðàòîðà ðàâåí

A1(u) = u− σ1 + 1 + z∂ .

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (3.25) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

A1(u)Ψλ = (u− λ11)Ψλ , Ā1(ū)Ψλ = (ū− λ̄11)Ψλ ,

ãäå Ā1(ū) � ìèíîð àíòèãîëîìîðôíîãî L-îïåðàòîðà L̄(ū), èìåþùåãî òîò æå âèä, ÷òî è L(u).

Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Ψλ ñîîòâåòñòâóåò ñõåìàì Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà (3.26) λ = (λ, λ̄), ãäå

λ =

(
σ1 σ2

λ11

)
, λ̄ =

(
σ̄1 σ̄2

λ̄11

)
,

ãäå ïàðàìåòðû ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè σ1, σ2 è σ̄1, σ̄2 ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííîìó ÷èñ-

ëó êâàíòîâîãî äåòåðìèíàíòà

A2(u) = (u− σ1) (u− σ2) 1l , Ā2(u) = (ū− σ̄1) (ū− σ̄2) 1l .
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Ôóíêöèÿ Ψλ èìååò âèä

Ψλ(z) = Γ(1− σ1 + λ11) [z]
σ1−1−λ11 , (3.66)

ãäå ãàììà-ôóíêöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîëåì C, îïðåäåëåíà â (1.10)

Γ(a) :=
Γ(a)

Γ(1− ā)
.

Íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò â (3.66) ïîäîáðàí òàê, ÷òî ìèíîðû âèäà (3.32)

B1(u) = L1
2(u) = −∂ , B̄1(u) = L̄1

2(u) = −∂̄

ñäâèãàþò ñïåêòðàëüíûå ïåðåìåííûå ó ñîáñòâåííîé ôóíêöèè

B1(u)Ψλ = Ψλ+e11 , B̄1(ū)Ψλ = −Ψλ+ē11 , (3.67)

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

λ± e11 =
[
( σ1 σ2

λ11±1 ) ,
( σ̄1 σ̄2

λ̄11

)]
, λ± ē11 =

[
( σ1 σ2

λ11
) ,
( σ̄1 σ̄2

λ̄11±1
)]
. (3.68)

Ïîëíûé îðòîãîíàëüíûé (îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2(Z2)) íàáîð ôóíê-

öèé (3.66) çàäàåòñÿ ïàðàìåòðàìè âèäà

(λ11 , λ̄11) =

(
k + κ − 1

2
+ iν,

−k + κ − 1

2
+ iν

)
, k ∈ Z, ν ∈ R,

ãäå êîíñòàíòà κ ∈ R îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.18). Ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè èìååò âèä∫
d2zΨλ(z)Ψλ′(z) = 2π2 δ(2)(λ11 − λ′11) . (3.69)

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïàðû ÷èñåë âèäà

(x, x̄) =

(
h

2
+ iρ,−h

2
+ iρ

)
, h ∈ Z , ρ ∈ R

äåëüòà-ôóíêöèÿ δ(2) (1.58) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

δ(2)(x) = δh,0 δ(ρ) ,

ãäå δh,0 � ñèìâîë Êðîíåêåðà, à δ(ρ) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Òî åñòü, â äàííîì ñëó÷àå

δ(2)(λ11 − λ′11) = δk,k′ δ(ν − ν ′) ,

ãäå λ′11 = (k′+κ−1)/2+iν ′, λ̄′11 = (−k′+κ−1)/2+iν ′. Ôîðìóëà (3.69) ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîãî
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ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè∫
d2z [z]x−1 = 2π2 δ(2)(x) (3.70)

è ôîðìóë äîïîëíåíèÿ è ñîïðÿæåíèÿ (À.4), (À.5), äëÿ ãàììà-ôóíêöèè.

Ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû [109]

∑
k∈Z

∫
R

dν Ψλ(z)Ψλ(z′) = 2π2 δ2(z − z′)

ëåãêî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà è ñòàíäàðòíîãî èíòåãðàëüíîãî

ðàçëîæåíèÿ äåëüòà-ôóíêöèè Äðàêà ïî ïëîñêèì âîëíàì. Íàïîìíèì, ÷òî δ2(z) � ýòî äåëüòà-

ôóíêöèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

δ2(z) = δ(Re z) δ(Im z) .

3.4.2 Èíäóêöèîííûé øàã îò N = 2 ê N = 3

Îáîçíà÷èì

(x, y, z) ≡ (z21, z31, z32).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(u) L-îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäñòàâëåíèþ SL(3,C) îñíîâíîé ñå-

ðèè (3.10) ñ ïàðàìåòðàìè σ1, σ2, σ3. Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (3.28)�(3.30), çàïèøåì

âûðàæåíèÿ äëÿ åãî êâàíòîâûõ ìèíîðîâ

A1(u) = u− σ1 + 2 + x∂x + y∂y,

A2(u) = L(u)11 (u− σ1 + 1 + y∂y)− L(u)12 y∂x
L1
2(u) = −∂x,

L1
3(u) = −∂y,

L12
13(u) = L1

2(u) (u− σ1 + 1 + x∂x)− L1
1(u)x∂y,

L12
23(u) = −L1

2(u) ∂x + L1
1(u) ∂y,

(3.71)

ãäå L(u) � L-îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäñòàâëåíèþ SL(2,C) ñ ïàðàìåòðàìè σ2, σ3. Ìàò-

ðè÷íûå ýëåìåíòû L(u) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå íà ôóíêöèÿõ ïåðåìåí-
íîé z. Ïåðåìåííûå x, y �íîâûå�, îíè ïîÿâëÿþòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè SL(3,C). Àíàëîãè÷íûå
ðåêóððåíòíûå âûðàæåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ àíòèãîëîìîðôíûõ ìèíîðîâ.

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óãëîâûõ ìèíîðîâ â ñëó÷àå N = 3 èìååò âèä

A1(u)Ψλ = (u− λ11)Ψλ , A2(u)Ψλ = (u− λ21) (u− λ22)Ψλ .
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Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñõåìàìè Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà λ = (λ, λ̄), ãäå

λ =

σ1 σ2 σ3

λ21 λ22

λ11

 , λ̄ =

σ̄1 σ̄2 σ̄3

λ̄21 λ̄22

λ̄11

 , (3.72)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.64), ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àíçàö äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Ψλ(x, y, z) =

∫
Dγ11Kγ(λ) Φγ(z) [x]

σ1−2−λ11−b3(γ,λ) [y]b3(γ,λ) , (3.73)

ãäå Φγ � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ SL(2,C)-öåïî÷êè ñ L-îïåðàòîðîì L(u), îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñõå-
ìàìè

γ = (γ, γ̄) , γ =

(
σ2 σ3

γ11

)
, γ̄ =

(
σ̄2 σ̄3

γ̄11

)
(3.74)

è äàåòñÿ âûðàæåíèåì (3.66). Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè b3(γ, λ) äàåòñÿ ôîðìóëîé (3.65) ïðè N = 3.

Ôîðìóëà (3.73), ôàêòè÷åñêè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ðàíãà 3 ïî ïîëíîìó

îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó ôóíêöèé ðàíãà 2 (3.66). Êàê áûëî óïîìÿíóòî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,

ïîëíûé îðòîãîíàëüíûé íàáîð Φγ çàäàåòñÿ ïàðàìåòðàìè âèäà

(γ11 , γ̄11) =

(
k + κ − 1

2
+ iν,

−k + κ − 1

2
+ iν

)
, k ∈ Z, ν ∈ R,

ãäå κ ∈ R îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè (3.18). Â ñâÿçè ñ ýòèì,

ïðèíèìàåì â (3.73) ∫
Dγ11 ≡

∑
k∈Z

∫
R

dν .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ÿäðà èíòåãðàëà Kγ(λ), çàâèñÿùåãî îò ïà-

ðàìåòðîâ (3.72), (3.74). Òàê êàê óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A1 áûëî ðåøåíî â îáùåì

ñëó÷àå åùå â íà÷àëå ðàçäåëà 3.4, òî îñòàåòñÿ òîëüêî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ A2(u). Ïîäåé-

ñòâóåì ýòèì ìèíîðîì íà Ψλ, èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíîå âûðàæåíèå (3.71) äëÿ íåãî, àíçàö äëÿ

ôóíêöèè (3.73) è ôîðìóëó (3.67) äëÿ äåéñòâèÿ ìèíîðà L-îïåðàòîðà L(u) ðàíãà 2. Ïîëó÷èì

A2(u)Ψλ =

∫
Dγ11Kγ (u− γ11) (u− σ1 + 1 + b3) Φγ(z) [x]

σ1−2−λ11−b3 [y]b3

−
∫

Dγ11Kγ (σ1 − 2− λ11 − b3) Φγ+e11(z) [x]
σ1−2−λ11−b3−∆ [y]b3+∆ , (3.75)

ãäå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñäâèãà ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé γ + e11 ââåäåíî â (3.68), è

(∆, ∆̄) = (1, 0) .
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Ñäåëàåì âî âòîðîì èíòåãðàëå â (3.75) çàìåíó ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ

k → k − 1, ν → ν +
i

2
. (3.76)

Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä

A2(u)Ψλ =

∫
Dγ11 (Kγ (u− γ11)(u− σ1 + 1 + b3)−Kγ−e11 (σ1 − 1− λ11 − b3))

× Φγ(z) [x]
σ1−2−λ11−b3yb3 , (3.77)

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A2(u),

ïîëó÷àåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå íà Kγ

(u− γ11)(u− σ1 + 1 + b3)Kγ + (−σ1 + 1 + λ11 + b3)Kγ−e11 = (u− λ21)(u− λ22)Kγ .

Â ýòîì ñîîòíîøåíèè êîýôôèöèåíòû ïðè u2 è u1 òîæäåñòâåííî ðàâíû. Ïîýòîìó, åãî äîñòà-

òî÷íî ðåøèòü ïðè ëþáîì ÷àñòíîì çíà÷åíèè u. Åñëè ïðèíÿòü u = γ11 òî óðàâíåíèå ñèëüíî

óïðîñòèòñÿ

Kγ−e11(λ) =
(γ11 − λ21)(γ11 − λ22)

γ11 + λ11 − λ21 − λ22
Kγ(λ) . (3.78)

Òå æå âû÷èñëåíèÿ ñ àíòèãîëîìîðíûì ìèíîðîì Ā2(ū) ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷íîìó óðàâíåíèþ

Kγ−ē11(λ) = −(γ̄11 − λ̄21) (γ̄11 − λ̄22)

γ̄11 + λ̄11 − λ̄21 − λ̄22
Kγ(λ) . (3.79)

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.78), (3.79) èìååò âèä

Kγ(λ) = [−1]λ21+λ22 Γ (γ11 + λ11 − λ21 − λ22 + 1)
2∏

i=1

Γ(λ2i − γ11) . (3.80)

Â íåêîòîðûõ ÷ëåíàõ ñóììû ïî k â (3.73) êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ν ñîäåðæàò ïîëþñà

ãàììà-ôóíêöèé èç íàéäåííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ Kγ(λ) (3.80). Ïîýòîìó, â èíòåãðàëàõ íåîáõî-

äèìî ââåñòè ε-ïðåäïèñàíèå. Â ðåçóëüòàòå îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

óãëîâûõ ìèíîðîâ L-îïåðàòîðà â ñëó÷àå SL(3,C) èìååò âèä

Ψλ(z21, z31, z32) = lim
ε→0+

∫
Dγ11K(ε)

γ (λ) Φγ(z32) [z21]
−γ11−1−λ11+λ2 [z31]

γ11+σ1−1−λ2 , (3.81)

ãäå

K(ε)
γ (λ) = [−1]λ2 Γ(1− σ1,−λ2)Γ

(
γ11 + λ11 − λ2 + 1

)
Γ(λ2 + ε,γ1) , (3.82)
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è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

λm = (λm1, λ̄m1, . . . , λmm, λ̄mm) , λm + ε = (λm1 + ε, λ̄m1 + ε, . . . , λmm + ε, λ̄mm + ε) ,

λm =
m∑
i=1

λmi , Γ(λm,γj) =
m∏
a=1

j∏
b=1

Γ(λma − γjb) , Γ(α,±λm) =
m∏
i=1

Γ(α∓ λmi) . (3.83)

Â ÿäðî (3.82) äîáàâëåí íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü Γ(1 − σ1,−λ2). Ñ ó÷åòîì íåãî ìèíî-

ðû Bj(u) (3.32) äåéñòâóþò íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì

B1(u)Ψλ = Ψλ+e11 , B2(λ2i)Ψλ = (λ2i − λ11)Ψλ+e2i . (3.84)

Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ íåñëîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ (3.71) äëÿ ýòèõ ìè-

íîðîâ. Ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ L1
3(u) = B113(u) è L

12
23(u) = B213(u) íà Ψλ ìîæíî

âûâåñòè ïðè ïîìîùè (3.33) è ïðîâåðèòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, èñïîëüçóÿ (3.71). Àíòèãî-

ëîìîðôíûå àíàëîãè òîæäåñòâ (3.84) îòëè÷àþòñÿ ëèøü çíàêîì ïðàâîé ÷àñòè. Çàìåòèì, ÷òî

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îáëàäàþò ñèììåòðèåé, êîòîðàÿ îáñóæäàëàñü â ðàçäåëå 3.2: îíè èíâà-

ðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ

(λ21, λ̄21)⇆ (λ22, λ̄22) .

Ïðèìåì

(λlj , λ̄lj) =

(
mlj + κ − 3 + l

2
+ iµlj ,

−mlj + κ − 3 + l

2
+ iµlj

)
, 1 ≤ j ≤ l ≤ 2, (3.85)

ãäå mlj ∈ Z è µlj ∈ R. Â ðàçäåëå 3.5 ïîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (3.81), çàäàâàåìûå

ïàðàìåòðàìè (3.85), îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé íàáîð îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Z3)

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

d2z21 d
2z31 d

2z32Φ(z21, z31, z32)Ψ(z21, z31, z32) .

Ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè èìååò âèä

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = µ−13 (λ) δ(2)(λ11 − λ′11)

× 1

2

[
δ(2)(λ21 − λ′21) δ

(2)(λ22 − λ′22) + δ(2)(λ21 − λ′22) δ
(2)(λ22 − λ′21)

]
. (3.86)

ãäå íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò äàåòñÿ ôîðìóëîé

µ3(λ) =
|λ21 − λ22|2

64π8
. (3.87)

Îíî ñîãëàñóåòñÿ ñ óïîìÿíóòîé ñèììåòðèåé ôóíêöèé Ψλ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ïàðàìåò-

ðîâ (λ21, λ̄21) ⇆ (λ22, λ̄22). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λlj (3.85) êîíòóð

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ν â ôîðìóëå äëÿ Ψλ (3.81) íå çàäåâàåò ïîëþñîâ ãàììà-ôóíêöèé (3.80)
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ïðè äåôîðìàöèè (ñäâèãå), ñâÿçàííîé ñ çàìåíîé ïåðåìåííûõ (3.76), è åãî ìîæíî âåðíóòü â

èçíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âûðàæåíèå (3.75) âðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó (3.77).

Ïî àíàëîãèè ñ ðàññìàòðèâàåìûì â ðàáîòàõ [51, 47] ñëó÷àåì N = 2 (ïðè ïðîèçâîëüíîì

÷èñëå óçëîâ) è ïîëó÷åííûìè ôîðìóëàìè (1.59), (1.68) äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé

öåïî÷êè BC-òèïà, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîñòðîåí ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé,

è ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû èìååò âèä∫
Dλµ3(λ)Ψλ(z21, z31, z32)Ψλ(w21, w31, w32) = δ2(z21 − w21) δ

2(z31 − w31) δ
2(z32 − w32) ,

ãäå
∫
Dλ =

∫
Dλ11

∫
Dλ21

∫
Dλ22. Îäíàêî, ïðîâåðêà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ îñòàåòñÿ îòêðûòîé

çàäà÷åé.

Âûðàæåíèå (3.81) äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò, ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè,

ñ îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè 2G
C
2 èç [58]. Ïðè ïîìîùè óòâåðæäåíèÿ b) ëåììû 2.3 èç [110] ýòó

ôóíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ

÷èñåë (1.97). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå íàìè âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ÷åðåç

èíòåãðàë ïî ñïåêòðàëüíûì ïåðåìåííûì ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ èíòåãðàëà ïî êîîð-

äèíàòàì z21, z31, z32. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñðàâíèòü íàø ðåçóëüòàò ñ àëüòåðíàòèâíûì èíòå-

ãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà (57) â [92].

3.4.3 Èíäóêöèîííûé øàã îò N = 3 ê N = 4

Îáîçíà÷èì

ξ ≡ z21, η ≡ z31, ζ ≡ z41, z′ ≡ (z32, z42, z43).

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì èíäóêöèîííûì øàãîì, îáîçíà÷èì ÷åðåç L(u) L-îïåðàòîð, çàäà-

âàåìûé ïðåäñòàâëåíèåì îñíîâíîé ñåðèè SL(4,C) (3.10) ñ ïàðàìåòðàìè σ1, σ2, σ3, σ4. Èç ðå-

êóððåíòíûõ ôîðìóë (3.28�3.30) ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìèíîðîâ ïðè N = 4

÷åðåç ìèíîðû äëÿ N = 3

A1(u) = u− σ1 + 3 + ξ∂ξ + η∂η + ζ∂ζ ,

A2(u) = L1
1(u) (u− σ1 + 2 + η∂η + ζ∂ζ)− L1

2(u) η∂ξ − L1
3(u) ζ∂ξ,

A3(u) = L12
12(u) (u− σ1 + 1 + ζ∂ζ) + L12

23(u) ζ∂ξ − L12
13(u) ζ∂η,

L1
2(u) = −∂ξ,

L12
13(u) = L1

2(u) (u− σ1 + 2 + ξ∂ξ + ζ∂ζ)− L1
1(u) ξ∂η − L1

3(u) ζ∂η,

L123
124(u) = L12

13(u) (u− σ1 + 1 + η∂η)− L12
23(u) η∂ξ − L12

12(u) η∂ζ ,

(3.88)

ãäå L(u) � L-îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäñòàâëåíèþ SL(3,C) ñ ïàðàìåòðàìè σ2, σ3, σ4.
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Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óãëîâûõ ìèíîðîâ L(u) èìååò âèä

A1(u)Ψλ = (u− λ11)Ψλ , A2(u)Ψλ = (u− λ21) (u− λ22)Ψλ ,

A3(u)Ψλ = (u− λ31) (u− λ32) (u− λ33)Ψλ .
(3.89)

Àíçàö (3.64) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ψλ(ξ, η, ζ, z
′) =

∫
Dγ µ3(γ)Kγ(λ) Φγ(z

′) [ξ]σ1−3−λ11−b3(γ,λ)−b4(γ,λ) [η]b3(γ,λ) [ζ]b4(γ,λ) , (3.90)

ãäå Φγ � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ óãëîâûõ ìèíîðîâ L(u) (3.81), è ïîêàçàòåëè ñòåïåíè bi(γ, λ)

äàþòñÿ âûðàæåíèåì (3.65) ïðè N = 4. Ïàðàìåòðû γlj îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (3.85), è èíòå-

ãðàë ïî íèì èìååò âèä
∫
Dγ =

∫
Dγ11

∫
Dγ21

∫
Dγ22, ãäå

∫
Dγlj îçíà÷àåò ñóììó ïî äèñêðåò-

íîé ÷àñòè γlj è èíòåãðàë ïî íåïðåðûâíîé ÷àñòè. Ôîðìóëó (3.90) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

êàê ðàçëîæåíèå Ψλ(ξ, η, ζ, z
′) ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó Φγ(z

′) (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàáîð

ôóíêöèé Φγ ïîëîí). Ïîýòîìó, â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ìû äîïîëíèòåëüíî âûäåëèëè

íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò

µ3(γ) =
|γ21 − γ22|2

64π8
= −(γ21 − γ22) (γ̄21 − γ̄22)

64π8
.

èç ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé Φγ (3.86).

Êàê è íà ëþáîì èíäóêöèîííîì øàãå, çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ÿäðà Kγ(λ) èíòå-

ãðàëüíîãî àíçàöà (3.90). Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè (3.90) è óãëîâûõ

ìèíîðîâ (3.88) â óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A2(u), A3(u) (3.89). Ïîñëå âûêëàäîê,

àíàëîãè÷íûõ (3.75)�(3.77), èñïîëüçóÿ, â òîì ÷èñëå, ôîðìóëû (3.84) äëÿ äåéñòâèÿ íåóãëîâûõ

ìèíîðîâ íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè â ñëó÷àå SL(3,C), ïîëó÷àåì ñèñòåìó êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé íà Kγ

(γ11 − λ21) (γ11 − λ22) (γ21 − γ22)

γ11 + λ11 − λ2

Kγ

= (γ21 − γ22)Kγ−e11 −Kγ−e11−e21 +Kγ−e11−e22 ,

(3.91)

(γ21 − γ11 − 1)
(
γ11 − γ2 − λ2 + λ3

)
Kγ−e21

+
(
γ11 + λ11 − λ2

)
Kγ−e11−e21 = −

3∏
k=1

(γ21 − λ3k) Kγ ,

(γ22 − γ11 − 1)
(
γ11 − γ2 − λ2 + λ3

)
Kγ−e22

+
(
γ11 + λ11 − λ2

)
Kγ−e11−e22 = −

3∏
k=1

(γ22 − λ3k) Kγ ,
(3.92)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ (3.68), (3.83). Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ àí-

òèãîëîìîðôíûõ ìèíîðîâ Ā2(ū), Ā3(ū), ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ íà Kγ ñî ñäâèãàìè

àíòèãîëîìîðôíûõ ïàðàìåòðîâ. Îíè îòëè÷àþòñÿ îò (3.91)�(3.92) ëèøü çíàêàìè ïðè íåêîòî-

ðûõ ñëàãàåìûõ.
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Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.91)�(3.92) è åå àíòèãîëîìîðôíîãî àíàëîãà ïðè ïîìîùè êîìïëåêñ-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà [58] ïðèâåäåíî äàëüøå â ýòîì ðàçäåëå. ßäðî Kγ äàåòñÿ ñëå-

äóþùèì âûðàæåíèåì

Kγ(λ) = c(λ) [−1]γ2 Γ
(
γ11 + λ11 − λ2 + 1

)
Γ
(
−γ11 + γ2 + λ2 − λ3 + 1

)
× Γ(λ3,γ2) 4G

C
4

[
λ21, λ22, γ21, γ22

1− λ31, 1− λ32, 1− λ33,−γ11
; 1

]
, (3.93)

ãäå c(λ) � íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (3.90), çàâèñÿùèé îò λij è λ̄ij,

îáîçíà÷åíèå Γ(λ3,γ2) ââåäåíî â (3.83), è 4G
C
4 îáîáùåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë [58]. Êðîìå òîãî, ïðèâåäåíà ÿâíàÿ ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ôóíê-

öèÿ (3.93) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.91�3.92) è åå àíòèãîëîìîðôíîãî

àíàëîãà. Äëÿ ýòîãî ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ pG
C
q , àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî áûëè íàéäåíû

äëÿ G-ôóíêöèè Ìåéåðà â [111].

Ñîãëàñíî (3.35), ãîëîìîðôíûå è àíòèãîëîìîðôíûå ìèíîðû

B2(λ2i) = L12
13(λ2i) , B3(λ3i) = L123

124(λ3i) (3.94)

ñäâèãàþò íà 1 ïàðàìåòðû λ2i è λ3i. Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèÿ íà c(λ). Îíè ïðèíèìàþò âèä

c(λ+ e2i) = −λ2i − λ11
Mi(λ)

c(λ), c(λ+ ē2i) =
λ̄2i − λ̄11

M̃i(λ̄)
c(λ), i = 1, 2 , (3.95)

c(λ+ e3j) =

(λ3j − σ1 + 1)
2∏

k=1

(λ3j − λ2k)

M′
j(λ)

c(λ) ,

c(λ+ ē3j) =

(λ̄3j − σ̄1 + 1)
2∏

k=1

(λ̄3j − λ̄2k)

M̃′
j(λ̄)

c(λ) , j = 1, 2, 3 ,

(3.96)

ãäå Mi, M̃i, M′
i, M̃′

i � êîýôôèöèåíòû, âîçíèêàþùèå ïðè äåéñòâèè ìèíîðîâ (3.94)

B2(λ2i)Ψλ = Mi(λ)Ψλ+e2i , B̄2(λ̄2i)Ψλ = M̃i(λ̄)Ψλ+ē2i ,

B3(λ3i)Ψλ = M′
i(λ)Ψλ+e3i , B̄3(λ̄3i)Ψλ = M̃′

i(λ̄)Ψλ+ē3i .
(3.97)

Âûâîä óñëîâèé (3.95) è (3.96) ïðèâåäåí â êîíöå òåêóùåãî ðàçäåëà. Ïðèìåì ñëåäóþùèå çíà-

÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

Mi(λ) = λ2i − λ11 , M̃i(λ̄) = −(λ̄2i − λ̄11) ,

M′
i(λ) =

2∏
k=1

(λ3i − λ2k) , M̃′
i(λ̄) = −

2∏
k=1

(λ̄3i − λ̄2k)
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è ðàññìîòðèì ðåøåíèå (3.95), (3.96) âèäà

c(λ) = [−1]λ2

3∏
j=1

Γ(λ3j − σ1 + 1) .

Â ðåçóëüòàòå îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâûõ ìèíîðîâ L-

îïåðàòîðà â ñëó÷àå SL(4,C) ñëåäóþùàÿ

Ψλ(z21, z31, z41, z
′) = lim

ε→0+

∫
Dγ µ3(γ)K

(ε)
γ (λ) Φγ(z

′) [z21]
−γ11−λ11+λ2−1

×[z31]
γ11−γ2−λ2+λ3−1 [z41]

σ1−1+γ2−λ3 , (3.98)

ãäå z′ = (z32, z42, z43), ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ è ÿäðî èíòåãðàëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

µ3(γ) =
|γ21 − γ22|2

64π8
= −(γ21 − γ22) (γ̄21 − γ̄22)

64π8

K(ε)
γ (λ) = [−1]λ2+γ2 Γ(1− σ1,−λ3)Γ

(
γ11 + λ11 − λ2 + 1

)
Γ
(
1− γ11 + γ2 + λ2 − λ3

)
× Γ(λ3 + ε,γ2) 4G

C
4

[
λ21 + ε, λ22 + ε, γ21, γ22

1− λ31, 1− λ32, 1− λ33,−γ11
; 1

]
,

(3.99)

è èñïîëüçóþòñÿ êîìïàêòíûå îáîçíà÷åíèÿ (3.83). Ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ïàðàìåòðèçó-

þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(γlj, γ̄lj) =

(
klj + κ − 3 + l

2
+ iνlj,

−klj + κ − 3 + l

2
+ iνlj

)
, 1 ≤ j ≤ l ≤ 2

ãäå klj ∈ Z, νlj ∈ R, è êîíñòàíòà κ ∈ R îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé

ñåðèè â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.18). Íàïîìíèì, ÷òî∫
Dγ =

∏
1≤j≤l≤2

∫
Dγlj ,

∫
Dγlj =

∑
klj∈Z

∫
R

dνlj .

Ôóíêöèÿ 4G
C
4 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë [58]

4G
C
4

[
λ21 + ε, λ22 + ε, γ21, γ22

1− λ31, 1− λ32, 1− λ33,−γ11
; 1

]
=

1

2π
lim

ε1→0+

∫
DρΓ(ρ+ ε,−λ2)Γ(ρ,−γ2)Γ(1− ρ,λ3)Γ(ε1 − ρ− γ11) , (3.100)

ãäå

(ρ, ρ̄) =

(
k − κ + 2

2
+ iν,

−k − κ + 2

2
+ iν

)
, k ∈ Z, ν ∈ R .

Äëÿ îáõîäà ïîëþñîâ â èíòåãðàëàõ ââåäåíû ε- è ε1-ïðåäïèñàíèÿ.
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Ïðèìåì

(λlj , λ̄lj) =

(
mlj + κ − 4 + l

2
+ iµlj ,

−mlj + κ − 4 + l

2
+ iµlj

)
, 1 ≤ j ≤ l ≤ 3, (3.101)

ãäå mlj ∈ Z, µlj ∈ R. Â ðàçäåëå 3.5 ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè (3.98), çàäàâàåìûå ïàðàìåòðàìè

âèäà (3.101), îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2(Z4)

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

d12zΦ(z)Ψ(z) ,

ãäå z = ∥zij∥1≤j<i≤4, è d12z =
∏

1≤j<i≤4 d
2zij. Ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè èìååò âèä

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = µ−14 (λ) δ(2)(λ1,λ
′
1) δ

(2)(λ2,λ
′
2) δ

(2)(λ3,λ
′
3) , (3.102)

ãäå íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò µ(λ) è ñèììåòðèçîâàííàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ δ(2)(λm,λ
′
m) äà-

þòñÿ âûðàæåíèÿìè

µ4(λ) =

∏3
m=1

∏
1≤l<j≤m |λml − λmj|2

192π4
, (3.103)

δ(2)(λm,λ
′
m) =

1

m!

∑
τ∈Sm

δ(2)(λm1 − λ′m,τ(1)) . . . δ
(2)(λmm − λ′m,τ(m)) . (3.104)

Ïðîâåðêà ïîëíîòû ïîñòðîåííîãî íàáîðà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé∫
Dλµ4(λ)Ψλ(z)Ψλ(w) =

∏
1≤j<i≤4

δ2(zij − wij)

îñòàåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé.

Îáúÿñíèì òåïåðü, êàê ðåøàåòñÿ ñèñòåìà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íàKγ(λ) (3.91)�

(3.92). Äëÿ íà÷àëà óïðîñòèì åå, âûäåëèâ â Kγ ïðîèçâåäåíèå ãàììà-ôóíêöèé

Kγ(λ) = [−1]γ2 Γ
(
γ11 + λ11 − λ2 + 1

)
Γ
(
1− γ11 + γ2 + λ2 − λ3

)
Γ(λ3,γ2)Pγ(λ) , (3.105)

Ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

(
−γ11 + γ2 + λ2 − λ3

)
Pγ =

2∏
k=1

(γ11 − λ2k + 1) Pγ+e11

+

3∏
k=1

(γ21 − λ3k) Pγ−e21 −
3∏

k=1

(γ22 − λ3k) Pγ−e22

γ21 − γ22
,

(3.106)

(γ21 − γ11)Pγ = Pγ−e11 + Pγ+e21 , (3.107)

(γ22 − γ11)Pγ = Pγ−e11 + Pγ+e22 . (3.108)

Ïðåäñòàâèì Pγ êàê ìíîãîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà íåêîòîðîé ôóíê-
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öèè P (x) ≡ P (x11, x21, x22)

Pγ =

∫
d2x11 d

2x21 d
2x22 [x11]

γ11−1 [x21]
γ21−1[x22]

γ22−1 P (x11, x21, x22) . (3.109)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.109) â óðàâíåíèÿ (3.106�3.108) è èõ àíòèãîëîìîðôíûå êîïèè è èñïîëüçóÿ ñâîé-

ñòâà

α

∫
d2t [t]α−1 f(t) = −

∫
d2x [t]α−1 t∂tf(t) ,

ᾱ

∫
d2t [t]α−1 f(t) = −

∫
d2x [t]α−1 t̄∂t̄f(t) ,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íà P (x)(
x11∂11 −

2∑
k=1

x2k∂2k + λ2 − λ3

)
(x21∂21 − x22∂22)P =

3∏
k=1

(x21∂21 + λ3k)
P

x21

−
3∏

k=1

(x22∂22 + λ3k)
P

x22
+

2∏
k=1

(x11∂11 + λ2k − 1) x11(x21∂21 − x22∂22)P ,

(3.110)

(x21∂21 − x11∂11)P = −x−111 P − x21P , (3.111)

(x22∂22 − x11∂11)P = −x−111 P − x22P . (3.112)

è (
x̄11∂̄11 −

2∑
k=1

x̄2k∂̄2k + λ̄2 − λ̄3

)
(x̄21∂̄21 − x̄22∂̄22)P =

3∏
k=1

(x̄22∂̄22 + λ̄3k)
P

x̄22

−
3∏

k=1

(x̄21∂̄21 + λ̄3k)
P

x̄21
−

2∏
k=1

(x̄11∂̄11 + λ̄2k − 1) x̄11(x̄21∂̄21 − x̄22∂̄22)P,

(3.113)

(x̄21∂̄21 − x̄11∂̄11)P = x̄−111 P + x̄21P, (3.114)

(x̄22∂̄22 − x̄11∂̄11)P = x̄−111 P + x̄22P, (3.115)

ãäå ∂̄ij ≡ ∂
∂x̄ij

è λ̄m =
∑m

i=1 λ̄mi. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü (3.111), (3.112) è (3.114), (3.115),

ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

y1 ≡ x21, y2 ≡ x22, y3 ≡ x11 x21 x22.

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû â (3.110)�(3.115) ïðèíèìàþò âèä

x21∂21 = y1∂y1 + y3∂y3 , x22∂22 = y2∂y2 + y3∂y3 , x11∂11 = y3∂y3 .
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Ïàðû óðàâíåíèé (3.111), (3.112) è (3.114), (3.115) ïåðåïèñûâàþòñÿ êàê∂y1P = −y2 y−13 P − P

∂y2P = −y1 y−13 P − P
,

∂ȳ1P = ȳ2 ȳ
−1
3 P + P

∂ȳ2P = ȳ1 ȳ
−1
3 P + P

, (3.116)

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

P (x) = A(y3) exp
(
−y1 y2 y−13 − y1 − y2

)
exp

(
ȳ1ȳ2ȳ

−1
3 + ȳ1 + ȳ2

)
= A(x11x21x22) exp

(
−x−111 − x21 − x22

)
exp

(
x̄−111 + x̄21 + x̄22

)
, (3.117)

ãäå A(y3) � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.116). Ïîä-

ñòàâëÿÿ (3.117) â (3.110) è (3.113) ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé íà A(y3) [
y3

2∏
k=1

(y3∂y3 + λ2k) +
3∏

k=1

(y3∂y3 − 1 + λ3k)

]
A(y3) = 0 , (3.118)[

ȳ3

2∏
k=1

(ȳ3∂ȳ3 + λ̄2k)−
3∏

k=1

(ȳ3∂ȳ3 − 1 + λ̄3k)

]
A(y3) = 0 . (3.119)

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.15) è (3.10a�3.11b) â [58], ôóíêöèÿ

A(ζ) = c(λ) 2G
C
3

[
1− λ31, 1− λ32, 1− λ33

λ21, λ22
; ζ

]
(3.120)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.118)�3.119, ãäå c(λ) � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ λ.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.117) â (3.109) ñ ó÷åòîì (3.120) è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (3.6) è (ïî êðàéíåé

ìåðå, ôîðìàëüíî) òåîðåìó 1.7 èç óïîìÿíóòîãî èñòî÷íèêà, íàõîäèì

Pγ(λ) = c(λ) 4G
C
4

[
λ21, λ22, γ21, γ22

1− λ31, 1− λ32, 1− λ33,−γ11
; 1

]
. (3.121)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ Pγ(λ) â (3.105), ïîëó÷àåì ôîðìóëó (3.93) äëÿ ÿäðà Kγ(λ).

Ïðîâåðèì òåïåðü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ôóíêöèÿ 4G
C
4 (3.121) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.106)�(3.108). Ïðîâåðêà ñîîòâåòñòâóþùåé àíòèãîëîìîðôíîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ pG
C
p [58]:

pG
C
p

[
a1, . . . , ap

b1, . . . , bp
; z

]
=

1

2πi

∫
Dθ K̃

[
a1, . . . , ap

b1, . . . , bp
; θ

]
[z]−θ, (3.122)
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ãäå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå èìååò âèä

K̃

[
a1, . . . , ap

b1, . . . , bp
; θ

]
=

p∏
i=1

Γ(ai + θ)

p∏
l=1

Γ(bl − θ) , (3.123)

à ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ è èíòåãðàë âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

(θ, θ̄) =
(m
2
+ v, −m

2
+ v
)
,

∫
Dθ =

∑
m∈Z

∫
δ+iR

dv , δ ∈ R .

×èñëî δ ∈ R äîëæíî áûòü âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî v

ðàçäåëÿë äâå ñåðèè ïîëþñîâ, âîçíèêàþùèõ èç äâóõ ïðîèçâåäåíèé â (3.123). Îáîçíà÷èì äëÿ

êðàòêîñòè ÷åðåç G ôóíêöèþ (3.122), ÷åðåç K̃ � ôóíêöèþ (3.123), ÷åðåç G(aj ± 1) � ôóíê-

öèþ (3.122) ñî ñäâèíóòûì íà ±1 ïàðàìåòðîì aj, àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì K̃(aj ± 1) è îáîçíà-

÷åíèÿ äëÿ ñäâèãîâ ïàðàìåòðîâ bj. Ðàâåíñòâà (3.107), (3.108) äëÿ ôóíêöèè (3.121) ñëåäóþò èç

ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ â ïóíêòå 3.2 èç [58], êîòîðîå äëÿ G = 4G
C
4 èìååò âèä

G(ai + 1) +G(bj + 1) = (ai + bj)G . (3.124)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü (3.106), âûâåäåì äëÿ pG
C
p ðàçíîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ, äåéñòâóÿ

ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè èç ðàçäåëà 3 â [111]. Íàéäåì òàêèå êîýôôèöèåíòû E,F,D,

Cj, j = 1, . . . , p, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

(E + Fz)G+DG(b1 − 1) + z

p∑
j=1

Cj G(aj − 1) = 0. (3.125)

Ðàññìîòðèì ÷ëåí zG. Åñëè ïîäñòàâèòü â íåãî ïðåäñòàâëåíèå (3.122) è ñäåëàòü çàìåíó ïåðå-

ìåííûõ ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ

m→ m+ 1, v → v +
1

2
, (3.126)

òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

K̃ z−θ+1 z̄−θ̄ →

p∏
i=1

(ai + θ)

p∏
l=1

(bl − θ − 1)

K̃ [z]−θ,

Äëÿ ñëàãàåìîãî DG(b1− 1) ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â

âèäå

K̃(b1 − 1) =
K̃

b1 − θ − 1
.

Â èíòåãðàëå, ñîîòâåòñòâóþùåì ñëàãàåìîìó zG(aj − 1), ñäåëàåì òàêæå çàìåíó (3.126), â ðå-
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çóëüòàòå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå òðàíñôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

K̃(aj − 1) z−θ+1 z̄−θ̄ →

p∏
i=1
i ̸=j

(ai + θ)

p∏
l=1

(bl − θ − 1)

K̃ [z]−θ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (3.125) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ñëåäóþùåì óñëîâèè íà êîýôôèöèåí-

òû E,F,D,Cj

E +

p∏
i=1

(ai + θ)

p∏
l=1

(bl − θ − 1)

F +
D

b1 − θ − 1
+

p∑
j=1

p∏
i=1
i ̸=j

(ai + θ)

p∏
l=1

(bl − θ − 1)

Cj = 0 ,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî

p∏
l=1

(bl − θ − 1)E +

p∏
i=1

(ai + s)F +

p∏
l=2

(bl − θ − 1)D +

p∑
j=1

p∏
i=1
i ̸=j

(ai + θ) Ck = 0 . (3.127)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå îáíóëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà îò θ ñòåïåíè p.

×èñëî íåèçâåñòíûõ E,F,D, Cj, j = 1, . . . , p ðàâíî p + 3. Ôèêñèðóåì E = 1. Ðàññìàòðè-

âàÿ ñòàðøèé ÷ëåí â (3.127), ïîëó÷àåì F = (−1)p+1. Ïîäñòàâëÿÿ â (3.127) ÷àñòíûå çíà÷å-

íèÿ s = −aq, q = 1, . . . , p, íàõîäèì

Cj = −
(b1 + aj − 1 +D)

p∏
l=2

(bl + aj − 1)

p∏
i=1
i ̸=j

(ai − aj)

.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû â (3.125) è ïðèðàâíÿâ D = 0, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå äëÿ ôóíêöèè pG
C
p (3.122)

(1 + (−1)p+1z)G = z

p∑
j=1

p∏
l=1

(bl + aj − 1)

p∏
i=1
i ̸=j

(ai − aj)

G(aj − 1). (3.128)

Ïðè D = 1, èñïîëüçóÿ (3.128), ìîæíî âûâåñòè èç (3.125) åùå îäíó ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ
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ñäâèãè ïàðàìåòðîâ bl è ai

G(b1 − 1) = z

p∑
j=1

p∏
l=2

(bl + aj − 1)

p∏
i=1
i ̸=j

(ai − aj)

G(aj − 1). (3.129)

Ïî àíàëîãèè ñ (3.125), ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà âèäà

(E + Fz)G+ (D +D′z)G(b1 + 1) + z

p∑
j=1

Cj G(aj − 1) = 0

äëÿ íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ E,F,D,D′, Cj, ïóòåì âû÷èñëåíèé, ñõîæèõ ñ (3.126)�(3.129),

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå[
1 + (−1)p+1(

p∑
l=1

bl +

p∑
i=1

ai − p+ 2)z

]
G = −(1 + (−1)p+1z)G(b1 + 1)

+ z

p∑
j=1

(b1 + aj + 1)
p∏

l=1

(bl + aj − 1)

p∏
i=1
i ̸=j

(ai − aj)

G(aj − 1). (3.130)

Ïðè ÷åòíîì p è z = 1, óìíîæàÿ ñîîòíîøåíèå (3.128) íà −(b1 + 1) è ñêëàäûâàÿ ðåçóëüòàò

ñ (3.130), ïîëó÷àåì

[
p∑

l=1

bl +

p∑
i=1

ai − p+ 1

]
G = −

p∑
j=1

aj
p∏

l=1

(bl + aj − 1)

p∏
i=1
i ̸=j

(ai − aj)

G(aj − 1). (3.131)

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåðåñóþùèé íàñ ñëó÷àé G = 4G
C
4 èç (3.121). Ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ

çíà÷åíèÿõ p = 4, z = 1 ðàâåíñòâà (3.128), (3.129) è (3.131) ïðèíèìàþò âèä

2∑
l=1

(−γ11 + λ2l − 1)
3∏

j=1

(λ2l − λ3j)

(λ2l̃ − λ2l)
2∏

j=1

(γ2j − λ2l)

G(λ2l − 1)

+
2∑

r=1

(−γ11 + γ2r − 1)
3∏

j=1

(γ2r − λ3j)

(γ2r̃ − γ2r)
2∏

j=1

(λ2j − γ2r)

G(γ2r − 1) = 0 (3.132)
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(ãäå 1̃ = 2, 2̃ = 1),

G(γ11 + 1) =
2∑

l=1

3∏
j=1

(λ2l − λ3j)

(λ2l̃ − λ2l)
2∏

j=1

(γ2j − λ2l)

G(λ2l − 1)

+
2∑

r=1

3∏
j=1

(γ2r − λ3j)

(γ2r̃ − γ2r)
2∏

j=1

(λ2j − γ2r)

G(γ2r − 1) (3.133)

è

(−γ11 + γ2 + λ2 − λ3)G = −
2∑

l=1

λ2l(−γ11 + λ2l − 1)
3∏

j=1

(λ2l − λ3j)

(λ2l̃ − λ2l)
2∏

j=1

(γ2j − λ2l)

G(λ2l − 1)

−
2∑

r=1

γ2r(−γ11 + γ2r − 1)
3∏

j=1

(γ2r − λ3j)

(γ2r̃ − γ2r)
2∏

j=1

(λ2j − γ2r)

G(γ2r − 1) . (3.134)

Âû÷èòàÿ èç (3.134) ðàâåíñòâî (3.133), óìíîæåííîå íà
∏2

j=1(γ11 − λ2j + 1), ïîëó÷àåì

(−γ11 −
∑

λ3j +
∑

γ2j +
∑

λ2j)G−
2∏

j=1

(γ11 − λ2j + 1)G(γ11 + 1)

= (γ11 −
∑

λ2j + 1)
2∑

l=1

(γ11 − λ2l + 1)
3∏

j=1

(λ3j − λ2l)

(λ2l̃ − λ2l)
2∏

j=1

(γ2j − λ2l)

G(λ2l − 1)

+
2∑

r=1

[
2∏

j=1

(γ11 − λ2j + 1)− γ2r(γ11 − γ2r + 1)

]
3∏

j=1

(λ3j − γ2r)

(γ2r̃ − γ2r)
2∏

j=1

(λ2j − γ2r)

G(γ2r − 1).

(3.135)

Ïðè ïîìîùè (3.132) âûðàæåíèå

2∑
l=1

(γ11 − λ2l + 1)
3∏

j=1

(λ3j − λ2l)

(λ2l̃ − λ2l)
2∏

j=1

(γ2j − λ2l)

G(λ2l − 1)

â (3.135) ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ G(γ21−1) è G(γ22−1). Ïðåîáðàçîâàâ

òàêèì îáðàçîì òîæäåñòâî (3.135), ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè ñîîòíîøåíèå (3.106), êîòîðîå
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òðåáîâàëîñü ïðîâåðèòü.

Íàêîíåö, âûâåäåì óñëîâèÿ (3.95), (3.96) íà êîýôôèöèåíò c(λ). Êàê è â ñëó÷àå äðó-

ãèõ âû÷èñëåíèé, ïîëó÷èì ãîëîìîðôíûå óñëîâèÿ, âûâîä àíòèãîëîìîðôíûõ âûãëÿäèò àíàëî-

ãè÷íî. Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëàìè (3.75)�(3.77), ïîäåéñòâóåì íà Ψλ (3.90) ìèíîðàìè B2 =

L(λ2i)
12
13 è B3 = L(λ3i)

123
124, èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (3.88) äëÿ SL(4,C) ìèíîðîâ

÷åðåç SL(3,C) ìèíîðû è êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ (3.91)�(3.92). Òîãäà îæèäàåìûå

ôîðìóëû (3.97) äëÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ B2, B3 áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ

íà ôóíêöèþ Pγ(λ) (íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Pγ ïî ôîðìóëå (3.105) âûðàæàåòñÿ ÿäðî èíòåãðàëü-

íîãî àíçàöà äëÿ Ψλ)

(λ2i − γ11)Pγ(λ)− Pγ−e11(λ) = − Mi(λ)

λ2i − λ11
Pγ(λ+ e2i), i = 1, 2, (3.136)

(
−γ11 + γ2 + λ2 − λ3

)
Pγ(λ)−

∑
m=1,2

(γ2m − γ11 − 1)
3∏

k=1
k ̸=i

(γ2m − λ3k)
Pγ−e2m(λ)

γ2m − γ2m̃

=
M′

i(λ)

λ3i − σ1 + 1
Pγ(λ+ e3i), i = 1, 2, 3,

(3.137)

ãäå 1̃ = 2, 2̃ = 1. Êîýôôèöèåíòû Mi(λ), M′
i(λ) (3.97) âîçíèêàþò ïðè äåéñòâèè L(λ2i)

12
13

è L(λ3i)
123
124 íà Ψλ. Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíóþ ôîðìóëó (3.121) äëÿ Pγ(λ) â (3.136) è èñïîëüçóÿ (3.124),

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (3.95) íà c(λ).

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè (3.96) íà êîýôôèöèåíò c(λ) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî (3.137). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (3.129) ïðè p = 4, z = 1, b1 = 1− λ3i äëÿ ôóíêöèè

G = 4G
C
4

[
λ21, λ22, γ21, γ22

1− λ31, 1− λ32, 1− λ33,−γ11
; 1

]

ïîëó÷àåì

G(λ3i + 1) =
2∑

l=1

(−γ11 + λ2l − 1)
3∏

j=1
j ̸=i

(λ2l − λ3j)

(λ2l̃ − λ2l)
2∏

j=1

(γ2j − λ2l)

G(λ2l − 1)

+
2∑

r=1

(−γ11 + γ2r − 1)
3∏

j=1
j ̸=i

(γ2r − λ3j)

(γ2r̃ − γ2r)
2∏

j=1

(λ2j − γ2r)

G(γ2r − 1) , (3.138)

ãäå 1̃ = 2, 2̃ = 1. Âû÷èòàÿ èç (3.134) ðàâåíñòâî (3.138), óìíîæåííîå íà
∏2

j=1(λ3i − λ2j), ïðè-
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õîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó

(
−γ11 + γ2 + λ2 − λ3

)
G−

2∏
j=1

(λ3i − λ2j) G(λ3i + 1)

= (−λ2 + λ3i)
2∑

l=1

(−γ11 + λ2l − 1)
3∏

j=1

(λ2l − λ3j)

(λ2l̃ − λ2l)
2∏

j=1

(γ2j − λ2l)

G(λ2l − 1)

+
2∑

r=1

(−γ11 + γ2r − 1)
3∏

j=1
j ̸=i

(γ2r − λ3j)

[
−γ2r(γ2r − λ3i)−

2∏
j=1

(λ2j − λ3i)

]

(γ2r̃ − γ2r)
2∏

j=1

(λ2j − γ2r)

G(γ2r − 1).

(3.139)

Ïðè ïîìîùè (3.132) âûðàæåíèå

2∑
l=1

(−γ11 + λ2l − 1)
3∏

j=1

(λ2l − λ3j)

(λ2l̃ − λ2l)
2∏

j=1

(γ2j − λ2l)

G(λ2l − 1)

èç (3.139) ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ G(γ21−1) è G(γ22−1), è â ðåçóëü-

òàòå òîæäåñòâî (3.139) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(
−γ11 + γ2 + λ2 − λ3

)
G−

2∏
j=1

(λ3i − λ2j)G(λ3i + 1)

=
2∑

r=1

(γ2r − γ11 − 1)
3∏

j=1
j ̸=i

(γ2r − λ3j)

γ2r − γ2r̃
G(γ2r − 1) .

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå è óñëîâèå (3.96) íà c(λ)

c(λ+ e3j) =

(λ3j − σ1 + 1)
2∏

k=1

(λ3j − λ2k)

M′
j(λ)

c(λ) ,

íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

Pγ(λ) = c(λ)G = c(λ) 4G
C
4

[
λ21, λ22, γ21, γ22

1− λ31, 1− λ32, 1− λ33,−γ11
; 1

]

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.137), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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3.5 Îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

3.5.1 Äîêàçàòåëüñòâî îðòîãîíàëüíîñòè â ñëó÷àå N = 3

Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Z3) èìååò âèä

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

d2z21 d
2z31 d

2z32Φ(z21, z31, z32)Ψ(z21, z31, z32) .

Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (3.81) êâàíòîâûõ ìèíîðîâ

L-îïåðàòîðà â ñëó÷àå SL(3,C)

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = µ−13 (λ) δ(2)(λ11 − λ′11) δ
(2)(λ2,λ

′
2) . (3.140)

Íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò è ñèììåòðè÷íàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ äàþòñÿ ôîðìóëàìè (3.87)

è (3.104)

µ3(λ) =
|λ21 − λ22|2

64π8

δ(2)(λm,λ
′
m) =

1

m!

∑
τ∈Sm

δ(2)(λm1 − λm,τ(1)) . . . δ
(2)(λmm − λm,τ(m)) ,

ãäå äåëüòà-ôóíêöèÿ δ(2) îïðåäåëåíà â (1.58). Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

Ψλ(z21, z31, z32) = lim
ε→0+

∫
Dγ11K(ε)

γ (λ) Φγ(z32) [z21]
−γ11−1−λ11+λ2 [z31]

γ11+σ1−1−λ2 , (3.141)

ãäå Φγ(z32) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè (3.66), ÿäðî
èíòåãðàëà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèè

K(ε)
γ (λ) = [−1]λ2 Γ(1− σ1,−λ2)Γ

(
γ11 + λ11 − λ2 + 1

)
Γ(λ2 + ε,γ1) , (3.142)

è èñïîëüçóþòñÿ êîìïàêòíûå îáîçíà÷åíèÿ (3.83). Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ è èíòåãðàë

â (3.141) èìåþò âèä

(γ11 , γ̄11) =

(
k + κ − 1

2
+ iν,

−k + κ − 1

2
+ iν

)
, k ∈ Z, ν ∈ R, (3.143)∫

Dγ11 ≡
∑
k∈Z

∫
R

dν .
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ãäå êîíñòàíòà κ ∈ R ñâÿçàíà ñ ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè (3.18). Ñîîòíî-

øåíèå (3.140) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ, λ′

(λlj , λ̄lj) =

(
mlj + κ − 3 + l

2
+ iµlj ,

−mlj + κ − 3 + l

2
+ iµlj

)
,

(λ′lj , λ̄
′
lj) =

(
m′lj + κ − 3 + l

2
+ iµ′lj ,

−m′lj + κ − 3 + l

2
+ iµ′lj

)
, 1 ≤ j ≤ l ≤ 2,

(3.144)

ãäå mlj, m
′
lj ∈ Z è µlj, µ

′
lj ∈ R.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (3.140), íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè Ψλ. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñòå-

ïåííûõ ôóíêöèé è ãàììà-ôóíêöèè (1.14), (À.5), à òàêæå ñâîéñòâà ïàðàìåòðîâ (3.18), (3.143),

(3.144)

σ̄∗j = κ − σj , γ̄∗11 = κ − 1− γ11 , λ̄∗lj = κ − 3 + l − λlj ,

ïîëó÷àåì

Ψλ(z21, z31, z32) = lim
ε→0+

∫
Dγ11K(ε) ∗

γ (λ) Φγ(z32) [z21]
γ11+λ11−λ2 [z31]

−γ11+λ2−σ1 , (3.145)

ãäå

K(ε) ∗
γ (λ) = [−1]γ11+λ11 Γ(σ1,λ2)Γ

(
λ2 − γ11 − λ11

)
Γ(γ1 + ε,λ2) . (3.146)

Ïðè ïîìîùè (3.141) è (3.145) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïåðåïèñûâàåòñÿ

êàê

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = lim
ε→0+

∫
Dγ11Dγ′11K(ε) ∗

γ (λ)K
(ε)
γ′ (λ

′) ⟨Φγ |Φγ′⟩
∫

d2z31 [z31]
γ′
11−γ11+λ2−λ′

2−1

×
∫

d2z21 [z21]
γ11−γ′

11+λ11−λ′
11−λ2+λ′

2−1 ,

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè èìååò âèä

⟨Φγ |Φγ′⟩ =
∫

d2z32Φγ(z32) Φγ′(z32) .

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ N = 2 (3.69)

⟨Φγ |Φγ′⟩ = 2π2 δ(2)(γ11 − γ′11)

è ôîðìóëó äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè (3.70)∫
d2z21 [z21]

γ11−γ′
11+λ11−λ′

11−λ2+λ′
2−1 = 2π2δ(2)

(
γ11 − γ′11 + λ11 − λ′11 − λ2 + λ′2

)
,∫

d2z31 [z31]
γ′
11−γ11+λ2−λ′

2−1 = 2π2δ(2)
(
γ′11 − γ11 + λ2 − λ′2

)
,
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ïðåîáðàçóåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = 8π6 δ(2)(λ11 − λ′11) δ
(2)
(
λ2 − λ′2

)
lim
ε→0+

∫
Dγ11K(ε) ∗

γ (λ)K(ε)
γ (λ′) (3.147)

Ïîäñòàâèì â ïîëó÷èâøååñÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ôîðìóëû (3.142) è (3.146) äëÿ K
(ε) ∗
γ

è K
(ε)
γ . Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ γ11 = γ′11 è λ2 = λ′2 (ââèäó ïðèñóòñòâèÿ äåëüòà ôóíêöèé â (3.147)),

ñîêðàòèì äâå ãàììà-ôóíêöèè ïðè ïîìîùè (À.4), è â ðåçóëüòàòå èíòåãðàë ïðèìåò âèä∫
Dγ11K(ε) ∗

γ (λ)K(ε)
γ (λ′) = Γ(1− σ1,−λ′2)Γ(σ1,λ2)

∫
Dγ11 Γ(λ′2 + ε,γ1)Γ(γ1 + ε,λ2)

=
2π

Γ(4ε)
Γ(1− σ1,−λ′2)Γ(σ1,λ2)Γ(λ

′
2 + 2ε,λ2) . (3.148)

×òîáû âçÿòü èíòåãðàë â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ìû èñïîëüçîâàëè ïðîñòåéøèé ñëó÷àé êîìïëåêñ-

íîãî àíàëîãà èíòåãðàëà Ãóñòàôñîíà A-òèïà (ôîðìóëà (2.3a) â [54])

1

2π

∫
Dρ

∏
i=1,2

Γ(αi − ρ)Γ(βi + ρ) =

∏2
i,j=1 Γ(αi + βj)

Γ
(
α1 + α2 + β1 + β2

) . (3.149)

Ïîäñòàâèâ ðåçóëüòàò (3.148) â (3.147) è ïðåîáðàçóÿ ãàììà-ôóíêöèþ

1

Γ(4ε)
= 4ε

Γ(1− 4ε)

Γ(1 + 4ε)
,

ïåðåïèñûâàåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â âèäå

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = 16π7 Γ(1− σ1,−λ′2)Γ(σ1,λ2)

× δ(2)(λ11 − λ′11) δ
(2)
(
λ2 − λ′2

)
lim
ε→0+

4εΓ(λ′2 + 2ε,λ2) .

×òîáû ïîëó÷èòü èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå (3.140), îñòàåòñÿ

ïðèìåíèòü ôîðìóëó

δ(2)
(
λ2 − λ′2

)
lim
ε→0+

4εΓ(λ′2 + 2ε,λ2) =
4π [−1]λ2

|λ21 − λ22|2
δ(2)(λ2,λ

′
2) (3.150)

è ñâîéñòâî ãàììà-ôóíêöèè (À.4)

Γ(1− σ1,−λ2)Γ(σ1,λ2) = [−1]λ2−2σ1 = [−1]λ2 .

Äîêàæåì (3.150). Ââèäó ïðèñóòñòâèÿ ìíîæèòåëÿ ε, íåòðèâèàëüíûé âêëàä â ïðåäåë ïðè ε→
0+ îïðåäåëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòüþ âûðàæåíèÿ Γ(λ′2+2ε,λ2). Âûäåëèì ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü

ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû Γ(t+ 1) = tΓ(t) äëÿ ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà

Γ(λ′2 + 2ε,λ2) →
2∏

i,j=1

Γ(1 + λ′2i − λ2j)

Γ(1− λ̄′2i + λ̄2j)

2∏
i,j=1

1

λ′2i − λ2j + 2ε
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è èñïîëüçóåì äåòåðìèíàíòíóþ ôîðìóëó Êîøè

(λ′21 − λ′22) (λ22 − λ21)
2∏

i,j=1

(λ′2i − λ2j + 2ε)

= det
i,j∈{1,2}

(
1

λ′2i − λ2j + 2ε

)

=
1

(λ′21 − λ21 + 2ε)(λ′22 − λ22 + 2ε)
− 1

(λ′21 − λ22 + 2ε)(λ′22 − λ21 + 2ε)
. (3.151)

Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü (3.150) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

δ(2)
(
λ2 − λ′2

)
lim
ε→0+

4εΓ(λ′2 + 2ε,λ2) =
δ(2)
(
λ2 − λ′2

)
(λ′21 − λ′22) (λ22 − λ21)

2∏
i,j=1

Γ(1 + λ′2i − λ2j)

Γ(1− λ̄′2i + λ̄2j)

×
(

lim
ε→0+

4ε

(λ′21 − λ21 + 2ε)(λ21 − λ′21 + 2ε)
− lim

ε→0+

4ε

(λ′21 − λ22 + 2ε)(λ22 − λ′21 + 2ε)

)
,

ãäå ìû ïåðåïèñàëè äðîáè èç (3.151) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå ââèäó ïðèñóòñòâèÿ äåëüòà-ôóíêöèè

δ(2)
(
λ2 − λ′2

)
. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.122) ïîëó÷àåì

lim
ε→0+

4ε

(λ′21 − λ21 + 2ε)(λ21 − λ′21 + 2ε)
= 2π δ(2)(λ21 − λ′21) ,

è àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî. Ñëåäîâàòåëüíî,

δ(2)
(
λ2 − λ′2

)
lim
ε→0+

4εΓ(λ′2 + 2ε,λ2) =
4π δ(2)(λ2,λ

′
2)

(λ21 − λ22) (λ22 − λ21)

2∏
i,j=1

Γ(1 + λ2i − λ2j)

Γ(1− λ̄2i + λ̄2j)
. (3.152)

Ïîñëå ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû äëÿ ãàììà-

ôóíêöèè Ýéëåðà è ñâîéñòâà (À.4)

1

(λ21 − λ22) (λ22 − λ21)

2∏
i,j=1

Γ(1 + λ2i − λ2j)

Γ(1− λ̄2i + λ̄2j)

=
1

(λ21 − λ22) (−λ̄21 + λ̄22)

Γ(1 + λ21 − λ22)

Γ(−λ̄21 + λ̄22)

Γ(λ22 − λ21)

Γ(1− λ̄22 + λ̄21)

=
1

|λ21 − λ22|2
Γ(1 + λ21 − λ22)Γ(λ21 − λ22) =

[−1]λ21−λ22

|λ21 − λ22|2
=

[−1]λ2

|λ21 − λ22|2

ïîëó÷àåì èç (3.152) íóæíîå ñîîòíîøåíèå (3.150).
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3.5.2 Äîêàçàòåëüñòâî îðòîãîíàëüíîñòè â ñëó÷àå N = 4

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Z4) èìååò ñòàíäàðòíûé âèä

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

d12zΦ(z)Ψ(z) ,

ãäå z = ∥zij∥1≤j<i≤4 � ìàòðè÷íîçíà÷íûé àðãóìåíò ôóíêöèé, è d12z =
∏

1≤j<i≤4 d
2zij. Äîêà-

æåì ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè (3.102) äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé SL(4,C)-èíâàðèàíòíîé
ñïèíîâîé öåïî÷êè Ψλ (3.98)

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = µ−14 (λ) δ(2)(λ1,λ
′
1) δ

(2)(λ2,λ
′
2) δ

(2)(λ3,λ
′
3) , (3.153)

ãäå íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò è ñèììåòðè÷íàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ îïðåäåëåíû â (3.103)

è (3.104)

µ4(λ) =

∏3
m=1

∏
1≤l<j≤m |λml − λmj|2

192π4
,

δ(2)(λm,λ
′
m) =

1

m!

∑
τ∈Sm

δ(2)(λm1 − λ′m,τ(1)) . . . δ
(2)(λmm − λ′m,τ(m)) ,

à äåëüòà-ôóíêöèÿ δ(2) äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.58). Ñîîòíîøåíèå (3.153) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ñëåäó-

þùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ è λ′

(λlj , λ̄lj) =

(
mlj + κ − 4 + l

2
+ iµlj ,

−mlj + κ − 4 + l

2
+ iµlj

)
,

(λ′lj , λ̄
′
lj) =

(
m′lj + κ − 4 + l

2
+ iµ′lj ,

−m′lj + κ − 4 + l

2
+ iµ′lj

)
, 1 ≤ j ≤ l ≤ 3 . (3.154)

Íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

Ψλ(z21, z31, z41, z
′) = lim

ε→0+

∫
Dγ µ3(γ)K

(ε)
γ (λ) Φγ(z

′) [z21]
−γ11−λ11+λ2−1

×[z31]
γ11−γ2−λ2+λ3−1 [z41]

σ1−1+γ2−λ3 , (3.155)

ãäå z′ = (z32, z42, z43), è Φγ(z
′) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ N = 3 (3.81). Ïåðåìåííûå γ,

èíòåãðàë è ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

(γlj, γ̄lj) =

(
klj + κ − 3 + l

2
+ iνlj,

−klj + κ − 3 + l

2
+ iνlj

)
, 1 ≤ j ≤ l ≤ 2 , (3.156)∫

Dγ =
∏

1≤j≤l≤2

∫
Dγlj ,

∫
Dγlj =

∑
nlj∈Z

∫
R

dµlj ,

µ3(γ) =
|γ21 − γ22|2

64π8
.
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ßäðî èíòåãðàëà K
(ε)
γ (λ) äàåòñÿ ôîðìóëîé (3.99). Îíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷å-

ñêóþ ôóíêöèþ 4G
C
4 , èìåþùóþ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (3.100). Òàêèì îáðàçîì, ÿâíîå

âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà ñëåäóþùåå

K(ε)
γ (λ) =

[−1]λ2+γ2

2π
Γ(1− σ1,−λ3)Γ

(
1− γ11 + γ2 + λ2 − λ3

)
Γ(λ3 + ε,γ2)

× Γ
(
γ11 + λ11 − λ2 + 1

)
lim

ε1→0+

∫
Dρ Γ(ρ+ ε,−λ2)Γ(ρ,−γ2)Γ(1− ρ,λ3)Γ(ε1 − ρ− γ11) ,

(3.157)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ êîìïàêòíûå îáîçíà÷åíèÿ (3.83), è

(ρ, ρ̄) =

(
k − κ + 2

2
+ iν,

−k − κ + 2

2
+ iν

)
, k ∈ Z , ν ∈ R . (3.158)

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ñäâèíåì àðãóìåíòû ãàììà-ôóíêöèé â (3.157)

íà ε, ε1

Γ
(
γ11 + λ11 − λ2 + 1

)
→ Γ

(
γ11 + λ11 − λ2 + 1− 2ε1

)
,

Γ(ρ,−γ2) → Γ(ρ− 3ε,−γ2) , Γ(1− ρ,λ3) → Γ(1− ρ+ 2ε,λ3) .

Ïîñêîëüêó ïîëþñà ýòèõ ãàììà-ôóíêöèé îòäåëåíû îò êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî νlj è ν, ýòè

èíôèíèòåçèìàëüíûå ñäâèãè íå ïîâëèÿþò íà ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ â (3.157) è (3.155).

ßäðî ïðèíèìàåò âèä

K(ε)
γ (λ) =

[−1]λ2+γ2

2π
Γ(1− σ1,−λ3)Γ

(
1− γ11 + γ2 + λ2 − λ3

)
Γ(λ3 + ε,γ2)

× lim
ε1→0+

Γ
(
γ11 + λ11 − λ2 + 1− 2ε1

) ∫
Dρ Γ(ρ+ ε,−λ2)Γ(ρ− 3ε,−γ2)

× Γ(1− ρ+ 2ε,λ3)Γ(ε1 − ρ− γ11) . (3.159)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (3.153), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè Ψλ. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà êîìïëåêñíîãî ñî-

ïðÿæåíèÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé è ãàììà-ôóíêöèé (1.14), (À.5), à òàêæå ñâîéñòâà ïàðàìåò-

ðîâ (3.18), (3.154) è (3.156), íàõîäèì

Ψλ(z21, z31, z41, z′) = lim
ε→0+

∫
Dγ µ3(γ)K

(ε) ∗
γ (λ) Φγ(z′) [z21]

γ11+λ11−λ2−1

×[z31]
−γ11+γ2+λ2−λ3 [z41]

−σ1−γ2+λ3 , (3.160)
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ãäå

K(ε) ∗
γ (λ) =

[−1]λ11−γ11−λ3−σ1

2π
Γ(σ1,λ3)Γ

(
γ11 − γ2 − λ2 + λ3

)
Γ(γ2 + ε,λ3)

× lim
ε1→0+

Γ
(
λ2 − λ11 − γ11 − 2ε1

) ∫
Dρ Γ(ε− ρ,λ2)Γ(1− ρ− 3ε,γ2)

× Γ(ρ+ 2ε,−λ3)Γ(ε1 + ρ+ γ11) . (3.161)

Ïðèìåíÿÿ (3.155) è (3.160), ïåðåïèñûâàåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â

âèäå

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = lim
ε→0+

∫
DγDγ ′ µ3(γ)µ3(γ

′)K(ε) ∗
γ (λ)K

(ε)
γ′ (λ

′) ⟨Φγ |Φγ′⟩

×
∫

d2z21 [z21]
γ11−γ′

11+λ11−λ′
11−γ2+γ′

2−1
∫

d2z31 [z31]
−γ11+γ′

11+γ2−γ′
2+λ2−λ′

2−λ3+λ′
3−1

×
∫

d2z41 [z41]
−γ2+γ′

2+λ3−λ′
3−1 , (3.162)

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé SL(3,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè
èìååò âèä

⟨Φγ |Φγ′⟩ =
∫

d2z32 d
2z42 d

2z43Φγ(z
′) Φγ′(z′) .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ N = 3 (3.86)

⟨Φγ |Φγ′⟩ = µ−13 (γ) δ(2)(γ11 − γ′11) δ
(2)(γ2,γ

′
2)

è èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè (3.70)∫
d2z [z]x−1 = 2π2 δ(2)(x) ,

ïåðåïèñûâàåì (3.162) â ôîðìå

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = 8π6 δ(2)(λ11 − λ′11) δ
(2)
(
λ2 − λ2

′) δ(2)(λ3 − λ3
′)

× lim
ε→0+

∫
Dγ µ3(γ)K

(ε) ∗
γ (λ)K(ε)

γ (λ′) . (3.163)

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë â (3.163) ñ ó÷åòîì óñëîâèé

λ11 = λ′11 , λ2 = λ2
′ , λ3 = λ3

′ , (3.164)

âîçíèêàþùèõ ââèäó ïðèñóòñòâèÿ äåëüòà-ôóíêöèé. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ K
(ε)
γ è K

(ε) ∗
γ
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(3.159), (3.161), ïåðåïèøåì ýòîò èíòåãðàë â âèäå∫
Dγ µ3(γ)K

(ε) ∗
γ (λ)K(ε)

γ (λ′)

=
[−1]λ11−σ1 Γ(σ1,λ3)Γ(1− σ1,−λ′3)

4π2

∫
DρDρ′Dγ2 µ3(γ)Γ(ρ+ 2ε,−λ3)Γ(1− ρ′ + 2ε,λ′3)

× Γ(ε− ρ,λ2)Γ(ρ
′ + ε,−λ′2)Γ(γ2 + ε,λ3)Γ(λ

′
3 + ε,γ2)Γ(1− ρ− 3ε,γ2)Γ(ρ

′ − 3ε,−γ2)

× I1(ρ, ρ
′,λ) , (3.165)

ãäå Dγ2 = Dγ21Dγ22, è âûðàæåíèå I(ρ, ρ′,λ) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

I(ρ, ρ′,λ) = lim
ε1→0+

∫
Dγ11 Γ(ε1 − ρ′ − γ11)Γ

(
λ2 − λ11 − 2ε1 − γ11

)
×Γ(γ11 + ε1 + ρ)Γ

(
γ11 + λ11 − λ2 + 1− 2ε1

)
.

Ïåðåìåííàÿ ρ′ � àíàëîã ρ (3.158) � èìååò âèä

(ρ′, ρ̄′) =

(
k′ − κ + 2

2
+ iν ′,

−k′ − κ + 2

2
+ iν ′

)
, k′ ∈ Z , ν ′ ∈ R .

Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë Ãóñòàôñîíà (3.149), íàõîäèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ I(ρ, ρ′,λ)

I(ρ, ρ′,λ) = 2π lim
ε1→0+

Γ
(
λ11 − λ2 + 1− ε1 − ρ′, λ2 − λ11 − ε1 + ρ, 1− 4ε1, 2ε1 + ρ− ρ′

)
Γ(1− 2ε1 + ρ− ρ′)

= 2π [−1]ρ−ρ
′
lim

ε1→0+
Γ
(
λ11 − λ2 + 1− ε1 − ρ′, λ2 − λ11 − ε1 + ρ, 2ε1 +∆± (ρ− ρ′)

)
× 4ε1

(ρ− ρ′ + 2ε1) (ρ′ − ρ+ 2ε1)
, (3.166)

ãäå (∆, ∆̄) = (1, 0), è èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ (À.1), (À.2) äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ãàììà-ôóíêöèé.

Íà ïîñëåäíåì øàãå ìû âûäåëèëè áåñêîíå÷íî ìàëóþ ÷àñòü èç Γ(1− 4ε1) è ñèíãóëÿðíûå ìíî-

æèòåëè èç ãàììà-ôóíêöèé

Γ(1− 4ε1) =
Γ(1− 4ε1)

Γ(4ε1)
= 4ε1

Γ(1− 4ε1)

Γ(1 + 4ε1)
∼ 4ε1 , ε1 → 0+ ,

Γ(2ε1 + ρ− ρ′)

Γ(1− 2ε1 + ρ− ρ′)
= Γ

(
2ε1 ± (ρ− ρ′)

)
=

Γ
(
2ε1 +∆± (ρ− ρ′)

)
(ρ− ρ′ + 2ε1) (ρ′ − ρ+ 2ε1)

.

Òàê êàê ãàììà-ôóíêöèè â (3.166) íå ñîäåðæàò ïîëþñîâ íà êîíòóðàõ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ν è ν ′

â ïðåäåëå ε→ 0, òî ïðåäåë âñåãî âûðàæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðåäåëó âèäà (1.122)

lim
ε1→0+

4ε1
(ρ− ρ′ + 2ε1) (ρ′ − ρ+ 2ε1)

= 2π δ(2)(ρ− ρ′) .

Òàêèì îáðàçîì,

I(ρ, ρ′,λ) = 4π2 [−1]λ2−λ11+ρ δ(2)(ρ− ρ′) . (3.167)
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Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò (3.167) â (3.165), ïîëó÷àåì∫
Dγ µ3(γ)K

(ε) ∗
γ (λ)K(ε)

γ (λ′)

= Γ(σ1,λ3)Γ(1− σ1,−λ′3)

∫
Dρ [−1]λ2−σ1+ρ Γ(ρ+ 2ε,−λ3)Γ(1− ρ+ 2ε,λ′3)

× Γ(ε− ρ,λ2)Γ(ρ+ ε,−λ′2) Jε(ρ,λ,λ
′) ,

ãäå

Jε(ρ,λ,λ
′) =

∫
Dγ2 µ3(γ)Γ(λ

′
3 + ε,γ2)Γ(1− ρ− 3ε,γ2)Γ(γ2 + ε,λ3)Γ(ρ− 3ε,−γ2) .

×òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë Jε, èñïîëüçóåì ôîðìóëó (3.5) èç [54] äëÿ N = 3, ïðè ïîìîùè

ñîîòíîøåíèé (À.3), (À.5) äëÿ ãàììà-ôóíêöèè îíà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

1

8π2

∫
Du1Du2 |u1 − u2|2

4∏
j=1

2∏
i=1

Γ(αj − ui)Γ(ui + βj) = [−1]
∑4

j=1 αj

4∏
i,j=1

Γ(αi + βj) .

Íàêëàäûâàåìîå íà ïàðàìåòðû óñëîâèå
∑4

i=1(αi+βi) = 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ Jε áëàãîäàðÿ (3.164)

λ′3 + 3ε+ 1− ρ− 3ε− λ3 + 3ε+ ρ− 3ε = 1 .

Òàêèì îáðàçîì,

Jε(ρ,λ,λ
′) =

[−1]λ3−ρ

8π6
Γ(1− ρ− 2ε,λ3)Γ(ρ− 2ε,−λ′3)Γ(1− 6ε)Γ(λ′3 + 2ε,λ3) .

Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ Jε è ñîêðàòèâ íåêîòîðûå ãàììà-ôóíêöèè ïðè ïîìî-

ùè (À.4), ïîëó÷èì

∫
Dγ µ3(γ)K

(ε) ∗
γ (λ)K(ε)

γ (λ′) =
[−1]λ3+λ2−σ1

8π6
Γ(σ1,λ3)Γ(1− σ1,−λ′3)

× Γ(1− 6ε)Γ(λ′3 + 2ε,λ3)

∫
Dρ Γ(ε− ρ,λ2)Γ(ρ+ ε,−λ′2) .

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âíîâü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Ãóñòàôñî-

íà (3.149), è â ðåçóëüòàòå âñå òîæäåñòâî ïðèíèìàåò âèä∫
Dγ µ3(γ)K

(ε) ∗
γ (λ)K(ε)

γ (λ′)

=
[−1]λ3+λ2−σ1

4π5
Γ(σ1,λ3)Γ(1− σ1,−λ′3)Γ(1− 6ε)Γ(λ′3 + 2ε,λ3)

Γ(λ′2 + 2ε,λ2)

Γ(4ε)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò â (3.163) è âûäåëÿÿ â ìíîæèòåëÿõ Γ(1−6ε), 1/Γ(4ε) èíôè-



147

íèòåçèìàëüíóþ ÷àñòü

Γ(1− 6ε) = 6ε
Γ(1− 6ε)

Γ(1 + 6ε)
,

1

Γ(4ε)
= 4ε

Γ(1− 4ε)

Γ(1 + 4ε)
,

ïåðåïèñûâàåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â âèäå

⟨Ψλ|Ψλ′⟩ = 2π [−1]λ3+λ2−σ1 Γ(σ1,λ3)Γ(1− σ1,−λ′3) δ
(2)(λ11 − λ′11)

× lim
ε→0+

4εΓ(λ′2 + 2ε,λ2) δ
(2)
(
λ2 − λ2

′) 6εΓ(λ′3 + 2ε,λ3) δ
(2)
(
λ3 − λ3

′) . (3.168)

×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (3.153), îñòàåòñÿ

ïðèìåíèòü â (3.168) ôîðìóëó (3.150) èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà

lim
ε→0+

4εΓ(λ′2 + 2ε,λ2) δ
(2)
(
λ2 − λ′2

)
=

4π [−1]λ2

|λ21 − λ22|2
δ(2)(λ2,λ

′
2) ,

è àíàëîãè÷íîå òîæäåñòâî

lim
ε→0+

6εΓ(λ′3 + 2ε,λ3) δ
(2)
(
λ3 − λ′3

)
=

24π2∏
1≤i<j≤3

|λ3i − λ3j|2
δ(2)(λ3,λ

′
3) .

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé ôîðìóëû ïîâòîðÿåò âûâîä (3.150): âûäåëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü,

ïîðîæäàþùàÿ äåëüòà-ôóíêöèþ

Γ(λ′3 + 2ε,λ3) →
3∏

i,j=1

Γ(1 + λ′3i − λ3j)

Γ(1− λ̄′3i + λ̄3j)

3∏
i,j=1

1

λ′3i − λ3j + 2ε
,

äàëåå èñïîëüçóåòñÿ äåòåðìèíàíòíàÿ ôîðìóëà Êîøè∏
1≤i<j≤3

(λ′3i − λ′3j) (λ3j − λ3i)

3∏
i,j=1

(λ′3i − λ3j + 2ε)

= det
i,j∈{1,2,3}

(
1

λ′3i − λ3j + 2ε

)

=
∑
τ∈S3

sgn(τ)
3∏

i=1

1

λ′3i − λ3,τ(i) + 2ε

è ñîîòíîøåíèå

lim
ε→0+

6ε

(λ3i + λ3j − λ′3i − λ′3j + 2ε) (λ′3i − λ3i + 2ε) (λ′3j − λ3j + 2ε)

= 4π2 δ(2)(λ3i − λ′3i) δ
(2)(λ3j − λ′3j) ,

ãäå i ̸= j.
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Äîêàæåì (3.152). Ðàçëîæèì äðîáü èç ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

lim
ε→0+

6ε

(λ3i + λ3j − λ′3i − λ′3j + 2ε) (λ′3i − λ3i + 2ε) (λ′3j − λ3j + 2ε)

= lim
ε→0+

6ε

(λ′3i − λ3i + 2ε) (λ3i − λ′3i + 4ε)

(
1

λ′3j − λ3j + 2ε
+

1

λ3i + λ3j − λ′3i − λ′3j + 2ε

)
= lim

ε→0+

(
1

λ′3i − λ3i + 2ε
+

1

λ3i − λ′3i + 4ε

)(
1

λ′3j − λ3j + 2ε
+

1

λ3i + λ3j − λ′3i − λ′3j + 2ε

)
.

(3.169)

Ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì ôîðìóëû (1.122), ïðè ïîìîùè ïðîñòîãî îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ñîõîöêîãî-

Ïëåìåëÿ

lim
ϵ→0+

(
1

x− iϵ
+

1

x+ iaϵ

)
= 2πi δ(x) , a ∈ R , a > 0 ,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
ε→0+

(
1

λ′3i − λ3i + 2ε
+

1

λ3i − λ′3i + 4ε

)
= 2π δ(2)(λ3i − λ′3i) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæàÿ âûêëàäêó (3.169), ïîëó÷àåì

lim
ε→0+

(
1

λ′3i − λ3i + 2ε
+

1

λ3i − λ′3i + 4ε

)(
1

λ′3j − λ3j + 2ε
+

1

λ3i + λ3j − λ′3i − λ′3j + 2ε

)
= 2π δ(2)(λ3i − λ′3i) lim

ε→0+

(
1

λ′3j − λ3j + 2ε
+

1

λ3j − λ′3j + 2ε

)
= 4π2 δ(2)(λ3i − λ′3i) δ

(2)(λ3j − λ′3j) ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Íà ïîñëåäíåì øàãå ìû èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó äëÿ äåëüòà-

ôóíêöèè (1.122).
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Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ òåìû.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà äèàãîíàëèçàöèè B-ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (1.19) SL(2,C)-
èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà ñ K-ìàòðèöåé âèäà (1.23). Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

B-îïåðàòîðà ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî. Ôóíêöèÿ äëÿ öåïî÷êè èç n óçëîâ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëü-

òàòå äåéñòâèÿ ïîâûøàþùåãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Λn (1.61) íà ôóíêöèþ äëÿ öåïî÷êè

èç n − 1 óçëà. Λn ðàçáèâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ äâóõ òèïîâ. Ïåðâûé

òèï � R-îïåðàòîð (1.87), äåéñòâóþùèé íåòðèâèàëüíî â äâóõ ñîìíîæèòåëÿõ L2(C) òåíçîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.15) (ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ìîäåëè) è îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíè-

åì (1.90) ñ L-îïåðàòîðîì (1.17). Îí ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,C) [43, 60]. Âòîðîé òèï � îïåðàòîð îòðàæåíèÿ

(K-îïåðàòîð) (1.48) â L2(C), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ îòðàæåíèÿ (1.44) ñ K-ìàòðèöåé è

L-îïåðàòîðîì. SL(2,C)-èíâàðèàíòíàÿ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà BC-òèïà ñ åäèíè÷íîé K-ìàòðèöåé

èçó÷àëàñü â ðàáîòå [53], â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèåì (1.44) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé K-îïåðàòîð.
Ìîäåëü, ðàññìîòðåííàÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, çàäàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé K-ìàòðèöåé, ñî-

îòâåòñòâåííî, îïåðàòîð îòðàæåíèÿ òàêæå ïðèíèìàåò íåòðèâèàëüíûé âèä. Ñîáñòâåííûå ôóíê-

öèè äëÿ öåïî÷êè èç îäíîãî óçëà ïîëó÷àþòñÿ ïðè äåéñòâèè K-îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ, òîæ-
äåñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå. Äëÿ íèõ ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà Ìåëëèíà-

Áàðíñà (1.53) è Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ (1.51), à òàêæå âûðàæåíèå ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ

ôóíêöèþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (1.52). Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ ìîæ-

íî ââåñòè äèàãðàììíóþ òåõíèêó, èçëîæåííóþ â ïðèëîæåíèè À. Ïðè ïîìîùè íåå äîêàçàíà

îðòîãîíàëüíîñòü íàáîðà îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (1.57) è èõ ñèììåòðèÿ îòíî-

ñèòåëüíî îòðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé (1.56). Ïîëíîòà ýòîãî íàáîðà (1.59) äîêàçàíà

ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ Ìåëëèíà-Áàðíñà è êîìïëåêñíîãî àíàëîãà èíòåãðàëà Ãóñòàôñîíà

BC-òèïà (1.118).

Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ R-ìàòðèöû ßíãà (1.21) ÿâëÿåòñÿ R-îïåðàòîð (1.125), äåéñòâóþ-

ùèé â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ïðåäñòàâëåíèé SL(2,C) îñíîâíîé ñåðèè. Äëÿ ñåìåéñòâà
ýòèõ îïåðàòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà (1.126) â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè

òðåõ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Â ðàçäåëå 1.9 ïîêàçàíî ÷òî K-îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíà-

ëîãè÷íîå îáîáùåíèå K-ìàòðèöû. Îí óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (1.128) ñ R-îïåðàòîðîì �

áåñêîíå÷íîìåðíîìó àíàëîãó óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ (1.20) äëÿ R- è K-ìàòðèö (îïåðàòîðû K
è K ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì çàìåíîé ïåðåìåííûõ (1.132)).

Â ãëàâå 2 ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé B-ýëåìåíòà

ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (2.11) äëÿ SL(2,R)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè, çàäàâàåìîé K-

ìàòðèöåé (2.7) òîãî æå âèäà, ÷òî è â ñëó÷àå SL(2,C). Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò òàêóþ

æå èíäóêòèâíóþ ñòðóêòóðó, êàê è â SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ìîäåëè. Ñîîòâåòñòâóþùèé R-
îïåðàòîð äàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.36). K-îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìàëüíîì âèäå (2.28)

÷åðåç îòíîøåíèå äâóõ ãàììà-ôóíêöèé îò îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòà. Â ðàçäåëå 2.3.1 äîêàçàíà
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ýêâèâàëåíòíîñòü (2.28) è ôîðìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èç [74, ôîðìóëà (3.23)]. Ïðè ïîìî-

ùè (2.28) íàéäåíû äâà ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ K â âèäå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (2.30) è (2.32),

â ïåðâîì èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êîíòóðó, âî âòîðîì � ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Êàê

è â ïðåäûäóùåé ìîäåëè, îïåðàòîð îòðàæåíèÿ ïåðåâîäèò ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ

åäèíèöå, â ñîáñòâåííûå ôóíêöèè B-îïåðàòîðà äëÿ öåïî÷êè èç îäíîãî óçëà. Äëÿ ïîñëåä-

íèõ ïîëó÷åíî âûðàæåíèå ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ (2.31) (èç êîòîðîãî ñëåäóåò

ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðåìåííîé), èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ òèïà Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ (2.92) è Ìåëëèíà-Áàðíñà (2.98). Êàê è â ïðåäûäóùåé ìîäåëè,

â ïðåäñòàâëåíèè Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ ìîæíî ââåñòè äèàãðàììíóþ òåõíèêó, ïðè ïîìîùè êîòî-

ðîé óäîáíî äîêàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü îäíî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (2.78). Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû (2.95) èñïîëüçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå Ìåëëèíà-Áàðíñà.

Â ðàáîòå [96] äîêàçàíà îðòîãîíàëüíîñòü è ïîëíîòà áàçèñà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé B-

îïåðàòîðà äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà (â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî

÷èñëà óçëîâ), ïîñòðîåííîãî â ãëàâå 1. Òàêæå äîêàçàíû ñâîéñòâà ñèììåòðèè ýòèõ ôóíêöèé

îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê è îòðàæåíèé ñïåêòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ è îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ (s, g) → (1−s, 1−g). Êðîìå òîãî, äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé B-ýëåìåíòà
â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà óçëîâ ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå Ìåëëèíà-Áàðíñà ïóòåì èõ

ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà a(u) + γb(u), ãäå a(u) è b(u) � ýëåìåíòû

ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (0.4) äëÿ öåïî÷êè òèïà A. Ââèäó ãðîìîçäêîñòè äèàãðàììû äëÿ ÿä-

ðà ïîâûøàþùåãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â ñëó÷àå öåïî÷åê BC-òèïà, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â [96] âìåñòî ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõ-

íèêè áûë èñïîëüçîâàí àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä, âïåðâûå ïðèìåíåííûé â [112] äëÿ ñïèíîâîé

öåïî÷êè A-òèïà. Ïðè ïîìîùè ýòîãî ïîäõîäà äèàãðàììíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåôîðìóëèðî-

âàíû íà ÿçûêå ëîêàëüíûõ îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé, òàêèõ êàê óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà

äëÿ R-îïåðàòîðà. Åñòåñòâåííîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àíàëîãè÷íîãî àëãåáðàè÷åñêîãî
ïîäõîäà äëÿ öåïî÷êè BC-òèïà ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,R) è äîêàçàòåëüñòâî ïðè ïîìîùè

íåãî ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñâîéñòâ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé B-îïåðàòîðà â ýòîé ìîäåëè.

Èòåðàòèâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â òåðìèíàõ ïîâûøàþùèõ èíòåãðàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ áûëî ïîëó÷åíî äëÿ ðàçëè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé, âêëþ÷àÿ ñïèíîâûå

öåïî÷êè òèïà A ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè SL(2,R) [69] è SL(2,C) [43, 51] è ãèïåðáîëè÷åñêóþ

ñèñòåìó Ðóéñåíààðñà [113, 114, 115, 116]. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ìîäåëåé áûë ïî-

ñòðîåí äóàëüíûé ïîâûøàþùèé îïåðàòîð [117, 56, 112, 114]. Îí òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, ñâÿçûâàþùèé ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ k − 1 ÷àñòèö è k ÷àñòèö.

Íî, â îòëè÷èå îò èçíà÷àëüíî ïîñòðîåííîãî ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà, èíòåãðèðîâàíèå â ñîîò-

âåòñòâóþùåé ôîðìóëå âåäåòñÿ ïî ñïåêòðàëüíûì ïåðåìåííûì ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, à

ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå îñòàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè. Â ñïèíîâûõ öåïî÷êàõ A-òèïà ïðè

ïîìîùè íåãî ñòðîèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé [117, 56].

Îòêðûòóþ çàäà÷ó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñòðîåíèå äóàëüíîãî ïîâûøàþùåãî îïåðàòîðà äëÿ

ìîäåëåé, ðàññìîòðåííûõ â ãëàâàõ 1 è 2. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííîå

â [96] ïðåäñòàâëåíèå Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñïèíîâîé öåïî÷êè BC-òèïà
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è äóàëüíûé ïîâûøàþùèé îïåðàòîð äëÿ öåïî÷êè òèïà A.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà äëÿ

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óãëîâûõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè SL(N,C)-èíâàðè-
àíòíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè A-òèïà â ñëó÷àå îäíîãî óçëà. Ýòîò íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ áàçèñà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà íà ñëó÷àé ïðåäñòàâëåíèé îñíîâ-

íîé óíèòàðíîé ñåðèè, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò âåêòîðû ìëàäøåãî è ñòàðøåãî âåñà. Ïðè N = 3

è N = 4 ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (3.81) è (3.98), ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ñîáñòâåííàÿ

ôóíêöèÿ äëÿ ðàíãà N âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë ïî ñïåêòðàëüíûì ïåðåìåííûì îò ñîáñòâåí-

íîé ôóíêöèè äëÿ ðàíãà N − 1. Òàêæå â ýòèõ ñëó÷àÿõ äîêàçàíû ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíî-

ñòè (3.86) è (3.102) äëÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ N = 3 ÿäðî èíòåãðàëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ

÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ãàììà-ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîëåì C. Â ñëó÷àå N = 4 ÿäðî èíòåãðà-

ëà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îáîáùåííóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ

÷èñåë 4G
C
4 â åäèíèöå [58].

Ïðåèìóùåñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ Ìåëëèíà-Áàðíñà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åãî óäîáíî èñ-

ïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ïîñòðîåííûõ íàáîðîâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ñîîò-

âåòñòâóþùèé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà èçëîæåí â [70] íà ïðèìåðå öåïî÷êè Òîäû è ñïèíîâîé öå-

ïî÷êè SL(2,R) A-òèïà, à òàêæå â [47] äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè. Îí îñíîâàí íà èñ-
ïîëüçîâàíèè èíòåãðàëîâ Ãóñòàôñîíà [71, 72, 73] è èõ îáîáùåíèé íà ñëó÷àé ïîëÿ C [52, 53, 54].

Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà ñëåäóåò îòìåòèòü ôîðìóëû (3.28), (3.29),

(3.30), ïðè ïîìîùè êîòîðûõ êâàíòîâûå ìèíîðû L-îïåðàòîðà äëÿ ðàíãà N âûðàæàþòñÿ ÷å-

ðåç ìèíîðû L-îïåðàòîðà äëÿ ðàíãà N − 1, à òàêæå ôîðìóëû (3.33) è (3.37) äëÿ äåéñòâèÿ

íåóãëîâûõ ìèíîðîâ íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óãëîâûõ. Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿ-

þòñÿ äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ SL(N,C) (íå òîëüêî îñíîâíîé ñåðèè), â êîòîðîì óãëîâûå

ìèíîðû L-îïåðàòîðà äèàãîíàëèçóåìû, ïîñêîëüêó äëÿ èõ âûâîäà èñïîëüçóþòñÿ ëèøü êîì-

ìóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (3.47) ìåæäó êâàíòîâûìè ìèíîðàìè è èíòåðïîëÿöèÿ Ëàãðàíæà.

Ïðè ïîìîùè (3.28) è (3.33) ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ

ÿäðà èíòåãðàëà Kγ(λ) â ïðåäñòàâëåíèè Ìåëëèíà-Áàðíñà (3.64) â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî N .

Çàäà÷è äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ âîïðîñ ïîëíîòû ïîñòðîåí-

íûõ áàçèñîâ Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà, ðåøåíèå ñèñòåìû êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÿä-

ðàKγ(λ) â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà, à òàêæå âîïðîñ ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðàëüíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé Ìåëëèíà-Áàðíñà è Ãàóññà-Ãèâåíòàëÿ [92, 89] äëÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâî-

äèòåëþ Ïàâëó Àíàòîëüåâè÷ó Âàëèíåâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå. Àâòîð

áëàãîäàðåí Ñåðãåþ Ýäóàðäîâè÷ó Äåðêà÷¼âó è Íèêèòå Ìàêñèìîâè÷ó Áåëîóñîâó çà ïîìîùü è

ïîääåðæêó, áåç êîòîðîé ýòà ðàáîòà ìîãëà áû íå âûéòè â ñâåò.
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Ïðèëîæåíèå À. Äèàãðàììíàÿ òåõíèêà äëÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè

Ãàììà-ôóíêöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë [57, 58], ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îò-

íîøåíèå äâóõ ãàììà-ôóíêöèé Ýéëåðà. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Γ(a) =
Γ(a)

Γ(1− ā)

Îòìåòèì, ÷òî Γ(a) çàâèñèò îò äâóõ àðãóìåíòîâ (a, ā) ∈ C2, òàêèõ ÷òî a− ā ∈ Z, íî äëÿ êðàò-
êîñòè óêàçûâàåòñÿ òîëüêî ïåðâûé àðãóìåíò. Êðîìå òîãî, äëÿ ρ ∈ R èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

Γ(a+ ρ) ≡ Γ(a+ ρ)

Γ(1− ā− ρ)
.

Òàêæå, â òåêñòå ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå êîìïàêòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèé ãàììà-

ôóíêöèé

Γ(α1, α2, . . .) = Γ(α1)Γ(α2) . . . , (À.1)

Γ(a± b) = Γ(a+ b)Γ(a− b) . (À.2)

Ïîëüçóÿñü õîðîøî èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà, íåñëîæíî äîêàçàòü

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

Γ(a+ 1) = −aāΓ(a) , (À.3)

Γ(a) = [−1]a Γ(ā) = [−1]a−ā
Γ(ā)

Γ(1− a)
,

Γ(a)Γ(1− a) = [−1]a , (À.4)

à òàêæå ïðàâèëî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ

Γ(a)∗ = [−1]a Γ(ā∗) = [−1]a
Γ(ā∗)

Γ(1− a∗)
. (À.5)

a
z w

Ðèñóíîê À.1 � Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè [z − w]−a

Ñôîðìóëèðóåì äèàãðàììíûå ïðàâèëà. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ âèäà (1.2)

1

[z − w]a
≡ 1

(z − w)a(z̄ − w̄)ā
=

(z̄ − w̄)a−ā

|z − w|2a
, a− ā ∈ Z

èçîáðàæàåòñÿ ïðè ïîìîùè íàïðàâëåííîé ëèíèè � Ðèñ. À.1. Ïðè ñìåíå íàïðàâëåíèÿ ñòðåëêè
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âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé çíàêîâûé ìíîæèòåëü

1

[z − w]a
=

(−1)a−ā

[w − z]a
=

[−1]a

[w − z]a
.

Âñå äèàãðàììíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îñíîâàíû íà äâóõ èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâàõ � ïðàâèëå

öåïî÷êè è ñîîòíîøåíèè çâåçäà-òðåóãîëüíèê, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ðàçëè÷íûõ

ôîðìàõ, â òîì ÷èñëå â äèàãðàììíîì âèäå. Èõ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè â [43].

Ïðàâèëî öåïî÷êè èìååò âèä∫
d2w

1

[z − w]a [w − z0]b
=

π [−1]c

Γ(a, b, c)

1

[z − z0]a+b−1 , (À.6)

where c = 2−a− b, c̄ = 2− ā− b̄. Â äèàãðàììíîì âèäå îíî èçîáðàæåíî íà Ðèñ. À.2. Åñëè âåð-

øèíà âûäåëåíà æèðíîé òî÷êîé, òî ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå

(ïî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè).

a b
= π (−1)c−c̄ Γ−1(a, b, c)

a+ b− 1

Ðèñóíîê À.2 � Ïðàâèëî öåïî÷êè, a+ b+ c = 2

Ñîîòíîøåíèå çâåçäà-òðåóãîëüíèê∫
d2w

1

[w − z1]a[w − z2]b[w − z3]c
=

π

Γ(a, b, c)

1

[z12]1−c[z31]1−b[z23]1−a
, (À.7)

èçîáðàæåíî â äèàãðàììíîì âèäå íà Ðèñ. À.3. Îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè a + b + c = 2.

Åãî òàêæå ìîæíî ïåðåïèñàòü â îïåðàòîðíîì âèäå [118, 60, 51]

[p̂]a [z − z0]
a+b [p̂]b = [z − z0]

b [p̂]a+b [z − z0]
a , (À.8)

ãäå èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð [p̂]a âèäà (1.8) äåéñòâóåò íà ôóíêöèÿõ ïåðåìåííîé z.

c b

a

= πΓ−1(a, b, c)

1− b 1− c

1− a

Ðèñóíîê À.3 � Ñîîòíîøåíèå çâåçäà-òðåóãîëüíèê, a+ b+ c = 2

Ïðè ïîìîùè (À.7) ìîæíî âûâåñòè åùå îäíó ïîëåçíóþ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó � êðîññ-
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1

G(   ,   )      =       G(     ,     )

1

a a

a

a

b

a b a b

a b

ab1

b b

b1

1

G(   ,   )      =       G(    ,    )

1

a a

a

a

b

a b a b

a b

a

Ðèñóíîê À.4 � Êðîññ-ñîîòíîøåíèå è ðåäóöèðîâàííîå êðîññ-ñîîòíîøåíèå, a+ b = a′ + b′

ñîîòíîøåíèå

1

[z2 − z1]a
′−a

∫
d2w

Γ(a, b̄)

[w − z1]a[w − z2]1−a
′ [w − z3]b [w − z4]1−b

′

=
1

[z4 − z3]b−b
′

∫
d2w

Γ(a′, b̄′)

[w − z1]a
′ [w − z2]1−a [w − z3]b

′ [w − z4]1−b
,

ãäå a+b = a′+b′, ā+ b̄ = ā′+ b̄′. Îíî èçîáðàæåíî íà Ðèñ. À.4 ñâåðõó. Åãî ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì

ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííîå êðîññ-ñîîòíîøåíèå (Ðèñ. À.4, ñíèçó)

1

[z2 − z1]a
′−a

∫
d2w

Γ(a, b)

[w − z1]a [w − z2]1−a
′ [w − z3]b

=

∫
d2w

Γ(a′, b′)

[w − z1]a
′ [w − z2]1−a [w − z3]b

′ ,

(À.9)

ãäå, îïÿòü æå, a+ b = a′ + b′, ā+ b̄ = ā′ + b̄′.

Íàêîíåö, ïðèâåäåì äâà èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè â êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè. Ïåðâîå èìååò âèä

δ2(z) = lim
ε→0

ε

π

1

[z]1−ε
. (À.10)

Âòîðîå ∫
d2w

1

[z1 − w]2−α[w − z2]α
=

π2

Γ(α, 2− α)
δ2(z1 − z2) (À.11)

ñëåäóåò èç ïðàâèëà öåïî÷êè (À.6) è ôîðìóëû (À.10).
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Ïðèëîæåíèå Á. Äèàãðàììíàÿ òåõíèêà äëÿ SL(2,R)-èíâàðèàíòíîé öåïî÷êè

z
λ

w = (z − w̄)−λ z =

∫
Dz

Ðèñóíîê Á.1 � Ýëåìåíòû äèàãðàìì

Ââåäåì äèàãðàììíóþ òåõíèêó, èñïîëüçóåìóþ äëÿ âû÷èñëåíèé â ñëó÷àå ñïèíîâîé öåïî÷-

êè SL(2,R). Äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ ãðàôè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì èíòåãðàëîâ îò ñòåïåííûõ

ôóíêöèé. Ôóíêöèè (z−w̄)−λ ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàïðàâëåííàÿ ëèíèÿ, èçîáðàæåííàÿ íà Ðèñ. Á.1.
Âåðøèíå, âûäåëåííîé æèðíîé òî÷êîé, ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàë ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

Im z > 0 ñ ìåðîé

Dz = 2s− 1

π
(2 Im z)2s−2 dRe z d Im z

(Ðèñ. Á.1, ñïðàâà).

Â îñíîâíîì òåêñòå èñïîëüçóþòñÿ äâà äèàãðàììíûõ òîæäåñòâà. Ïåðâîå � ïðàâèëî öåïî÷êè

� ïðèâåäåíî íà Ðèñ. Á.2. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà∫
Dv 1

(z − v̄)λ(v − w̄)ρ
= a(λ, ρ)

1

(z − w̄)λ+ρ−2s , (Á.1)

ãäå êîýôôèöèåíò èìååò âèä

a(λ, ρ) = e−iπs
Γ(λ+ ρ− 2s)Γ(2s)

Γ(λ)Γ(ρ)
.

Äîêàçàòåëüñòâî (Á.1) ìîæíî íàéòè â [36].

Âòîðîå òîæäåñòâî � ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà � èçîáðàæåíî íà Ðèñ. Á.3. Â ÿâíîì âèäå îíî

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì∫
Dw 1

(z − w̄)λ(iβ − w̄)ν(w + iβ)ρ
= C(λ, ν, ρ)

× (z + iβ)2s−λ−ρ
∫

Dw 1

(z − w̄)ν(iβ − w̄)λ(w + iβ)4s−λ−ν−ρ
,

(Á.2)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

C(λ, ν, ρ) = (2iβ)2s−ν−ρ
Γ(4s− λ− ν − ρ)Γ(λ+ ν + ρ− 2s)

Γ(ρ)Γ(2s− ρ)
.

Ñîîòíîøåíèå (Á.2) ýêâèâàëåíòíî ïðèâû÷íîé ôîðìóëå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýéëåðà ãèïåðãåî-
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z
λ ρ

w = a(λ, ρ) z
λ+ ρ− 2s

w

Ðèñóíîê Á.2 � Ïðàâèëî öåïî÷êè

z
λ

ρ

−iβ

iβ

ν

= C(λ, ν, ρ) z
ν

4s− λ− ν − ρ

iβ

λ

λ+ ρ− 2s

−iβ

Ðèñóíîê Á.3 � Ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà

ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

2F1(a, b, c;x) = (1− x)c−a−b2F1(c− a, c− b, c;x). (Á.3)

Ðàâíîñèëüíîñòü (Á.2) è (Á.3) ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷å-

ñêîé ôóíêöèè

2F1

(
a, b, c;

1

2
+

iz

2β

)
= (2iβ)a eiπs

Γ(c)Γ(2s+ a− c)

Γ(a)Γ(2s)

×
∫

Dw 1

(z − w̄)b(iβ − w̄)c−b(w + iβ)2s+a−c ,

(Á.4)

êîòîðîå ïðèâåäåíî â ãðàôè÷åñêîì âèäå íà Ðèñ. Á.4. ×åðåç A(a, b, c) îáîçíà÷åí êîýôôèöèåíò

A(a, b, c) = (2iβ)a eiπs
Γ(c)Γ(2s+ a− c)

Γ(a)Γ(2s)
.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òîáû âûâåñòè (Á.4), ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå Ýéëåðà äëÿ

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

2F1(a, b, c;x) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

dt
tb−1(1− t)c−b−1

(1− tx)a
. (Á.5)

Ïîäñòàâëÿÿ (Á.5) â ëåâóþ ÷àñòü (Á.4), ïåðåïèñûâàåì (Á.4) â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå∫
Dw 1

(z − w̄)b(iβ − w̄)c−b(w + iβ)2s+a−c

= e−iπs
Γ(a)Γ(2s)

Γ(b)Γ(c− b)Γ(2s+ a− c)

∫ 1

0

dt
tb−1(1− t)c−b−1(
t(z − iβ) + 2iβ

)a .



166

2F1

(
a, b, c;

1

2
+

iz

2β

)
= A(a, b, c) z

b

2s+ a− c

−iβ

iβ

c− b

Ðèñóíîê Á.4 � Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ∫
Dw 1

(z − w̄)b(iβ − w̄)c−b(w − v̄)2s+a−c

= e−iπs
Γ(a)Γ(2s)

Γ(b)Γ(c− b)Γ(2s+ a− c)

∫ 1

0

dt
tb−1(1− t)c−b−1(

t(z − iβ) + iβ − v̄
)a (Á.6)

ïðè v = iβ. Ðàâåíñòâî (Á.6) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà èñïîëüçóåì ôîðìóëó

Ôåéíìàíà

1

Aα1
1 Aα2

2

=
Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)

∫ 1

0

dt
tα1−1(1− t)α2−1

(tA1 + (1− t)A2)α1+α2

÷òîáû îáúåäèíèòü äâà ìíîæèòåëÿ â çíàìåíàòåëå∫
Dw 1

(z − w̄)b(iβ − w̄)c−b(w − v̄)2s+a−c

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

dt tb−1(1− t)c−b−1

×
∫

Dw 1

(tz + (1− t)iβ − w̄)c(w − v̄)2s+a−c .

Çàòåì, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî öåïî÷êè (Á.1) äëÿ èíòåãðàëà ïî w â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà ∫
Dw 1

(tz + (1− t)iβ − w̄)c(w − v̄)2s+a−c

= e−iπs
Γ(a)Γ(2s)

Γ(c)Γ(2s+ a− c)

1

(tz + (1− t)iβ − v̄)a
,

ïîëó÷àåì íóæíóþ ôîðìóëó (Á.6).


	Введение
	SL(2,C)-инвариантная спиновая цепочка BC-типа
	Представления основной серии группы SL(2,C)
	Определение модели
	Условия на параметры K-матриц
	Спектральная задача для операторов Bn(u) и n()

	Полученные результаты
	Одночастичные собственные функции
	n-частичные собственные функции
	Обобщение уравнения отражения

	Вывод формулы для оператора отражения
	Индуктивное построение собственных функций B-оператора
	Интегральные представления для одночастичных собственных функций
	Диаграммные представления
	Выражение через гипергеометрическую функцию
	Представление Меллина-Барнса

	Ортогональность одночастичных собственных функций
	Полнота набора одночастичных собственных функций
	Обобщенное уравнение отражения

	SL(2,R)-инвариантная спиновая цепочка BC-типа
	Определение модели
	Ограничения на параметры K-матрицы
	Самосопряженность квантовых интегралов движения

	Полученные результаты
	Одночастичная задача
	Многочастичная задача

	Оператор отражения
	Решение уравнения отражения
	Представление через бета-интеграл
	Диаграммное представление

	Связь оператора отражения с гипергеометрической функцией
	Ортогональность одночастичных собственных функций
	Доказательство через асимптотику
	Доказательство при помощи диаграммной техники

	Полнота набора одночастичных собственных функций

	SL(N,C)-инвариантная спиновая цепочка A-типа
	Янгиан для gl(N,C) и представления основной серии группы SL(N,C)
	Определение модели
	Формулы для индуктивного построения собственных функций
	Построение собственных функций
	Собственные функции для N=2
	Индукционный шаг от N=2 к N=3
	Индукционный шаг от N=3 к N=4

	Ортогональность собственных функций
	Доказательство ортогональности в случае N=3
	Доказательство ортогональности в случае N=4


	Заключение
	Приложение . Диаграммная техника для SL(2,C)-инвариантной цепочки
	Приложение . Диаграммная техника для SL(2,R)-инвариантной цепочки

