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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå

áëóæäàíèå ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì, êîòîðûé îáîáùàåò ïîíÿòèÿ

ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ è âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà. Âîçíèêøàÿ â ñåðåäèíå 19-ãî

ñòîëåòèÿ êàê òåîðèÿ, ïûòàâøàÿñÿ îáúÿñíèòü ïðè÷èíû âûðîæäåíèÿ çíàìåíè-

òûõ ôàìèëèé â Âåëèêîáðèòàíèè (çàäà÷à Ãàëüòîíà�Âàòñîíà), òåîðèÿ âåòâÿ-

ùèõñÿ ïðîöåññîâ ñòàëà â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçâåòâëåííîé îáëàñòüþ òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé è ìîùíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ

ìàòåìàòèêè, òàêèõ êàê òåîðèÿ àëãîðèòìîâ, òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ,

òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ îòîáðàæåíèé, òåîðèÿ ïðîñà÷èâàíèÿ, à òàêæå âî ìíîãèõ

ðàçäåëàõ äðóãèõ íàóê, â ÷èñëî êîòîðûõ âõîäÿò, â ÷àñòíîñòè, ôèçèêà, õèìèÿ è

áèîëîãèÿ [18], [19]. Òàêæå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ â ýêî-

íîìèêå [20], [21].

Ñàì òåðìèí ¾âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ¿ áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí À.Í. Êîëìî-

ãîðîâûì è Í.À. Äìèòðèåâûì â ñòàòüå [9], ïîñâÿùåííîé àíàëèçó ýâîëþöèè

ïîïóëÿöèé âåðîÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè. Ïîñëå ïåðâûõ ìîñêîâñêèõ ïóáëèêàöèé

(ðàáîòû À.Í.Êîëìîãîðîâà è åãî ó÷åíèêîâ) ïî âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññàì â 1947�

1948 ãã. â ÑØÀ òàêæå ïîÿâèëîñü íåñêîëüêî ðàáîò íà àíàëîãè÷íóþ òåìó, ÷àñòü

èç êîòîðûõ, ïî âñåé âèäèìîñòè, áûëà ñâÿçàíà ñ ðàáîòàìè ïî ñîçäàíèþ àòîìíî-

ãî îðóæèÿ â Ëîñ�Àëàìîñå (ðàáîòû Ñ. Óëàìà, Ä. Õîêèíñà, Ê. Äæ. Ýâåðåòòà).

Ïîýòîìó ïîçäíåå âñå èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âåòâÿùèìèñÿ ïðîöåññàìè,

áûëè çàñåêðå÷åíû (ñì. [11]).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ èçó-

÷åíèþ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (ÂÑÁ). Ïðèâåäåì çäåñü êðàòêèé

îáçîð ïóáëèêàöèé, ñâÿçàííûõ ñ òåìàòèêîé íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòàõ [1, 2, 12, 13, 14, 16, 17] ðàññìàòðèâàëèñü ìîäåëè ÂÑÁ íà ðå-

øåòêå Zd ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ îäíîãî òèïà, ïðè ýòîì

èíòåíñèâíîñòü âåòâëåíèÿ õàðàêòåðèçîâàëàñü ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì β, êî-

òîðîå ñâÿçàíî ñî ñðåäíèì ÷èñëîì ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòèöû. Ìàòðèöà ïåðå-
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õîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé A0 =
(
a(v, u)

)
v,u∈Zd â ýòèõ ìîäåëÿõ ïðåäïîëàãàëàñü

îäíîðîäíîé, òî åñòü äëÿ âñåõ u, v ∈ Zd ýëåìåíòû ìàòðèöû a(u, v) óäîâëå-

òâîðÿëè ñîîòíîøåíèþ a(v, u) = a(u, v) = a0(u − v), ïðè÷åì ôóíêöèÿ a0(u)

óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì a0(u) > 0 ïðè u 6= 0, a0(0) < 0,
∑
u∈Zd

a0(u) = 0

è
∑
u∈Zd

‖u‖2a0(u) < ∞, ãäå ‖u‖ � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà u â Rd. Èç ýòèõ

óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñèììåòðè÷íî,

îäíîðîäíî è èìååò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ ñêà÷êîâ. Ïðåäïîëàãàëîñü òàêæå, ÷òî

ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, òî åñòü ëþáàÿ òî÷êà v ∈ Zd

äîñòèæèìà (ñì. [8]).

Ðàçìíîæåíèå è ãèáåëü ÷àñòèö â èñòî÷íèêå âåòâëåíèÿ çàäàâàëîñü ïðîöåñ-

ñîì Áüåíîìå�Ãàëüòîíà�Âàòñîíà. Èìåííî, âåòâëåíèå â èñòî÷íèêàõ çàäàâàëîñü

ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé b(s) =
+∞∑
k=0

bks
k, 0 6 s 6 1, ãäå bk > 0 ïðè k 6= 1,

b1 < 0 è
+∞∑
k=0

bk = 0. Êîýôôèöèåíò bk îòâå÷àåò çà èíòåíñèâíîñòü äåëåíèÿ

÷àñòèöû íà k ïîòîìêîâ. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåëè÷èíà b(n)(1) ïðåä-

ïîëàãàëàñü êîíå÷íîé. ×åðåç β îáîçíà÷àëàñü âåëè÷èíà β = b ′(1). Âñþäó äàëåå

âåëè÷èíó β áóäåì íàçûâàòü èíòåíñèâíîñòüþ âåòâëåíèÿ.

Äëÿ òàêîé ìîäåëè âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ áûëè íàéäåíû óñëî-

âèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â ïðîèçâîëüíîé ôèêñè-

ðîâàííîé òî÷êå ðåøåòêè ïðè t→∞. Èìåííî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå βc, òàêîå ÷òî ïðè β > βc â ñïåêòðå îïåðàòîðà, îïèñû-

âàþùåãî ýâîëþöèþ ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö, ïîÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå. Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè d = 1 èëè d = 2 êðèòè-

÷åñêîå çíà÷åíèå βc ðàâíî íóëþ, à ïðè d > 3 êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå βc ñòðîãî

áîëüøå íóëÿ. Áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â ñïåêòðå îïåðàòîðà ñóùåñòâó-

åò ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ, òî ïðè t→∞ äëÿ ëîêàëüíîé (ò.å.

â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå u ∈ Zd) µ(t, u) è ïîëíîé ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö µ(t)

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

lim
t→∞

µ(t, u)e−λt = ξψ(u), lim
t→∞

µ(t)e−λt = ξ,
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ãäå ψ(u) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íà Zd, à ξ � íåâûðîæäåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà.

Â ðàáîòå [22] áûëà ââåäåíà äðóãàÿ ìîäåëü ÂÑÁ � êàòàëèòè÷åñêîå âåòâÿùå-

åñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî Z ñ îäíèì èñòî÷íèêîì âåòâëåíèÿ â íà÷àëå êîîð-

äèíàò. Áûë ââåäåí äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé çà ñîîòíîøåíèå

ìåæäó ¾âåòâëåíèåì¿ è ¾áëóæäàíèåì¿ â èñòî÷íèêå âåòâëåíèÿ, ÷òî ïðèâåëî ê

òîìó, ÷òî ãåíåðàòîð ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïåðåñòàë áûòü ñèììåòðè÷íûì. Â

ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ [3, 5, 6, 7] áûëî ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå òàêèõ ìîäå-

ëåé äëÿ ñëó÷àÿ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè

Zd. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ðàáîòàõ [6], [7] áûëî èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé íåâûðîæäåíèÿ òàêîãî ïðîöåññà ê ìîìåíòó t → ∞ è

íàëè÷èÿ â íóëå õîòÿ áû îäíîé ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t→∞, à òàêæå äî-

êàçàíû óñëîâíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ êîëè÷åñòâà ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ

â ìîìåíò âðåìåíè t â íà÷àëå êîîðäèíàò è âíå åãî. Îòìåòèì åùå ðàáîòó [4], â

êîòîðîé îáîáùàþòñÿ äàííûå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé êîíå÷íîãî ÷èñëà èñòî÷íè-

êîâ âåòâëåíèÿ. Â äàííûõ ðàáîòàõ èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà

ïðåäñòàâëåíèè ÂÑÁ êàê âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ñ íåñêîëüêèìè òèïàìè ÷àñòèö,

à òàêæå íà ïðèìåíåíèè ìíîãîìåðíûõ òåîðåì âîññòàíîâëåíèÿ.

Äàëåå, áûëè ðàññìîòðåíû ìîäåëè ÂÑÁ ñ áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèåé ñêà÷êîâ

[10], [15], [23]. Äëÿ òàêîãî ÂÑÁ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíè-

òåëüíîãî óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ a0(x), îïèñûâàþùóþ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå,

a0(z) =
H (|z|/z)

|z|d+α
, α ∈ (0, 2), z ∈ Zd, z 6= 0,

ãäåH(z) � ïîëîæèòåëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ, ÂÑÁ íåâîç-

âðàòíî â ðàçìåðíîñòè d = 1 ïðè α ∈ (0, 1), à â ðàçìåðíîñòè d = 2 ïðè

α ∈ (0, 2).

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿ-

åòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè t→∞ ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö

âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà Zd ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì èñòî÷íèêîâ

âåòâëåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èíòåíñèâíîñòü âåòâëåíèÿ β(v), v ∈ Zd, ÿâ-

5



ëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé íà Zd îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé d-ìåðíîé ðå-
øåòêè Γ ⊂ Zd. Ïðåäïîëîæåíèå îá îäíîðîäíîñòè áëóæäàíèÿ òàêæå çàìåíåíî

íà áîëåå ñëàáîå ïðåäïîëîæåíèå îá èíâàðèàíòíîñòè ýëåìåíòîâ a(u, v) ìàòðè-

öû ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà ýëåìåíòû ðåøåòêè

Γ, òî åñòü a(v, u) = a(v + g, u + g) äëÿ ëþáîãî g ∈ Γ. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ñîîò-

âåòñòâóåò ÂÑÁ íà ãðàôå G = (Zd, E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Zd è ìíîæåñòâîì
ðåáåð

E = {(v, u) : a(v, u) > 0, v, u ∈ Zd}. (1)

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â äàííîé ðàáîòå íàðÿäó ñ ÷èñòî âåðîÿòíîñòíû-

ìè ìåòîäàìè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè îïåðàòîðîâ, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè

è àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íî-

âûìè è ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçëè÷-

íûõ âîïðîñàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà è ñïåêòðàëüíîé

òåîðèè ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ íà ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàôàõ. Ðåçóëüòàòû è ìå-

òîäû ðàáîòû ìîãóò áûòü âîñòðåáîâàííûìè â èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, Ìîñêîâñêîì ãîñóäàð-

ñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå

èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì îòäåëåíèè Ìàòåìàòè÷åñêîãî

èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíè-

âåðñèòåòå, èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ

Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.

Ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1) Ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè t→∞ ñðåäíåãî ÷èñëà ÷à-

ñòèö ÂÑÁ íà ïåðèîäè÷åñêîì ãðàôå ñ ïåðèîäè÷åñêîé èíòåíñèâíîñòüþ èñ-

òî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

λ1(0) êîíå÷íîé ìàòðèöû A(0), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ÿâíî âûðàæàþò-
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ñÿ ÷åðåç ìàòðèöó èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ è ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè

âåòâëåíèÿ.

2) Â ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè âòîðîãî ìîìåíòà ó ñêà÷êîâ ñëó÷àéíî-

ãî áëóæäàíèÿ íàéäåí ñòàðøèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö

ÂÑÁ â ôèêñèðîâàííîé âåðøèíå ãðàôà.

3) Â ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè âñåõ ìîìåíòîâ ó ñêà÷êîâ ñëó÷àéíîãî

áëóæäàíèÿ ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ñðåäíåãî ÷èñëà ÷à-

ñòèö ÂÑÁ â ôèêñèðîâàííîé âåðøèíå ãðàôà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ãîðîä-

ñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ÏÎÌÈ

(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ìàðò 2018 ã.), íà ñåìèíàðå îòäåëà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÌÈÀÍ (Ìîñêâà, ìàðò 2018 ã.), íà Êðûìñêîé

îñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå-ñèìïîçèóìå ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîí-

íûì çàäà÷àì (Êðûì, 17�29 ñåíòÿáðÿ 2018 ã.), íà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé çèìíåé

ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå

(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 24�26 äåêàáðÿ 2018), íà ñåìèíàðå êàôåäðû Âûñøåé ìàòå-

ìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÑÏáÃÓ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, íîÿáðü 2017 ã.),

íà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé çèìíåé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 19�21 äåêàáðÿ 2017), íà

ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè Third Indo-Russian meeting in probability and

statistics (Èíäèÿ, Áàíãàëîð, 8�12 ÿíâàðÿ 2018), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-

öèè 3rd International Conference on Stochastic Methods (Divnomorskoye, 3�9

June 2018).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ÷åòûðåõ

ðàáîòàõ [24, 25, 26, 27], îïóáëèêîâàííûõ â âåäóùèõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ èç

ñïèñêà, ðåêîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðà-

òà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
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÷åòûðåõ ãëàâ, ïðèëîæåíèÿ è çàêëþ÷åíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñôîð-

ìóëèðîâàíû â âèäå òåîðåì. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû

â âèäå ëåìì.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 79 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñî-

äåðæèò 76 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî Ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîð-

ìóëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé. Òàêæå

ïðèâåäåí èñòîðè÷åñêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àé-

íîãî áëóæäàíèÿ íà Zd ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé

èíòåíñèâíîñòè âåòâëåíèÿ.

Ïóñòü g1, . . . , gd ∈ Zd � íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ (íå îáÿçàòåëüíî îðòî-
ãîíàëüíûõ) âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè. Áóäåì íàçûâàòü ðå-

øåòêîé ìíîæåñòâî

Γ = {g ∈ Zd : g =
d∑
j=1

njgj, nj ∈ Z, j = 1, . . . , d},

à ìíîæåñòâî {gj}dj=1 áóäåì íàçûâàòü áàçèñîì ðåøåòêè Γ. Îòìåòèì, ÷òî ðàç-

ëè÷íûå áàçèñû ìîãóò ïîðîæäàòü îäíó è òó æå ðåøåòêó.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ‖g‖ åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà â Rd. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ÷àñòèö èìååò ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé

A0 =
(
a(v, u)

)
v,u∈Zd, äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(i) a(v, u) > 0, v 6= u;

(ii) a(v, v) < 0;

(iii)
∑
u∈Zd

a(v, u) = 0;
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(iv) a(v, u) = a(u, v) = a(v + g, u+ g), ∀g ∈ Γ;

(v)
∑
u∈Zd

‖u‖2|a(v, u)| <∞, v ∈ Zd;

(vi) äëÿ ëþáûõ v, u ∈ Zd ñóùåñòâóåò ïóòü v = u0, u1, . . . , um = u, òàêîé ÷òî

a(ui−1, ui) > 0, i = 1, . . . ,m.

Óñëîâèå (iv) îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû A0 ÿâëÿþòñÿ èíâàðè-

àíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãà íà ëþáîé âåêòîð èç Γ. Ñâîéñòâî (v) îçíà÷àåò

êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè ñêà÷êîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Óñëîâèå (vi) îçíà÷à-

åò, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà u ∈ Zd äîñòèæèìà, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùåå áëóæäàíèå
íåïðèâîäèìî (ñì. �6, ãë. 3, [8]). Ñóùåñòâîâàíèå äàííîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà

îáåñïå÷èâàåò òåîðåìà 2, �3, ãë. 7, [8].

Ââåäåì íà Zd îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåííî, òî÷êè u, v ∈ Zd íàçî-
âåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè u−v ∈ Γ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω = Zd/Γ. Ìíîæåñòâî Ω âñåãäà êîíå÷íî, ÷åðåç p îáîçíà-

÷èì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî Ω áóäåì íàçûâàòü ôóí-

äàìåíòàëüíûì ìíîæåñòâîì âåðøèí, åãî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íåêîòîðûì

ìíîæåñòâîì {v1, . . . , vp} ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ Zd. Äëÿ ôèê-

ñèðîâàííîãî âûáîðà Ω = {v1, . . . , vp} ëþáàÿ âåðøèíà u ∈ Zd åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå u = ωu + γu, ãäå ωu ∈ Ω è γu ∈ Γ.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (vi) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ñâÿçíîñòè ãðàôà G =

(Zd, E) ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð, îïðåäåëåííûì (1). Ïóñòü H � ìàòðèöà ïåðåõîäà

îò áàçèñà g1, . . . , gd ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó Zd. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B òðàíñïî-

íèðîâàííóþ ê H ìàòðèöó. Òîãäà ãðàô G èçîìîðôåí ãðàôó BG = (VB, EB),

ãäå

VB = {x ∈ Rd : Bx ∈ Zd}, EB = {(x, y) ∈ V × V : (Bx,By) ∈ E}.

Ãðàô BG âëîæåí â Rd, ÿâëÿåòñÿ Zd-ïåðèîäè÷åñêèì, òî åñòü ïåðèîäè÷åñêèé
îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè, ïîðîæäåííîé ñòàíäàðòíûì áàçèñîì Zd, è ñîäåðæèò

êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí â åäèíè÷íîì êóáå. Èññëåäóåìîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ãðàôå BG.
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Èñòî÷íèê âåòâëåíèÿ â êàæäîé âåðøèíå v ∈ Zd â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè

ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ bk(v), k ∈ N∪{0},
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

b1(v) 6 0, bk(v) > 0 ïðè k 6= 1,
+∞∑
k=0

bk(v) = 0.

Ðàçìíîæåíèå è ãèáåëü ÷àñòèö â èñòî÷íèêå âåòâëåíèÿ â âåðøèíå v ∈ Zd çà-
äàåòñÿ ïðîöåññîì Áüåíîìå�Ãàëüòîíà�Âàòñîíà, ãäå bk(v) � èíòåíñèâíîñòü äå-

ëåíèÿ ÷àñòèöû íà k ïîòîìêîâ.

Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé v ∈ Zd âûïîëíåíî

β(v) =
+∞∑
k=1

kbk(v) <∞,

òî åñòü ÷èñëî ïîòîìêîâ â êàæäîì èñòî÷íèêå èìååò êîíå÷íûé ïåðâûé ìîìåíò.

Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ β(v) ÿâëÿåòñÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêîé,

òî åñòü β(v + g) = β(v) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà g ∈ Γ. Ñîîòâåòñòâåííî, íà âñåì

Zd ó íàñ èìååòñÿ p èñòî÷íèêîâ ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè.
Â ïåðâîé ãëàâå òàêæå ïðèâîäèòñÿ îáðàòíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà, êîòî-

ðîìó óäîâëåòâîðÿåò ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ðåøåòêè.

Èìåííî, îáîçíà÷èì ÷åðåç M(v, u, t) ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè

t â òî÷êå u, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ó íàñ áû-

ëà îäíà ÷àñòèöà, êîòîðàÿ íàõîäèëàñü â òî÷êå v. Ïðè ôèêñèðîâàííîì u ∈ Zd

ôóíêöèÿ M(v, u, t), êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòîâ v è t, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
∂M
∂t (v, u, t) =

(
AM

)
(v, u, t),

M(v, u, 0) = δu(v),

ãäå îïåðàòîð A : `2(Zd)→ `2(Zd) äåéñòâóåò ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Af(v) =
∑
u∈Zd

a(v, u)f(u) + (Qf)(v),
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Q : `2(Zd) → `2(Zd) � îïåðàòîð ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ Q(v),

ïåðèîäè÷åñêóþ îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè Γ:

(Qf)(v) = Q(v)f(v), Q(vj + g) = βj, vj ∈ Ω, g ∈ Γ,

à ôóíêöèÿ δu( · ) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà {u}.
Îïåðàòîð A, ñòîÿùèé â ýòîì óðàâíåíèè, è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé öåëüþ äàëü-

íåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë è íåêîòîðûõ

äðóãèõ êëàññè÷åñêèõ ïðèåìîâ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ è ìàòðè÷íî-

ãî àíàëèçà èññëåäóåòñÿ ñïåêòð îïåðàòîðà A. Èìåííî, èññëåäóåòñÿ ïîëîæåíèå
ïðàâîãî êðàÿ ñïåêòðà, à òàêæå õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ñòàðøåé çîííîé ôóíê-

öèè â îêðåñòíîñòè ýòîãî êðàÿ. Ðåçóëüòàòû âî ìíîãîì ïîõîæè íà àíàëîãè÷íûå

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äðóãèìè àâòîðàìè äëÿ âåñîâîãî êîìáèíàòîðíîãî îïå-

ðàòîðà Ëàïëàñà íà ïåðèîäè÷åñêîì ëîêàëüíî êîíå÷íîì ãðàôå. Èíòåðåñóþùèé

íàñ îïåðàòîðA ÿâëÿåòñÿ âåñîâûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà äëÿ íåêîòîðîãî ãðàôà,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå ëîêàëüíî êîíå÷íîãî. Ýòî ïðèâîäèò ê ðÿäó äîïîëíèòåëüíûõ

òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áàçèñ {g̃j}dj=1 ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê {gj}dj=1, åñëè

〈g̃i, gj〉 = 2πδij. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî C̃ êàê

C̃ =
{
θ ∈ Rd : θ =

d∑
j=1

θj g̃j, 0 6 θj < 1, j = 1, . . . , d
}
.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð A : `2(Zd)→ `2(Zd) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí ïðÿìîìó
èíòåãðàëó îïåðàòîðîâ, òî åñòü ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

UAU−1 =

∫
C̃
⊕A(θ) dθ,

ãäå U : `2(Zd) → H � óíèòàðíûé îïåðàòîð. Îïåðàòîð A(θ) : `2(Ω) → `2(Ω)

èìååò âèä

(A(θ)f)(v) =
∑
u∈Ω

ã(v, u, θ)f(u) + Q̃(v)f(v), v ∈ Ω, θ ∈ C̃,
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ãäå êîýôôèöèåíòû ã(v, u, θ) è ïîòåíöèàë Q̃ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

ã(v, u, θ) =
∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉a(v + g, u),

(
Q̃f
)
(v) = Q(v)f(v), v ∈ Ω.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîñòîèò èç p ñïåêòðàëüíûõ

çîí (âîçìîæíî ïåðåêðûâàþùèõñÿ) σ(A) =
p⋃
j=1

λj(C̃), ãäå ÷åðåç λj(C̃) îáîçíà-

÷åíà îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè λj(θ), θ ∈ C̃.
Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ïðàâûé êðàé ñïåêòðà îïåðàòîðà A ñîâïàäàåò

ñî ñòàðøèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû

A(0) =


ã11(0) + β1 ã12(0) · s ã1p(0)

ã21(0) ã22(0) + β2 · s ã2p(0)
...

... . . . ...

ãp1(0) ãp2(0) · s ãpp(0) + βp

 ,

ãäå êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ãjk(0) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìàòðè-

öû ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé ãjk(0) =
∑
g∈Γ

a(vj + g, vk).

Ðåçóëüòàòû ïåðâîé è âòîðîé ãëàâ îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [25] è [26].

Â òðåòüåé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îá

àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

Zd è ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö íà âñåì Zd.
Äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ M(v, u, t)

ïðè t→∞ äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïðè t→∞ äëÿ ôóíêöèèM(v, u, t) ñòàðøèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè

èìååò âèä

M(v, u, t) = eλ1(0)tt−
d/2 (2π)

d/2 ψ1(ωv, 0)ψ1(ωu, 0)

|C̃|
√
| detλ

′′
1(0)|

(
1 +O(t−1)

)
,

ãäå λ1(0) � ñòàðøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A(0), ψ1( · , 0) � îòâå-

÷àþùàÿ åìó ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, à λ′′1(0) � ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè λ1(θ)

â òî÷êå θ = 0.
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Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N è äëÿ ëþáîãî v ∈ Zd âûïîëíåíî
óñëîâèå ∑

u∈Zd

‖u‖N |a(v, u)| <∞,

òî ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

M(v, u, t)
as
= eλ1(0)tt−

d/2
∞∑
k=0

ck(v, u) t−k.

Âñå êîýôôèöèåíòû ck(v, u) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÿâíî.

Òàêæå â ýòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ äâà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ïîëîæèòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A(0) (÷òî ïðèâîäèò ê ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö) è èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A(0) ïðè ñòðåìëåíèè

êîíñòàíòû ñâÿçè ïðè ïîòåíöèàëå ê íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé âûøåîïèñàííîé

êîíñòðóêöèè � îäíîðîäíîå ÂÑÁ ñ îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòüþ èñòî÷íèêîâ

âåòâëåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [24].

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä ïðèìåðîâ: ñëó÷àé-

íîå áëóæäàíèå íà Zd, d = 1, 2, ñ âîçìîæíîñòüþ ïåðåõîäà òîëüêî â ñîñåäíèå

òî÷êè, ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà ãðàôàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôåíó è ñòàíè-

íó.

Ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [24] è [27].

Â Ïðèëîæåíèè ïðèâåäåí ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Â Çàêëþ÷åíèè êðàòêî èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Àíòîíåíêî Å. À., ßðîâàÿ Å. Á. Ðàñïîëîæåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé â ñïåêòðå ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà â âåòâÿùåìñÿ ñëó÷àé-

13



íîì áëóæäàíèè. // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè �

2015, ò. 10, � 3, ñ. 9�22.

[2] Áîãà÷åâ Ë. Â., ßðîâàÿ Å. Á. Ìîìåíòíûé àíàëèç âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî

áëóæäàíèÿ íà ðåøåòêå ñ îäíèì èñòî÷íèêîì. // Äîêë. ÐÀÍ. � 1998, ò. 363,

� 4. ñ. 439�442.

[3] Áóëèíñêàÿ Å. Âë. Êàòàëèòè÷åñêîå âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî

äâóìåðíîé ðåøåòêå. // Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. � 2010, ò. 55, � 1,

ñ. 142�148.

[4] Áóëèíñêàÿ Å. Âë. Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êàòàëèòè÷åñêèõ âåòâÿùèõñÿ

ïðîöåññîâ. // Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. � 2014, ò. 59, � 4, 639�666.

[5] Âàòóòèí Â. À., Òîï÷èé Â. À. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êðèòè÷åñêèõ êàòà-

ëèòè÷åñêèõ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé. // Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå

ïðèìåí. � 2004, ò. 49, � 3, ñ. 461�484.

[6] Âàòóòèí Â. À., Òîï÷èé Â.À., Õó Þ. Âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî

ðåøåòêå Z4 ñ âåòâëåíèåì ëèøü â íà÷àëå êîîðäèíàò. // Òåîðèÿ âåðîÿòí. è

åå ïðèìåí. � 2011, ò. 56, � 2, 224�247.

[7] Âàòóòèí Â. À., Òîï÷èé Â. À. Êàòàëèòè÷åñêèå âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå

áëóæäàíèÿ íà Zd ñ âåòâëåíèåì â íóëå. // Ìàòåì. òðóäû. � 2011, ò. 14,

� 2, 28�72.

[8] Ãèõìàí È. È., Ñêîðîõîä À. Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

� Ìîñêâà: Íàóêà, 1965, ò. 3.

[9] Êîëìîãîðîâ À. Í., Äìèòðèåâ Í. À. Âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. //

Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1947, ò. 56. �. 1. ñ. 7�10.

[10] Ðûòîâà À. È., ßðîâàÿ Å. Á. Ìíîãîìåðíàÿ ëåììà Âàòñîíà è åå ïðèìåíåíèå.

// Ìàòåì. çàìåòêè. � 2016, ò. 99, � 3, C. 395�403.

14



[11] Øèðÿåâ À. è äð. (ðåä.). Êîëìîãîðîâ â âîñïîìèíàíèÿõ ó÷åíèêîâ. � Litres,

2017.

[12] ßðîâàÿ Å. Á. Âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.

// ÖÏÈ ïðè ìåõìàòå Ìîñê. óí-òà, M. � 2007, ò. 104.

[13] ßðîâàÿ Å. Á. Êðèòåðèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ÷èñëà ÷àñòèö â ìîäåëÿõ

âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé. // Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. �

2010, ò. 55. �. 4. ñ. 705�731.

[14] ßðîâàÿ Å. Á. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ â ìîäå-

ëÿõ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé. // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2012, ò. 92,

� 1, ñ. 123�140.

[15] ßðîâàÿ Å. Á. Ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòèêà íàäêðèòè÷åñêîãî âåòâÿùåãîñÿ

ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. // Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. � 2017, ò. 62,

� 3. ñ. 518�541.

[16] ßðîâàÿ Å. Á. Âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ ðàçáåãàþùèìèñÿ èñ-

òî÷íèêàìè. // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. � 2018, ò. 73, � 3(441), ñ. 181�182.

[17] Albeverio S., Bogachev L. V., Yarovaya E. Â. Asymptotics of branching

symmetric random walk on the lattice with a single source. // C. R. Acad.

Sci. Paris S�er. I Math. � 1998, v. 326, � 8, p. 975�980.

[18] Cranston M., Koralov L., Molchanov S., Vainberg B. A solvable model for

homopolymers and self-similarity near the critical point. // Rand. Oper.

Stoch. Eq. � 2010, v. 18. � 1. p. 73�95.

[19] Kimmel M., Axelrod D. E. Branching Processes in Biology. � Interdisciplinary

Applied Mathematics, 2002.

[20] Malkiel B. G., McCue K. A random walk down Wall Street. � New York:

Norton, 1985.

15



[21] Nelson C. R., Plosser C. R. Trends and random walks in macroeconmic time

series: some evidence and implications. // J. Monet. Econ. � 1982, v. 10. � 2.

p. 139�162.

[22] Topchii V., Vatutin V., Yarovaya E. Catalytic branching random walk and

queueing systems with random number of independent servers. // Theory

Probab. Math. Stat. � 2004, v. 69, p. 1�15.

[23] Yarovaya E. Branching random walks with heavy tails. // Comm. Statist.

Theory Methods. 2013, v. 42, � 16, p. 3001�3010.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

[24] Ïëàòîíîâà Ì. Â., Ðÿäîâêèí Ê. Ñ. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñðåäíåãî

÷èñëà ÷àñòèö âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà ðåøåòêå Zd ñ ïåðèî-
äè÷åñêèìè èñòî÷íèêàìè âåòâëåíèÿ. // Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ÏÎÌÈ. � 2017,

ò. 466, ñ. 234�256.

[25] Ïëàòîíîâà Ì. Â., Ðÿäîâêèí Ê. Ñ. Î ñðåäíåì ÷èñëå ÷àñòèö âåòâÿùåãîñÿ

ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà ðåøåòêå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè èñòî÷íèêàìè âåòâ-

ëåíèÿ. // Äîêë. ÐÀÍ. � 2018, ò. 479, � 3, ñ. 250�253.

[26] Ïëàòîíîâà Ì. Â., Ðÿäîâêèí Ê. Ñ. Âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà

Zd ñ ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûìè èñòî÷íèêàìè âåòâëåíèÿ. // Òåîðèÿ

âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. � 2019, ò. 64, � 2.

[27] Ðÿäîâêèí Ê. Ñ. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ

áëóæäàíèé íà íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ ðåøåòêàõ. // Çàï. íàó÷í. ñåìèí.

ÏÎÌÈ. � 2018, ò. 474, ñ. 213�221.

16


