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Ââåäåíèå

Òåìà äèññåðòàöèè îòíîñèòñÿ ê òåîðèè ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé ðåøåíè-
ÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, à òàêæå ê òåîðèè ãðàíè÷íîãî ïî-
âåäåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé.

Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè � ýòî àêòóàëüíîå è
àêòèâíî ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà. Â íåì, â ÷àñòíîñòè, èçó÷àþòñÿ çàäà÷è àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèé ãî-
ëîìîðôíûìè, ãàðìîíè÷åñêèìè, ïîëèàíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ðåøåíè-
ÿìè ñèñòåì îäíîðîäíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Àïïðîêñèìàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâ íåïðå-
ðûâíûõ, ãëàäêèõ èëè ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæå-
ñòâàõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðè ýòîì âûäåëÿþòñÿ çàäà÷è àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíûìè ðåøåíèÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé
è ñèñòåì, à òàêæå ðåøåíèÿìè ñî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ëîêàëèçîâàííû-
ìè îñîáåííîñòÿìè, ëåæàùèìè âíå ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ
àïïðîêñèìàöèÿ. Çà ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ â ýòîé òåìàòèêå ïîëó÷åí
ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îòìåòèì ðàáîòû À. Áóàâå (A. Boivin, Êàíàäà),
Ä. Âåðäåðû (J. Verdera, Èñïàíèÿ), Ñ. Ãàðäèíåðà (S. Gardiner, Èðëàíäèÿ),
Ï.Ì. Ãîòüå (P.M. Gauthier, Ôðàíöèÿ), Ä.Ä. Êàðìîíû (J.J. Carmona, Èñïà-
íèÿ), À.Ã. Î'Ôàððåëà (A.G. O'Farrell, Èðëàíäèÿ), Ì.ß. Ìàçàëîâà, Ï.Â. Ïà-
ðàìîíîâà, Ê.Þ. Ôåäîðîâñêîãî.

Âàæíóþ ðîëü â ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè èãðàþò âîïðî-
ñû î ðàçðåøèìîñòè êëàññè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé èëè ñèñòåì è âîïðîñ î ãðàíè÷íîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé ýòèõ óðàâ-
íåíèé è ñèñòåì. Â âîïðîñàõ, îáñóæäàåìûõ çäåñü, âàæíóþ ðîëü èãðàåò çàäà-
÷à Äèðèõëå, èëè çàäà÷à î íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè ôóíêöèè, íåïðåðûâ-
íîé íà ãðàíèöå çàäàííîé îáëàñòè, äî ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé íóæíîìó
óðàâíåíèþ èëè ñèñòåìå óðàâíåíèé âíóòðè îáëàñòè. Â ýòîì íàïðàâëåíèè
â ïîñëåäíåå âðåìÿ òàêæå äîñòèãíóòû çíà÷èòåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ. Îòìå-
òèì ðàáîòû Ã. Âåðêîòû (G. Verchota, ÑØÀ), Ä. Ïàéôåð (J. Pipher, ÑØÀ),
À.Ë. Ôîãåëÿ (A.L. Vogel, ÑØÀ), Â.À. Êîçëîâà, À.Ï. Ñîëäàòîâà.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è
ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû. Íóìåðàöèÿ âñåõ óòâåðæäåíèé è ôîð-
ìóë â äèññåðòàöèè äâîéíàÿ: ïåðâîå ÷èñëî � íîìåð ãëàâû, à âòîðîå ÷èñëî �
íîìåð óòâåðæäåíèÿ èëè ôîðìóëû â ãëàâå. Âî ââåäåíèè ïåðâîå ÷èñëî â íî-
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ìåðàõ ôîðìóë ðàâíî íóëþ. Îñíîâíûå öèòèðóåìûå ðåçóëüòàòû ëèáî îôîðì-
ëÿþòñÿ êàê òåîðåìû è íàçûâàþòñÿ ïî èìåíàì ñâîèõ àâòîðîâ (ñ óêàçàíèåì
â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ãîäà ïóáëèêàöèè), ëèáî âûäåëÿþòñÿ â òåêñòå êóð-
ñèâîì. Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè âûäåëåíû â îòäåëüíûé ñïèñîê
ëèòåðàòóðû, êîòîðûé ïðèâîäèòñÿ ïîñëå îñíîâíîãî òåêñòà äèññåðòàöèè. Ýòè
ðàáîòû èìåþò îòäåëüíóþ íóìåðàöèþ, ïðè÷åì íîìåðà ðàáîò èç ýòîãî ñïèñêà
îêàí÷èâàþòñÿ ñèìâîëîì ¾a¿ (íàïðèìåð, [1à]). Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâ-
ëÿåò 74 ñòðàíèöû, âêëþ÷àÿ 2 ðèñóíêà. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 52
íàèìåíîâàíèÿ.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà çàäà÷àì àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíû-
ìè ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Àïïðîêñèìàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ íåïðå-
ðûâíûõ è ãëàäêèõ ôóíêöèé íà êîìïàêòàõ â ïëîñêîñòè. Îñíîâíûå ðåçóëü-
òàòû ýòîé ãëàâû ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [4à].

Ïóñòü A, B è C � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå (2×2)-ìàòðèöû. Ðàññìîò-
ðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé(

A
∂2

∂x2
+ 2B

∂2

∂x∂y
+ C

∂2

∂y2

)(
u
v

)
=

(
0
0

)
(0.1)

íà ôóíêöèè u è v äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ââåäåì êîìïëåêñíî-
çíà÷íóþ ôóíêöèþ f = u + iv è îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
L, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

L : f 7→ f1,

ãäå f1 = u1 + iv1, à(
u1

v1

)
=

(
A
∂2

∂x2
+ 2B

∂2

∂x∂y
+ C

∂2

∂y2

)(
u
v

)
.

Òîãäà ñèñòåìà (0.1) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå îäíîãî (êîìïëåêñíîãî)
óðàâíåíèÿ

Lf = 0. (0.2)

Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ñèñòåìîé (0.1) è óðàâíåíèåì (0.2), îòíîñÿùèìñÿ
ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó; ïðèíàäëåæíîñòü ê íåìó çàäàåòñÿ òðåáîâàíèåì (ñì.,
íàïðèìåð, [34], [44]), ÷òîáû áèêâàäðàòè÷íàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôîðìà

det(Aξ2 + 2Bξη + Cη2)

ñ âåùåñòâåííûìè ξ è η îáðàùàëàñü â íîëü òîëüêî ïðè ξ = η = 0. Ýëëèïòè-
÷åñêèå ñèñòåìû, â ñâîþ î÷åðåäü, íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïîäðàçäåëÿþòñÿ
íà ðàçëè÷íûå ïîäêëàññû. Äëÿ íàøèõ öåëåé ïîòðåáóåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ íà
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ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû è ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèìè. Ñèñòåìà (0.1) è îïåðàòîð L íàçûâàþòñÿ ñèëüíî
ýëëèïòè÷åñêèìè, åñëè âûðàæåíèå

det(A+ 2αB + βC)

îòëè÷íî îò íóëÿ ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ α è β ñ óñëîâèåì α2 6 β. Îòìåòèì,
÷òî èç ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè âûòåêàåò ýëëèïòè÷íîñòü.

Ïóñòü I : z → z � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, C : z → z � îïåðàòîð
êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, à

∂ =
1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
, ∂ =

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
� îïåðàòîðû Êîøè�Ðèìàíà. Âñå ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû (0.1) ñ ïîìîùüþ
ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ è èñêîìûõ ôóíêöèé, à òàêæå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè óðàâíåíèé ñèñòåìû, ñâîäÿòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Lτ,σf = 0

ñ îïåðàòîðîì

Lτ,σ :=

{
(∂∂ + τ∂2)I + σ(τ∂∂ + ∂2)C, |σ| < 1,

(∂
2

+ τ∂∂)I + σ−1(τ∂
2

+ ∂∂)C, |σ| > 1,
(0.3)

çàâèñÿùèì îò âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ τ è σ òàêèõ, ÷òî τ ∈ [0, 1) è
σ 6= ±1. Çäåñü âîçìîæåí ñëó÷àé σ = ∞. Ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì ñèñòåìàì
ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé σ ∈ (−1, 1).

Îòìåòèì íåñêîëüêî âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñèñòåì ñ îïåðàòîðîì
(0.3). Ïàðå çíà÷åíèé τ = 0, σ = 0 ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå Ëàïëàñà ∆f = 0,

à ïàðå τ = 0, σ = ∞ � óðàâíåíèå Áèöàäçå ∂
2
f = 0. Ïðè σ = 0 è σ = ∞

ïîëó÷àåì ñèëüíî è íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêóþ êîñîñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìû
ñîîòâåòñòâåííî. Îíè ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ

af ′′xx + 2bf ′′xy + cf ′′yy = 0 (0.4)

ñ ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b, c. Ïðè çàïèñè ýòîãî
óðàâíåíèÿ â âèäå (0.1) ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû A, B, C áóäóò êîñîñèì-
ìåòðè÷íûìè. Íàêîíåö, ïðè τ = 0 âîçíèêàåò ïëîñêàÿ ñèñòåìà Ëÿìå, èãðàþ-
ùàÿ âàæíóþ ðîëü â òåîðèè óïðóãîñòè (ñì. ïîäðîáíåå �1.1 è öèòèðîâàííóþ
òàì ëèòåðàòóðó).

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê îáñóæäåíèþ àïïðîêñèìàöèîííûõ çàäà÷,
ââåäÿ ïðåäâàðèòåëüíî íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé, íóæíûõ â äàëüíåéøåì.
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Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî L = Lτ,σ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà E êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C îáîçíà÷èì ÷åðåç C(E) ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà E êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Äëÿ f ∈ C(E)
ïîëîæèì ‖f‖E = supz∈E |f(z)|, ïðè÷åì â ñëó÷àå E = C áóäåì îïóñêàòü èí-
äåêñ E. Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì êëàññ OL(E), ñîñòîÿùèé èç âñåõ ôóíêöèé
f , êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëåíà è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Lf = 0 íà
íåêîòîðîì (ñâîåì) îòêðûòîì ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùåì E.

Ìíîãî÷ëåí P îò äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñ êîìïëåêñíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ L-ìíîãî÷ëåíîì, èëè L-ïîëèíîìîì, åñëè LP ≡ 0.
Ïðîñòðàíñòâî âñåõ L-ïîëèíîìîâ îáîçíà÷èì PL. Ïóñòü X � êîìïàêò â
C. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî PL(X), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìî-
ãóò áûòü ðàâíîìåðíî íà X ïðèáëèæåíû L-ïîëèíîìàìè. Äðóãèìè ñëîâàìè,
PL(X) � ýòî çàìûêàíèå â C(X) ïîäïðîñòðàíñòâà {p|X : p ∈PL}.

Èç ýëëèïòè÷íîñòè îïåðàòîðà L âûòåêàåò, ÷òî

PL(X) ⊂ AL(X) := C(X) ∩ OL(X◦),

ãäåX◦ � âíóòðåííîñòü êîìïàêòàX. Âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ êîìïàêòîâ
X, äëÿ êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâà PL(X) è AL(X) ñîâïàäàþò:

Çàäà÷à 1. Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïàêò
X ⊂ C, ïðè êîòîðûõ AL(X) = PL(X).

Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è âîçíèêàþò è â äðóãèõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé.
Íàñ èíòåðåñóåò çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé L-ïîëèíîìàìè â C1-íîðìå,
à èìåííî áóäåò ðàññìîòðåí âîïðîñ îá îïèñàíèè êîìïàêòîâ X, äëÿ êîòîðûõ
âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C1(C) ∩ OL(X◦) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ {pn} ⊂PL â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

pn ⇒X f, ∇pn ⇒X ∇f ïðè n→∞. (0.5)

Cèìâîëîì ⇒X çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíà ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà êîì-
ïàêòå X. Ýòó çàäà÷ó, ïîäîáíî çàäà÷å 1, óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ
ïîäõîäÿùèõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé.

Çàìåòèì ïðåæäå, ÷òî ñõîäèìîñòü (0.5) � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ C1-ñëàáàÿ
ñõîäèìîñòü. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî C1

w(X) êàê çàìûêàíèå â C(X)3 ïîä-
ïðîñòðàíñòâà {(f,∇f)|X : f ∈ C1(C)}. Äðóãèìè ñëîâàìè, g = (g0, g1, g2)
ïðèíàäëåæèò C1

w(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåò-
ñÿ ôóíêöèÿ f ∈ C1(C) òàêàÿ, ÷òî ‖g0 − f‖X < ε è ‖(g1, g2) − ∇f‖X < ε.
Íîðìà ýëåìåíòà g â C1

w(X) ïî îïðåäåëåíèþ ñîâïàäàåò ñ íîðìîé â C(X)3 è
ðàâíà max

s=0,1,2
‖gs‖X .

Ñõîäèìîñòü â C1
w(X) ñëàáåå ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå C1(X) òèïà

Óèòíè, îäíàêî äëÿ êîìïàêòîâ ñ óñëîâèåì X◦ = X èç C1
w-ñõîäèìîñòè âûòå-

êàåò ñõîäèìîñòü è â C1(X).
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Îïðåäåëèì òåïåðü ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà:

A1,w
L (X)� çàìûêàíèå {(f,∇f)|X : f ∈ C1(C) ∩ OL(X◦)} â C(X)3,

P 1,w
L (X)� çàìûêàíèå {(p,∇p)|X : p ∈PL} â C(X)3.

Êàê è â ðàâíîìåðíîì ñëó÷àå, èìååò ìåñòî âëîæåíèå P 1,w
L (X) ⊂ A1,w

L (X).

Çàäà÷à 2. Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïàêò
X ⊂ C, ïðè êîòîðûõ A1,w

L (X) = P 1,w
L (X).

Ïîñêîëüêó â çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
Lf = 0 ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ðóíãå ¾äâèæåíèÿ îñîáåííîñòåé¿, òî âìåñòå
ñ çàäà÷àìè 1 è 2 ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è àïïðîêñè-
ìàöèè ôóíêöèÿìè êëàññà OL(X), òî åñòü ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè
óðàâíåíèþ Lf = 0 â (ñâîèõ) îêðåñòíîñòÿõ X.

Ïóñòü

RL(X)� çàìûêàíèå {g|X : g ∈ OL(X)} â C(X),

R1,w
L (X)� çàìûêàíèå {(g,∇g)|X : g ∈ OL(X)} â C(X)3.

ßñíî, ÷òî

PL(X) ⊂ RL(X) ⊂ AL(X), P 1,w
L (X) ⊂ R1,w

L (X) ⊂ A1,w
L (X).

Â ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ óïîìÿíóòûå çàäà÷è � ýòî çàäà÷è îïèñàíèÿ
òàêèõ êîìïàêòîâ X, äëÿ êîòîðûõ RL(X) = AL(X), è òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ
R1,w
L (X) = A1,w

L (X).
Ôóíêöèè êëàññà OL(X) ìîæíî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèáëèæàòü (ðàâíî-

ìåðíî èëè â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C1) ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, âçÿòîãî â òî÷êàõ, ëåæàùèõ âíå X. Ïîýòîìó çàäà÷è
ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèÿìè êëàññà OL(X) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì çàäà÷è ïðè-
áëèæåíèÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè ñ ïîëþñàìè âíå
X.

Ïðèâåäåì ðÿä èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îáîçíà÷åííûì âî-
ïðîñàì.

Â ðàáîòå [48] Äæ. Óîëø, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò À. Ëåáåãà [35] îá îá-
ùåé ðàçðåøèìîñòè êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëà-
ñà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, óñòàíîâèë êðèòåðèé (íàçûâàåìûé êðèòåðè-
åì Óîëøà�Ëåáåãà) ðàâíîìåðíîé ïðèáëèæàåìîñòè ãàðìîíè÷åñêèìè ìíî-
ãî÷ëåíàìè. Ýòîò êðèòåðèé çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàâåíñòâî
A∆(X) = P∆(X) èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ∂X =

∂X̂, ãäå X̂ � ýòî îáúåäèíåíèå X è âñåõ îãðàíè÷åííûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò
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åãî äîïîëíåíèÿ C \ X. Êîìïàêòû X, óäîâëåòâîðÿþùèå òàêîìó óñëîâèþ,
íàçûâàþòñÿ êîìïàêòàìè Êàðàòåîäîðè.

Äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ êîñîñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì À.Á. Çàéöåâ â [5]
ïîëó÷èë äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ðàâíîìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñè-
ìàöèè, ñîâïàäàþùåå ñ óñëîâèåì â êðèòåðèè Óîëøà�Ëåáåãà: åñëè ∂X = ∂X̂,
òî äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî êîñîñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà L = Lτ,0
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî AL(X) = PL(X). Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè
ýòîãî óñëîâèÿ ïîêà íå ïîëó÷åíî. Ýòî ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì, â îòëè÷èå îò
ãàðìîíè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, ðåçóëüòàòîâ îá îáùåé ðàçðåøèìîñòè êëàññè÷åñêîé
çàäà÷è Äèðèõëå â îáùèõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ (ñì. ïîäðîáíåå ãë. 2).

Ì.ß. Ìàçàëîâûì â ðàáîòå [11] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò â C, à L = Lτ,σ, ãäå σ ∈ {0,∞}.
Óñëîâèå AL(X) = RL(X) âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà L ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî. Êàê
áóäåò âèäíî èç ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ, ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî L = Lτ,∞.

Èçó÷åíèå çàäà÷è îá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâ Cm(X), m > 0, íà÷àëîñü â
1980-å ãîäû â ðàáîòàõ À. Ã. Î'Ôàððåëëà [37], Ä. Âåðäåðû [45], [46], Í. Í. Òàð-
õàíîâà [24], Ï. Â. Ïàðàìîíîâà è ðÿäà äðóãèõ àâòîðîâ.

Ï.Â. Ïàðàìîíîâ â [16] äîêàçàë êðèòåðèé C1-ïðèáëèæàåìîñòè ãàðìîíè-
÷åñêèìè ïîëèíîìàìè: äëÿ êîìïàêòà X ⊂ C ðàâåíñòâî A1,w

∆ (X) = P 1,w
∆ (X)

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî C \ X ñâÿçíî. Êàê îòìå÷åíî â îáçî-
ðå [14], ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îá àï-
ïðîêñèìàöèè â íîðìå ïðîñòðàíñòâà Óèòíè. Â ðàáîòå [18] Ï.Â. Ïàðàìîíîâà
è Ê.Þ. Ôåäîðîâñêîãî ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå áûëî ðàñïðîñòðàíåíî íà
ñëó÷àé êîñîñèììåòðè÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, ò.å. óðàâíåíèé âèäà (0.4).

Çàäà÷à î ðàâíîìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè â ñëó÷àå íå
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàëàñü â îñíîâíîì äëÿ óðàâíåíèÿ

Áèöàäçå ∂
2
f = 0. Îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ îáùèõ êîñîñèì-

ìåòðè÷íûõ íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì. Â îòëè÷èå îò òîïîëîãè÷åñêèõ
óñëîâèé, âîçíèêàþùèõ â ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå, óñëîâèÿ ïîëèíî-
ìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè çäåñü çàâèñÿò îò ñïåöèàëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ êîìïàêòîâ, íà êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ (ñì. [18],
[14], [13]).

Ñôîðìóëèðóåì è îáñóäèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ãëàâû. Äëÿ
ýòîãî íàì ïîòðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìíî-
æåñòâ. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì D(a, r) êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ C è ðàäèó-
ñîì r > 0. Äëÿ òî÷êè z ∈ C è ÷èñëà r > 0 îïðåäåëèì âåëè÷èíó d(z, r,X) êàê
âåðõíþþ ãðàíü äèàìåòðîâ âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà D(z, r) \X
è ïîëîæèì
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θ(X) := inf

{
d(z, r,X)

r
: z ∈ ∂X, r > 0

}
.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 0.1. Ïóñòü X � êîìïàêò â C.

1. Åñëè θ(X) > 0, òî A1,w
L (X) = R1,w

L (X).

2. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà A1,w
L (X) = P 1,w

L (X) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî C \X áûëî ñâÿçíî.

Ñëåäñòâèå 0.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êîìïàêòà X ⊂ C âûïîëíÿåòñÿ
õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

i) íèæíÿÿ ãðàíü äèàìåòðîâ âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà
C \X ïîëîæèòåëüíà;

ii) êàæäàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà êîìïàêòà X ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé
äëÿ íåêîòîðîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà C \X;

iii) X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì Êàðàòåîäîðè, ò.å. ∂X = ∂X̂.

Òîãäà A1,w
L (X) = R1,w

L (X).

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îäíîðîä-
íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Ýòà çàäà÷à, êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, åñòåñòâåííî ñâÿçàíà ñ òåìàòèêîé
ðàâíîìåðíîé ïðèáëèæàåìîñòè ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíûìè ðåøåíèÿìè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [1à], [3à] è [4à].

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà (0.1) óæå çàïèñàíà â âèäå îäíîãî óðàâíå-
íèÿ Lτ,σf = 0 îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè f . Êëàññè÷åñêàÿ
çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ íåãî ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü íà
ãðàíèöå Γ íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω çàäàíà íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òðåáóåòñÿ ïðîäîëæèòü åå äî ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé
è íåïðåðûâíîé â çàìûêàíèè ýòîé îáëàñòè è óäîâëåòâîðÿþùåé â íåé óðàâ-
íåíèþ Lτ,σf = 0.

Ïåðâûé è îñíîâíîé äëÿ íàñ âîïðîñ � ýòî âîïðîñ îá îïèñàíèè îáëàñòåé,
â êîòîðûõ ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà L = Lτ,σ
ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè h. Òàêèå îáëàñòè ìû áóäåì íà-
çûâàòü ðåãóëÿðíûìè îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Äèðèõëå. Äðó-
ãîé âîïðîñ ñîñòîèò â îïèñàíèè ïàðû îáëàñòü-ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòî-
ðîé ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Äèðèõëå èìååò ðåøåíèå. Îáå çàäà÷è â îáùåì
ñëó÷àå îñòàþòñÿ íåðåøåííûìè. Ñâîéñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå
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äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷-
íûõ ñâîéñòâ äëÿ ñèñòåì, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèìè.

Ìîäåëüíûì ïðèìåðîì ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü
óðàâíåíèå Ëàïëàñà ∆f = 0. Â 1907 ã. À. Ëåáåã â ðàáîòå [35] äîêàçàë, ÷òî
ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Ω ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îòíîñè-
òåëüíî çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà ∆.

Èçâåñòíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå Ëåáå-
ãà, îñòàåòñÿ âåðíûì äëÿ ëþáîé êîñîñèììåòðè÷íîé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé
ñèñòåìû. Äëÿ îáùåãî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Lτ,σ ïîäîáíàÿ ãè-
ïîòåçà, õîòÿ è íå áûëà â ÿâíîì âèäå ñôîðìóëèðîâàíà â ëèòåðàòóðå, òåì
íåå ìåíåå âûãëÿäèò âåñüìà ïðàâäîïîäîáíîé. Â ðàáîòå [44], â ÷àñòíîñòè, äî-
êàçàíî, ÷òî ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé ðåãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ëþáîãî ñèëüíî ýë-
ëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Lτ,σ. Ïðè ýòîì âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè äàæå æîðäà-
íîâûõ îáëàñòåé îáùåãî âèäà îñòàåòñÿ îòêðûòûì. ×òî êàñàåòñÿ ñîáñòâåííî
çàäà÷è Äèðèõëå, òî ðÿä óñëîâèé íà îáëàñòü Ω è ôóíêöèþ h ∈ C(∂Ω), ïðè
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Äèðèõëå ðàçðåøèìà, ïîëó÷åí â ðàáîòàõ
[22], [23].

Â ñëó÷àå íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò ñîâñåì

èíà÷å. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå Áèöàäçå ∂
2
f = 0, êîòîðîå ÿâëÿ-

åòñÿ õàðàêòåðíûì ïðåäñòàâèòåëåì äàííîãî êëàññà. Äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ, îòñóòñòâóåò ïðèíöèï
ìàêñèìóìà è íåò åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äàæå â êðóãå. Îòñóòñòâóåò îáùàÿ
ðàçðåøèìîñòü êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå äàæå â îáëàñòÿõ ñ ãëàäêèìè
ãðàíèöàìè. Òàê, èçâåñòíî (ñì. [6]), ÷òî îáëàñòü ñ ãðàíèöåé, ñîäåðæàùåé
àíàëèòè÷åñêóþ äóãó, íåðåãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ëþáîé íå ñèëüíî ýëëèïòè-
÷åñêîé êîñîñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû. Â ðàáîòå [12] äîêàçàíà íåðåãóëÿðíîñòü
îáëàñòåé ñ ëÿïóíîâñêèìè ãðàíèöàìè (ò.å. ãðàíèöàìè êëàññà C1,α) îòíîñè-
òåëüíî óðàâíåíèÿ Áèöàäçå è, âìåñòå ñ òåì, ïîñòðîåí ïðèìåð ëèïøèöåâîé
îáëàñòè, ðåãóëÿðíîé â óêàçàííîì ñìûñëå.

Â �2.2 äèññåðòàöèè óïîìÿíóòûé ðåçóëüòàò ðàáîòû [6] îáîáùåí íà ñëó-
÷àé îáùèõ íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Òåîðåìà 0.3. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé
Γ , ñîäåðæàùåé îòêðûòóþ àíàëèòè÷åñêóþ äóãó γ, íè îäíà èç òî÷åê êîòî-
ðîé íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà Γ \ γ. Òîãäà çàäà÷à Äèðèõëå
äëÿ óðàâíåíèÿ Lτ, σf(z) = 0 ïðè |σ| > 1 (ò.å. â íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîì
ñëó÷àå) ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé (z − a)−1, ãäå òî÷êà a ∈ Ω ðàñïîëîæåíà
äîñòàòî÷íî áëèçêî ê äóãå γ, íåðàçðåøèìà â îáëàñòè Ω.

Êðîìå òîãî, ïðèâîäèòñÿ íîâîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ðàáîòû [12]
î íåðåãóëÿðíîñòè îáëàñòåé ñ ëÿïóíîâñêèìè ãðàíèöàìè îòíîñèòåëüíî çàäà÷è
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Äèðèõëå äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Â ��2.3, 2.4 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè è êîíñòðóêöèÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì. Èñõîäÿ èç çàïèñè
ñèñòåì â âèäå óðàâíåíèÿ Lτ,σf = 0, ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Äè-
ðèõëå, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà ïî ïàðàìåòðàì
τ è σ. Â ñëó÷àå ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè ýòè ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè
(|τ | < 1, σ<1) è çàäàþò îòêëîíåíèå îïåðàòîðà Lτ,σ îò îïåðàòîðà Ëàïëà-
ñà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà
Ïóàññîíà äëÿ êðóãà è ýëëèïñà ñïåöèàëüíîãî âèäà è âûïèñàíà ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ïàðàìåòðîâ τ èëè
σ îáðàùàåòñÿ â íóëü, âîçíèêàþùèå â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ ðÿäû óäàåòñÿ
ÿâíî ñóììèðîâàòü.

Òåîðåìà 0.4. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Lτ,0f(z) = 0 ñ ïà-
ðàìåòðîì |τ | < 1 â åäèíè÷íîì êðóãå D ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé h ∈ C(T)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

f(z) =
1

2π

∫
T

(1− |z|2)(ζ + τζ)

(ζτ − zτ)(ζ − z)(ζ + τz)
h(ζ)|dζ|,

ãäå zτ = z − τz.

Òåîðåìà 0.5. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ L0,σf(z) = 0 â åäè-
íè÷íîì êðóãå D ñ çàäàííîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé h ∈ C(T) çàïèñûâàåòñÿ
â ñëåäóþùåì âèäå:

f(z) =
1

2π

∫
T
(1− |z|2)

(
1

|ζ − z|2
I + σ

2− ζz
(ζ − z)2

C
)
h(ζ)|dζ|.

Ñëó÷àé îáùèõ ñèñòåì ñîäåðæèòñÿ â òåîðåìå 2.5, êîòîðàÿ íå ôîðìóëè-
ðóåòñÿ çäåñü ÿâíî.

Â ãëàâå 3 èññëåäóþòñÿ îòîáðàæåíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà ðåøåíèÿìè ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì Lτ,σf = 0. Ìû ðàññìàòðèâàåì îòîáðàæåíèÿ òðåõ êëàñ-
ñîâ: 1) ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì ïàðàìåò-
ðîâ τ = σ = 0; 2) Lτ,0-îòîáðàæåíèÿ (îòîáðàæàþùàÿ ôóíêöèÿ f óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ Lτ,0f = 0); 3) L0,σ-îòîáðàæåíèÿ.

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñëó÷àÿ èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ðàäèóñå çâåçäîîáðàç-
íîñòè îáðàçà êðóãà ïðè îäíîëèñòíîì íîðìèðîâàííîì îòîáðàæåíèè. Äëÿ
Lτ,0- è L0,σ-ôóíêöèé íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ â ïðåäóùåé ãëàâå ôîðìóë òèïà
Ïóàññîíà èññëåäóåòñÿ ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå è ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû îòîáðàæå-
íèé íà îáëàñòè ñ óãëàìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ïðèâåäåíû â
ðàáîòå [2à].
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Â ��3.1 è 3.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ SH ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé
åäèíè÷íîãî êðóãà (ò.å. îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé) ñ íîðìèðîâêîé

f(0) = 0, fz(0) = 1; (0.6)

çäåñü è äàëåå íèæíèå èíäåêñû z è z îçíà÷àþò âçÿòèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîèçâîäíûõ â ñìûñëå Êîøè�Ðèìàíà. Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î çâåçäîîáðàç-
íîñòè îáðàçà êðóãà ïðè òàêèõ îòîáðàæåíèÿõ è ðàäèóñå çâåçäîîáðàçíîñòè
äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé.

Îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü U ⊂ C íàçûâàåòñÿ çâåçäîîáðàçíîé îòíîñèòåëüíî
òî÷êè a ∈ U , åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ U îòðåçîê [a, z], ñîåäèíÿþùèé åå
ñ òî÷êîé a, ñîäåðæèòñÿ â U . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ
îáëàñòÿìè, çâåçäîîáðàçíûìè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, è áóäåì íà-
çûâàòü èõ ïðîñòî çâåçäîîáðàçíûìè. Ãðàíèöà æîðäàíîâîé çâåçäîîáðàçíîé
îáëàñòè íàçûâàåòñÿ çâåçäîîáðàçíîé êðèâîé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå
çâåçäîîáðàçíîñòè àíàëèòè÷åñêîé æîðäàíîâîé êðèâîé γ ýêâèâàëåíòíî òî-
ìó, ÷òî argw íå óáûâàåò ïðè äâèæåíèè òî÷êè w ïî γ â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè.

Ðàäèóñîì çâåçäîîáðàçíîñòè Rs(K) äëÿ äàííîãî êëàññà K ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ è îäíîëèñòíûõ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, íàçûâàåòñÿ
òàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî R > 0 (åñëè îíî ñóùåñòâóåò), ÷òî ëþáîé êðóã
Dr ðàäèóñà 0 < r ≤ R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò îòîáðàæàåòñÿ âñåìè
ôóíêöèÿìè äàííîãî êëàññà íà çâåçäîîáðàçíóþ îáëàñòü. Âîïðîñ î ðàäèóñå
çâåçäîîáðàçíîñòè òåñíî ñâÿçàí ñ âîïðîñîì î ðàäèóñå âûïóêëîñòè, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (îáðàç êðóãà Dr ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
îòîáðàæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáëàñòüþ).

Òàê êàê ëþáàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ çâåçäîîáðàçíîé, òî çíà÷å-
íèå ðàäèóñà âûïóêëîñòè ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé (âîçìîæíî, íåòî÷íîé)
ðàäèóñà çâåçäîîáðàçíîñòè äëÿ îäíîãî è òî æå êëàññà îòîáðàæåíèé.

Õîðîøî èçó÷åííûì ïîäêëàññîì êëàññà SH ÿâëÿåòñÿ êëàññ S êîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé f åäèíè÷íîãî êðóãà D, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì íîð-
ìèðîâêè f(0) = 0 è f ′(0) = 1 (ñì., íàïðèìåð, [3]). Äëÿ íåãî åùå â ïåðâîé
ïîëîâèíå XX âåêà áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ âûïóêëîñòè
Rc(S) = 2−

√
3 ≈ 0.26 è çâåçäîîáðàçíîñòè Rs(S) = th(π/4) ≈ 0.65 (ñì. [36]

è [32] ñîîòâåòñòâåííî).
Â ðàáîòå [41] áûë äîêàçàí êðèòåðèé âûïóêëîñòè îáðàçà êðóãà ïðè ãàð-

ìîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè. Ýòîò êðèòåðèé âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ âûïóê-
ëîñòè ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ.

Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [30]), ÷òî îáëàñòü U íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé â
ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè åå ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáîé ãîðèçîíòàëüíîé
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ïðÿìîé ëèáî ñâÿçíî, ëèáî ïóñòî. Èíûìè ñëîâàìè, ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàë-
ëåëüíàÿ âåùåñòâåííîé îñè, ëèáî ïåðåñåêàåò îáëàñòü ïî öåëîìó èíòåðâàëó
(âîçìîæíî, íåîãðàíè÷åííîìó), ëèáî âîâñå íå ïåðåñåêàåò. Àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ âûïóêëîñòü â ëþáîì äðóãîì íàïðàâëåíèè. Îáëàñòü U
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà âûïóêëà âî âñåõ íà-
ïðàâëåíèÿõ.

Êëóíè è Øåéë-Ñìîëë â 1984 ãîäó ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f = h + g ëîêàëüíî îäíîëèñòíà â êðóãå
DR = {|z| < R}, R > 0. Òîãäà îíà îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò ýòîò êðóã
íà âûïóêëóþ îáëàñòü â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè ëþáîì
β ∈ [0, 2π) ôóíêöèÿ ϕβ(z) := h(z) + eiβg(z) êîíôîðìíî îòîáðàæàåò DR

íà îáëàñòü, âûïóêëóþ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè.
Ðåçóëüòàò òèïà òåîðåìû Êëóíè�Øåéë-Ñìîëëà äëÿ çâåçäîîáðàçíûõ îá-

ëàñòåé óäàëîñü ïîëó÷èòü äëÿ êëàññà CH , êîòîðûé ñîñòîèò èç âñåõ îäíîëèñò-
íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé f åäèíè÷íîãî êðóãà íà âûïóêëûå îáëà-
ñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ íîðìèðîâêå (3.1). Ôîðìóëèðîâêà ñîîòâåòñòâóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåò ïîíÿòèå çâåçäîîáðàçíîñòè ïî îäíîìó íàïðàâëå-
íèþ.

Ïóñòü γ � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è 0 6∈ γ. Ñêà-
æåì, ÷òî γ çâåçäîîáðàçíà â íàïðàâëåíèè β, åñëè ëó÷, âûõîäÿùèé èç íà÷àëà
êîîðäèíàò ïîä óãëîì β îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âåùå-
ñòâåííîé îñè, ïåðåñåêàåò γ íå âíåøíèì îáðàçîì íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå.
Ïîä ïåðåñå÷åíèåì êðèâîé γ ñ ïðÿìîé íå âíåøíèì îáðàçîì ìû ïîäðàçóìåâà-
åì òàêîå ïåðåñå÷åíèå, ïðè êîòîðîì ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ñîäåðæèò òî÷êè γ, ëåæàùèå êàê â îäíîé, òàê è â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè
îòíîñèòåëüíî äàííîé ïðÿìîé. Æîðäàíîâó îáëàñòü U , îãðàíè÷åííóþ òàêîé
êðèâîé, íàçîâåì çâåçäîîáðàçíîé â çàäàííîì íàïðàâëåíèè β. Çâåçäîîáðàç-

íîñòü â íàïðàâëåíèÿõ ±π
2
åñòåñòâåííî íàçâàòü çâåçäîîáðàçíîñòüþ â âåðòè-

êàëüíîì íàïðàâëåíèè.
Æîðäàíîâà îáëàñòü U ñ àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé çâåçäîîáðàçíà â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà çâåçäîîáðàçíà ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì
β ∈ [0, 2π).

Òåîðåìà 0.6. Ôóíêöèÿ f = h + g ∈ CH îòîáðàæàåò êðóã Dr ðàäèóñà
r ∈ (0, 1) íà çâåçäîîáðàçíóþ îáëàñòü â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà ïðè ëþáîì β ∈ [0, 2π) ôóíêöèÿ ϕβ(z) = h(z) + eiβg(z) îòîáðàæàåò
îêðóæíîñòü Tr íà êðèâóþ, çâåçäîîáðàçíóþ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êëàññà CH ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Rs(CH) ≥ Rs(S) = th
π

4
≈ 0.65.
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Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé èç èçâåñòíûõ â íàñòîÿùèé ìîìåíò. Äðó-
ãèå îöåíêè è òî÷íûå çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ âûïóêëîñòè è çâåçäîîáðàçíîñòè
äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ìîæíî
íàéòè â ðàáîòàõ [31], [40], [42], [26], [47].

Â � 3.3 èññëåäóåòñÿ ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ ñè-
ñòåì Lτ,0f = 0 è L0,σf = 0 è îòîáðàæåíèå êðóãà ýòèìè ðåøåíèÿìè, çàäàí-
íûìè â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ òèïà Ïóàññîíà (ýòè ïðåäñòàâëå-
íèÿ, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïîëó÷åíû âî âòîðîé ãëàâå).

Óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû î âçâåøåí-
íîì ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà Ïóàññîíà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì.,
íàïðèìåð, [30, ��1.5, 3.3]).

Òåîðåìà 0.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà èíòåãðàëîì Ïóàññîíà äëÿ îïåðà-
òîðà Lτ,0, τ ∈ [0, 1),

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

(1− |z|2)(eit + τe−it)

(eit − z)τ(e−it − z)(eit + τz)
ϕ(t)dt,

ãäå ϕ(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàç-
ðûâà. Ïóñòü Λθ,α � ýòî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó eiθ è ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ óãîë α ñ êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå ê îêðóæíîñòè T. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî α ∈ (0, π) ïðåäåë ôóíêöèè f ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè z ê eiθ âäîëü
Λα ðàâåí

lim
z→eiθ
z∈Λθ,α

f(z) = p(θ, α)ϕ+(θ) + (1− p(θ, α))ϕ−(θ),

ãäå ϕ±(θ) = lim
t→θ±

ϕ(t) è

p(θ, α) =
α

π
+

1

2πi
log

1 + τe−2iθ

1 + τe2i(α−θ) .

Òåîðåìà 0.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà èíòåãðàëîì Ïóàññîíà äëÿ îïåðà-
òîðà L0,σ, σ ∈ [0, 1),

f(z) =
1

2π

∫
T
(1− |z|2)

(
1

|eit − z|2
I + σ

2− e−itz
(eit − z)2

C
)
ϕ(t)dt,

ãäå ϕ(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàç-
ðûâà. Òîãäà

lim
z→eiθ
z∈Λθ,α

f(z) = p(θ, α)ϕ+(θ) + (I − p(θ, α))ϕ−(θ),

ãäå
p(θ, α) =

α

π
I +

σ

2πi

(
e−2iθ − e2i(α−θ)

)
C.
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Â ïàðàãðàôå 3.2 òàêæå ïîñòðîåíû îòîáðàæåíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà ïðè
ïîìîùè Lτ,0- è L0,σ-ôóíêöèé, çàäàííûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíòåãðàëàìè
òèïà Ïóàññîíà îò êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîì ñëó-
÷àå, êîãäà îòîáðàæàþùàÿ ôóíêöèÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ, îáðàçîì êðóãà ïðè òà-
êèõ îòîáðàæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé n�óãîëüíèê. Ïðè óâåëè÷åíèè ïà-
ðàìåòðà τ (ñîîòâåòñòâåííî σ) ïðè σ = 0 (ñîîòâåòñòâåííî τ = 0) íàáëþäàåò-
ñÿ ïîñòåïåííàÿ äåôîðìàöèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Õàðàêòåð ãðàíèöû ïðè ýòîì
îïðåäåëÿåòñÿ ïðèâåäåííûìè äâóìÿ òåîðåìàìè î ãðàíè÷íîì ïîâåäåíèè.

Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, îòëè÷-
íûõ îò ñèñòåìû Ëàïëàñà, ÿâëÿþòñÿ ïîêà ìàëî èçó÷åííûìè. Íåêîòîðûå èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü íåäàâíî À.Á. Çàéöåâûì, êîòîðûé â ðàáîòàõ [7] è
[8] ðàññìàòðèâàë âîïðîñ îá îäíîëèñòíîñòè Lτ,0�îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî
êðóãà è óñòàíîâèë ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.
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Ãëàâà 1

Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé ðåøåíèÿìè

ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à C1-àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ïîëèíîìè-
àëüíûìè ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè íà êîìïàêòàõ â ïëîñêîñòè.

1.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ñèñòåìàõ

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
âòîðîãî ïîðÿäêà(

A
∂2

∂x2
+ 2B

∂2

∂x∂y
+ C

∂2

∂y2

)(
u
v

)
=

(
0
0

)
, (1.1)

ãäå A, B, C � ïîñòîÿííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà ñ âåùå-
ñòâåííûìè ÷èñëàìè, à u è v � ôóíêöèè äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.
Ñèñòåìà (1.1) îòíîñèòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó (ñì. [19], [20]), åñëè åå áè-
êâàäðàòè÷íàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôîðìà, çàäàííàÿ îïðåäåëèòåëåì

F(ξ, η) := det(Aξ2 + 2Bξη + Cη2), (1.2)

îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè ξ = η = 0. Ñðåäè ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì
âûäåëÿþò, â ñâîþ î÷åðåäü, êëàññ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì. [43],
[2],[33], [34]). Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà (1.1) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷å-
ñêîé, åñëè îïðåäåëèòåëü

Q(ξ, η) := det(A+ 2Bξ + Cη)

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè âåùåñòâåííûõ ξ è η ñ óñëîâèåì ξ2 6 η.
Óñëîâèÿ ýëëèïòè÷íîñòè è ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè èìåþò ïðîñòóþ ãåî-

ìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ýëëèïòè÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî êðèâàÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà, çàäàâàåìàÿ â ïëîñêîñòè (ξ, η) óðàâíåíèåì Q(ξ, η) = 0, íå ïåðåñåêà-
åòñÿ ñ ïàðàáîëîé η = ξ2, à ñèëüíàÿ ýëëèïòè÷íîñòü � ÷òî îíà ðàñïîëîæåíà
èìåííî âî �âíåøíîñòè� ýòîé ïàðàáîëû.
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Ýëëèïòè÷åñêóþ ñèñòåìó âèäà (1.1) ìîæíî óïðîñòèòü, ïðèìåíÿÿ ñëåäó-
þùèå òðè òèïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: 1) ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ óðàâ-
íåíèé ñèñòåìû; 2) ëèíåéíóþ çàìåíó èñêîìûõ ôóíêöèé; 3) ëèíåéíóþ çà-
ìåíó ïåðåìåííûõ. Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî íàáîðà òàêèõ îïåðàöèé ëþáàÿ
ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà (1.1) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó
ñ íîâûìè ïåðåìåííûìè x′, y′ è íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ũ, ṽ:((

1 0
0 λ

κ2

)
∂2

∂x′2
+

(
0 λ−κ2

κ
λ−1
κ 0

)
∂2

∂x′∂y′
+

(
λ 0
0 1

)
∂2

∂y′2

)(
ũ
ṽ

)
=

(
0
0

)
. (1.3)

Ïàðàìåòðû λ 6= 0 è κ ∈ (0, 1] â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè íàçûâàþò ïîêàçàòåëÿ-
ìè ñèììåòðèè è ýëëèïòè÷íîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî. Ñèëüíî
ýëëèïòè÷åñêèì ñèñòåìàì (1.1) ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ > 0.
Ïðè ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ λ < κ2 èëè λ > 1 òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþò-
ñÿ ñèììåòðè÷íûìè, èëè ñèììåòðèçóåìûìè (ñì. [34], [44]), ïîñêîëüêó îíè
ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó, â êîòîðîì âñå ìàòðèöû A, B, C îäíîâðåìåííî ñèììåò-
ðè÷íû; ïðè κ2 < λ < 1 ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåñèììåòðè÷íîé. Åñëè æå
λ = κ2 èëè λ = 1, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâ-
íåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ íå çàâèñèò îò äðóãîãî, òàê ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû
ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ äâóõ óðàâíåíèé; åå ïðèíÿòî íàçû-
âàòü òðåóãîëüíîé, ââèäó òîãî, ÷òî ìàòðèöà B â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ
òðåóãîëüíîé.

Ïðèâåäåíèå ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû (1.1) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (1.3)
îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà øàãà. Ïåðâûì äåëîì îïðåäåëÿþòñÿ äâå êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûå ïàðû λ1, λ1 è λ2, λ2 êîðíåé áèêâàäðàòè÷íîé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôîðìû (1.2), èíà÷å ãîâîðÿ, îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

F(ξ1, ξ2) = detA · (ξ1 − λ1ξ2)(ξ1 − λ1ξ2)(ξ1 − λ2ξ2)(ξ1 − λ2ξ2).

Ïðèìåíåíèåì ïîäõîäÿùåãî (íåâûðîæäåííîãî) äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ (ñì. [34], [1à])

Λ(z) =
az + b

z + c
, ac− b 6= 0, (1.4)

ïåðåâîäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè λ1, λ2 â òî÷êè ìíèìîé îñè:

Λ(λ1) = −iκ, Λ(λ2) = i, (1.5)

ïðè÷åì çíà÷åíèå κ çàðàíåå íåèçâåñòíî è îïðåäåëÿåòñÿ âìåñòå ñ êîýôôèöè-
åíòàìè a, b, c èç óñëîâèé (1.5). Ýòîìó îòîáðàæåíèþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
íåâûðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ(

x′

y′

)
=

(
c −1
−b a

)(
x
y

)
, (1.6)
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ïðèâîäÿùàÿ ê ñèñòåìå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàòðèöàìè A1, B1, C1 è õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé F1(ξ, η) = detA1 · (ξ2 + η2)(ξ2 + κ2η2).

Ïîñëå îïèñàííîãî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè ïðèìå-
íåíèåì ïîäõîäÿùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óðàâíåíèé ïîëó÷åííîé ñèñòåìû,
à òàêæå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ u, v ïðèõîäèì
ê ñèñòåìå âèäà (1.3).

Äëÿ ïðîñòîòû òåïåðü â (1.3) îïóñòèì øòðèõè è òèëüäû. Îò ìàòðè÷íîé
ôîðìû (1.3) çàïèñè ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû óäîáíî ïåðåéòè ê êîìïëåêñíîé
ôîðìå. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæèì âñå ìàòðèöû ñèñòåìû (1.3)
ñëåâà íà ìàòðèöó (

κ
κ2−λ 0

0 κ
1−λ

)
,

ïîñëå ÷åãî ýòà ñèñòåìà ïðèîáðåòåò ñèììåòðè÷íûé âèä(( κ
κ2−λ 0

0 λ
κ(1−λ)

)
∂2

∂x2
+

(
0 −1
−1 0

)
∂2

∂x∂y
+

(
λκ
κ2−λ 0

0 κ
1−λ

)
∂2

∂y2

)(
u
v

)
=

(
0
0

)
.

(1.7)
Ââåäåì êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ f = u+ iv è ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå

ñèñòåìû (1.7) ñî âòîðûì, óìíîæåííûì íà ìíèìóþ åäèíèöó i. Ïîëó÷èâøå-
åñÿ óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

(1− κ)(κ+ λ)∂2f(z) + (1 + κ)(κ+ λ)∂∂f(z)+

+ (1 + κ)(κ− λ)∂2f(z) + (1− κ)(κ− λ)∂∂ f(z) = 0, (1.8)

ãäå z = x+ iy, à ∂ è ∂ � îïåðàòîðû Êîøè�Ðèìàíà:

∂ =
1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
, ∂ =

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Ïîñêîëüêó λ 6= 0, òî âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé λ 6= −κ
èëè λ 6= κ.

Ïðè λ 6= −κ óðàâíåíèå (1.8) ìîæíî ðàçäåëèòü íà (1+κ)(κ+λ) è, ââåäÿ
íîâûå ïàðàìåòðû

τ =
1− κ
1 + κ

, σ =
κ− λ
κ+ λ

, (1.9)

ïåðåïèñàòü åãî â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

(∂∂ + τ∂2)f + σ(τ∂∂ + ∂2)f = 0, (1.10)

ãäå τ ∈ [0, 1) è σ 6= ±1.
Òàê êàê

κ =
1− τ
1 + τ

, λ =
1− σ
1 + σ

· 1− τ
1 + τ

,
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òî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå (1.10) ñî çíà÷å-
íèÿìè ïàðàìåòðà |σ| < 1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñèììåòðèçóåìûì ñèñòåìàì
(1.7) ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå (1.10) ñ ïàðàìåòðàìè |σ| > |τ |.

Åñëè λ 6= κ, òî äåëÿ óðàâíåíèå (1.8) íà (1 − κ)(κ − λ) è ïåðåõîäÿ ê
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì âûðàæåíèÿì â îáåèõ ñòîðîíàõ ðàâåíñòâà, ïðèäåì
ê óðàâíåíèþ

(∂
2

+ τ∂∂)f + s(τ∂
2

+ ∂∂)f = 0, (1.11)

ãäå s = σ−1.
Óðàâíåíèå (1.10) â ñëó÷àå ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê âîçìóùåííîå êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå Ëàïëàñà ∆f = 4∂∂f = 0
ñ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè τ è σ, à óðàâíåíèå (1.11) ïðè îòñóòñòâèè ñèëüíîé

ýëëèïòè÷íîñòè � êàê âîçìóùåííîå óðàâíåíèå Áèöàäçå ∂
2
f = 0 ñ ìàëû-

ìè ïàðàìåòðàìè τ è s. Ïîýòîìó èçó÷àòü ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû
óäîáíî, çàïèñûâàÿ èõ â âèäå (1.10), à íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû �
â âèäå (1.11). Îáîçíà÷èì ÷åðåç I : z → z òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, à ÷å-
ðåç C : z → z îïåðàòîð êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ è áóäåì â äàëüíåéøåì
çàïèñûâàòü âñå ñèñòåìû (1.1) îäíèì óðàâíåíèåì Lτ,σf = 0 ñ îïåðàòîðîì

Lτ,σ :=

{
(∂∂ + τ∂2)I + σ(τ∂∂ + ∂2)C, |σ| < 1,

(∂
2

+ τ∂∂)I + s(τ∂
2

+ ∂∂)C, |σ| > 1.
(1.12)

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü âîçìîæåí ñëó÷àé σ =∞, ïðè êîòîðîì ïîëàãàåì s = 0.
Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèé

Lτ,σf = 0, îòâå÷àþùèå íóëåâûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ σ èëè τ .
Çíà÷åíèÿì σ = 0 è σ = ∞ ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà, êîòîðàÿ íàçûâà-

åòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé (ñì. [34], [44]). Îíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñâåäåíèè ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñèñòåìû (1.1) ñ ìàòðèöàìè ñëåäóþùåãî âèäà:

A =

(
a1 −a2

a2 a1

)
, B =

(
b1 −b2

b2 b1

)
, C =

(
c1 −c2

c2 c1

)
.

Ñèñòåìà ñ òàêèìè ìàòðèöàìè ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ

af ′′xx + 2bf ′′xy + cf ′′yy = 0, (1.13)

ãäå a = a1 + ia2, b = b1 + ib2 è c = c1 + ic2 � ïîñòîÿííûå êîìïëåêñíûå
êîýôôèöèåíòû. Óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (1.13) ñâîäèòñÿ ê òîìó,
÷òî êîðíè λ1 è λ2 óðàâíåíèÿ aλ

2 + 2bλ + c = 0 íåâåùåñòâåííû, à ñèëüíàÿ
ýëëèïòè÷íîñòü ðàâíîñèëüíà ôàêòó, ÷òî ýòè êîðíè ëåæàò â ðàçíûõ ïîëó-
ïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè.

Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà τ = 0 ñèñòåìà (1.10) ïðåâðàùàåòñÿ â õîðîøî
èçâåñòíóþ ñèñòåìó Ëÿìå, èãðàþùóþ âàæíóþ ðîëü â ïëîñêèõ çàäà÷àõ òåî-
ðèè óïðóãîñòè (ñì. [10, ñòð. 30]) ñ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà µ, ñâÿçàííûì ñ
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ïàðàìåòðîì σ ñîîòíîøåíèåì σ = 1
/

(4µ− 5), à òàêæå â ñèñòåìó óðàâíåíèé
ïðîäîëüíûõ äåôîðìàöèé ïëàñòèíîê (èëè ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ, ñì. [10, ñòð. 69]), äëÿ êîòîðîé σ = −(1 + µ)

/
(5 + µ). Òàê êàê êîýôôè-

öèåíò Ïóàññîíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â èíòåðâàëå
(
0, 1

2

)
, òî è ñèñòåìà Ëÿìå,

è ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðîäîëüíûõ äåôîðìàöèé ïëàñòèíîê ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî
ýëëèïòè÷åñêèìè: äëÿ ñèñòåìû Ëÿìå ïàðàìåòð σ ∈

(
− 1

3 ,−
1
5

)
, à äëÿ óðàâ-

íåíèé ïðîäîëüíûõ äåôîðìàöèé σ ∈
(
− 3

11 ,−
1
5

)
, òàê ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ

|σ| < 1.
Äëÿ äàëüíåéøèõ óïðîùåíèé íåêîòîðûõ çàïèñåé íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä

îáîçíà÷åíèé. Ïðè α, β ∈ C îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð

Tα,β := αI + βC.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàòíûì ê íåìó ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

T −1
α,β =

(
|α|2 − |β|2

)−1 Tα,−β.

Êðîìå òîãî, ââåäåì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

∂α := Tα,1∂ = ∂ + α∂,

è ïîëîæèì
zα := T1,−αz = z − αz.

Çàìåòèì, ÷òî ∂αzα = 0. Íàêîíåö ïîëîæèì t = τ−1. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå
îáîçíà÷åíèÿ, ïåðåïèøåì îïåðàòîð (1.12) â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå

Lτ,σ =

{
∂T1, σ∂τ , |σ| < 1,

∂T1, s∂τ , |σ| > 1,
(1.14)

èç êîòîðîé íåòðóäíî ïîëó÷èòü âèä îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Lτ,σf = 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â C, à f ∈ C(Ω). Ôóíêöèÿ f
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Lτ,σf = 0 â Ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ïðåäñòàâèìà â Ω â ñëåäóþùåì âèäå:

f(z) =


h(zτ) + T−σt,1g(z), |σ| < 1, τ 6= 0,

h(z) + g(z)− σzg′(z), |σ| < 1, τ = 0,

h(zτ) + Tt,−sg(z), |σ| > 1, τ 6= 0,

h(z)− sg(z) + zg′(z), |σ| > 1, τ = 0,

(1.15)

ãäå h è g � ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå â îáëàñòÿõ T1,−τ(Ω) è Ω ñîîòâåòñòâåí-
íî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé |σ| < 1, τ 6= 0. Îñòàëüíûå ñëó÷àè
ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z), çàäàííàÿ â îáëàñòè
Ω ïî ôîðìóëå (1.15), óäîâëåòâîðÿåò â íåé óðàâíåíèþ Lτ,σf(z) = 0.

Ïóñòü, îáðàòíî, èçâåñòíî, ÷òî f ∈ C(Ω) óäîâëåòâîðÿåò â Ω óðàâíå-
íèþ (1.10). Èç (1.14) âûòåêàåò, ÷òî T1,σ∂τf(z) ÿâëÿåòñÿ àíòèãîëîìîðôíîé
ôóíêöèåé, à CT1,σ∂τf(z) = Tσ,1∂τf(z) � ãîëîìîðôíîé. Òîãäà ôóíêöèÿ g,
îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì

g′(z) =
Tσ,1∂τf(z)

1− σ2
, (1.16)

áóäåò òàêæå ãîëîìîðôíîé â Ω. Ââåäåì åùå ôóíêöèþ

h̃(z) = f(z)− T−σt,1g(z) (1.17)

è, ó÷èòûâàÿ (1.16), ïîëó÷èì

∂τ h̃(z) = ∂τf(z)− ∂τT−σt,1g(z) =

= ∂τf(z) + (∂ + τ∂)(σtg(z)− g(z)) = ∂τf(z) + Tσ,−1g
′(z) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h̃ ïðåäñòàâèìà â âèäå h̃(z) = h(zτ), ãäå h � ãîëîìîðô-
íàÿ â îáëàñòè T1,−τ(Ω) ôóíêöèÿ. Âìåñòå ñ (1.17) ýòî ïðèâîäèò ê (1.15).
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φτ,σ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ Lτ,σ, òî åñòü Φτ,σ
� ýòî òàêàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ (ðàñïðåäåëåíèå), ÷òî

〈Lτ,σΦτ,σ |ϕ〉 = 〈δ0 |ϕ〉 = ϕ(0)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (C), ãäå ÷åðåç 〈F |ϕ〉 îáîçíà÷åíî äåéñòâèå
ðàñïðåäåëåíèÿ F íà ôóíêöèþ ϕ, à δ0 � ýòî äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà ñ
öåíòðîì â íóëå.

Ïóñòü

Kτ(z) = log(zτz), Bτ(z) =
1

τ
log

zτ
z
,

ïðè÷åì ôèêñèðóþòñÿ íåêîòîðûå îäíîçíà÷íûå âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå
â C\{0} âåòâè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîçíà÷íûõ ëîãàðèôìîâ. Îòìåòèì, ÷òî
ïðè τ = 0 ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ìîæíî ïîëó÷èòü B0(z) = −z/z.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèðàùåíèå ïîëÿðíîãî àðãóìåíòà ó ôóíêöèé zτz è zτ/z
ïðè îáõîäå âîêðóã òî÷êè z = 0 ðàâíî íóëþ.
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Ïðåäëîæåíèå 1.2. Äëÿ îïåðàòîðà Lτ,σ ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå âèäà

Φτ,σ(z) =

{
kσ
(
Kτ(z)I + σBτ(z)C

)
, |σ| < 1,

kσ
(
Bτ(z)I + sKτ(z)C

)
, |σ| > 1,

ñ êîíñòàíòîé

kσ =


1

π(1− σ2)
, |σ| < 1,

1

π(1− s2)
, |σ| > 1,

Â ïðåäëîæåíèè 1.2 ðàñïðåäåëåíèå Φτ,σ èìååò âèä Φ
(1)
τ,σ(z)I + Φ

(2)
τ,σ(z)C,

ãäå Φ
(1)
τ,σ è Φ

(2)
τ,σ � ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (C) ñïðàâåäëèâî

〈Φτ,σ |ϕ〉 = 〈Φ(1)
τ,σ |ϕ〉+ 〈Φ(2)

τ,σ |ϕ〉.

Èç ôîðìóë äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûâîäÿò-
ñÿ àíàëîãè ëîðàíîâñêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Lτ,σf = 0.
Äëÿ óäîáñòâà ôîðìóëèðîâîê ìû ðàçáåðåì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ: τ > 0 è
τ = 0. Êàê îáû÷íî, ÷åðåç F1 ∗ F2 îáîçíà÷àåòñÿ ñâåðòêà ðàñïðåäåëåíèé F1

è F2. Êîíñòàíòà kσ â ïðåäëîæåíèÿõ 1.3 è 1.4 íèæå áåðåòñÿ èç ïðåäëîæå-
íèÿ 1.2.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü τ > 0. Ïóñòü F � ðàñïðåäåëåíèå ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì â êðóãå D(a, r), è ïóñòü f = Φτ,σ ∗ F . Òîãäà ïðè
z /∈ D(a, q1r), ãäå q1 = q1(τ) > 1 + τ , ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ,
âñå ðÿäû â êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ â ñìûñëå C∞(C \D(a, q1r)):

1 ) Ïðè |σ| < 1

f(z) = Φτ,σ(z − a) · c0 +
∞∑
m=1

cm
(z − a)mτ

+ T−σt,1
∞∑
m=1

bm
(z − a)m

, (1.18)

ãäå c0 = 〈F | 1〉,

cm = −kσ
m
〈(w − a)mτ | T1, σtF (w)〉, bm = −kσ

m
〈(w − a)m |F (w)〉.

2 ) Ïðè |σ| > 1

f(z) = Φτ,σ(z − a) · c0 +
∞∑
m=1

cm
(z − a)mτ

+ T−t,s
∞∑
m=1

bm
(z − a)m

,

21



ãäå c0 = 〈F | 1〉,

cm = −kσ
m
〈(w − a)mτ | Tt,sF (w)〉, bm = −kσ

m
〈(w − a)m |F (w)〉.

Â ñëó÷àå τ = 0 ëîðàíîâñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Lτ,σf = 0 èìåþò íåñêîëüêî èíîé âèä.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü F � ðàñïðåäåëåíèå ñ êîìïàêòíûì íîñèòå-
ëåì â êðóãå D(a, r), è ïóñòü f = Φ0,σ ∗ F . Òîãäà ïðè z /∈ D(a, q1r), ãäå
q1 > 1, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ, âñå ðÿäû â êîòîðûõ ñõîäÿò-
ñÿ â ñìûñëå C∞(C \D(a, q1r)):

1 ) Ïðè |σ| < 1

f(z) = Φ0,σ(z − a) · c0+

+
∞∑
m=1

cm
(z − a)m

+
∞∑
m=1

bm
(z − a)m

+ σ(z − a)
∞∑
m=1

mbm
(z − a)m+1

,

ãäå c0 = 〈F | 1〉, à

bm = −kσ
m
〈(w − a)m |F (w)〉,

cm =
kσ
m

(
〈mσ(w − a)(w − a)m−1 |F (w)〉 − 〈(w − a)m |F (w)〉

)
.

2 ) Ïðè |σ| > 1

f(z) = Φ0,σ(z − a) · c0+

+
∞∑
m=1

cm
(z − a)m

− s
∞∑
m=1

bm
(z − a)m

− (z − a)
∞∑
m=1

mbm
(z − a)m+1

,

ãäå c0 = 〈F | 1〉, à

bm =
kσ
m
〈(w − a)m |F (w)〉,

cm = −kσ
m

(
〈−m(w − a)(w − a)m−1 |F (w)〉+ 〈s(w − a)m |F (w)〉

)
.

Âñþäó â äàëüíåéøåì êîýôôèöèåíòû cm è bm â ïðåäëîæåíèÿõ 1.3 è 1.4
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç cm(f, a) è bm(f, a), óêàçûâàÿ, ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè, ôóíêöèþ è öåíòð ðàçëîæåíèÿ.
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1.2. C1�àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ ñè-

ñòåì

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ìíîæåñòâà
E ⊂ C è ôóíêöèè g : E → C ïîëîæèì ‖g‖E = supz∈E |g(z)|,
ωE(g, δ) = sup{|g(x) − g(y)| : x, y ∈ E, |x − y| 6 δ}. Ïðè E = C èí-
äåêñ E â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ îïóñêàåòñÿ. Êàê îáû÷íî, ñèìâîëîì Supp(f)
îáîçíà÷àåòñÿ íîñèòåëü ôóíêöèè (èëè ðàñïðåäåëåíèÿ) f . Ïðè g ∈ C1

loc
(C)

ïóñòü
‖∇g‖ = max{‖∂g‖, ‖∂g‖, ‖∂τg‖},

ω(∇g, δ) = max{ω(∂g, δ), ω(∂g, δ), ω(∂τg, δ)}.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ôóíêöèè g êëàññà C2
loc

(C) îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-
æåíèå ‖∇2g‖ � ìàêñèìóì íîðì âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè g â ñìûñëå
îïåðàòîðîâ ∂, ∂ è ∂τ .

×åðåç A,A1, A2, . . . áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ àáñîëþòíûå ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû, êîòîðûå ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â ðàçíûõ âûðàæå-
íèÿõ.

Ïóñòü ϕ ∈ C∞0 (C). Îïðåäåëèì ëîêàëèçàöèîííûé îïåðàòîð Âèòóøêèíà
Vϕ : C∞0 (C)′ → C∞0 (C)′ ïî ïðàâèëó

Vϕf = Φτ,σ ∗ (ϕLτ,σf). (1.19)

Ýòîò îïåðàòîð îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïóñòü f ∈ C1(C) è Supp(f) ⊂ D = D(0, R), ãäå
R > 2. Íàéäóòñÿ ÷èñëà A1 è q1 > 1, çàâèñÿùèå òîëüêî îò îïåðàòîðà
Lτ,σ, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ D, δ ∈ (0, 1) è ϕ ∈ C∞0 (D(a, δ)) ôóíêöèÿ
fϕ = Vϕf îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 ) fϕ ∈ C1
loc

(C), ïðè÷åì Lτ,σfϕ = 0 íà ìíîæåñòâå C \
(

Supp(Lτ,σf) ∩
Supp(ϕ)

)
;

2 ) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖fϕ‖ 6 A1ω
∗(δ)δ‖∇ϕ‖, ‖∇fϕ‖ 6 A1ω(δ)δ2‖∇2ϕ‖, (1.20)

ãäå ω(δ) = ω(∇f, δ) è ω∗(δ) = ω(δ)δ log(R/δ);

3 ) ïðè âñåõ z /∈ D(a, q1δ) ôóíêöèÿ fϕ(z) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä âèäà (1.18)
ñ öåíòðîì â òî÷êå a è êîýôôèöèåíòàìè, ïîä÷èíåííûìè îöåíêå

max{cm(fϕ, a), bm(fϕ, a)} 6 A1(q1δ)
m+2ω(δ)‖∇ϕ‖, m = 0, 1, . . . (1.21)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå 1.5 äîêàçûâàåòñÿ òåì æå îáðàçîì, ÷òî è
àíàëîãè÷íîå ïðåäëîæåíèå 2.4 èç ðàáîòû [18] è îáîáùàåò ïîñëåäíåå ñ êëàññà
îïåðàòîðîâ êîñîñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì íà îáùèå ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû.

Ìû ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé 1)�3) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
f ∈ C∞(C). Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé. Ðàññìîòðåí áóäåò
òîëüêî îïåðàòîð Lτ,σ ñ ïàðàìåòðàìè τ ∈ (0, 1), |σ| < 1, îñòàëüíûå ñèòóàöèè
ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

1) Íåïîñðåäñòâåííî èç (1.19) ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ∈ C∞(C), òî fϕ ∈
C∞

loc
(C). Êðîìå òîãî, â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè îïåðàòîðà Φτ,σ, èìååì

Lτ,σfϕ = ϕLτ,σf , îòêóäà ÿñíî, ÷òî Lτ,σfϕ(z) = 0 ïðè z /∈ Supp(Lτ,σf) ∩
Supp(ϕ).

2) Èç âèäà (1.15) îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Lτ,σf = 0 âûòåêàþò ñëåäó-
ùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ãîëîìîðôíûõ êîìïîíåíò h è g ôóíêöèè
f :

h′(zτ) = −(1 + σt)T̂σ,1T̂1,−τ∂τf(z), g′(z) = −T̂σ,1∂τf(z),

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå T̂α,β := (|α|2−|β|2)−1Tα,β äëÿ íîðìèðîâàííî-
ãî îïåðàòîðà Tα,β (îòìåòèì, ÷òî T̂α,β = T −1

α,−β). Îáîçíà÷èì

α1 = h′(aτ), β1 = g′(a)

è ââåäåì ôóíêöèþ

fa(z) = f(z)− f(a)− α1(z − a)τ − Tσt,1β1(z − a),

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Lτ,σfa = 0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
∂τfa(z) = ∂τf(z)− ∂τf(a), îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà

‖∂τfa‖ ≤ ω(∇f, δ) = ω(δ). (1.22)

Çàïèøåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå â âèäå Φτ,σ(z)=Φ
(1)
τ,σ(z)I+Φ(2)

τ,σ(z)C,
ãäå Φ

(1)
τ,σ(z) = kσKτ(z), Φ

(2)
τ,σ(z) = kσσBτ(z). Èñïîëüçóÿ çàïèñü (1.14) äëÿ

îïåðàòîðà Lτ,σ, ïîëó÷àåì

fϕ(z) = 〈Φτ,σ(w − z)ϕ(w) | ∂T1,σ∂τfa(w)〉 =

= −〈(∂Φ(1)
τ,σ(w − z)I + ∂Φ(2)

τ,σ(w − z)C)ϕ(w)+

+ Φτ,σ(w − z)∂ϕ(w) | T1,σ∂τfa(w)〉. (1.23)

Çäåñü è íèæå îïåðàòîðû I, C è Φτ,σ äåéñòâóþò íà âñå âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå
ñïðàâà îò íèõ ïðè óìíîæåíèè, â òîì ÷èñëå íà ïðàâûå ÷àñòè ñîäåðæèìîãî
óãëîâûõ ñêîáîê. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêó ‖ϕ‖ 6 A1δ‖∇ϕ‖, à òàêæå
(1.22), èç (1.23) ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ‖fϕ‖ â (1.20).
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Òåïåðü îöåíèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè fϕ. Cíîâà ó÷èòûâàÿ (1.14), à òàê-

æå òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ∂∂τΦ
(1)
τ,σ = kσπδ0 è ∂∂τΦ

(2)
τ,σ = kσπσtδ0, èç (1.23)

èìååì

∂τfϕ(z) = −〈∂τΦτ,σ(w − z)ϕ(w) | ∂T1,σ∂τfa(w)〉 =

= 〈∂(∂τΦ
(1)
τ,σ(w − z)Iϕ(w)) + ∂(∂τΦ

(2)
τ,σ(w − z)Cϕ(w)) | T1,σ∂τfa(w)〉 =

= kσπT1,σtϕ(z)T1,σ∂τfa(z) + 〈∂τΦτ,σ(w − z)∂ϕ(w) | T1,σ∂τfa(w)〉.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ‖∇ϕ‖ 6 A1δ‖∇2ϕ‖, îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü òðåáóåìóþ
îöåíêó (1.20) âåëè÷èíû ‖∇fϕ‖.

3) Íàêîíåö îöåíèì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âèäà (1.21) äëÿ ôóíê-
öèè fϕ. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.3.
Ìû ïðèâåäåì âûâîä îöåíêè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cm, äëÿ bm ðàññóæäåíèÿ
ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.3 èìååì

cm = −kσ
m
〈(w − a)mτ | T1,σtϕ(w)Lτ,σf(w)〉 =

= −kσ
m
〈(w − a)mτ |ϕ(w)Lτ,σf(w)〉 − kσ

m
σt〈(w − a)mτ |ϕ(w)Lτ,σf(w)〉. (1.24)

Ìîäóëü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî çäåñü íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

kσ
m
|〈ϕ(w)(w − a)mτ | Lτ,σf(w)〉| = kσ

m
|〈ϕ(w)(w − a)mτ | ∂T1,σ∂τf(w)〉| =

=
kσ
m

∣∣〈∂ϕ(w)(w − a)mτ + ϕ(w)m(w − a)m−1
τ | T1,σ∂τf(w)〉

∣∣ .
Èìåÿ â âèäó, ÷òî |(w− a)τ | 6 (1 + τ)|w− a|, íåòðóäíî îöåíèòü ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå ïðàâîé ÷àñòüþ íåðàâåíñòâà (1.21), â êîòîðîé q1 = 1+τ . Îöåíêà
âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (1.24) ïðîèçâîäèòñÿ òåì æå ñïîñîáîì. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ëåì-
ìû 3.1 èç [18].

Ëåììà 1.6. Ïóñòü f ∈ C1(C), Supp(f) ⊂ D = D(0, R), R > 2 è
fϕ = Vϕf , ãäå ϕ ∈ C∞0 (D(0, δ)) ïðè δ ∈ (0, 1). Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû A2

è q2 > 1, çàâèñÿùèå òîëüêî îò îïåðàòîðà Lτ,σ è óäîâëåòâîðÿþùèå ñëå-
äóþùåìó óñëîâèþ. Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé íåçàìêíóòîé æîðäàíîâîé êðèâîé
γ ⊂ D(0, 2δ) äèàìåòðà δ íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ gγ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:
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1 ) gγ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Lτ,σgγ = 0 â C \ γ; (1.25)

2 ) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ω(gγ, δ) 6 A2, ‖gγ‖D\γ 6 A2ω
∗(δ), ‖∇gγ‖D\γ 6 A2ω(δ); (1.26)

3 ) ïðè z /∈ D(0, 2q2δ) ôóíêöèÿ gγ(z) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä âèäà (1.18) ñ
öåíòðîì â íóëå è êîýôôèöèåíòàìè, ïîä÷èíåííûìè îöåíêå

max{cm(gγ), bm(gγ)} 6 A2(q2δ)
m+2ω(δ)‖∇ϕ‖, m = 0, 1, . . . ; (1.27)

4 ) èìååò ìåñòî êàñàíèå âòîðîãî ïîðÿäêà íà áåñêîíå÷íîñòè ìåæäó
ôóíêöèÿìè fϕ è gγ, òî åñòü

c0(fϕ) = c0(gγ), c1(fϕ) = c1(gγ), b1(fϕ) = b1(gγ). (1.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé |σ| < 1, τ 6= 0, äëÿ îñòàëü-
íûõ ñëó÷àåâ ðàññóæäåíèÿ íå èìåþò ïðèíöèïèàëüíîãî îòëè÷èÿ. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî γ � æîðäàíîâà êðèâàÿ ñ íà÷àëîì
â òî÷êå 0 è êîíöîì â òî÷êå a, |a| = δ, öåëèêîì ëåæàùàÿ â çàìêíóòîì êðó-
ãå D(0, δ). Ïóñòü òàêæå γτ = T1,−τγ � îáðàç êðèâîé γ ïðè îòîáðàæåíèè
z 7→ zτ .

Áóäåì âðåìåííî ñ÷èòàòü, ÷òî δ = 1. Ïðè ` ∈ {0, τ} è γ0 = γ ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

h`(z) = e`
(
z(z − a`)

√
z(z − a`)− p`(z)

)
,

ãäå ãîëîìîðôíàÿ âåòâü êîðíÿ (âíå êðèâîé γ`), êîíñòàíòà e` è ìíîãî÷ëåí p`
âûáðàíû òàê, ÷òî limz→∞ zh`(z) = 1. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

‖h`‖C\γ` 6 A, ‖h′`‖C\γ` 6 A. (1.29)

Êðîìå òîãî, ïðè |z| > 1 + `, èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

h`(z) =
1

z
+
∞∑
m=2

v`,m
zm

, (1.30)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îöåíèâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|v`,m| 6 A(1 + `)m−1, m > 0. (1.31)

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ïåðâîîáðàçíàÿ

H`(z) =

∫ z

2(1+`)

h`(w) dw,
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îïðåäåëåííàÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ëþáîìó ïóòè, ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè
2(1 + `) è z è íå ïåðåñåêàþùåìó γ`. Ïðè ýòîì ïðè |z| > 1 + ` èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå

H`(z) = ε`,0 + log z +
∞∑
m=1

ε`,m
zm

,

â êîòîðîì ε`,m 6 A(1 + τ)m ïðè m > 0.
Òåïåðü îïðåäåëèì ôóíêöèè

Θ1(z) =
(
Hτ(zτ)− ετ,0

)
+
(
H0(z)− ε0,0

)
,

Θ2(z) =
(
Hτ(zτ)− ετ,0

)
−
(
H0(z)− ε0,0

)
.

Îáå îíè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè, íî êàæäàÿ èìååò â îêðåñòíîñòè áåñêî-
íå÷íîñòè îäíîçíà÷íóþ àíàëèòè÷åñêóþ âåòâü, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîäîë-
æåíà äî îäíîçíà÷íîé âíå γ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ýòè îäíîçíà÷íûå âíå
γ ôóíêöèè ìû òàêæå îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè Θ1 è Θ2 ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà δ ∈ (0, 1) îïðåäåëèì ôóíêöèè

Ψ1(z) = Θ1

(
z

δ

)
+ 2 log δ, Ψ2(z) =

1

τ
Θ2

(
z

δ

)
.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ñîîòíîøåíèé (1.29)�(1.31) ïîëó÷àåì, ÷òî

ω(Ψj, δ) 6 A1, ‖Ψj‖D(0,qδ)\γ 6 A1(1 + | log δ|), ‖∇Ψj‖C\γ 6
A1

δ
. (1.32)

Çíà÷åíèå q âûáðàíî çäåñü òàê, ÷òî ïðè |z| > qδ âûïîëíåíî |zτ | > 2(1 + τ)δ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ îöåíîê ìîæíî äåôîðìèðîâàòü äóãó γ â êàêóþ-ëèáî
ïðîñòóþ äóãó, îñòàâëÿÿ ee êîíöû íà ìåñòå, à çíà÷åíèÿ ôóíêöèé H0(z) è
Hτ(z) â òî÷êå z, ãäå ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà, íåèçìåííûìè. Êðîìå òîãî, ïðè
|z| > qδ ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ

Ψ1(z) = Kτ(z) +
∞∑
m=1

c̃m
zmτ

+
∞∑
m=1

b̃m
zm
,

Ψ2(z) = Bτ(z) + t

∞∑
m=1

c̃m
zmτ
− t

∞∑
m=1

b̃m
zm
,

â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ïîä÷èíåíû îöåíêå

max
{
|c̃m|, |̃bm|

}
6 A1(1 + τ)mδm. (1.33)

Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ gγ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì êàñàíèÿ (1.28) ñ
ôóíêöèåé fϕ, òî åñòü èìåòü âèä

gγ(z) = Φτ,σ(z) · c0(fϕ) +
c1(fϕ)

zτ
+ T−σt,1

b1(fϕ)

z
+ . . .
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Ïîñêîëüêó Φτ,σ(z) · c0(fϕ) = kσc0(fϕ)Kτ(z) + kσσc0(fϕ)Bτ(z), òî ÿñíî, ÷òî
åå ìîæíî ïîñòðîèòü â âèäå

gγ(z) = kσc0(fϕ)Ψ1(z) + kσσc0(fϕ)Ψ2(z) + α∂Ψ1(z) + Tσt,−1β∂τΨ2(z),

èç êîòîðîãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî Lτ,σgγ = 0 âíå γ. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïðè

α = c1(fϕ)− kσc̃1T1,σtc0(fϕ), β = b1(fϕ)− kσb̃1c0(fϕ)

óñëîâèÿ (1.28) òàêæå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ.
Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ γ èìååò íà÷àëîì òî÷-

êó 0. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñ íà÷àëîì â òî÷êå a∗ îïèñàííûå âûøå ïîñòðîåíèÿ
ïðîâîäÿòñÿ ïî êðèâîé γ − a∗ := {z − a∗ : z ∈ γ} ñ çàìåíîé z íà z − a∗.

Ïîìèìî óñëîâèÿ êàñàíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ gγ óäîâëåòâîðÿåò òàê-
æå óñëîâèþ (1.25) � ýòî ñëåäóåò èç âèäà ôóíêöèé Ψ1, Ψ2, � îöåíêàì (1.26)
� ýòî âûòåêàåò èç (1.21), (1.32), � è ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä âèäà (1.18) ñ öåí-
òðîì â íóëå è êîýôôèöèåíòàìè, ïîä÷èíåííûìè îöåíêàì (1.27), ÷òî ñëåäóåò
èç (1.21) è (1.33). Ëåììà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì D(a, r) êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ C è ðàäèóñîì
r > 0. Äëÿ òî÷êè z ∈ C è ÷èñëà r > 0 îïðåäåëèì âåëè÷èíó d(z, r,X) êàê
âåðõíþþ ãðàíü äèàìåòðîâ âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà D(z, r) \X
è ââåäåì âåëè÷èíó

θ(X) := inf

{
d(z, r,X)

r
: z ∈ ∂X, r > 0

}
.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü X � êîìïàêò â C.

1. Åñëè θ(X) > 0, òî A1,w
L (X) = R1,w

L (X).

2. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà A1,w
L (X) = P 1,w

L (X) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî C \X áûëî ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü ñõåìå, èñïîëüçîâàííîé â ðàáîòå [18]
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.2. Ýòà ñõåìà ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ìå-
òîäà Âèòóøêèíà ëîêàëèçàöèè ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè è åå ïðèáëèæåíèÿ
ïî ÷àñòÿì, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì àäàïòèðîâàííîãî ê àïïðîêñèìàöèè ðåøå-
íèÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé. Áóäåò ðàññìîòðåí òîëüêî ñëó÷àé, êî-
ãäà |σ| < 1, à τ > 0. Îñòàëüíûå òðè ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî,
ñ íåñëîæíûìè ìèíèìàëüíûìè èçìåíåíèÿìè.

Íà÷íåì ñ ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Âûáåðåì êðóã D(0, R) òàê,
÷òî R > 2 è Supp(f)∪X ⊂ D(0, R/2). Ôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíîå δ ∈ (0, 1),
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ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå δ-ðàçáèåíèå åäèíèöû, ò.å. äëÿ êàæäîãî áè-èíäåêñà
j = (j1, j2) ∈ Z2 ïîëîæèì aj = jδ, Dj = D(aj, δ), à ôóíêöèè ϕj ∈ C∞0 (Dj)
âûáåðåì òàê, ÷òî

0 6 ϕj 6 1, ‖∇ϕj‖ 6
A

δ
, ‖∇2ϕj‖ 6

A

δ2
,
∑
j∈Z2

ϕj ≡ 1. (1.34)

Äëÿ âñåõ j ∈ Z2 ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûå ¾ëîêàëèçîâàííûå¿ ôóíê-
öèè fj, îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fj = Vϕjf.

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, ëåììó 1 èç [38]), ÷òî

f =
∑
j∈Z2

fj,

ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ ñóììà êîíå÷íà, ïîñêîëüêó fj ≡ 0 äëÿ âñåõ òåõ j, äëÿ
êîòîðûõ Supp(ϕj)∩Supp(Lτ,σf) = ∅ (íàïðèìåð, äëÿ j ñ óñëîâèåì Dj∩D =
∅).

Òàêèì îáðàçîì, f ðàçëîæåíà â ñóììó ôóíêöèé fj ñ îñîáåííîñòÿìè,
ëîêàëèçîâàííûìè â êðóãàõ Dj, è íàì äîñòàòî÷íî ïðèáëèçèòü êàæäóþ fj
ñ íàäëåæàùåé òî÷íîñòüþ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè Dj ⊆ X◦, òî fj ≡ 0, à åñëè
Dj ∩X = ∅, òî Lτ,σfj = 0 â îêðåñòíîñòè X, ò.å. ïðèáëèæàòü íàäî òîëüêî
òå ôóíêöèè fj, ó êîòîðûõ j ∈ J = {j′ ∈ Z2 : ∂X ∩Dj′ 6= ∅}.

Ïóñòü θ := θ(X). Äëÿ ëþáîãî j ∈ J íàéäåòñÿ ãëàäêàÿ æîðäàíîâà äó-
ãà γj ⊂ 2θ−1Dj òàêàÿ, ÷òî diam γj = δ, γj ∩ X = ∅, ïðè÷åì êîíöåâûå
òî÷êè ýòîé äóãè íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè δ äðóã îò äðóãà. Ïóñòü äàëåå
δ ∈ (0, θ/4), òàê ÷òî ïðè âñåõ j ∈ J èìååò ìåñòî âëîæåíèå D(aj, 2δ/θ) ⊂ D.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè âìåñòî óñëîâèÿ θ(X) > 0 êîìïàêò X óäîâëåòâîðÿåò
ëþáîìó èç óñëîâèé ñëåäñòâèÿ 1.8, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî θ = 1.

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 1.6, äëÿ êàæäîãî èíäåêñà j ∈ J ïî ôóíêöèè fϕj = fj
è êðèâîé γ = γj ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ gγ = gj, êîòîðàÿ
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì óñëîâèÿì ëåììû.

Òàê êàê Lτ,σgj = 0 âíå γj (à ñëåäîâàòåëüíî è â îêðåñòíîñòè X), òî äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû íàì äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî ∥∥∥∥∑

j∈J

(fj − gj)
∥∥∥∥
X

6 Aω∗(δ),

∥∥∥∥∑
j∈J

∂∗(fj − gj)
∥∥∥∥
X

6 Aω(δ), (1.35)

ãäå ∂∗ îáîçíà÷àåò ëþáîé èç îïåðàòîðîâ ∂, ∂ è ∂τ ; ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ íåðà-
âåíñòâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè δ → 0.
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Ïóñòü q3 = max{q1, q2}, ãäå êîíñòàíòû q1 è q2 áåðóòñÿ èç ïðåäëîæå-
íèÿ 1.5 è ëåììû 1.6 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçëîæèì fj − gj âíå êðóãà 2q2Dj â
ðÿä

fj(z)− gj(z) = Φτ,σ(z − aj) · α0 +
∞∑
m=1

αm
(z − aj)mτ

+ Tσt,−1

∞∑
m=1

βm
(z − aj)m

,

ãäå αm = cm(fj, aj)−cm(gj, aj) è βm = bm(fj, aj)−bm(gj, aj). Ñîãëàñíî (1.28)
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà α0 = α1 = β1 = 0, à ââèäó (1.21) è (1.27) ïðè m > 1
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max{|αm|, |βm|} 6 A(q3δ)
m+1ω(δ). (1.36)

Ïîäáåðåì q4 > q3 òàê, ÷òî |(z − aj)τ | > 2q3δ ïðè |z − aj| > q4δ. Ïðè
òàêèõ z èç (1.36) âûâîäÿòñÿ îöåíêè

|fj(z)− gj(z)| 6 Aδω(δ)
δ2

|z − aj|2
, |∇(fj(z)− gj(z))| 6 Aω(δ)

δ3

|z − aj|3
.

(1.37)
Åñëè æå |z − aj| < q4δ, z /∈ γj, òî èç (1.20), ñ ó÷åòîì (1.34), è èç (1.26)
ïîëó÷àåì

|fj(z)− gj(z)| 6 Aω∗(δ), |∇(fj(z)− gj(z))| 6 Aω(δ). (1.38)

Îöåíêè (1.35) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå z ∈ X ïîëó÷àþòñÿ èçâåñòíûì ìå-
òîäîì ¾ïîñëîéíîãî¿ ñóììèðîâàíèÿ. Òàê, èñïîëüçóÿ ïåðâûå íåðàâåíñòâà â
(1.37) è (1.38) è ñ÷èòàÿ, ÷òî gj = fj ïðè j /∈ J , ïîëó÷àåì∑
j∈Z2

|fj(z)− gj(z)| 6

6
∑

j : |z−aj |<q4δ

|fj(z)− gj(z)|+
[3R/δ]∑
m=[q4]

∑
mδ6|z−aj |<(m+1)δ

|fj(z)− gj(z)| 6

6 A1

[3R/δ]∑
m=[k6]

mω(δ)δ

m2
+ A1ω

∗(δ) 6 A2ω
∗(δ) + A2ω(δ)δ log[R/δ] 6 Aω∗(δ),

÷òî äàåò ïåðâóþ èç îöåíîê (1.35). Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü
÷èñëà x è ó÷òåíî, ÷òî ïðèm > 1 ÷èñëî èíäåêñîâ j òàêèõ, ÷òîmδ 6 |z−aj| <
(m+1)δ, íå ïðåâîñõîäèò 100m. Âòîðàÿ îöåíêà â (1.35) âûâîäèòñÿ èç âòîðûõ
îöåíîê â (1.37) è (1.38) àíàëîãè÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè áåðåòñÿ êàêàÿ-
ëèáî ôóíêöèÿ êëàññà C1(C), ñîâïàäàþùàÿ ñ ôóíêöèåé

∑
j∈J gj(z) +
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∑
j /∈J fj(z) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êîìïàêòà X. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåî-

ðåìû äîêàçàíî.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü, îò ïðîòèâíî-

ãî, ìíîæåñòâî C \ X íåñâÿçíî è Ω � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ êîìïîíåí-
òà ýòîãî ìíîæåñòâà. Ñ÷èòàÿ, ÷òî 0 ∈ Ω, ïîëîæèì d = dist(0, ∂Ω) > 0.
Ïóñòü R = diam(X), ò.å. X ∈ D(0, R). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
Kτ(z) + σBτ(z) ïðè d/2 < |z| < R, ïðîäîëæåííàÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
äî ôóíêöèè êëàññà C∞0 (C), íå ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ìíîãî÷ëåíàìè èç
ÿäðà îïåðàòîðà Lτ,σ. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëèíîìîâ {pn} òàêàÿ, ÷òî Lτ,σpn = 0, pn ⇒X f è ∇pn ⇒X ∇f ïðè n→∞.

Ìíîãî÷ëåí pn èìååò âèä pn(z) = qn(zτ) + rn(z) − tσrn(z), ãäå qn è rn �
ìíîãî÷ëåíû êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Òàê êàê

T1,σ∂τ(Kτ(z) + σBτ(z)) =
1− σ2

z
,

à T1,σ∂τpn(z) = (1 − σ2)r′n(z), òî èç ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûòåêàåò,
÷òî ôóíêöèÿ 1/z ðàâíîìåðíî íà X (à ñëåäîâàòåëüíî è íà ∂Ω) ïðèáëèæàåò-
ñÿ ìíîãî÷ëåíàìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. À ýòî, êàê õîðîøî èçâåñòíî,
íåâîçìîæíî.

Îáðàòíî. Ïóñòü C \ X ñâÿçíî è f ∈ C1(C) ∩ OLτ,σ(X
◦). Â ñèëó ïåð-

âîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn} ⊂
OLτ,σ(X) òàêàÿ, ÷òî fn ⇒X f è ∇fn ⇒X ∇f ïðè n→∞. Îñòàëîñü êàæäóþ
ôóíêöèþ fn ïðèáëèçèòü ïîëèíîìàìè â òðåáóåìîì ñìûñëå. Ïóñòü Lτ,σfn = 0
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Un êîìïàêòà X, a U ′n ⊂ Un � òàêàÿ îêðåñòíîñòü
êîìïàêòàX, ÷òî êàæäóþ òî÷êó èç C\Un ìîæíî ñîåäèíèòü ñ òî÷êîé∞ êðè-
âîé, íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ U ′n. Ìåòîäîì Ðóíãå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ
fn ïðèáëèæàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè ðåøåíèÿìè ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíå-
íèÿ ðàâíîìåðíî íà U ′n è, ñëåäîâàòåëüíî, íà X âìåñòå ñî âñåìè ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êîìïàêòà X ⊂ C âûïîëíÿåòñÿ
õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

i) íèæíÿÿ ãðàíü äèàìåòðîâ âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà
C \X ïîëîæèòåëüíà;

ii) êàæäàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà êîìïàêòà X ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé
äëÿ íåêîòîðîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà C \X;

iii) X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì Êàðàòåîäîðè, ò.å. ∂X = ∂X̂.

Òîãäà A1,w
L (X) = R1,w

L (X).
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Ãëàâà 2

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îä-
íîðîäíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Ýòà çàäà÷à, åñòåñòâåííî ñâÿçàíà ñ òåìàòèêîé ðàâíîìåðíîé ïðè-
áëèæàåìîñòè ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíûìè ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñè-
ñòåì.

2.1. Ââåäåíèå

Íàïîìíèì êëàññè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
Lf = 0 (èëè, êîðî÷å, äëÿ îïåðàòîðà L). Êàê è ðàíüøå, L = Lτ,σ. Ïóñòü Ω
� îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C ñ ãðàíèöåé Γ è ïóñòü h ∈ C(Γ ).
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ f ∈ C(Ω)OL(Ω) òàêóþ, ÷òî f |Γ = h. Îòâåò íà
âîïðîñ ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü äàí êàê â âèäå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, â
êîòîðîé óêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ íà Ω è h, ïðè êîòîðûõ òðåáóåìàÿ ôóíêöèÿ f
ñóùåñòâóåò, ëèáî â âèäå ½ÿâíîé ôîðìóëû� äëÿ ôóíêöèè f . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ìû áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó L-çàäà÷åé Äèðèõëå äëÿ h.

Îïðåäåëåíèå. Îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Ω ⊂ C íàçûâàåòñÿ
L-ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ C(Γ ) ñóùåñòâóåò f ∈
C(Ω)OL(Ω) òàêàÿ, ÷òî f_Γ = h (ò.å. L-çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ h ðàçðåøèìà).

Èòàê, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 3. Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà îãðàíè÷åííóþ
îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü Ω, ïðè êîòîðûõ îíà ÿâëÿåòñÿ L-ðåãóëÿðíîé.

Çàäà÷à 4. Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà îáëàñòü Ω è
ôóíêöèþ h ∈ C(Γ ), ïðè êîòîðûõ L-çàäà÷à Äèðèõëå ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé
h ðàçðåøèìà.

Îáå ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå îñòàþòñÿ íåðå-
øåííûìè. Îíè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñè-
ñòåì è ñèñòåì, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèìè.
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Äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Lτ,σ (ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà τ, σ ∈
[0, 1)) çàäà÷è 3 è 4 ïîëíîñòüþ ðåøåíû òîëüêî äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆.
Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ëåáåãà [35] ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáàÿ îãðàíè-
÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Ω ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îòíîñèòåëüíî çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà ∆. Ýòîò ðåçóëüòàò ëåæèò â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà
öèòèðîâàííîé âûøå òåîðåìû Óîëøà�Ëåáåãà î ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè
ãàðìîíè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ðåçóëüòàò Ëåáåãà ïðèìåíÿ-
åòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ ∂X = ∂X̂ â ýòîé òåîðåìå.
Êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ êîñîñèììåòðè÷íûõ
ñèñòåì êîìïàêòû Êàðàòåîäîðè (ò.å. êîìïàêòû X, äëÿ êîòîðûõ ∂X = ∂X̂)
îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïðèáëèæàåìîñòè â ñìûñëå çàäà÷è 1, íî äîêàçàòåëüñòâî
îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ ïîêà íå ïîëó÷åíî. Ýòî ñâÿçàíî èìåííî ñ îòñóòâèåì
ðåçóëüòàòà î ðåãóëÿðíîñòè ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëà-
ñòè îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Äèðèõëå.

Èçâåñòíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå Ëåáåãà,
îñòàåòñÿ âåðíûì äëÿ ëþáîé êîñîñèììåòðè÷íîé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé ñè-
ñòåìû (1.13). Äëÿ îáùåãî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Lτ,σ ïîäîáíàÿ
ãèïîòåçà, õîòÿ è íå áûëà â ÿâíîì âèäå ñôîðìóëèðîâàíà â ëèòåðàòóðå, òåì
íåå ìåíåå âûãëÿäèò âåñüìà ïðàâäîïîäîáíîé. Â ðàáîòå [44], â ÷àñòíîñòè, äî-
êàçàíî, ÷òî ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé, ðåãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ëþáîãî ñèëüíî ýë-
ëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Lτ,σ. Ïðè ýòîì âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè äàæå æîð-
äàíîâûõ îáëàñòåé îáùåãî âèäà îòêðûò. ×òî êàñàåòñÿ ñîáñòâåííî çàäà÷è
Äèðèõëå, ðÿä óñëîâèé íà îáëàñòü Ω è ôóíêöèþ h ∈ C(∂Ω), ïðè êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Äèðèõëå ðàçðåøèìà, ïîëó÷åí â [22], [23].

Â ñëó÷àå óðàâíåíèé (ñèñòåì), íå ÿâëÿþùèõñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèìè,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à 3 èçó÷åíà ñðàâíèòåëüíî ñëàáî. Èçâåñòíî (ñì. [6]),
÷òî îáëàñòü ñ ãðàíèöåé, ñîäåðæàùåé àíàëèòè÷åñêóþ äóãó, íåðåãóëÿðíà îò-
íîñèòåëüíî íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé êîñîñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ
â èñïîëüçóåìûõ çäåñü îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðó σ = ∞, èëè
s = 0. Â ðàáîòå [12] äîêàçàíà íåðåãóëÿðíîñòü îáëàñòåé ñ ëÿïóíîâñêèìè
ãðàíèöàìè (ò.å. ãðàíèöàìè êëàññà C1,α) îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ Áèöàäçå

∂
2
f = 0 è, âìåñòå ñ òåì, ïîñòðîåí ïðèìåð îáëàñòè, ðåãóëÿðíîé äëÿ ýòîãî

óðàâíåíèÿ.

2.2. Íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ïðèâåäåíû äâà ðåçóëüòàòà. Âî-ïåðâûõ, ìû ðàñ-
ïðîñòðàíèì ðåçóëüòàò èç ðàáîòû [6] î íåðåãóëÿðíîñòè îáëàñòè ñ ãðàíèöåé,
ñîäåðæàùåé àíàëèòè÷åñêóþ äóãó, îòíîñèòåëüíî íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé
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êîñîñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû íà îáùèå íå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû.
Âî-âòîðûõ, áóäåò äàíî íîâîå (áîëåå ïðîñòîå) äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èç
[12] î íåðåãóëÿðíîñòè îáëàñòåé ñ ëÿïóíîâñêèìè ãðàíèöàìè îòíîñèòåëüíî
óðàâíåíèÿ Áèöàäçå.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé
Γ , ñîäåðæàùåé îòêðûòóþ àíàëèòè÷åñêóþ äóãó γ, íè îäíà èç òî÷åê êîòî-
ðîé íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà Γ \ γ. Òîãäà çàäà÷à Äèðèõëå
äëÿ óðàâíåíèÿ Lτ, σf(z) = 0 â Ω ïðè |σ| > 1 (ò.å. â íå ñèëüíî ýëëèïòè÷å-
ñêîì ñëó÷àå) ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé (z−a)−1, ãäå òî÷êà a ∈ Ω ðàñïîëîæåíà
äîñòàòî÷íî áëèçêî ê äóãå γ, íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé τ > 0. Ñëó÷àé, êî-
ãäà τ = 0, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ ìèíèìàëüíûìè íåîáõîäèìû-
ìè èçìåíåíèÿìè. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå f óðàâíåíèÿ
Lτ,σf(z) = 0 â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω ïðåäñòàâèìî â âèäå

f(z) = h(zτ) + Tt,−sg(z),

ãäå ôóíêöèè h è g ãîëîìîðôíû â îáëàñòÿõ T1,−τΩ è Ω ñîîòâåòñòâåííî.
Êðîìå òîãî, íàì ïîòðåáóåòñÿ îöåíêà ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé h è g âáëèçè
ãðàíèöû îáëàñòè Ω, àíàëîãè÷íàÿ îöåíêàì, ïîëó÷åííûì â ëåììå 3 ðàáîòû
[28] è â ëåììå 1 ðàáîòû [6].

Ëåììà 2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò â Ω óðàâíåíèþ
Lτ,σf(z) = 0 è ïóñòü a ∈ Ω. Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|h′(aτ)| 6 A1
ω(f, dist(a, ∂Ω))

dist(a, ∂Ω)
, |g′(a)| 6 A2

ω(f, dist(a, ∂Ω))

dist(a, ∂Ω)
, (2.1)

ãäå dist(a, ∂Ω) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a äî ãðàíèöû ∂Ω îáëàñòè Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

h′(zτ) = − 1

1− s2
Ts,1∂Ts,tf(z), g′(z) =

1

1− s2
T1,s∂τf(z). (2.2)

Äîêàæåì îöåíêó äëÿ h′, îöåíêà äëÿ g′ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü ρ(x) ∈ C(R) � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî 0 6 ρ(x) 6 1, ρ(x) = 0 ïðè

|x| > 4 è ρ(x) = 1 ïðè |x| 6 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ Ω âûáåðåì
÷èñëî r, 0 < r < dist(aτ , ∂(T1,−τΩ)), è ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ψ(ζ) = ρ

(
|ζτ − aτ |2

r2

)

34



è çàìåòèì, ÷òî

|∂ψ(ζ)| 6 A

r
. (2.3)

Îïðåäåëèì òåïåðü ëîêàëèçàöèîííûé îïåðàòîð òèïà Âèòóøêèíà:

Vψf(z) :=

∫
|ζτ−aτ |<2r

ψ(ζ)

π(ζ − z)
∂Ts,tf(ζ) dµ(ζ), (2.4)

ãäå µ(·) � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà. Çàìåòèì, ÷òî

∂zVψf(z) = −ψ(z)∂Ts, tf(z).

Êðîìå òîãî, ïðè |zτ − aτ | < r èìååì ψ(z) = 1. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ñòîêñà,
òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé è ó÷èòûâàÿ (2.2), ïîëó÷èì

h′(aτ) = Ts,1
1− τ 2

2π(s2 − 1)ir2

∫
|zτ−aτ |=r

Vψf(z) dz. (2.5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â ôîðìóëå (2.4), ïîëó÷èì

Vψf(z) = −
∫

|ζτ−aτ |<2r

∂ψ(ζ)

π(ζ − z)
Ts,tfa(ζ) dµ(ζ)− ψ(z)Ts,tfa(z),

ïðè÷åì ïðè èíòåãðèðîâàíèè f(z) çàìåíÿåòñÿ íà f(z)−f(a) è ó÷èòûâàåòñÿ,
÷òî ψ(ζ) = 0 ïðè |ζτ − aτ | = 2r.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ (2.3) è íåðàâåíñòâî (1 − τ)|z| 6 |zτ | 6 (1 + τ)|zτ |,
ïîëó÷èì

|Vψf(z)| 6 (|s|+ |t|)ω
(
f,

2r

1− τ

)(
1 +

A

r

∫
|ζτ−aτ |<2r

dµ(ζ)

π|ζ − z|

)
, (2.6)

ãäå r = |zτ − aτ |. Òàê êàê ∫
|ζτ−aτ |<2r

dµ(z)

π|ζ − z|
6

5r

1− τ
,

òî èç (2.6) âûòåêàåò îêîí÷àòåëüíàÿ îöåíêà

|Vψf(z)| 6
(

1 +
5A

1− τ

)
(|s|+ |t|)ω

(
f,

2r

1− τ

)
.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, âûáèðàÿ η òàê, ÷òî ïðè r = η dist(a, ∂Ω) âû-
ïîëíåíî r < dist(aτ , ∂(T1,−τΩ)), è ïðèìåíÿÿ (2.5), ïðèäåì ê îöåíêå (2.1).
Ëåììà äîêàçàíà.
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Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêî-
òîðîé òî÷êè a ∈ Ω ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω) òàêàÿ, ÷òî
Lτ,σf = 0 â Ω è

f |Γ =
1

z − a
.

Òàê êàê γ � àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Øâàðöà äëÿ γ,
ò.å. òàêàÿ ôóíêöèÿ S(z), ãîëîìîðôíàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè γ, ÷òî ïðè
âñåõ z ∈ γ âûïîëíåíî z = S(z). Òîãäà ïðè z ∈ γ, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
zτ = Sτ(z) := z − τS(z). Ôóíêöèÿ Sτ(z) òàêæå ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè
γ.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 â [6] âûòåêàåò, ÷òî Sτ(z) ∈ T1,−τΩ ïðè âñåõ z,
ðàñïîëîæåííûõ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê γ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ h(Sτ(z))
îïðåäåëåíà è ãîëîìîðôíà ïðè òàêèõ z. Äëÿ òî÷êè z ∈ Ω îáîçíà÷èì
r = dist(z, γ). Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû η1 > 0, η2 > 0, íå çàâèñÿùèå îò
r è òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ r òî÷êè Sτ(z) è zτ ìîæíî ñî-
åäèíèòü ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ′ ⊂ T1,−τΩ, èìåþùåé äëèíó íå áîëüøå η1r
è ëåæàùåé íà ðàññòîÿíèè, íå ìåíüøåì, ÷åì η2r îò T1,−τγ.

Òîãäà

h(Sτ(z))− h(zτ) =

∫
γ′
h′(ζτ) dζτ .

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.2, ïîëó÷àåì

|h(Sτ(z))− h(zτ)| 6 η1 max
z∈γ′
|h′(z)|r → 0

ïðè r → 0. Íî òîãäà

f(z) = h(zτ) + Tt,−sg(z)→ h(Sτ(z)) + tg(z)− sg
(
S(z)

)
→ 1

z − a

ïðè r → 0. Îòñþäà è èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè Ëóçèíà�Ïðèâàëîâà âûòå-
êàåò, ÷òî

h(Sτ(z)) + tg(z)− sg
(
S(z)

)
=

1

z − a
ïðè âñåõ z, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê γ. Îäíàêî, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå a òî÷êó,
â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ôóíêöèÿ h(Sτ(z)) ãîëîìîðôíà, òî ïîëó÷èì, ÷òî ëå-
âàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ãîëîìîðôíà â ýòîé òî÷êå, à ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò â íåé
ïîëþñ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 2.3. Ëþáàÿ æîðäàíîâà îáëàñòü Ω ñ ãðàíèöåé Γ êëàññà C1,α íåðå-
ãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ñëåäó-
þùåãî óòâåðæäåíèÿ:
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Ëåììà 2.4. Ïóñòü Ω � æîðäàíîâà îáëàñòü ñ ãðàíèöåé Γ êëàññà C1,α è
ïóñòü ϕ � íåêîòîðîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà D íà
Ω. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ C(D) âèäà g(z) = g1(z)ϕ(z) + g0(z), ãäå
g0 è g1 � ãîëîìîðôíûå â D ôóíêöèè, è äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
÷èñëà n èìååò ìåñòî îöåíêà∣∣∣∣∫

T
g(t)tndt

∣∣∣∣ 6 A‖g‖D
nα

,

ãäå A > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò îáëàñòè Ω.

Ñ÷èòàÿ ëåììó 2.4 äîêàçàííîé, ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3, à
çàòåì âåðíåìñÿ ê ëåììå 2.4 è äîêàæåì åå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Ïóñòü ϕ � íåêîòîðîå êîíôîðìíîå îòîáðà-
æåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà D íà îáëàñòü Ω. Òàê êàê Ω � æîðäàíîâà îáëàñòü,
òî, â ñèëó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Êàðàòåîäîðè, ϕ ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåî-
ìîðôèçìà çàìêíóòîãî êðóãà D íà çàìêíóòóþ îáëàñòü Ω.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ h ïðèíàäëåæèò C(Γ ) è ïðîäîëæàåòñÿ äî
ôóíêöèè êëàññà O

∂
2∩C(Ω). Òîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g ∈ C(D) âèäà g(z) =

g1(z)ϕ(z) + g0(z) ñ ãîëîìîðôíûìè â D êîìïîíåíòàìè g0 è g1, òàêàÿ, ÷òî
h(ϕ(t)) = g(t) íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T.

Ïóñòü

g̃(eiθ) :=
∑
n

e−i2
nθ

2nα/2
.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ g̃ ∈ C(T) îáëàäàåò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: ∣∣∣∣∫

T
g̃(t)t2

m

dt

∣∣∣∣ =
2π

2mα/2
.

ßñíî, ÷òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îöåíêå â ëåììå 2.4.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ h(ζ) := g̃(ϕ−1(ζ)) ïðèíàäëåæèò C(Γ )

è íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ôóíêöèè êëàññà O
∂
2 ∩ C(G), òàê êàê â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå g̃ ïðîäîëæàëàñü áû íåïðåðûâíî â êðóã D äî ôóíêöèè
âèäà g1(z)ϕ(z)+g0(z). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî îáëàñòüΩ
íåðåãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4. Ñîãëàñíî ëåììå 3 ðàáîòû [28], äëÿ ôóíêöèè f
êëàññà C(Ω)∩O

∂
2, çàïèñàííîé â âèäå f(z) = zf1(z)+f0(z) ñ ãîëîìîðôíûìè

êîìïîíåíòàìè f0 è f1, è äëÿ z ∈ Ω ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|f1(z)| 6 Aω(f, δ(z))

δ(z)
, (2.7)
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ãäå δ(z) = dist(z, Γ ), à ω(f, ·) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íà Ω.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè g ∈ C(D) � ôóíêöèÿ âèäà g1(z)ϕ(z)+g0(z), ãäå
g0 è g1 ãîëîìîðôíû â D, òî ïðè âñåõ z ∈ D âûïîëíåíà îöåíêà

|g1(z)| 6 A‖g‖D
1− |z|

. (2.8)

Ïóñòü òåïåðü Ω � ýòî îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1,α, à ϕ � íåêî-
òîðîå (ôèêñèðîâàííîå) êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà D íà
Ω. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Êåëëîãà�Âàðøàâñêîãî, (ñì., íàïðèìåð,
[39, Òåîðåìà 3.6]), ϕ′ ∈ C(D) è äëÿ ëþáûõ òî÷åê z1, z2 ∈ D èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

|ϕ′(z1)− ϕ′(z2)| 6 A1|z1 − z2|α.
Èç íåãî è èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ z ∈ D âåðíà
îöåíêà

|ϕ′′(z)| 6 A2

(1− |z|)1−α ,

ãäå A2 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ϕ. Îíà, íàðÿäó ñ îöåíêîé (2.8),
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äåòàëüþ äàëüíåéøåãî ðàññóæäåíèÿ.

Ïóñòü q > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç qD êðóã {z ∈ C : |z| < q}, à ÷åðåç qT �
îêðóæíîñòü {z ∈ C : |z| = q}. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãðèíà, ïîëó÷àåì:∣∣∣∣∫

T
g(t)tndt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ lim
q→1−

∫
qT
g(t)tndt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ lim
q→1−

∫
qT

(
g1(t)ϕ(t) + g0(t)

)
tndt

∣∣∣∣ =

= 2

∣∣∣∣ lim
q→1−

∫
qD
g1(w)ϕ′(w)wndwdw

∣∣∣∣ =

= 2

∣∣∣∣ lim
q→1−

∫ q

0

rdr

∫ 2π

0

g1(re
iθ)ϕ′(reiθ)(reiθ)ndθ

∣∣∣∣ =

= 2

∣∣∣∣ lim
q→1−

∫ q

0

rdr

∫
rT
g1(t)ϕ′(t)t

n−1dt

∣∣∣∣ =

= 4

∣∣∣∣ lim
q→1−

∫ q

0

rdr

∫
rD
g1(w)ϕ′′(w)wn−1dwdw

∣∣∣∣ =: I1,

ïðè÷åì âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé Ãðèíà åùå
ðàç.

Ó÷èòûâàÿ ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè âåëè÷èí |ϕ′′(z)| è |g1(z)| â êðóãå
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D, âåëè÷èíó I1 ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I1 ≤ A3‖g‖D
∫ 1

0

rdr

∣∣∣∣∫ r

0

ρn(1− ρ)−2+αdρ

∣∣∣∣ ≤
≤ A3‖g‖D

∫ 1

0

rn+1dr

∣∣∣∣∫ r

0

(1− ρ)−2+αdρ

∣∣∣∣ =

= A4‖g‖D
∫ 1

0

rn+1
(
(1− r)−2+α − 1

)
dr = A4‖g‖D

(
B(n+ 2, α)− 1

n+ 2

)
,

(2.9)
ãäå B(·, ·) � áåòà-ôóíêöèÿ.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ m âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

B(m,α) =
Γ(m)Γ(α)

Γ(m+ α)
≤ A

mα
,

ãäå Γ(·) � ãàììà�ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Èñïîëüçóÿ åãî, ìîæíî îöåíèòü âå-
ëè÷èíó I1 íóæíûì îáðàçîì è ïîëó÷èòü òðåáóåìóþ îöåíêó èíòåãðàëà∣∣∣∣∫

T
g(t)tndt

∣∣∣∣ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n: èç (2.9) ñëåäóåò

I1 ≤
A5‖g‖D
nα

.

Ëåììà äîêàçàíà.

2.3. Ìåòîä âîçìóùåíèé äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå è ôîðìóëà

òèïà Ïóàññîíà

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå Lτ,σf = 0 âèäà
(1.10), ê êîòîðîìó áûëè ñâåäåíû ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû âèäà (1.1), ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîé ôóíêöèè f ,
âîçìóùåííîå ïî äâóì âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðàì τ è σ. Íàïîìíèì, ÷òî
τ ∈ [0, 1). Êðîìå òîãî, ñèëüíàÿ ýëëèïòè÷íîñòü èñõîäíîé ñèñòåìû (1.1) ýêâè-
âàëåíòíà òîìó, ÷òî |σ| < 1. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà óêàçûâàþò íà âîçìîæíîñòü
èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì â âèäå
ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ τ è σ. Ðåàëèçàöèÿ ýòîé âïîëíå åñòå-
ñòâåííîé èäåè â ñëó÷àå äîâîëüíî îáùèõ òðåáîâàíèé íà îáëàñòü, êîíå÷íî,
îêàçûâàåòñÿ òåõíè÷åñêè âåñüìà çàòðóäíèòåëüíîé. Òåì íå ìåíåå, â íåêîòî-
ðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ äîêàçàòü ñõîäèìîñòü âîçíèêàþùèõ ðÿäîâ.
Íèæå áóäåò ïîäðîáíî èçëîæåí ìåòîä âîçìóùåíèé äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è, à òàêæå áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì äèññåðòàöèè â ýòîì íàïðàâëåíèè.
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Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Lτ,σf = 0 â íåêîòîðîì êëàññåM(Ω) ôóíêöèé f , îïðå-
äåëåííûõ â çàìûêàíèè îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω, ñ ãðàíè÷íûìè äàííûìè h
èç íåêîòîðîãî êëàññà B(Γ ). Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ
òàêîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âîçìóùåíèé, êîòîðûé ñîñòîèò â ïðåäñòàâ-
ëåíèè èñêîìîé ôóíêöèè f â âèäå ðÿäà

f =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

fmnτ
nσm (2.10)

ïî ïàðàìåòðàì τ, σ ∈ [0, 1). Ïðè ýòîì çàäàäèì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ:

f00|Γ = h, fmn|Γ = 0, (m,n) 6= (0, 0).

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.10) â óðàâíåíèå Lτ,σf = 0 ñ îïåðàòîðîì (1.10) è
ïðèðàâíÿåì ê íóëþ ìíîæèòåëè ïðè îäèíàêîâûõ ïàðàõ ñòåïåíåé (m,n). Ýòî
ïðèâåäåò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíê-
öèé fmn.

1. Ôóíêöèÿ f00 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ëàïëàñà

∂∂f00 = 0 â Ω,

f00|Γ = h.
(2.11)

2. Äëÿ çíà÷åíèÿ èíäåêñà m = 0 ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . ïîñëåäîâàòåëüíî
íàõîäèì ôóíêöèè f0,n êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà

∂∂f0,n = −∂2f0,n−1 â Ω,

f0,n|Γ = 0.
(2.12)

3. Äëÿ çíà÷åíèÿ èíäåêñà n = 0 ïðè âñåõ m = 1, 2, . . . ïîñëåäîâàòåëüíî
íàõîäèì ôóíêöèè fm,0 êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà

∂∂fm,0 = −∂2fm−1,0 â Ω,

fm,0|Γ = 0.
(2.13)

4. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì íîìåðå m = 1, 2, . . . ñòðîèì ôóíêöèè
fmn ñ íîìåðàìè n = 1, 2, . . . êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

∂∂fmn = −∂2fm,n−1 − ∂2fm−1,n − ∂∂ fm−1,n−1 â Ω,

fmn|Γ = 0.
(2.14)

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò íåñêîëüêî âîïðîñîâ: 1) ñóùåñòâóþò
ëè ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷ (2.11)�(2.14) è â êàêîì êëàññå? 2) åñëè âñå ôóíêöèè
fmn ñóùåñòâóþò, òî ñõîäèòñÿ ëè ðÿä (2.10), â êàêîì ñìûñëå è ê ôóíêöèè
êàêîãî êëàññà? 3) èç êàêîãî êëàññà ñëåäóåò áðàòü ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ h?
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Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû óäàåòñÿ íàéòè, êîãäà îáëàñòü Ω � ýòî åäèíè÷-
íûé êðóã. Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî ìåòîäà âîçìóùåíèé óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà Lτ,σ â êðóãå. Ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå èíòåãðàëà òèïà Ïóàññîíà. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò,
ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è è â ýëëèïñå ñïåöèàëüíîãî âèäà, àññîöèèðî-
âàííîãî ñ äàííîé ñèñòåìîé. Íàêîíåö, äëÿ êðóãà è òàêîãî ýëëèïñà âûâîäÿòñÿ
ôîðìóëû ôóíêöèè Ãðèíà. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ, à âûâîä ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà âîç-
ìóùåíèé áóäåò ïîêàçàí â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü τ ∈ [0, 1), |σ| < 1. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâ-
íåíèÿ Lτ,σf(z) = 0 â åäèíè÷íîì êðóãå D ñ çàäàííîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé
h ∈ C(T) èìååò âèä

f(z) =

∫
T
Pτ,σ(ζ, z)h(ζ)|dζ| (2.15)

ñ ÿäðîì

Pτ,σ(ζ, z) =
1− |z|2

2π

(
1

|ζ − z|2
+

+
∞∑
n=0

(−1)nσnτn(2Cnζ + (−1)n+1τnzτ)Cn(τI + σC)
(Cnζτ2n+1 + (−1)n+1τnzτ)(Cnζ + (−1)n+1τnz)(Cnζ + (−1)nτn+1z)

)
.

(2.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèþ f , çàäàííóþ ôîðìóëàìè (2.15), (2.16), ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå (1.15) ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîìïîíåíòàìè

F (zτ) =
1

2πi

∫
T

[
h(ζ)dζτ
ζτ − zτ

+

+
∞∑
n=1

(
Cnh(ζ) d(Cn+1ζτ2n−1)

Cn−1ζτ2n−1 + (−1)nτn−1zτ
+

Cnh(ζ) d(Cnζτ2n+1)

Cnζτ2n+1 + (−1)n+1τnzτ

)(
σ

τ

)n]
(2.17)

è

G(z) =
1

2πi

∫
T

∞∑
n=0

(
Cn+1h(ζ) d(Cn+1ζ)

Cn+1ζ + (−1)nτn+1z
+
Cn+1h(ζ) d(Cnζ)

Cnζ + (−1)n+1τnz

)(
σ

τ

)n
.

(2.18)
Çàìåòèì, ÷òî âñå ðÿäû â ôîðìóëàõ (2.17), (2.18) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè

(ζ, z) ∈ T × D (âî âòîðîé èç ôîðìóë íàäî âûíåñòè èç-ïîä ñóììû ñëàãàå-
ìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå n = 0 è ðàññìàòðèâàòü åãî îòäåëüíî). Â ñàìîì äåëå,
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ïðèâîäÿ â (2.17) è (2.18) äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷èì

F (zτ) =
1

2πi

∫
T

[
h(ζ)dζτ
ζτ − zτ

+

+
zτ
τ

∞∑
n=1

σn(1 + τ 2n)Cnh(ζ) dζτ(
Cn−1ζτ2n−1 + (−1)nτn−1zτ

)(
Cnζτ2n+1 + (−1)n+1τnzτ

)],
G(z) =

z

2πi

∫
T

∞∑
n=0

(−1)n+1Cn+1h(ζ) dζτ(
Cn+1ζ + (−1)nτn+1z

)(
Cnζ + (−1)n+1τnz

)σn.
Îòñþäà ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû ïðè |σ| < 1 ìàæîðèðè-
ðóþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðîãðåññèÿìè.

Èç (2.17), (2.18) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ â (2.15), èìååò
âèä (1.15) è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò â åäèíè÷íîì êðóãå D óðàâíåíèþ
Lτ,σf = 0.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ëþáûõ ζ, z ∈ T ñ óñëîâèåì ζ 6= z âûïîë-
íåíî Pτ,σ(ζ, z) = 0.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
h ≡ A, A ∈ C, � ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ íà T, òî ôîðìóëû (1.15), (2.17), (2.18)
äàþò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Äèðèõëå f ≡ A. Èìåÿ ýòî óòâåð-
æäåíèå, ìîæíî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû òåì æå ñòàíäàðòíûì
ñïîñîáîì, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êëàññè÷åñêîé ôîðìó-
ëû Ïóàññîíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ñì., íàïðèìåð, [25, ñòð. 243�246]).

Èòàê, ïóñòü h(ζ) = A ïðè âñåõ ζ ∈ T. Òîãäà

F (zτ) =
1

2πi

∫
T

[
Adζτ
ζτ − zτ

+

+
∞∑
n=1

(
CnAd(Cn+1ζτ2n−1)

Cn+1ζτ2n−1 + (−1)nτn−1zτ
+

CnAd(Cnζτ2n+1)

Cnζτ2n+1 + (−1)n+1τnzτ

)(
σ

τ

)n]
. (2.19)

Ïðè n = 2m, ñîãëàñíî òåîðåìå î âû÷åòàõ,

In :=
1

2πi

∫
T

d (Cnζτ2n+1)

Cnζτ2n+1 + (−1)n+1τnzτ
=

1

2πi

∫
T

dζτ2n+1

ζτ2n+1 − τnzτ
= N,

ãäå N � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ζτ2n+1 − τnzτ = 0 îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ζ ïðè ζ, z ∈ D. Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå. Âûïèøåì
îòäåëüíî âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïîëàãàÿ ζ = ρeiθ, à
z = reiϕ.

ρ(1− τ 2n+1) cos θ = τnr(1− τ) cosϕ,

ρ(1 + τ 2n+1) sin θ = τnr(1− τ) sinϕ.
(2.20)
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Ðàçäåëèâ âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå, íàõîäèì

1 + τ 2n+1

1− τ 2n+1
tan θ =

1 + τ

1− τ
tanϕ,

îòêóäà

θ = arctan

(
1 + τ + τ 2 + · · ·+ τ 2n

1− τ + τ 2 + · · ·+ τ 2n
tanϕ

)
.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò êàæäîå èç óðàâíåíèé (2.20), à çàòåì ñêëàäûâàÿ èõ, íà-
õîäèì

ρ = τnr

√
cos2 ϕ

(1 + τ + τ 2 + · · ·+ τ 2n)2 +
sin2 ϕ

(1− τ + τ 2 + · · ·+ τ 2n)2 < 1.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ζτ2n+1 − τnzτ = 0 èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå â
åäèíè÷íîì êðóãå, ò.å. N = 1.

Ïðè n = 2m+ 1 èìååì

In :=
1

2πi

∫
T

d (Cnζτ2n+1)

Cnζτ2n+1 + (−1)n+1τnzτ
= −C 1

2πi

∫
T

dζτ2n+1

ζτ2n+1 + τnzτ
= −N,

ãäå òåïåðü N � ýòî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
ζτ2n+1 + τnzτ = 0 îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ζ ïðè ζ, z ∈ D. Ñ ïîìîùüþ
âûêëàäîê, àíàëîãè÷íûõ èçëîæåííûì âûøå, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî è â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå N = 1, òàê ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íîìåðà n ïî-
ëó÷àåì In = (−1)n.

Òàêèì îáðàçîì,

F (zτ) = A
1

2πi

∫
T

dζτ
ζτ − zτ

+
∞∑
n=1

(In−1 + In)
(σ
τ

)n
CnA = A.

Êðîìå òîãî, ïðè h(ζ) = A äëÿ âñåõ ζ ∈ T, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Cni = (−1)ni è
ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ, äëÿ êîìïîíåíòû G íàõîäèì

G(z) =
1

2πi

∫
T

∞∑
n=0

(
Cn+1Ad(Cn+1ζ)

Cn+1ζ + (−1)nτn+1z
+

Cn+1Ad(Cnζ)

Cnζ + (−1)n+1τnz

)(
σ

τ

)n
=

=
∞∑
n=0

(
(−1)n+1Cn+1 1

2πi

∫
T

Adζ

ζ + (−1)nτn+1Cn+1z
+

+ (−1)nCn 1

2πi

∫
T

Adζ

ζ + (−1)n+1τnCnz

)(σ
τ

)n
=

= Cn+1A

∞∑
n=0

((−1)n+1 + (−1)n)

(
σ

τ

)n
= 0.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì f(z) = A, z ∈ D. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû çàâåðøåíî.

Çàìå÷àíèå. Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Äèðèõëå ìîæíî òàêæå çà-
ïèñàòü â âèäå

f(z) =
1

2πi

∫
T
dζ

[
log

ζ − z
1− ζz

+

+
∞∑
n=0

(σ
τ

)n
log

(Cnζ)(Cnζτ2n+1 + (−1)n+1τnzτ)

(Cnζ + (−1)n+1τnz)(Cnζ + (−1)nτn+1z)
Cn
(
I +

σ

τ
C
)]
h(ζ)

(2.21)

Èíòåãðàë Ïóàññîíà (2.15), (2.16) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ ïðè çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ τ = 0 èëè σ = 0.

Ñëåäñòâèå 2.6. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Lτ,0f(z) = 0 ñ
ïàðàìåòðîì τ ∈ [0, 1) â åäèíè÷íîì êðóãå D ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé h ∈
C(T) ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

f(z) =
1

2π

∫
T

(1− |z|2)(ζ + τζ)

(ζτ − zτ)(ζ − z)(ζ + τz)
h(ζ)|dζ|. (2.22)

Ñëåäñòâèå 2.7. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ L0,σf(z) = 0 â
åäèíè÷íîì êðóãå D ñ çàäàííîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé h ∈ C(T) çàïèñûâàåò-
ñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

f(z) =
1

2π

∫
T
(1− |z|2)

(
1

|ζ − z|2
I + σ

2− ζz
(ζ − z)2

C
)
h(ζ)|dζ|. (2.23)

Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò â åäèíè÷íîì êðóãå D
óðàâíåíèþ Lτ,σf = g, ãäå g ∈ C(D) è τ ∈ [0, 1), |σ| < 1, à íà åãî ãðàíèöå
ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé h ∈ C(T). Òîãäà â D ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå

f(z) =

∫
T
Pτ,σ(ζ, z)h(ζ)|dζ|+

∫
D
Gτ,σ(ζ, z)g(ζ)dµ(ζ) (2.24)

ñ ÿäðîì Ïóàññîíà Pτ,σ, îïðåäåëåííûì ñîãëàñíî (2.16), è ôóíêöèåé Ãðèíà

Gτ, σ(ζ, z) = Φτ, σ(ζ − z) + F (ζτ , z) + T−σt, 1G(ζ, z), (2.25)
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ãäå t = τ−1, Φτ, σ � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, ïðèâåäåííîå â ïðåäëîæå-
íèè 1.2,

F (ζτ , z) =
1

(1− σ2)π

∞∑
n=0

(
−σ
τ

)n
×

log
(1− τ 2n)2 + (−1)nτn−1(1 + τ 2n)ζτCnzτ − τ 2n−1(ζ2

τ + Cnz2
τ )

(1+(−1)nτn−1ζτCnz−τ 2n−1Cnz2)(1+(−1)n+1τnζτCn+1z−τ 2n+1Cn+1z2)

× Cn
(
I +

σ

τ
C
)

(2.26)

è

G(ζ, z) =
1

(1− σ2)π

∞∑
n=0

(
−σ
τ

)n
×

× log
(1 + (−1)nτn+1ζCnz)(1 + (−1)nτn−1ζCnzτ − τ 2n−1ζ2)

(1 + (−1)nτn−1ζCnz)(1 + (−1)n+1τnζCn+1zτ − τ 2n+1ζ2)
Cn+1, (2.27)

ïðè÷åì â ôîðìóëàõ (2.26), (2.27) ïðè n = 0 ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà öåëè-
êîì èãíîðèðóåòñÿ ñîäåðæèìîå òåõ ñêîáîê, âíóòðè êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ
ïàðàìåòð τ â îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëû (2.25)�(2.27) âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ôóíêöèþ Ãðèíà Gτ,σ(ζ, z), óäîâëåòâîðÿþùóþ ïðè âñåõ z ∈ D óñëîâèÿì

Lτ,σ(ζ)Gτ,σ(ζ, z) = δ0(ζ − z), ζ ∈ D,
Gτ,σ(ζ, z) = 0, ζ ∈ T,

(2.28)

èùåì â âèäå ñóììû

Gτ,σ(ζ, z) = Φτ, σ(ζ − z) + G̃τ,σ(ζ, z), (2.29)

ãäå Φτ, σ � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2, à îïåðàòîð G̃τ,σ
óäîâëåòâîðÿåò, êàê ñëåäóåò èç (2.28), óñëîâèÿì

Lτ,σ(ζ)G̃τ,σ(ζ, z) = 0, ζ ∈ D,
G̃τ,σ(ζ, z) = −Φτ, σ(ζ − z), ζ ∈ T.

(2.30)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.30) óäîáíåå âñåãî ïðèìåíèòü ôîðìóëó (2.21), ïðåä-
âàðèòåëüíî çàïèñàâ ïðè ζ ∈ T

(1− σ2)πΦτ, σ(ζ, z) = log(ζτ − zτ)
(
I +

σ

τ
C
)

+ log(ζ − z)− σ

τ
log(ζ − z)C =

= log((ζ − z)− τ(ζ − z))
(
I +

σ

τ
C
)

+ log(ζ − z)− σ

τ
log(ζ − z)C =

= log((1− ζz)− τζ(ζ − z))
(
I +

σ

τ
C
)

+ log(1− ζz)− σ

τ
log(1− ζz)C.
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Íàéäÿ ôóíêöèþ G̃τ,σ è ïîäñòàâëÿÿ â (2.29), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ Ãðèíà Gτ,σ.

Ñëåäñòâèå 2.9. Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà σ = 0 ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ åäè-
íè÷íîãî êðóãà ïðèíèìàåò âèä

Gτ,0(ζ, z) =
1

π
log

(ζτ − zτ)(ζ − z)(1 + τζz)

(1− ζτz − τz2)(1− ζzτ − τζ
2
)
,

à ïðè τ = 0

G0,σ(ζ, z) =
2

π
log

∣∣∣∣ ζ − z1− ζz

∣∣∣∣+
+

1

π
σ

(
1− |ζ|2

) (
1− |z|2

)
1− ζz

(
σ

2− ζz
1− ζz

+
ζz(ζ − z)− (ζ − z)

(1− ζz)(ζ − z)
C
)
.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà, ïðèâåäåííûå âûøå,
îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè äîîïðåäåëèòü îïåðàòîð L ïî ôîðìóëàì
(1.12) äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà τ , òàê ÷òî τ ∈ (−1, 1). Ñ
ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â åäèíè÷íîì êðóãå D äëÿ
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Lτ,σ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ðåøåíèå è â ñïå-
öèàëüíûõ ýëëèïñàõ âèäà

Eτ = {(x, y) : (1− τ)2x2 + (1 + τ)2y2 < 1}

ñ ãðàíèöåé
Eτ = {(x, y) : (1− τ)2x2 + (1 + τ)2y2 = 1}.

Êîíñòðóêöèÿ ðåøåíèÿ îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì âñïîìîãàòåëüíîì ôàêòå.

Ëåììà 2.10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò íà ìíîæåñòâå U ⊂ C
óðàâíåíèþ Lτ,σf = 0, ãäå |τ | < 1. Òîãäà ôóíêöèÿ ψ = T1,στ

◦ f ◦ T −1
−τ,1

óäîâëåòâîðÿåò íà ìíîæåñòâå U ′ = T−τ, 1U óðàâíåíèþ L−τ,σψ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó Lτ,σf = 0 íà ìíîæåñòâå U ,
òî ôóíêöèÿ f íà ýòîì ìíîæåñòâå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (1.15). Îòñþäà
ïîëó÷àåì

ψ̃(z) := T1, στ
f(z) = f(z)+

σ

τ
f(z) = F (zτ)+

σ

τ
F (zτ)+

(
1− σ2

τ 2

)
G(z). (2.31)

Ïóñòü U ′ 3 z′ = T−τ, 1(z) = z − τz è îáðàòíî U 3 z = T −1
−τ, 1(z

′) =
τz′ + z′

1− τ 2
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

zτ = z′, z =
z′−τ

1− τ 2
.

46



Òîãäà èç (2.31) ïîëó÷àåì

ψ(z′) = ψ̃ ◦ T −1
−τ, 1(z

′) = F (z′) +
σ

τ
F (z′) +

(
1− σ2

τ 2

)
G

(
z′−τ

1− τ 2

)
. (2.32)

Îáîçíà÷èâ

Fψ(z′−τ) =

(
1− σ2

τ 2

)
G

(
z′−τ

1− τ 2

)
, Gψ(z′) = F (z′),

ïåðåïèñûâàåì (2.32) â âèäå

ψ(z′) = Fψ(z′−τ) +Gψ(z′) +
σ

τ
Gψ(z′)

ñ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè Fψ è Gψ, èç êîòîðîãî ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ ψ
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ L−τ,σψ = 0 íà ìíîæåñòâå U ′. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.11. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Lτ,σf(z) = 0 ñ
ïàðàìåòðàìè |τ | < 1, |σ| < 1 âî âíóòðåííîñòè Eτ ýëëèïñà Eτ ïðè çàäàííîé
ãðàíè÷íîé ôóíêöèè h ∈ C(Eτ) äàåòñÿ ôîðìóëîé

f(z) =
1

2πi

∫
Eτ
dζ

[
log

(ζτ−zτ)(ζτ−τzτ)
ζ−z

+

+
∞∑
n=1

(−1)n+1
(σ
τ

)n
log

(
Cn+1ζτ− τn−1zτ

) (
Cn+1(ζτ)−τ2n+1−τn(1−τ 2)z

)
(Cn+1ζτ−τn+1zτ) (Cn+1(ζτ)−τ2n−1−τn−1(1−τ 2)z)

Cn
]
h(ζ).

(2.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà |σ| 6= |τ | è ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ Lτ,σf = 0 â îáëàñòè Eτ . Òîãäà, ñîãëàñíî Ëåììå 2.10, ôóíêöèÿ
ψ = T1,στ

◦f ◦T −1
−τ,1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ L−τ,σψ = 0 â åäèíè÷íîì êðóãå

D = T−τ,1Eτ , ïîýòîìó îíà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå (2.21) ñ çàìåíîé
â íåé ïàðàìåòðà τ íà −τ . Òîãäà ôóíêöèÿ f íàõîäèòñÿ ïî îáðàòíîé ôîðìó-
ëå (èìåþùåé ìåñòî ïðè |σ| 6= |τ |) f = T −1

1,στ
◦ ψ ◦ T−τ,1, ïðè÷åì èíòåãðàë ïî

îêðóæíîñòè T çàìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì èíòåãðàëîì ïî ýëëèïñó Eτ , ÷òî
ïðèâîäèò ê ôîðìóëå (2.33), êîòîðàÿ îñòàåòñÿ âåðíîé è ïðè |σ| = |τ |.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè τ = 0 îáëàñòü Eτ ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì êðóãîì D,
à ôîðìóëà (2.33) ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðåâðàùàåòñÿ â (2.23).
Çàâåðøèì ïàðàãðàô ïðèâåäåíèåì ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ýëëèïñå.

47



Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò âî âíóòðåííîñòè Eτ
ýëëèïñà Eτ óðàâíåíèþ Lτ,σf = g, ãäå g ∈ C(Eτ) è |τ | < 1, |σ| < 1, à íà
ñàìîì ýëëèïñå Eτ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé h ∈ C(Eτ). Òîãäà â îáëàñòè Eτ
ôóíêöèÿ f çàïèñûâàåòñÿ âèäå

f(z) = −
∫
Eτ
P−τ,σ(ζτ , zτ)h(ζ)|dζτ |+

∫
Eτ
G−τ,σ(ζτ , zτ)g(ζ)dµ(ζ).

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òàêæå ïðèìåíåíèåì ëåììû 2.10.

2.4. Äîïîëíåíèå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå ìå-
òîäà âîçìóùåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ôîð-
ìóëû èíòåãðàëà Ïóàññîíà äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Lτ,σf = 0.
Ïðèâîäèìûå çäåñü ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå âïîëíå ôîðìàëüíûìè, ñòðî-
ãèå äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ ñîäåðæàòñÿ âûøå.

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòûõ ñëó÷àåâ, à èìåííî òàêèõ, êîãäà îäèí èç
ïàðàìåòðîâ τ èëè σ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Çàòåì ðàñïðîñòðàíèì èñïîëüçóåìûå
ïðèåìû íà îáùèé ñëó÷àé |τ | < 1, |σ| < 1.

Ñëó÷àé σ = 0

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:{
L0,τf(z) = (∂∂ + τ∂2)f(z) = 0, z ∈ D,
f(ζ) = h(ζ), ζ ∈ T,

(2.34)

ãäå ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ h ïðèíèìàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà T, ò.å. h ∈ C(T).
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (2.34) â âèäå

f(z) =
∞∑
n=0

fn(z)τn, (2.35)

ãäå ôóíêöèÿ f0 � ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà{
∂∂f0(z) = 0, z ∈ D,
f0(ζ) = h(ζ), ζ ∈ D,

(2.36)

à ôóíêöèè fn ïðè n ≥ 1 ñóòü ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà {

∂∂fn(z) = −∂2fn−1(z), z ∈ D,
fn(ζ) = 0, ζ ∈ T.

(2.37)
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Ôóíêöèÿ f0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà

f0(z) =
1

2π

∫
T
h(ζ)

1− |z|2

|ζ − z|2
|dζ|,

êîòîðûé ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå

f0(z) =
1

2πi

∫
T
h(ζ) dζP0(ζ, z)

ñ èíòåãðàëüíûì ÿäðîì

P0(ζ, z) = log
ζ − z
1− ζz

,

ãäå dζ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé ζ. Çàïèøåì è âñå
îñòàëüíûå ôóíêöèè fn â àíàëîãè÷íîé ôîðìå

fn(z) =
1

2πi

∫
T
h(ζ)dζ Pn(ζ, z). (2.38)

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f(z) =
1

2πi

∫
T
h(ζ)dζ P (ζ, z), (2.39)

ãäå

P (ζ, z) =
∞∑
n=0

Pn(z)τn. (2.40)

Èç óñëîâèé (2.37) ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ ÿäðà P1{
∂z∂zP1(ζ, z) = −∂2

zP0(ζ, z), z ∈ D;

P1(ζ, z) = 0, z ∈ T.
(2.41)

Åå ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå

P1(ζ, z) = −z∂zP0(ζ, z) + P̃1(ζ, z) =
z

ζ − z
+ P̃1(ζ, z), (2.42)

ãäå â ñèëó (2.41), P̃1(ζ, z) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðåìåííîé z, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

P̃1(ζ, z) = z∂zP0(ζ, z) =
z

ζ − z
, z ∈ T.

Çàìåòèì, ÷òî â (2.42) ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà îò ïîñëåäíåãî çíàêà ðàâåí-
ñòâà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè z = ζ, íî ïðè ýòîì ôóíêöèÿ P1(ζ, z)
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â áåñêîíå÷íîñòü îáðàùàòüñÿ íå äîëæíà. Ïîýòîìó åùå áîëåå åñòåñòâåííî
èñêàòü ôóíêöèþ P1(ζ, z) â âèäå

P1(ζ, z) = −ζ − z
ζ − z

+ p1(ζ, z),

ãäå ôóíêöèÿ p1(ζ, z) òàêæå ãàðìîíè÷åñêàÿ ïî z. Íî ïðè ζ, z ∈ T ìîæíî
çàïèñàòü ζ = 1/ζ, z = 1/z, è òîãäà

ζ − z
ζ − z

= −ζz. (2.43)

Ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî
p1(ζ, z) = −ζz

è åñòü èñêîìàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ïî z ôóíêöèÿ, òàê ÷òî

P1(ζ, z) = −ζ − z
ζ − z

− ζz.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ íà ñëåäóþùåì øàãå ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ

P2(ζ, z) = − (ζ − z)2

2(ζ − z)2
+ p2(ζ, z),

ãäå, ââèäó (2.43), îêàçûâàåòñÿ, ÷òî p2(ζ, z) =
1

2
(−ζz)2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

íîìåðà n ≥ 1 ïîëó÷èì

Pn(ζ, z) = −1

n

((
ζ − z
ζ − z

)n
+ (−1)n+1(ζz)n

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (2.40), íàõîäèì

P (ζ, z) = log
ζτ − zτ

(ζ − z)(ζ + τζ)
. (2.44)

Òåïåðü ïîäñòàíîâêà (2.44) â (2.39) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ïðè σ = 0.

Ñëó÷àé τ = 0

Òåïåðü ðåøèì òàêóþ çàäà÷ó:{
L0,σf(z) = (∂∂ + σ∂2C)f(z) = 0, z ∈ D,
f(ζ) = h(ζ), ζ ∈ T,

(2.45)
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ãäå ñíîâà h ∈ C(T).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåì ïðåæíèå ðàññóæäåíèÿ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ôîðìóë (2.38)�(2.40), â êîòîðûõ çàìåíÿåì τ íà σ. Ïîäñòàâëÿÿ èõ
â óðàâíåíèå èç (2.45), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ÿäåð Pn(ζ, z):

∂∂P0(ζ, z) = 0,

∂∂Pn(ζ, z) = ∂2CPn−1(ζ, z), n = 1, 2, . . .
(2.46)

Çäåñü ÿäðî P0(ζ, z) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.55), äëÿ îñòàëüíûõ ÿäåð ïðè-
íèìàåì íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Íàéäåì ÿäðî P1(ζ, z). Äëÿ íåãî èç (2.46) èìååì

∂∂P1(ζ, z) = ∂2CP0(ζ, z) = ∂2 log(1− ζz)C. (2.47)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

P1(ζ, z) = −z∂ log(1− ζz)C + p̃1(ζ, z)C =

=
ζz

1− ζz
C + p̃1(ζ, z) =

z

ζ − z
C + p̃1(ζ, z).

Ïîäñòàâèâ ýòî â (2.62), íàéäåì, ÷òî ∂∂p̃1(ζ, z) = 0.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà îò ïîñëåäíåãî çíàêà ðàâåíñòâà îáðàùàåòñÿ â

áåñêîíå÷íîñòü ïðè z = ζ, íî ñàìî ÿäðî P1(ζ, z) â áåñêîíå÷íîñòü îáðàùàòüñÿ
íå äîëæíî, ïîýòîìó åùå áîëåå åñòåñòâåííî èñêàòü ÿäðî P1 â âèäå

P1(ζ, z) = −ζ − z
ζ − z

C + p1(ζ, z)C,

ãäå ∂∂p1(ζ, z) = 0. Òîãäà èç íóëåâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.56) äëÿ ÿäðà
P0(ζ, z) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ζ, z ∈ T

p1(ζ, z) =
ζ − z
ζ − z

.

Íî çàïèñàâ ζ = 1/ζ, z = 1/z, ïîëó÷èì, ÷òî p1(ζ, z) = −ζz. Òîãäà

P1(ζ, z) = −
(
ζ − z
ζ − z

+ ζz

)
C = −ζ(1− |z|2)

ζ − z
C.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ∂2CP1(ζ, z) = 0, òàê ÷òî âñå ÿäðà, íà÷èíàÿ ñ
P2, îêàçûâàþòñÿ íóëåâûìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

P (ζ, z) = log
ζ − z
1− ζz

− σζ(1− |z|2)
ζ − z

C, (2.48)
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è çàäà÷à (2.45) ðåøåíà.

Îáùèé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è{
Lτ,σf(z) = [(∂∂ + τ∂2) + σ(τ∂∂ + ∂2)C]f(z) = 0, z ∈ D,
f(ζ) = h(ζ), ζ ∈ T,

(2.49)

ñ ïàðàìåòðàìè 0 < |τ | < 1, 0 < |σ| < 1 â âèäå

f(z) =
1

2πi

∫
T
dζP (ζ, z) · h(ζ), (2.50)

ïðè ýòîì ÿäðî P (ζ, z) èùåì â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

P (ζ, z) =
∞∑
n=0

Pn(ζ, z)σn. (2.51)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäñòàâèì èñêîìîå ðåøåíèå òàêæå â âèäå ðÿäà ïî ñòå-
ïåíÿì ïàðàìåòðà σ:

f(z) =
∞∑
n=0

fn(z)σn. (2.52)

Èç (2.50) è (2.52) ñëåäóåò

fn(z) =
1

2πi

∫
T
dζPn(ζ, z) · h(ζ). (2.53)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.52) â óðàâíåíèå èç (2.49), ïîëó÷àåì

Lτ,σ(z)f(z) = [(∂∂ + τ∂2) + σ(τ∂∂ + ∂2)C]
∞∑
n=0

fn(ζ, z)σn = 0.

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ìíîæèòåëè ïðè ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà σ, âûïèñûâàåì
ôîðìóëû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòûñêàíèÿ ôóíêöèé fn(z):

(∂∂ + τ∂2)f0(z) = 0,

(∂∂ + τ∂2)fn(z) = −(τ∂∂ + ∂2)Cfn−1(z), n = 1, 2, . . . .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (2.53), ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû äëÿ ÿäåð
Pn(ζ, z):

(∂∂ + τ∂2)P0(ζ, z) = 0,

(∂∂ + τ∂2)Pn(ζ, z) = (τ∂∂ + ∂2)CPn−1(ζ, z), n = 1, 2, . . . .
(2.54)
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Çäåñü è íèæå âñå îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ïåðåìåííîé
z. Îòìåòèì, ÷òî CPn−1 = Pn−1C.

Ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èç (2.54) ÿâëÿåòñÿ ÿäðî

P0(ζ, z) = log
ζτ − zτ

(ζ − z)(ζ + τz)
, (2.55)

ãäå ζτ = ζ − τζ, zτ = z − τz. Äëÿ îñòàëüíûõ ÿäåð ïðèíèìàåì ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ

Pn(ζ, z) = 0, ζ, z ∈ T, n = 1, 2, . . . (2.56)

Ïðîèçâåäåì âû÷èñëåíèå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ÿäåð Pn(ζ, z) äî óñòàíîâ-
ëåíèÿ îáùåé ôîðìóëû äëÿ íèõ.

1. Âû÷èñëåíèå ÿäðà P1(ζ, z).
Äëÿ ÿäðà P1(ζ, z) èç (2.54) èìååì óðàâíåíèå

(∂∂ + τ∂2)P1(ζ, z) = (τ∂∂ + ∂2)P0(ζ, z)C. (2.57)

Çàìåòèì, ÷òî

(τ∂∂ + ∂2)P0(ζ, z) = ∂(τ∂ + ∂)P0(ζ, z) = ∂(τ∂ + ∂)P0(ζ, z). (2.58)

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ P0(ζ, z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∂(∂ + τ∂)P0(ζ, z) = 0, òî îíà êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé z ïðåäñòàâèìà â
âèäå

P0(ζ, z) = F0(z − τz) +G0(z) (2.59)

ñ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè F0 è G0. Èç (2.58), (2.59) ñëåäóåò

(τ∂∂ + ∂2)P0(ζ, z) = ∂(τ∂ + ∂)P0(ζ, z) = ∂2G0(ζ, z). (2.60)

Íî äëÿ ôóíêöèè P0(ζ, z) èç (2.55) ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà G0 ðàçëî-
æåíèÿ (2.59) åñòü

G0(ζ, z) = − log(ζ − z)(ζ + τz). (2.61)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.60), (2.61) â (2.57), ïîëó÷àåì

(∂∂ + τ∂2)P1(ζ, z) = −∂2 log(ζ − z)(ζ + τz)C. (2.62)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

P1(ζ, z) = −1

τ
log(ζ − z)(ζ + τz)C + p1(ζ, z)C. (2.63)
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Ïîäñòàâëÿÿ (2.63) â (2.62), íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ p1(ζ, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è Äèðèõëå:

∂(∂ + τ∂)p1(ζ, z) = 0, ζ ∈ T, z ∈ D;

p1(ζ, z) =
1

τ
log(1− ζz)(1 + τζz), ζ, z ∈ T.

(2.64)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ϕ, íåïðåðûâíîé ïî÷òè âñþäó íà T, îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Pτϕ(z) ðåøåíèå p(z) çàäà÷è Äèðèõëå

∂(∂ + τ∂)p(z) = 0, z ∈ D;

p(z) = ϕ(z), z ∈ T.
(2.65)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ζ ∈ D

Pτ(z) log(1− ζz) = log
(1− ζz)− τζ(ζ − z)

1 + τζz
= log

1− τζ2 − ζzτ
1 + τζz

. (2.66)

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.64) åñòü

p1(ζ) =
1

τ
Pτ(z) log(1− ζz) +

1

τ
Pτ(z)(1 + τζz).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà äàåòñÿ ôîðìóëîé (2.66), à äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòî-
ðîãî ïðîèçâåäåì â òîé æå ôîðìóëå (2.66) çàìåíó: ζ → −τζ. Ìû íå áóäåì
âûïèñûâàòü çäåñü ïîëíîñòüþ ðåøåíèå p1(ζ, z), ïðîèçâåäÿ ïîëíûå âû÷èñëå-
íèÿ íèæå äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ. Êàê âèäíî èç ôîðìóë (2.59), (2.60), íà
âû÷èñëåíèå ñëåäóþùåãî ÿäðà P3 ïîâëèÿþò òîëüêî ñëàãàåìûå, àíàëèòè÷å-
ñêèå ïî ïåðåìåííî z, èõ ìû è âûïèøåì. Èòàê,

p1(ζ, z) = −1

τ
log(1 + τζz)− 1

τ
log(1− τ 2ζz) + . . . (2.67)

2. Âû÷èñëåíèå ÿäðà P2(ζ, z).
Ñîãëàñíî (2.54), ÿäðî P2(ζ, z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(∂∂ + τ∂2)P2(ζ, z) = (τ∂∂ + ∂2)P1(ζ, z)C. (2.68)

Èñõîäÿ èç ôîðìóë (2.63), (2.67), ïîëó÷àåì

(τ∂∂ + ∂2)P1(ζ, z) = −1

τ
∂2 log(1 + τζz)(1− τ 2ζz),

òàê ÷òî P2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P2(ζ, z) = − 1

τ 2
log(1 + τζz)(1− τ 2ζz) + p2(ζ, z), (2.69)
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ãäå

p2(ζ, z) =
1

τ 2
Pτ(z) log(1 + τζz) +

1

τ 2
Pτ(z) log(1− τ 2ζz).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà âû÷èñëÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (2.66) ñ çà-
ìåíîé â íåé ζ → −τζ, à âòîðîå ñëàãàåìîå � ñ çàìåíîé ζ → τ 2ζ. Ñíîâà
âûïèñûâàåì òîëüêî ñëàãàåìûå, àíàëèòè÷åñêèå ïî ïåðåìåííîé z, êîòîðûå
âëèÿþò íà äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ. Ïîëó÷àåì

p2(ζ, z) = − 1

τ 2
log(1− τ 2ζz)− 1

τ 2
log(1 + τ 3ζz) + . . . (2.70)

3. Îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ ÿäåð Pn(ζ, z).
Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ îáùóþ ôîðìóëó:

P2m(ζ, z) = − 1

τ 2m
log(1− τ 2mζz)(1 + τ 2m−1ζz) + p2m(ζ, z),

P2m+1(ζ, z) =
1

τ 2m+1
log(1− τ 2mζz)(1 + τ 2m+1ζz)C + p2m+1(ζ, z)C,

(2.71)

ãäå

p2m(ζ, z) = Pτ(z)
1

τ 2m
log(1− τ 2mζz)(1 + τ 2m−1ζz),

p2m+1(ζ, z) = −Pτ(z)
1

τ 2m+1
log(1− τ 2mζz)(1 + τ 2m+1ζz).

(2.72)

Ïðîèçâîäÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé ôîðìóëå (2.66) çàìåíó ζ → τ 2mζ, è
óìíîæàÿ â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ζ, ïîëó÷àåì

Pτ(z) log(1− τ 2mζz) = log
ζτ4m+1 − τ 2mzτ
ζ + τ 2m+1z

. (2.73)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàìåíà ζ → −τ 2m−1ζ â òîé æå ôîðìóëå ïðèâîäèò ê
ðåçóëüòàòó

Pτ(z) log(1 + τ 2m−1ζz) = log
ζτ4m−1 − τ 2m−1zτ

ζ − τ 2mz
. (2.74)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.73), (2.74) â (2.72), à çàòåì (2.72) â (2.71), çàïèñûâàåì îêîí-
÷àòåëüíî

P2m(ζ, z) =
1

τ 2m
log

(ζτ4m+1 − τ 2mzτ)(ζτ4m−1 + τ 2m−1zτ)

(ζ − τ 2mz)(ζ + τ 2m+1z)(ζ + τ 2m−1z)(ζ − τ 2mz)
,

P2m+1(ζ, z) =
1

τ 2m+1
log

(ζτ4m+1 − τ 2mzτ)(ζτ4m+3 + τ 2m+1zτ)

(ζ − τ 2mz)(ζ + τ 2m+1z)(ζ + τ 2m+1z)(ζ − τ 2m+2z)
C,

(2.75)

55



èëè â âèäå îäíîé ôîðìóëû:

Pn(ζ, z) =
n∑

k=n−1

log
Ckζτ2k+1 + (−1)k+1τ kzτ

(Ckζ + (−1)k+1τ kz)(Ckζ + (−1)kτ k+1z)
· C

n

τn
.

Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ (2.55), (2.75) â (2.51), à çàòåì ðåçóëüòàò â (2.50), äèô-
ôåðåíöèðóÿ è ïðîèçâîäÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì ðåøåíèå
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ êðóãà.
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Ãëàâà 3

Ãåîìåòðè÷åñêèå è ãðàíè÷íûå ñâîéñòâà

îòîáðàæåíèé ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ

ñèñòåì

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ îòîáðàæåíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà ðåøåíèÿìè
ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì Lτ,σf = 0. Ìû ðàññìàòðèâàåì îòîáðàæåíèÿ òðåõ
êëàññîâ: 1) ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðîâ τ = σ = 0; 2) Lτ,0-îòîáðàæåíèÿ (îòîáðàæàþùàÿ ôóíêöèÿ f
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Lτ,0f = 0); 3) L0,σ-îòîáðàæåíèÿ. Äëÿ ãàðìîíè÷å-
ñêîãî ñëó÷àÿ èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ðàäèóñå çâåçäîîáðàçíîñòè îáðàçà êðóãà
ïðè îäíîëèñòíîì íîðìèðîâàííîì îòîáðàæåíèè. Äëÿ Lτ,0- è L0,σ-ôóíêöèé
íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ â ïðåäóùåé ãëàâå ôîðìóë òèïà Ïóàññîíà èçó÷àåòñÿ
ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå è ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû îòîáðàæåíèé íà îáëàñòè ñ óãëà-
ìè.

3.1. Ââåäåíèå

Èç îáñóæäàåìûõ â ýòîé ãëàâå âîïðîñîâ ñïåöèàëüíîãî ââåäåíèÿ òðåáóþò
âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ãàðìîíè÷åñêèìè îòîáðàæåíèÿìè åäèíè÷íîãî êðóãà,
èì è áóäåò ïîñâÿùåí äàííûé ïàðàãðàô. ×òî êàñàåòñÿ ñâîéñòâ Lτ,0- è L0,σ-
îòîáðàæåíèé, òî ýòà òåìà ÿâëÿåòñÿ ìàëî èçó÷åííîé. Íåêîòîðûå èññëåäîâà-
íèÿ ïðîâîäèëèñü íåäàâíî À.Á. Çàéöåâûì, êîòîðûé â ðàáîòàõ [7] è [8] ðàñ-
ñìàòðèâàë âîïðîñ îá îäíîëèñòíîñòè Lτ,0-îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà è
óñòàíîâèë ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

Ðàññìîòðèì êëàññ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà (ò.å.
îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíê-
öèé) ñ íîðìèðîâêîé

f(0) = 0, fz(0) = 1; (3.1)

íèæíèå èíäåêñû z è z îçíà÷àþò âçÿòèå ïðîèçâîäíûõ â ñìûñëå Êîøè �
Ðèìàíà, òî åñòü fz = ∂f , à fz = ∂f .

Îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü U ⊂ C íàçûâàåòñÿ çâåçäîîáðàçíîé îòíîñèòåëüíî
òî÷êè a ∈ U , åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ U îòðåçîê [a, z], ñîåäèíÿþùèé åå
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ñ òî÷êîé a, ñîäåðæèòñÿ â U . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ
îáëàñòÿìè, çâåçäîîáðàçíûìè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, è áóäåì íà-
çûâàòü èõ ïðîñòî çâåçäîîáðàçíûìè. Ãðàíèöà æîðäàíîâîé çâåçäîîáðàçíîé
îáëàñòè íàçûâàåòñÿ çâåçäîîáðàçíîé êðèâîé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå
çâåçäîîáðàçíîñòè àíàëèòè÷åñêîé æîðäàíîâîé êðèâîé γ ýêâèâàëåíòíî òî-
ìó, ÷òî argw íå óáûâàåò ïðè äâèæåíèè òî÷êè w ïî γ â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè.

Ðàäèóñîì çâåçäîîáðàçíîñòè äëÿ äàííîãî êëàññà îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, íàçûâàåòñÿ òàêîå ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî R > 0 (åñëè îíî ñóùåñòâóåò), ÷òî ëþáîé êðóã Dr ðàäèóñà
0 < r ≤ R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò îòîáðàæàåòñÿ âñåìè ôóíêöèÿìè
äàííîãî êëàññà íà çâåçäîîáðàçíóþ îáëàñòü. Âîïðîñ î ðàäèóñå çâåçäîîáðàç-
íîñòè òåñíî ñâÿçàí ñ âîïðîñîì î ðàäèóñå âûïóêëîñòè, êîòîðûé îïðåäåëÿ-
åòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (îáðàç êðóãà Dr ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðà-
æåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáëàñòüþ).

Òàê êàê ëþáàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ çâåçäîîáðàçíîé, òî çíà÷å-
íèå ðàäèóñà âûïóêëîñòè ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé (âîçìîæíî, íåòî÷íîé)
ðàäèóñà çâåçäîîáðàçíîñòè äëÿ îäíîãî è òî æå êëàññà îòîáðàæåíèé.

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ SH îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ
îòîáðàæåíèé f åäèíè÷íîãî êðóãà D ñ óñëîâèÿìè íîðìèðîâêè (3.1), ñîõðà-
íÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãðàíèö. Êàê èçâåñòíî (ñì. [30]), ëþáîå ãàðìîíè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå f(z) ïðåäñòàâèìî â âèäå f(z) = h(z) + g(z), ãäå h(z) è g(z) �
ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, íàçûâàåìûå ãîëîìîðôíûìè êîìïîíåíòàìè ãàðìî-
íè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ f . Äëÿ f ∈ SH ýòè ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå â êðóãå
D, îòâå÷àþò íîðìèðîâêå

h(0) = 0, h′(0) = 1, g(0) = 0; (3.2)

òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèé èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå

SH 3 f(z) = h(z)+g(z), h(z) = z+
∞∑
n=2

anz
n, g(z) =

∞∑
n=1

bnz
n. (3.3)

Èç óñëîâèé îäíîëèñòíîñòè è ñîõðàíåíèÿ îðèåíòàöèè îòîáðàæåíèåì f ñëå-
äóåò (ñì., íàïðèìåð, [30]), ÷òî åãî ÿêîáèàí Jf ïîëîæèòåëåí âñþäó â D, ò.å.

Jf(z) = |h′(z)|2 − |g′(z)|2 > 0, z ∈ D. (3.4)

Óñëîâèå (3.4) ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè f .
Ââåäåì åùå êëàññ S0

H := {f ∈ SH : fz(0) = 0}. Îòìåòèì, ÷òî ìåæäó
êëàññàìè S0

H è SH ñóùåñòâóåò èçâåñòíàÿ (ñì. [41]) ñâÿçü: âñÿêàÿ ôóíêöèÿ
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f ∈ SH ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f = F + b1F , (3.5)

ãäå F ∈ S0
H . Â ñàìîì äåëå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ SH ìîæíî

ïîëîæèòü

F =
f − b1f

1− |b1|2
,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ F êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó èç (3.4) ïðè z = 0
ñëåäóåò, ÷òî |b1| < 1. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [30]), ÷òî êëàññ S0

H ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíûì ñåìåéñòâîì.

Õîðîøî èçó÷åííûì ïîäêëàññîì êëàññà SH ÿâëÿåòñÿ êëàññ S êîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé f åäèíè÷íîãî êðóãà D, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì íîð-
ìèðîâêè f(0) = 0 è f ′(0) = 1 (ñì., íàïðèìåð, [3]). Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå
ïîäêëàññ CH , ñîñòîÿùèé èç ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà
D íà âûïóêëûå îáëàñòè; êðîìå òîãî, ïîëîæèì C0

H := {f ∈ CH : fz(0) = 0}.
Íàïîìíèì, ÷òî îáëàñòü U íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé â ãîðèçîíòàëüíîì íà-

ïðàâëåíèè, åñëè åå ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáîé ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ëèáî ñâÿç-
íî, ëèáî ïóñòî. Èíûìè ñëîâàìè, ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ âåùåñòâåí-
íîé îñè, ëèáî ïåðåñåêàåò îáëàñòü ïî öåëîìó èíòåðâàëó (âîçìîæíî, íåîãðà-
íè÷åííîìó), ëèáî âîâñå íå ïåðåñåêàåò. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ
âûïóêëîñòü â ëþáîì äðóãîì íàïðàâëåíèè. Îáëàñòü U ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà âûïóêëà âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ.

Â ðàáîòå [41] áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé êðèòåðèé âûïóêëîñòè îáðàçà
êðóãà ïðè ãàðìîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè. Ïóñòü ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
f = h + g ëîêàëüíî îäíîëèñòíà â êðóãå DR = {|z| < R}, R > 0.
Òîãäà îíà îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò ýòîò êðóã íà âûïóêëóþ îáëàñòü â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè ëþáîì β ∈ [0, 2π) ôóíêöèÿ
ϕβ(z) := h(z) + eiβg(z) êîíôîðìíî îòîáðàæàåò DR íà îáëàñòü, âûïóê-
ëóþ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü γ � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è 0 6∈ γ. Ñêà-
æåì, ÷òî γ çâåçäîîáðàçíà â íàïðàâëåíèè β, åñëè ëó÷, âûõîäÿùèé èç íà÷àëà
êîîðäèíàò ïîä óãëîì β îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âåùå-
ñòâåííîé îñè, ïåðåñåêàåò γ íå âíåøíèì îáðàçîì íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå.
Ïîä ïåðåñå÷åíèåì êðèâîé γ ñ ïðÿìîé íå âíåøíèì îáðàçîì ìû ïîäðàçóìåâà-
åì òàêîå ïåðåñå÷åíèå, ïðè êîòîðîì ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ñîäåðæèò òî÷êè γ, ëåæàùèå êàê â îäíîé, òàê è â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè
îòíîñèòåëüíî äàííîé ïðÿìîé. Æîðäàíîâó îáëàñòü U , îãðàíè÷åííóþ òàêîé
êðèâîé, íàçîâåì çâåçäîîáðàçíîé â çàäàííîì íàïðàâëåíèè β. Çâåçäîîáðàç-

íîñòü â íàïðàâëåíèÿõ ±π
2
åñòåñòâåííî íàçâàòü çâåçäîîáðàçíîñòüþ â âåðòè-

êàëüíîì íàïðàâëåíèè.
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Æîðäàíîâà îáëàñòü U ñ àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé çâåçäîîáðàçíà â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà çâåçäîîáðàçíà ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì
β ∈ [0, 2π).

Àíàëîã òåîðåìû Êëóíè è Øåéë-Ñìîëëà äëÿ çâåçäîîáðàçíûõ îáëàñòåé
îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ f
êëàññà SH (ñì., íàïðèìåð, [30, ï. 6.7]). Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f
ïðèíàäëåæèò áîëåå óçêîìó êëàññó CH , íèæå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.1. Ôóíêöèÿ f = h + g ∈ CH îòîáðàæàåò êðóã Dr ðàäèóñà
r ∈ (0, 1) íà çâåçäîîáðàçíóþ îáëàñòü â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà ïðè ëþáîì β ∈ [0, 2π) ôóíêöèÿ ϕβ(z) = h(z) + eiβg(z) îòîáðàæàåò
îêðóæíîñòü Tr íà êðèâóþ, çâåçäîîáðàçíóþ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êëàññà CH ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Rs(CH) ≥ Rs(S) = th
π

4
≈ 0.65

ðàäèóñà çâåçäîîáðàçíîñòè. Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé èç èçâåñòíûõ â
íàñòîÿùèé ìîìåíò. Äðóãèå îöåíêè è òî÷íûå çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ âûïóêëîñòè
è çâåçäîîáðàçíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îäíîëèñòíûõ êîíôîðìíûõ è
ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [36], [32], [31], [40],
[42], [26], [47].

3.2. Ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðà-

æåíèé

Ïóñòü f = h+ g ãàðìîíè÷åñêàÿ â D êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ; ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå Tr := {|z| = r}. Êàê ïîêàçàíî â [30], âûïóêëîñòü îáðàçà îêðóæíî-
ñòè f(Tr) ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî àíàëèòè÷åñêîãî óñëîâèÿ:

∂

∂θ
arg

{
∂f(reiθ)

∂θ

}
≥ 0 (3.6)

äëÿ âñåõ θ ∈ [0, 2π). Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ãîëîìîðô-
íûõ êîìïîíåíò h è g â âèäå

Re

{
z2h′′(z) + z2g′′(z)

zh′(z)− zg′(z)
+
zh′(z) + zg′(z)

zh′(z)− zg′(z)

}
≥ 0, (3.7)

ãäå z = reiθ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü g ≡ 0,
òî íåðàâåíñòâî (3.7) îáðàùàåòñÿ â õîðîøî èçâåñòíîå óñëîâèå âûïóêëîñòè
(ñì. [3])

Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
≥ 0. (3.8)
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Çâåçäîîáðàçíîñòü îáðàçà f(Tr) îêðóæíîñòè Tr ýêâèâàëåíòíà (ñì. [30])
àíàëèòè÷åñêîìó óñëîâèþ

∂

∂θ
arg
{
f(reiθ)

}
≥ 0 (3.9)

äëÿ âñåõ θ ∈ [0, 2π). Ýòî óñëîâèå â òåðìèíàõ ãîëîìîðôíûõ êîìïîíåíò h è
g çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Re

{
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)

}
≥ 0, èëè

∣∣∣∣∣arg

{
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)

}∣∣∣∣∣ ≤ π

2
.

(3.10)
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà f � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ (g ≡ 0), ïîëó÷àåì èçâåñò-
íûå óñëîâèÿ (ñì. [3])

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
≥ 0, èëè

∣∣∣∣arg

{
zf ′(z)

f(z)

}∣∣∣∣ ≤ π

2
. (3.11)

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Àëåêñàíäåðà ãëàñèò, ÷òî îáðàç îáëàñòè U ïðè
îòîáðàæåíèè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé f ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åå îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè ôóíêöèåé zf ′(z) ÿâëÿåòñÿ çâåçäî-
îáðàçíîé îáëàñòüþ. Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé f (ñì. ñõîæóþ ôîðìóëèðîâêó â [30, ñòð. 108]).

Ëåììà 3.2. Ïóñòü f = h + g è F = H + G � äâå êîìïëåêñíîçíà÷íûå
ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå êîìïîíåíòû êîòîðûõ ñâÿçàíû ñî-
îòíîøåíèÿìè

zH ′(z) = h(z), zG′(z) = −g(z). (3.12)

Òîãäà îáðàç f(Tr) îêðóæíîñòè Tr ÿâëÿåòñÿ çâåçäîîáðàçíîé êðèâîé â òîì
è ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà F (Tr) � âûïóêëàÿ êðèâàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.12), íà-
õîäèì

h′(z) = zH ′′(z) +H ′(z), −g′(z) = zG′′(z) +G′(z).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âìåñòå ñ (3.12) â ïåðâóþ ôîðìóëó èç (3.10), ïîëó÷àåì

Re

{
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)

}
= Re

{
z2H ′′(z) + z2G′′(z)

zH ′(z)− zG′(z)
+
zH ′(z) + zG′(z)

zH ′(z)− zG′(z)

}
.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíà çâåçäîîá-
ðàçíîñòè êðèâîé f(Tr) (ñì. ôîðìóëó (3.10)), à íåîòðèöàòåëüíîñòü ïðàâîé
� âûïóêëîñòè êðèâîé F (Tr) (ñì. (3.7)). Ëåììà äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Îïðåäåëèì äëÿ ôóíêöèè f ñîîòâåòñòâó-
þùóþ åé ôóíêöèþ F ñîãëàñíî (3.12) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè íîð-
ìèðîâêè H(0) = G(0) = 0. Ïîñêîëüêó f ∈ CH , òî ïðè 0 < |z| < 1 èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî |h(z)| > |g(z)| (ñì. [41]). Íî òîãäà äëÿ ÿêîáèàíà JF (z)
ôóíêöèè F ñïðàâåäëèâî

JF (z) = |H ′(z)|2 − |G′(z)|2 =
|h(z)|2 − |g(z)|2

|z|2
> 0,

÷òî îçíà÷àåò ëîêàëüíóþ îäíîëèñòíîñòü îòîáðàæåíèÿ F . Ïî ëåììå 3.2 çâåç-
äîîáðàçíîñòü êðèâîé f(Tr) ðàâíîñèëüíà âûïóêëîñòè êðèâîé F (Tr). Íî ïî-
ñêîëüêó ôóíêöèÿ F ëîêàëüíî îäíîëèñòíà â D, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå ??, îá-
ëàñòü F (Dr) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ F (Tr) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè ëþáîì âûáîðå β ∈ [0, 2π) ãîëîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ Φβ(z) = H(z) − eiβG(z) îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
êðóãà Dr íà âûïóêëóþ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè îáëàñòü.

Áóäåì ñ÷èòàòü ñíà÷àëà, ÷òî êðèâàÿ Φβ(Tr) íå ñîäåðæèò ïðÿìîëèíåéíûõ
ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ V (θ) := Im{Φβ(reiθ)},
íåïîñòîÿííóþ è îáëàäàþùóþ ïåðèîäîì 2π. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îíà âîçðàñòàåò â îêðåñòíîñòè òî÷åê θ = ±π. Ïîêàæåì, ÷òî âû-
ïóêëîñòü îáðàçà Φβ(Dr) â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ðàâíîñèëüíà òîìó,
÷òî V (θ) èìååò íà îòðåçêå [−π, π] ðîâíî ïî îäíîé òî÷êå ñòðîãîãî ëîêàëü-
íîãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà.

Ïóñòü Φβ(Dr) âûïóêëà â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ôóíêöèÿ V (θ) èìååò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè θ1 è θ2 ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà è V (θ1) ≤ V (θ2). Òîãäà ìåæäó íèìè èìååòñÿ òî÷êà θmin òàêàÿ,
÷òî V (θmin) < V (θ1). Â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ1 íàéäóòñÿ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè
θ′1 è θ

′′
1 , ãäå θ

′
1 < θ′′1 < θmin, òàêèå, ÷òî V (θmin) < V (θ′1) = V (θ′′1) < V (θ1) ≤

V (θ2). Íî òîãäà íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [θ′′1 , θ2] ôóíêöèÿ V (θ) ïðèíèìàåò
íà íåì âñå ñâîè ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ îò V (θmin) äî V (θ2), â òîì ÷èñëå
ñóùåñòâóåò òî÷êà θ′2 > θ′′1 òàêàÿ, ÷òî V (θ′2) = V (θ′1) = V (θ′′1), à ýòî ïðî-
òèâîðå÷èò âûïóêëîñòè êðèâîé F (Tr) â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ
ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Ïóñòü òåïåðü, îáðàòíî, èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ V (θ) èìååò íà îòðåçêå
[−π, π] ïî îäíîé òî÷êå ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà θmax è
θmin ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó V (θ) âîçðàñòàåò â îêðåñòíîñòè òî÷åê ±π,
òî θmax < θmin. Íà èíòåðâàëå (−π, π) íàéäåòñÿ òî÷êà θ0, òàêàÿ, ÷òî V (θ0) =
V (−π) = V (π), ïðè÷åì θmax < θ0 < θmin.

Ïîêàæåì, ÷òî íà îòðåçêå [−π, θ0] ôóíêöèÿ V (θ) ïðèíèìàåò ëþáîå ñâîå
çíà÷åíèå íå áîëåå, ÷åì äâà ðàçà. Â ñàìîì äåëå, åñëè êàêîå-ëèáî çíà÷åíèå
ïðèíèìàåòñÿ, íàïðèìåð, â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ θ1 < θ2 < θ3, òî íà îòðåç-
êå [θ1, θ3] èìååòñÿ òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

62



òîìó, ÷òî íà âñåì îòðåçêå [−π, π] åñòü òîëüêî îäíà òî÷êà ìèíèìóìà. Àíà-
ëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû ê îòðåçêó [θ0, π].

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ôóíêöèåé V (θ) íà èí-
òåðâàëàõ (−π, θ0) è (θ0, π), íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî è íà âñåì îòðåçêå [−π, π]
ôóíêöèÿ V (θ) ïðèíèìàåò ëþáîå ñâîå çíà÷åíèå íå áîëåå, ÷åì äâà ðàçà, ÷òî
îçíà÷àåò, ÷òî êðèâàÿ Φβ(Dr) âûïóêëà â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ θ = θmin è θ = θmax,
ïðè êîòîðûõ

∂

∂θ
Im
{
Φβ(reiθ)

}
= 0

è ïðè ýòîì V ′(θ) = ∂
∂θIm

{
Φβ(reiθ)

}
ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êè

θmin è θmax. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäåòñÿ åùå êàêîå-ëèáî çíà÷åíèå θ
′, ïðè

êîòîðîì V ′(θ′) = 0, òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòî çíà÷åíèå ôóíêöèÿ V ′(θ) íå
ìåíÿåò çíàêà, èíà÷å θ′ � òî÷êà ýêñòðåìóìà.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.12), ïîëó÷èì äëÿ z = reiθ

∂

∂θ
Im {Φβ(z)} = Im

{
izΦ′β(z)

}
= Re

{
zΦ′β(z)

}
=

= Re
{
z(H ′(z)− eiβG′(z))

}
= Re {ϕβ(z)} .

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî òîëüêî ïðè θ = θmin è θ = θmax áóäåò

Re {ϕβ(reiθ)} = 0,

ïðè÷åì âåëè÷èíà Re {ϕβ(reiθ)} èìååò ðàçíûå çíàêè ñïðàâà è ñëåâà îò θmin è
θmax. Äëÿ îñòàëüíûõ òî÷åê θ, ãäå Re {ϕβ(reiθ)} = 0, âåëè÷èíà Re {ϕβ(reiθ)}
íå ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íèõ.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíèìàÿ îñü ïåðåñåêàåò íå âíåøíèì îáðàçîì êðèâóþ
ϕβ(Tr) ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ wmax = ϕβ(reiθmax) è wmin = ϕβ(reiθmin); âñåì
îñòàëüíûì òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèÿ θ, ïðè ïå-
ðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå Re {ϕβ(reiθ)} íå ìåíÿåò çíàê, òî åñòü êðèâàÿ ϕβ(Tr)
ïåðåñåêàåò ìíèìóþ â òî÷êå ϕβ(reiθ) âíåøíèì îáðàçîì. Òàêèì îáðàçîì,
ϕβ(Tr) çâåçäîîáðàçíà â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Åñëè æå êðèâàÿ Φβ(Tr) ñîäåðæèò ïðÿìîëèíåéíûå ãîðèçîíòàëüíûå
ó÷àñòêè, òî èì ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìîëèíåéíûå âåðòèêàëüíûå ó÷àñòêè êðè-
âîé ϕβ(Tr), ÷òî íå íàðóøàåò çâåçäîîáðàçíîñòè ïîñëåäíåé â âåðòèêàëüíîì
íàïðàâëåíèè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.3. Äëÿ êëàññà CH ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Rs(CH) ≥ th
π

4
≈ 0.65

ðàäèóñà çâåçäîîáðàçíîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà ôóíêöèÿ f = h+g ∈ C0
H . Òîãäà, ñîãëàñíî

òåîðåìå 3.1, ïðè ëþáîì β ∈ [0, 2π) ôóíêöèÿ ϕβ(z) = h(z) + eiβg(z) êîí-
ôîðìíà âî âñåì åäèíè÷íîì êðóãå D. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèé íîðìèðîâêè
(3.2) äëÿ êëàññà SH è äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ g′(0) = 0, îïðåäåëÿþùå-
ãî åãî ïîäêëàññ S0

H , ñëåäóåò, ÷òî ϕβ ∈ S. Íî äëÿ êëàññà S êîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé, êàê èçâåñòíî (ñì. âûøå), ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòè ðàâåí

Rs(S) = th
π

4
≈ 0.65.

Ïîýòîìó ïðè ëþáîì r ≤ Rs(S) îáëàñòü ϕβ(Dr) ÿâëÿåòñÿ çâåçäîîáðàçíîé
(âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ, â òîì ÷èñëå è â âåðòèêàëüíîì). Íî òîãäà, ñîãëàñíî
òåîðåìå 3.1, îáëàñòü f(Dr) òàêæå çâåçäîîáðàçíà. Ââèäó ñâÿçè (3.5) ìåæäó
ôóíêöèÿìè êëàññîâ CH è C0

H , îáëàñòü f(Dr) áóäåò çâåçäîîáðàçíîé è äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ CH . Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

3.3. Îòîáðàæåíèÿ êðóãà ðåøåíèÿìè ñèñòåì

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû èíòåãðàëà Ïóàññîíà äëÿ
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Lτ,σ. Ýòè ôîðìóëû â îáùåì ñëó÷àå ñî-
äåðæàò ðÿä ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðîâ τ è σ. Îäíàêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà îäèí èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàë
Ïóàññîíà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì Lτ,0 è L0,σ çàïèñûâàåòñÿ â ïðîñòîì
âèäå, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ñóììèðîâàíèåì ðÿäà ïî ñîîò-
âåòñòâóþùåìó ïàðàìåòðó. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ýòè äâà îïåðàòîðà è äëÿ
êàæäîãî èç íèõ èññëåäóåì ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà, êîãäà
ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñêà÷îê â íåêîòîðûõ òî÷êàõ. Êðîìå òîãî, áóäóò
ïîñòðîåíû îòîáðàæåíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà ôóíêöèÿìè, çàäàííûìè â âè-
äå èíòåãðàëà Ïóàññîíà äëÿ îïåðàòîðîâ Lτ,0 è L0,σ ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé
ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λθ,α ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó eiθ è ñîñòàâ-
ëÿþùóþ óãîë α ñ êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå ê îêðóæíîñòè T. Ïðè ýòîì
α îòñ÷èòûâàåòñÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé
îðèåíòàöèè ðåïåðà Ôðåíå â òî÷êå eiθ.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà èíòåãðàëîì Ïóàññîíà äëÿ îïåðà-
òîðà Lτ,0, τ ∈ [0, 1),

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

(1− |z|2)(eit + τe−it)

(eit − z)τ(e−it − z)(eit + τz)
ϕ(t)dt, (3.13)

ãäå ϕ(t) êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, π) ïðåäåë ôóíêöèè f ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè z ê
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eiθ âäîëü Λθ,α ðàâåí

lim
z→eiθ
z∈Λθ,α

f(z) = p(θ, α)ϕ+(θ) + (1− p(θ, α))ϕ−(θ), (3.14)

ãäå ϕ±(θ) = lim
t→θ±

ϕ(t) è

p(θ, α) =
α

π
+

1

2πi
log

1 + τe−2iθ

1 + τe2i(α−θ) . (3.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (3.13) â ýêâè-
âàëåíòíîì âèäå (ñì. ôîðìóëó (2.21) ïðè σ = 0)

f(z) =
1

2πi

∫ 2π

0

ϕ(t)d log
(eit − z)τ

(e−it − z)(eit + τz)
. (3.16)

Ïðè z → eiθ è äîñòàòî÷íî ìàëîì óãëå δ > 0 èìååì

f(z) =
1

2πi

∫ θ+δ

θ−δ
ϕ(t)d log

(eit − z)τ
(e−it − z)(eit + τz)

+ o(1) =

1

2πi

(∫ θ

θ−δ
+

∫ θ+δ

θ

)
ϕ(t)d log

(eit − z)τ
(e−it − z)(eit + τz)

+ o(1).

Âîñïîëüçîâàâøèñü îáîáùåííîé òåîðåìîé î ñðåäíåì äëÿ êàæäîãî èç äâóõ
çàïèñàííûõ èíòåãðàëîâ, à òàêæå òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ïðè z → eiθ ÿäðî
Ïóàññîíà äëÿ îïåðàòîðà Lτ,0 îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè âñåõ t 6= θ, ïîëó÷èì

f(z) + o(1) =

=
ϕ(t′)

2πi
log

(eit − z)τ
(e−it − z)(eit + τz)

∣∣∣t=θ
t=θ−π

+
ϕ(t′′)

2πi
log

(eit − z)τ
(e−it − z)(eit + τz)

∣∣∣t=θ+π
t=θ

,

(3.17)

ãäå t′ ∈ (θ−δ, θ), t′′ ∈ (θ, θ+δ). Îòìåòèì, ÷òî ñóììà ìíîæèòåëåé ïåðåä ϕ(t′)
è ϕ(t′′) ðàâíà åäèíèöå, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ëèøü îäèí èç íèõ. Ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðè z ∈ Λθ,α áóäåò arg(eiθ−z) = π

2 +θ−α, ýëåìåíòàðíûìè
âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì

lim
z→eiθ
z∈Λα

1

2πi
log

(eit − z)τ
(e−it − z)(eit + τz)

∣∣∣t=θ+π
t=θ

=

= lim
z→eiθ
z∈Λα

1

2πi
log

e2i arg(eit−z) − τ
eit + τz

∣∣∣t=θ+π
t=θ

=
α

π
+

1

2πi
log

1 + τe−2iθ

1 + τe2i(α−θ) . (3.18)
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Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè δ → 0+ áóäåò ϕ(t′) → ϕ−(θ) è ϕ(t′′) → ϕ+(θ).
Âìåñòå ñ (3.17), (3.18) ýòî ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó (3.14), (3.15). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà T íà îáëàñòü ñ n óãëàìè
ïðè ïîìîùè ôóíêöèè f , çàäàííîé èíòåãðàëîì Ïóàññîíà (3.13) îò êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé ôóíêöèè

ϕ(t) = e
2πki
n , t ∈

(
2k − 1

n
,
2k + 1

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1. (3.19)

Ýòà ôóíêöèÿ ϕ îòîáðàæàåò èíòåðâàëû
(

2k−1
n , 2k+1

n

)
â ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷-

êè e2πki/n, ëåæàùèå íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè n�îé
ñòåïåíè èç åäèíèöû.

Ïîäñòàâèâ â (3.16) ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ (3.19), ïîëó÷èì

f(z) =
1

2πi

n−1∑
k=0

e
2πki
n log

(eit − z)τ
(e−it − z)(eit + τz)

=

= −1

π
sin

π

n

n−1∑
k=0

eit log

∣∣∣∣ (eit − z)τ
(e−it − z)(eit + τz)

∣∣∣∣ ∣∣∣t=(2k−1)π/n
+

+
1

2π

n−1∑
k=0

e
2πki
n arg

(eit − z)τ
(e−it − z)(eit + τz)

∣∣∣t=(2k+1)π/n

t=(2k−1)π/n
. (3.20)

Ýòà ôîðìóëà çàäàåò îòîáðàæåíèå âíóòðåííîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà. ×òî êà-
ñàåòñÿ åãî ãðàíèöû, òî îíà îòîáðàçèòñÿ â çàìêíóòóþ êðèâóþ, ñîñòîÿùóþ èç
òî÷åê θk = (2k−1)π/n è ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿùèõ ýòè òî÷êè îòêðûòûõ
äóã Γθk , ãäå

Γθ = {z(α) = p(θ, α)ϕ+(θ) + (1− p(θ, α))ϕ−(θ), α ∈ (0, π)} . (3.21)

Íà ðèñ. 3.1 ïîêàçàíû îáðàçû êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì
â íóëå è ðàäèàëüíûõ îòðåçêîâ ïðè îòîáðàæåíèè åäèíè÷íîãî êðóãà ôóíê-
öèåé (3.20) äëÿ n = 3 è çíà÷åíèé ïàðàìåòðà τ = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Ïðè
τ = 0 ïîëó÷àåì õîðîøî èçâåñòíîå ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå íà ïðàâèëü-
íûé òðåóãîëüíèê. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà τ íàáëþäàåòñÿ äåôîðìàöèÿ
ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Îòìåòèì, ÷òî âñå ðàäèàëüíûå ñåãìåíòû, êðîìå ñåã-
ìåíòîâ {reiθ : r ∈ [0, 1), θ = θk}, k = 0, . . . , n− 1, îòîáðàæàþòñÿ â êðèâûå ñ
êîíöåâûìè òî÷êàìè â âåðøèíàõ e2πki/n � â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûì îòîá-
ðàæåíèåì, çàäàííûì êóñî÷íî�ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé ϕ(t). Çàìåòèì òàêæå,
÷òî òîëüêî ïðè τ = 0 ôóíêöèÿ (3.20) ñîõðàíÿåò íà ìåñòå íà÷àëî êîîðäèíàò.

66



Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà èíòåãðàëîì Ïóàññîíà äëÿ îïåðà-
òîðà L0,σ, σ ∈ [0, 1),

f(z) =
1

2π

∫
T
(1− |z|2)

(
1

|eit − z|2
I + σ

2− e−itz
(eit − z)2

C
)
ϕ(t)dt, (3.22)

ãäå ϕ(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàç-
ðûâà. Òîãäà

lim
z→eiθ
z∈Λθ,α

f(z) = p(θ, α)ϕ+(θ) + (I − p(θ, α))ϕ−(θ), (3.23)

ãäå
p(θ, α) =

α

π
I +

σ

2πi

(
e−2iθ − e2i(α−θ)

)
C. (3.24)

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è ðåçóëüòàò òåîðåìû
3.13, ïîýòîìó íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå.

Çàïèøåì èíòåãðàë Ïóàññîíà äëÿ îïåðàòîðà L0,σ â âèäå (ñì. ôîðìóëó
(2.21) ïðè τ = 0)

f(z) =
1

2πi

∫ 2π

0

ϕ(t)d log
eit − z
1− eitz

− σϕ(t)d

(
e−it − z
eit − z

+ e−itz

)
.

Ïîäñòàâèâ ñþäà ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ (3.19), ïîëó÷èì

f(z) =
1

π

n−1∑
k=0

e
2πki
n arg

eiθk+1 − z
eiθk − z

+
σ(1− |z|2)

πi
sin

π

n

n−1∑
k=0

e−2iθk

eiθk − z
. (3.25)

Ïðè ýòîì îêðóæíîñòü T ñíîâà îòîáðàæàåòñÿ â çàìêíóòóþ êðèâóþ ∪θ∈TΓθ,
ãäå Γθ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.21), à p(θ, α) � ñ ïîìîùüþ (3.24).

Íà ðèñ. 3.2 ïðîäåìîíñòðèðîâàíû îòîáðàæåíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà ôóíê-
öèåé (3.25) äëÿ n = 4 ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà σ. Îòìåòèì, ÷òî
ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ σ ôóíêöèÿ (3.25) ñîõðàíÿåò íà÷àëî êîîðäèíàò íà ìå-
ñòå.
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τ = 0.0

τ = 0.1 τ = 0.2

τ = 0.3 τ = 0.4

Ðèñ. 3.1: Lτ,0-îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà íà òðåóãîëüíóþ îáëàñòü
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σ = 0.0

σ = 0.2 σ = −0.2

σ = 0.9 σ = −0.9

Ðèñ. 3.2: L0,σ-îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà íà ÷åòûðåõóãîëüíóþ îáëàñòü
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Îñíîâíûå âûâîäû è ðåçóëüòàòû ðàáîòû

Ê ÷èñëó îñíîâíûõ ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî îòíåñòè
ñëåäóþùèå.

1. Ïîëó÷åí êðèòåðèé C1-ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ïîëèíîìèàëü-
íûìè ðåøåíèÿìè îáùèõ îäíîðîäíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿä-
êà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà êîìïàêòàõ â ïëîñêîñòè.

2. Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îäíîðîäíûõ
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëå-
íèè ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â âèäå âîçìóùåíèÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïî äâóì ìàëûì ïàðàìåòðàì. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòî-
äà äëÿ òàêèõ ñèñòåì ïîëó÷åíû íîâûå ôîðìóëû äëÿ èíòåãðàëà Ïóàññîíà è
ôóíêöèè Ãðèíà â êðóãå.

3. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îãðàíè÷åííûå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè, ãðàíèöû êî-
òîðûõ ñîäåðæàò àíàëèòè÷åñêèå äóãè, íå ðåãóëÿðíû îòíîñèòåëüíî çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñèëüíî
ýëëèïòè÷åñêèìè: â êàæäîé òàêîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò íåðàçðåøèìàÿ çàäà÷à
Äèðèõëå äëÿ ëþáîé òàêîé ñèñòåìû.

4. Äëÿ êëàññà íîðìèðîâàííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íî-
ãî êðóãà íà âûïóêëûå îáëàñòè ïîëó÷åí êðèòåðèé çâåçäîîáðàçíîñòè îáðàçà
êðóãà è íàéäåíà íîâàÿ (íàèëó÷øàÿ èç èçâåñòíûõ íà äàííûé ìîìåíò) íèæ-
íÿÿ îöåíêà ðàäèóñà çâåçäîîáðàçíîñòè.

5. Èññëåäîâàíû îòîáðàæåíèÿ êðóãà ðåøåíèÿìè ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ
ñèñòåì, ïðåäñòàâëåííûìè â âèäå èíòåãðàëà òèïà Ïóàññîíà îò êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè, ïîëó÷åíû ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ãðà-
íè÷íîå ïîâåäåíèå òàêèõ ôóíêöèé.
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