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Îáîçíà÷åíèÿ

Ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â òåêñòå áåç ïîÿñíåíèé:

Aσ(f)p � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå f ìíîæåñòâîì Eσ, òî åñòü

Aσ(f)p = inf
g∈Eσ
‖f − g‖p;

Aσ−0(f)p � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå f ìíîæåñòâîì Eσ−0 â ïðîñòðàí-

ñòâå Lp(R);

Aσ,m(f)p � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå f ìíîæåñòâîì Sσ,m â ïðîñòðàí-

ñòâå Lp(R);

Bσ,m(t) =
∫
R
γσ,m(z)eitz dz � íåïåðèîäè÷åñêèé B-ñïëàéí ïîðÿäêà m ∈

Z+, ãäå

γσ,m(z) = c(Bσ,m, z) =
1

2π

(
ei

π
σ z − 1

iπσz

)m+1

;

Bn,m(t) =
∑
k∈Z

γn,m(k)eikt � ïåðèîäè÷åñêèé B-ñïëàéí ïîðÿäêà m ∈ Z+.

Íîðìèðîâêà B-ñïëàéíîâ âûáðàíà òàê, ÷òî

∫
R

Bσ,m =

π∫
−π

Bn,m = 1;

Br(·) � ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì

zexz

ez − 1
=

∞∑
r=0

Br(x)

r!
, |z| < 2π;

B∗r(·) � 1-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå íà [0, 1) ñ ìíîãî÷ëå-

íàìè Áåðíóëëè (çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèÿB∗1 â òî÷êàõ ðàçðûâà:B
∗
1(0) = 0);

C � ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ðàâíî-

ìåðíîé íîðìîé;

C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;

C− � îòêðûòàÿ íèæíÿÿ êîìïëåêñíàÿ ïîëóïëîñêîñòü;
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C+ � îòêðûòàÿ âåðõíÿÿ êîìïëåêñíàÿ ïîëóïëîñêîñòü;

ck(f) = 1
2`

∫̀
−`
f(t)e−i

π
` kt dt � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå 2`-ïåðèîäè÷åñêîé

ôóíêöèè f , ñóììèðóåìîé íà ïåðèîäå;

c(f, z) = 1
2π

∫
R
f(t)e−izt dt, � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàäàííîé íà R

ôóíêöèè f , åñëè èíòåãðàë ñóùåñòâóåò õîòÿ áû â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷å-

íèÿ;

dr(t) = 1
2

∑
k∈Z\{0}

eikt

(ik)r � ÿäðî Áåðíóëëè ïîðÿäêà r ∈ N;

Eσ � ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ñòåïåíè íå âûøå σ;

Eσ−0 � ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ñòåïåíè ìåíüøå σ;

En(f)p � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ìíîæåñòâîì T2n−1 â

ïðîñòðàíñòâå Lp;

En,m(f)p � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ìíîæåñòâîì S̃n,m â

ïðîñòðàíñòâå Lp;

H1(C+) � êëàññ Õàðäè, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè-

÷åñêèõ â C+, òàêèõ ÷òî

sup
y>0

∞∫
−∞

|f(x+ iy)|dx <∞;

Êëàññ H1(C−) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî;

Kr = 4
π

∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1)

(2ν+1)r+1 (r ∈ Z+) � êîíñòàíòû Ôàâàðà. Íàïîìíèì, ÷òî

K0 = 1 < K2 =
π2

8
< ... <

4

π
< ... < K3 =

π3

24
< K1 =

π

2
;

Lp(R) (1 6 p <∞) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ, ñóììèðóåìûõ íà îñè

ñ p-é ñòåïåíüþ, ñ íîðìîé

‖f‖p =

∫
R

|f |p
1/p

;
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Lp (1 6 p <∞) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ, 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ, ñóì-

ìèðóåìûõ íà ïåðèîäå ñ p-é ñòåïåíüþ ôóíêöèé f , ñ íîðìîé

‖f‖p =

 π∫
−π

|f |p
1/p

;

L∞(R) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ íà R
ôóíêöèé f ñ íîðìîé

‖f‖∞ = vrai sup
x∈R

|f(x)|;

L∞ � ïîäïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé èç L∞(R);

Lp,loc(R) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ Lp(E) äëÿ êàæäîãî

îòðåçêà E;

log+ � ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü ëîãàðèôìà;

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

Sh,r(f) � ôóíêöèÿ Ñòåêëîâà ïîðÿäêà r ∈ Z+ ôóíêöèè f :

Sh,0(f) = f, Sh,1(f, x) =
1

h

h/2∫
−h/2

f(x+ t)dt, Sh,r(f) = Sh,1(Sh,r−1(f));

Sσ,m (m ∈ Z+, σ > 0) � ïðîñòðàíñòâî ñïëàéíîâ ïîðÿäêà m ìèíè-

ìàëüíîãî äåôåêòà ñ óçëàìè jπ
σ (j ∈ Z). Ïðè m ∈ N ýòî ìíîæåñòâî m− 1

ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà R ôóíêöèé, ñóæåíèå êîòîðûõ íà

êàæäûé èíòåðâàë
(
jπ
σ ,

(j+1)π
σ

)
åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå m. Sσ,0 �

åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà êàæäîì òàêîì èíòåðâàëå (çíà-

÷åíèÿ â òî÷êàõ ðàçðûâà íåñóùåñòâåííû);

S̃n,m (n ∈ N) � ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàéíîâ èç Sn,m;

T2n−1 � ïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà íå âû-

øå n− 1;

W
(r)
p (R) (r ∈ N) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ Lp(R) è

ÿâëÿþùèõñÿ r-êðàòíûìè èíòåãðàëàìè îò ôóíêöèé èç Lp(R);

W
(r)
p (r ∈ N) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ Lp è ÿâëÿþ-

ùèõñÿ r-êðàòíûìè èíòåãðàëàìè îò ôóíêöèé èç Lp;
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W
(r)
p,loc(R) � ìíîæåñòâî r-êðàòíûõ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé èç Lp,loc(R);

Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;

Z+ � ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë;

[a :b] = [a, b] ∩ Z;
δrt (f, x) =

r∑
k=0

(−1)kCk
r f(x+ rt

2 − kt) � öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòü ïîðÿäêà

r ∈ Z+ ôóíêöèè f ñ øàãîì t â òî÷êå x. Â ÷àñòíîñòè, δt(f, x) = f
(
x+ t

2

)
−

f
(
x− t

2

)
, δ2

t (f, x) = f(x+ t)− 2f(x) + f(x− t);
χA � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A: χA(x) = 1, åñëè

x ∈ A, χA(x) = 0, åñëè x /∈ A;
ωr (f, h)P = sup

06t6h
P (δrt (f)) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ïîðÿäêà r ∈ Z+

ôóíêöèè f ñ øàãîì h îòíîñèòåëüíî ïîëóíîðìû P ;

btc � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà t, òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðå-

âîñõîäÿùåå t;

Åñëè èç êîíòåêñòà íå ñëåäóåò ïðîòèâíîå, ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ìî-

ãóò áûòü êàê âåùåñòâåííûìè, òàê è êîìïëåêñíûìè.

Ôóíêöèè äîîïðåäåëÿþòñÿ â òî÷êå óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ïî íåïðåðûâ-

íîñòè; â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ñèìâîë 0
0 ïîíèìàåòñÿ êàê 0.

Ñóììà ïî Z ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:

∑
k∈Z

= lim
N→∞

N∑
k=−N

.
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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà óñòàíîâëåíèþ ðÿäà êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ

òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè êîíå÷íîé ñòåïåíè è íåïåðèîäè-

÷åñêèìè ñïëàéíàìè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà ïàðàãðàôû. Íóìå-

ðàöèÿ óòâåðæäåíèé îòäåëüíàÿ äëÿ êàæäîãî òèïà óòâåðæäåíèé â êàæäîé

ãëàâå. Ïðè ññûëêàõ âíóòðè ãëàâû óêàçûâàåòñÿ òîëüêî íîìåð ñîîòâåòñòâó-

þùåãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðè ññûëêàõ íà óòâåðæäåíèå äðóãîé ãëàâû ïåðâûì

óêàçûâàåòñÿ íîìåð ãëàâû, íàïðèìåð: òåîðåìà 2.1. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë

äâîéíàÿ è óêàçûâàåò íîìåð ãëàâû è íîìåð ôîðìóëû â ãëàâå, íàïðèìåð:

ôîðìóëà (2.1).

1. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèáëèæåíèÿì öåëûìè ôóíêöèÿìè êî-

íå÷íîé ñòåïåíè èç êëàññà Êàðòðàéò. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâà-

íû â [11] è [5].

Ñíà÷àëà íàïîìíèì êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ïîëèíîìîâ. Ï.Ë.×åáûøåâûì áûëà ðåøåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïîëè-

íîìà ñòåïåíè n ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, íàèìåíåå óêëî-

íÿþùåãîñÿ îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, â òîì ÷èñëå, â íåêîòîðûõ

âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Âîçüìåì âåñîâóþ ôóíêöèþ ω(x) = 1/ρm(x), ãäå ρm � àëãåáðàè÷åñêèé

ïîëèíîì ñòåïåíè m, ïîëîæèòåëüíûé íà [−1, 1], ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì

êîýôôèöèåíòîì. Ïóñòü n > m. Ïîëîæèì z = eiϕ, x = cosϕ,

Tn(x) = Re
{
z−ng2

m(z)
}
,

ãäå gm � ïîëèíîì ñòåïåíè m ñ êîðíÿìè âíå êðóãà |z| 6 1, òàêîé ÷òî

|gm(eiϕ)|2 = ρm(cosϕ) ïðè ϕ ∈ [0, π]. Òîãäà Tn ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì

â çàäà÷å íàõîæäåíèÿ

min
ai

max
x∈[−1,1]

|(xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0)ω(x)|.
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Â ñëó÷àå ω(x) ≡ 1 ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäóò ìíîãî÷ëåíû

×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà Tn(z) = cos(n arccos z). Ýòîò ðåçóëüòàò è åãî

àíàëîãè â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå âîøëè â êíèãó [1, ïðèë. I, ïóíêò 14];

ñì. òàì æå èñòîðèþ âîïðîñà. Ôîðìà çàïèñè îòâåòà âçÿòà èç [41].

Â ïåðâîé ãëàâå ïîëó÷åíû àíàëîãè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ öåëûõ ôóíê-

öèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ïîñòðîåíû ôóíêöèè, íàèìåíåå óêëîíÿþ-

ùèåñÿ îò íóëÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà âåùåñòâåííîé îñè. Ýòè ôóíê-

öèè îáîáùàþò ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

Â �3 ðàññìîòðåíà çàäà÷à â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå.

Îïðåäåëåíèå.Öåëûìè ôóíêöèÿìè êëàññà C, ñîãëàñíî [42, ëåêöèÿ 16],
áóäåì íàçûâàòü öåëûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, äëÿ êîòîðûõ

∞∫
−∞

log+ |f(t)|
1 + t2

dt <∞.

Ïóñòü äàíû ôóíêöèÿ ρm êëàññà C, ñòåïåíè m (m ∈ N), ïîëîæèòåëü-
íàÿ íà âåùåñòâåííîé îñè, è ÷èñëî σ > m. Íàéäåì öåëûå ôóíêöèè ñòåïå-

íè σ, ñòðîãî íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ â êëàññå C ñ âåñàìè 1/ρm

è | · |/ρm â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Íàèìåíüøåå óêëîíåíèå ïîíèìàåòñÿ â

ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè σ > 0. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñòðîãî íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ â êëàññå

C ñ âåñîì ω â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, åñëè íå ñóùåñòâóåò öåëîé ôóíêöèè

Q êëàññà C ñòåïåíè ìåíüøå σ, íå ðàâíîé íóëþ òîæäåñòâåííî, òàêîé ÷òî

sup
R
|(f −Q)ω| 6 sup

R
|fω| .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ýëåìåíòîì íàèëó÷-

øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñðåäè ôóíêöèé ñòåïåíè ìåíüøå σ, ïðèíàäëåæàùèõ

êëàññó C, ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûé íîëü:

inf
Q∈C∩Eσ−0

sup
R

∣∣(f −Q)ω
∣∣ = sup

R
|fω| .

Áîëåå òîãî, ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ åäèíñòâåííåí.
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Äëÿ ÷åòíîãî âåñà 1/ρm ýòà çàäà÷à ðåøåíà â [11]. Îñòàëüíûå ðåçóëü-

òàòû áûëè ïîëó÷åíû â [5].

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíû äâå öåëûå ôóíêöèè fσ è Fσ

fσ(z) =
1

2
(G∗(z) +G(z)) , Fσ(z) =

1

2iz
(G∗(z)−G(z)) ,

ãäå ôóíêöèÿ gm(z) òàêàÿ, ÷òî ρm(x) = |gm(x)|2, G(z) = e−iσzg2
m(z), à

îïåðàöèÿ ∗ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì f ∗(z) = f(z).

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè â �3 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè Q êëàññà C, îòëè÷íîé îò

òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, ñòåïåíè ìåíüøåé σ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
R

∣∣∣∣fσ −Qρm

∣∣∣∣ > sup
R

∣∣∣∣ fσρm
∣∣∣∣ .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ fσ ñòðîãî íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ

îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ñ âåñîì 1/ρm.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè Q êëàññà C, îòëè÷íîé îò

òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, ñòåïåíè ìåíüøåé σ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
x∈R

∣∣∣∣(Fσ(x)−Q(x))
x

ρm(x)

∣∣∣∣ > sup
x∈R

∣∣∣∣Fσ(x)
x

ρm(x)

∣∣∣∣ .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ Fσ ñòðîãî íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ

îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ñ âåñîì | · |/ρm.
Â �4 ðàññìîòðåíà çàäà÷à â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå. Íàèìåíüøåå óêëî-

íåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè σ > 0. Ãîâîðÿò,

÷òî ôóíêöèÿ f íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ ñ âåñîì ω â èíòåãðàëüíîé

ìåòðèêå, åñëè íå ñóùåñòâóåò öåëîé ôóíêöèè Q ñòåïåíè ìåíüøå σ, ñóì-
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ìèðóåìîé íà îñè ñ âåñîì ω, òàêîé ÷òî

∞∫
−∞

(|f −Q| − |f |)ω < 0.

Çàìå÷àíèå 1.6. Ñóììèðóåìîñòü ôóíêöèè f ñ âåñîì ω ïðè ýòîì íå

îáÿçàòåëüíà â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà∣∣|f −Q| − |f |∣∣ 6 |Q|,
îäíàêî â ñëó÷àå ñóììèðóåìîñòè ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷å-

ñêèì.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè â �4 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.6. Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè kα ñòåïåíè α 6 σ, ñóììè-

ðóåìîé íà îñè ñ âåñîì 1/ρm, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∞∫
−∞

|fσ − kα| − |fσ|
ρm

> 0.

Åñëè m < σ èëè α < σ, òî äëÿ íåíóëåâîé ôóíêöèè kα íåðàâåíñòâî

ñòðîãîå.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ fσ íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ â èíòå-

ãðàëüíîé ìåòðèêå ñ âåñîì 1/ρm.

Òåîðåìà 1.7. Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè lα ñòåïåíè α 6 σ, ñóììè-

ðóåìîé íà âåùåñòâåííîé îñè ñ âåñîì | · |/ρm, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∞∫
−∞

signFσ(x)lα(x)
|x| dx
ρm(x)

= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Fσ íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ â èíòå-

ãðàëüíîé ìåòðèêå ñ âåñîì | · |/ρm.
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2. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèáëèæåíèÿì íåïåðèîäè÷åñêèìè ñïëàé-

íàìè è ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû, îïóáëèêîâàííûå â [6]. Âñþäó äàëåå n, r ∈
N, m ∈ Z+, σ > 0.

Â �1 ïðèâåäåíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ïîëèíîìàõ, öåëûõ ôóíêöèÿõ

è ïåðèîäè÷åñêèõ è íåïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàéíàõ.

Â 1937 ãîäó Æ.Ôàâàð [37] è Í.È.Àõèåçåð è Ì.Ã.Êðåéí [2] ïîñòðî-

èëè ëèíåéíûé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ Xn,r ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà íå âûøå n− 1, òàêîé ÷òî äëÿ

ëþáîé f ∈ W (r)
∞

‖f −Xn,r(f)‖∞ 6
Kr
nr
‖f (r)‖∞, (1)

è äîêàçàëè, ÷òî êîíñòàíòó Kr óìåíüøèòü íåëüçÿ, äàæå åñëè çàìåíèòü

ëåâóþ ÷àñòü íà íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå, òî åñòü

sup
f∈W (r)

∞

En(f)∞
‖f (r)‖∞

=
Kr
nr
. (2)

Îïåðàòîðû Xn,r íàçûâàþò îïåðàòîðàìè èëè ñóììàìè Àõèåçåðà�Êðåéíà�
Ôàâàðà, à íåðàâåíñòâà, â êîòîðûõ ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè îöåíèâàåòñÿ ÷å-

ðåç íîðìó (ïîëóíîðìó) ïðîèçâîäíîé, ïðîèçâîäíîé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè

è ò.ï., áóäåì íàçûâàòü íåðàâåíñòâàìè òèïà Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà.

Âïîñëåäñòâèè àíàëîãè ñîîòíîøåíèé (1) è (2) áûëè óñòàíîâëåíû äëÿ ìíî-

ãèõ êëàññîâ ñâåðòîê ïåðèîäè÷åñêèõ è íåïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñ.Ì.Íè-

êîëüñêèé [28] ðàñïðîñòðàíèë (1) è (2) íà ñëó÷àé íîðìû â ïðîñòðàíñòâå L1.

Ì. Ã.Êðåéí [21] ïîëó÷èë àíàëîãè ñîîòíîøåíèÿ (2) äëÿ ïðèáëèæå-

íèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè êîíå÷íîé ñòåïåíè êëàññîâ ôóíêöèé èç W (r)
∞ (R),

îïðåäåëÿåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, à Á.Íàäü [44] ïîñòðî-

èë ëèíåéíûé îïåðàòîð Xσ,r ñî çíà÷åíèÿìè â Eσ, äëÿ îòêëîíåíèÿ êîòîðîãî

ñïðàâåäëèâà òàêàÿ æå îöåíêà

‖f −Xσ,r(f)‖∞ 6
Kr
σr
‖f (r)‖∞. (3)

Ïðè σ = n ∈ N îïåðàòîðû èç ôîðìóë (1) è (3) ñîâïàäàþò íà 2π-ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ è ïîòîìó îáîçíà÷àþòñÿ îäèíàêîâî. Ýòè ðåçóëüòà-
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òû âîøëè â êíèãó [1], ãäå îöåíêè ñâåðõó ðàñïðîñòðàíåíû íà ïðîñòðàíñòâà

Lp(R) è Lp.

Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñïëàéíàìè ìèíèìàëüíî-

ãî äåôåêòà èçâåñòíû ñëåäóþùèå òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ òèïà Àõèåçåðà�

Êðåéíà�Ôàâàðà. Ïóñòü m > r − 1, p ∈ {1,∞}. Òîãäà

sup
f∈W (r)

p

En,m(f)p
‖f (r)‖p

=
Kr
nr
. (4)

Ïîëàãàåì

εm =

0, m íå÷åòíî,
π
2σ , m ÷åòíî.

Ïóñòü γ > 0, ôóíêöèÿ f çàäàíà íà R è f(x) = O(|x|γ) ïðè x → ∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξσ,m(f) ñïëàéí èç Sσ,m, èíòåðïîëèðóþùèé f â òî÷êàõ
kπ
σ + εm (k ∈ Z) è òàêîé, ÷òî ξσ,m(f, x) = O(|x|γ) ïðè x → ∞. Ïðè

m = r − 1 êîíñòàíòà â (4) ðåàëèçóåòñÿ ëèíåéíûì ïðîåêòîðîì, à èìåííî,

ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà:

sup
f∈W (r)

p

‖f − ξn,r−1(f)‖p
‖f (r)‖p

=
Kr
nr
. (5)

Äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèé (4) è (5) ìîæíî íàéòè â [32, 43, 40, 18, 20].

À.À.Ëèãóí [43] äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èç C â

S̃n,m, ðåàëèçóþùåãî êîíñòàíòó â ñîîòíîøåíèè (4) ïðè m > r, p = ∞
(ÿâíûé âèä ýòîãî îïåðàòîðà â [43] îòñóòñòâóåò). Î.Ë.Âèíîãðàäîâ [3] ïî-

ñòðîèë ïðè m > r ëèíåéíûå îïåðàòîðû Xn,r,m ñî çíà÷åíèÿìè â S̃n,m

(àíàëîãè ñóìì Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà), ðåàëèçóþùèå êîíñòàíòó â ñî-

îòíîøåíèè (4) äëÿ âñåõ p ∈ [1,∞] è f ∈ W (r)
p .

Äëÿ ïðèáëèæåíèé íåïåðèîäè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ôóíêöèé èçW (r)
p (R)

Ñóíü Þíøåí è Ëè ×óíü [30] è íåçàâèñèìî Ã. Ã.Ìàãàðèë-Èëüÿåâ [25, 26]

óñòàíîâèëè àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (4) â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(R) ïðèm > r−1,

p ∈ {1,∞}

sup
f∈W (r)

p (R)

Aσ,m(f)p
‖f (r)‖p

=
Kr
σr
. (6)
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Êàê è â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå, ïðè m = r − 1 ñîîòíîøåíèå (6) ðåà-

ëèçóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè ñïëàéíàìè. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè

â [46, 35]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïîëó÷åíà òî÷íàÿ ïîòî÷å÷íàÿ îöåíêà ïîãðåøíî-

ñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ, èç êîòîðîé ñðàçó ñëåäóåò òî÷íàÿ îöåíêà íîðìû

ñâåðõó äëÿ âñåõ p. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî âìåñòå ñ îáîáùåíèåì íà âñå

p ∈ (1,∞) (ðàçóìååòñÿ, ñ ìåíüøåé ïðàâîé ÷àñòüþ) è åùå íåñêîëüêèìè

ññûëêàìè ñîäåðæèòñÿ â [26].

Â �3 ïðè m > r ñòðîÿòñÿ ëèíåéíûå îïåðàòîðû Xσ,r,m ñî çíà÷åíèÿìè

â Sσ,m, òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ p ∈ [1,∞] è f ∈ W (r)
p (R)

‖f −Xσ,r,m(f)‖p 6
Kr
σr
‖f (r)‖p. (7)

(Ïðè σ = n ∈ N ïîñòðîåííûé îïåðàòîð ñîâïàäàåò íà 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèÿõ ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïðåäøåñòâåííèêîì, è ïîòîìó èõ ìîæíî îáî-

çíà÷èòü îäèíàêîâî.) Òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ðåàëèçà-

öèè âåðõíèõ ãðàíåé â (6) ëèíåéíûìè ìåòîäàìè ïðèáëèæåíèÿ, ðàíåå îñòà-

âàâøàÿñÿ íåèçâåñòíîé.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òèïà Àõèåçåðà�

Êðåéíà�Ôàâàðà.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü σ > 0, r,m ∈ N, m > r, p ∈ [1,∞], f ∈
W

(r)
1,loc(R), f (r) ∈ Lp(R). Òîãäà

‖f −Xσ,r,m(f)‖p 6
Kr
σr
‖f (r)‖p.

Ïðè p = 1,∞ íåðàâåíñòâî òî÷íîå, äàæå åñëè çàìåíèòü ëåâóþ ÷àñòü

íà íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå.

Ñëåäñòâèå 2.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.1

Aσ,m(f)p 6
Kr
σr
Aσ,m−r(f

(r))p.

Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå àíàëîã ñëåäñòâèÿ 2.1 äëÿ ïðèáëèæåíèé òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè óñòàíîâèë Ñóíü Þíøåí, äëÿ ïðèáëè-
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æåíèé ñïëàéíàìè � Êîðíåé÷óê; ñì. [20, òåîðåìà 4.1.4 è ïðåäëîæåíèå

5.4.9].

3. Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷åíû íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà. Íåðàâåí-

ñòâàìè òèïà Äæåêñîíà â òåîðèè ïðèáëèæåíèé ïðèíÿòî íàçûâàòü íåðà-

âåíñòâà, â êîòîðûõ ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè îöåíèâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ìî-

äóëÿ íåïðåðûâíîñòè (ñàìîé ôóíêöèè, åå ïðîèçâîäíîé è ò.ï.). Ïåðâûì

òàêîå íåðàâåíñòâî

En(f) 6 C(γ)ω1

(
f,
γ

n

)
äëÿ ïðèáëèæåíèé íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè è ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîëó-

÷èë Ä.Äæåêñîí â 1911 ãîäó.

Ïåðâîå òî÷íîå íåðàâåíñòâî òèïà Äæåêñîíà óñòàíîâèë Í.Ï.Êîðíåé÷óê

[19], êîòîðûé äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé f

èç C è n ∈ N
En(f) 6 1 · ω1

(
f,
π

n

)
,

ïðè÷åì êîíñòàíòà 1 òî÷íàÿ ïðè âñåõ n â ñîâîêóïíîñòè, òî åñòü

sup
n∈N

sup
f∈C

En(f)

ω1

(
f, πn
) = 1.

Äëÿ íå÷åòíûõ r Â.Â.Æóêîì [13] (r = 1) è À.À.Ëèãóíîì [24] (r > 1)

áûëî óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî òèïà Äæåêñîíà ñ òî÷íîé êîíñòàíòîé

‖f −Xn,r(f)‖ 6 Kr
2nr

ω1

(
f (r),

π

n

)
äëÿ ëþáîé f ∈ C(r). À.Þ.Ãðîìîâ [12] äîêàçàë äëÿ íå÷åòíûõ r òî÷íîå

íåðàâåíñòâî

‖f −Xσ,r(f)‖ 6 Kr
2σr

ω1

(
f (r),

π

σ

)
äëÿ ïðèáëèæåíèé öåëûìè ôóíêöèÿìè êîíå÷íîé ñòåïåíè è èõ àíàëîã â

èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå.

Â �2 ïî ñõåìå Â.Â.Æóêà è À.À.Ëèãóíà (ñì. [16]) ïîëó÷åíî óñèëåíèå

íåðàâåíñòâà Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà. Çäåñü è äàëåå Xσ,r,m ïðè m > r

ñóòü ïîñòðîåííûå âî âòîðîé ãëàâå îïåðàòîðû, à ïðè m = r − 1 èíòåðïî-
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ëÿöèîííûé ñïëàéí, èíòåðïîëèðóþùèé f â òî÷êàõ kπ
σ + εm, ãäå

εm =

0, åñëè m íå÷åòíî,
π
2 , åñëè m ÷åòíî.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü σ > 0, m, r ∈ N, m > r, h > 0, f ∈ W
(r)
p ,

p ∈ [1,∞]. Ïîñòðîèì îïåðàòîð

Uσ,r,hf =

b r−1
2 c∑
l=0

h2l

(2l)!
B2l

(
1

2

)
Xσ,r+1−2l,mShf

(2l).

Òîãäà

‖f − Uσ,r,hf‖p 6

b r−1
2 c∑
l=0

h2l−1

(2l)!

∣∣∣B2l

(
1

2

) ∣∣∣ · Kr+1−2l

σr+1−2l

ω1

(
f (r), h

)
p

+

+
2hr

r!

1/2∫
0

∣∣∣Br(τ)− Br(1/2)
∣∣∣dτ · ‖f (r)‖p.

Êðîìå òîãî, ïðè íå÷åòíîì r âåðíî

‖f − Uσ,r,hf‖p 6 hr

(
Ar,0

2
+

r−1∑
l=0

|γl|
Kr+1−l

(σh)r+1−l

)
ω1

(
f (r), h

)
p
,

ãäå

Ar,0 =
2

r!

1/2∫
0

∣∣∣∣Br(t)− Br

(
1

2

)∣∣∣∣ dt, γk =
Bk
(

1
2

)
k!

.

Ïðè h = π
σ , p = 1,∞ íåðàâåíñòâî òî÷íîå, à ïðè m > r+1 îïåðàòîðû

Uσ,r,πσ è Xσ,r,m ñîâïàäàþò.
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Çàìå÷àíèå 3.2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè h = π
σ è p = 1,∞ ïîëó÷àåòñÿ

òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖f − Uσ,r,πσf‖p 6
Kr
2σr

ω1

(
f (r),

π

σ

)
p
.

�3 ïîñâÿùåí íåðàâåíñòâàì äëÿ ñòàðøèõ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè. Çà-

äà÷à î êîíñòàíòàõ â íåðàâåíñòâàõ òèïà Äæåêñîíà äëÿ ñòàðøèõ ìîäóëåé

íåïðåðûâíîñòè òðóäíåå, ÷åì äëÿ ïåðâîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè. Îáçîð

èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ íà ýòó òåìó ìîæíî íàéòè â ñòàòüå Î.Ë.Âèíîãðà-

äîâà è Â.Â.Æóêà [9]. Â ðàáîòå [38] áûë ïðåäëîæåí íîâûé ñïîñîá ïî-

ëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâ òèïà Äæåêñîíà, ïîçâîëÿþùèé óëó÷øèòü êîíñòàíòû.

Ýòîò ñïîñîá áûë ðàçâèò è óëó÷øåí â ðàáîòå [9], ãäå èññëåäîâàâ ñâîéñòâà

ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé Ñòåêëîâà, àâòîðû óñòàíàâëèâàþò îöåí-

êè ôóíêöèîíàëîâ ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè ÷åðåç ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè

ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñïëàéíàìè. Â ýòîì ïàðàãðà-

ôå, ñëåäóÿ ìåòîäèêå èç ðàáîòû [9], ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îöåíêè ÷åðåç

ñòàðøèå ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñðåäíèõ Ñòåêëîâà

Uh,k =
2

Ck
2k

k∑
j=1

(−1)j−1Ck−j
2k S2

jh,

îòìåòèì, ÷òî Uh,1 = S2
h.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü σ > 0, r,m ∈ N, m > 2r − 1, p ∈ [1,∞],

Yσ,r,m,h =
r−1∑
k=1

Xσ,2k,mUk
h,r(I − Uh,r) + Xσ,2r,mU r

h,r.

Òîãäà äëÿ âñåõ f ∈ Lp(R)

‖f − Yσ,r,m,hf‖p 6

{
1

Cm
2m

r−1∑
k=0

K2k

(σh)2k
νkr +

K2r

(σh)2r

νrr
22r

}
ω2r(f, h)p.
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Çäåñü

νr =
8

Cm
2m

b(r−1)/2c∑
l=0

Cr−2l−1
2r

(2l + 1)2
.

Îòìåòèì, ÷òî νk íå çàâèñèò îò h, ÷òî è îòðàæåíî â îáîçíà÷åíèè.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷åíû ÿâíûå êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ òèïà Äæåê-

ñîíà äëÿ ñïëàéíîâîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ïðÿìîé. Êîíñòàíòû ñîâïàëè ñ

êîíñòàíòàìè â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå ýòîé çàäà÷è, êîòîðàÿ áûëà áûëà

èññëåäîâàíà Î.Ë.Âèíîãðàäîâûì è Â.Â.Æóêîì.
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Ãëàâà 1. Öåëûå ôóíêöèè, íàèìåíåå

óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé è

èíòåãðàëüíîé ìåòðèêàõ ñ âåñîì

�1. Ââåäåíèå

Ï.Ë.×åáûøåâûì áûëà ðåøåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïîëèíîìà ñòå-

ïåíè n ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùåãîñÿ

îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, â òîì ÷èñëå, â íåêîòîðûõ âåñîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ.

Âîçüìåì âåñîâóþ ôóíêöèþ ω(x) = 1/ρm(x), ãäå ρm � àëãåáðàè÷åñêèé

ïîëèíîì ñòåïåíè m, ïîëîæèòåëüíûé íà [−1, 1], ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì

êîýôôèöèåíòîì. Ïóñòü n > m. Ïîëîæèì z = eiϕ, x = cosϕ,

Tn(x) = Re
{
z−ng2

m(z)
}
,

ãäå gm � ïîëèíîì ñòåïåíè m ñ êîðíÿìè âíå êðóãà |z| 6 1, òàêîé ÷òî

|gm(eiϕ)|2 = ρm(cosϕ) ïðè ϕ ∈ [0, π]. Òîãäà Tn ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì

â çàäà÷å íàõîæäåíèÿ

min
ai

max
x∈[−1,1]

|(xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0)ω(x)|.

Â ñëó÷àå ω(x) ≡ 1 ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäóò ìíîãî÷ëåíû

×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà Tn(z) = cos(n arccos z). Ýòîò ðåçóëüòàò è åãî

àíàëîãè â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå âîøëè â êíèãó [1, ïðèë. I, ïóíêò 14];

ñì. òàì æå èñòîðèþ âîïðîñà. Ôîðìà çàïèñè îòâåòà âçÿòà èç [41].

Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíû àíàëîãè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ öåëûõ ôóíê-

öèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ïîñòðîåíû ôóíêöèè, íàèìåíåå óêëîíÿþ-

ùèåñÿ îò íóëÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà âåùåñòâåííîé îñè. Ýòè ôóíê-
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öèè îáîáùàþò ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ðåçóëüòà-

òû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [5].
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�2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ îá àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèÿõ

Îïðåäåëåíèå. Öåëûìè ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà èëè êî-

íå÷íîé ñòåïåíè íàçûâàþò öåëûå ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò

òàêèå ÷èñëà A è B, ÷òî äëÿ âñåõ z ∈ C

|f(z)| 6 AeB|z|.

Òèïîì èëè ñòåïåíüþ ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíî-

æåñòâà çíà÷åíèé B, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ýòî íåðàâåíñòâî (ñ êàêîé-

íèáóäü êîíñòàíòîé A). Òèï σ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

σ = lim
|z|→∞

log |f(z)|
|z|

.

Îïðåäåëåíèå. Öåëûìè ôóíêöèÿìè êëàññà A, ñîãëàñíî [23, ãë. V],

áóäåì íàçûâàòü öåëûå ôóíêöèè, íåíóëåâûå êîðíè êîòîðûõ ak óäîâëå-

òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
∞∑
k=1

∣∣∣∣Im 1

ak

∣∣∣∣ <∞.
Òîæäåñòâåííûé íîëü òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó A.

Ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññà ôóíêöèé, âñå

êîðíè êîòîðûõ âåùåñòâåííû, ò.å. "ïî÷òè âñå" êîðíè ëåæàò â "îêðåñòíî-

ñòè" âåùåñòâåííîé îñè.

Îïðåäåëåíèå.Öåëûìè ôóíêöèÿìè êëàññà C, ñîãëàñíî [42, ëåêöèÿ 16],
áóäåì íàçûâàòü öåëûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, äëÿ êîòîðûõ

∞∫
−∞

log+ |f(t)|
1 + t2

dt <∞.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó C+, åñëè îíà àíà-

ëèòè÷íà â îòêðûòîé è íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,
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è èíòåãðàë â îïðåäåëåíèè êëàññà C ñõîäèòñÿ.
Çàìå÷àíèå 1. Êëàññ A ñîäåðæèò êëàññ C (ñì., íàïðèìåð, [42, ëåê-

öèÿ 17.2, òåîðåìà 1]).

Òåîðåìà À (Ïðåäñòàâëåíèå Íåâàíëèííû). Ïóñòü ôóíêöèÿ f

ïðèíàäëåæèò êëàññó C+, åå íóëè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íå èìåþò

êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê, è ïóñòü

α = lim
r→∞

logM(r)

r
<∞.

Òîãäà f äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå Íåâàíëèííû

log |f(z)| = log

∣∣∣∣∣
∞∏
n=1

1− z/zn
1− z/zn

∣∣∣∣∣+
y

π

∞∫
−∞

log |f(t)|
(t− x)2 + y2

dt+ cy,

ãäå zn � êîðíè ôóíêöèè f â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, z = x+ iy,

c = lim
r→∞

2

πr

π∫
0

log |f(reiθ)| sin θdθ.

Â ÷àñòíîñòè,

c 6
4α

π
è log |f(z)| 6 y

π

∞∫
−∞

log |f(t)|
(t− x)2 + y2

dt+ cy.

Ñôîðìóëèðîâàííûé âàðèàíò òåîðåìû À ñîäåðæèòñÿ â [34, òåîðåìà

6.5.4]; ñì. òàêæå [23, ãë. 5, òåîðåìà 4] è [36, ãëàâà 1, òåîðåìà 9].

Îïðåäåëåíèå. Èíäèêàòîðîì ôóíêöèè f , àíàëèòè÷åñêîé âíóòðè óãëà

θ1 < arg z < θ2, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Hf(θ) = lim
r→∞

log
∣∣f(reiθ)

∣∣
r

(θ1 < θ < θ2).

Îíà õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü ðîñòà ôóíêöèè îò íàïðàâëåíèÿ, ïî

êîòîðîìó òî÷êà z ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Îïðåäåëåíèå. Ñðåäíèì òèïîì ôóíêöèè f , ñëåäóÿ [36], áóäåì íàçû-

âàòü çíà÷åíèå åå èíäèêàòîðà â òî÷êå π/2. Â [36, òåîðåìà 10] ïîêàçàíî, ÷òî

÷èñëî c èç ïðåäñòàâëåíèÿ Íåâàíëèííû ðàâíî ñðåäíåìó òèïó ôóíêöèè:

c = Hf

(π
2

)
= lim

y→∞

log |f(iy)|
y

.

Òåîðåìà B (Í. È. Àõèåçåð [23, ïðèë. V, òåîðåìà 1]). Äëÿ òîãî,

÷òîáû öåëàÿ ôóíêöèÿ f êîíå÷íîé ñòåïåíè k ïðåäñòàâëÿëàñü â ôîðìå

f(x) = |ϕ(x)|2 äëÿ âñåõ x ∈ R,

ãäå ϕ � öåëàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîé ñòåïåíè k
2 ñ êîðíÿìè â îäíîé èç ïîëó-

ïëîñêîñòåé Im z > 0 èëè Im z 6 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f

áûëà êëàññà A è íåîòðèöàòåëüíà íà âåùåñòâåííîé îñè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {xα} � ñåìåéñòâî òî÷åê íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè, N(R) � êîëè÷åñòâî òî÷åê ñåìåéñòâà â êðóãå ðàäèóñà R ñ öåíòðîì

â íóëå. Áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
R→∞

N(R)

R
,

â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, ïëîòíîñòüþ òî÷åê {xα}.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîäñ÷åòå òî÷åê ìû áóäåì ó÷èòûâàòü êðàòíîñòü

ýëåìåíòîâ â {xα}.
Çàìå÷àíèå 2. Â [42, ëåêöèÿ 16] ïîêàçàíî, ÷òî èíäèêàòîð ôóíêöèè

ñòåïåíè σ è êëàññà C ðàâåí σ+ sin θ ïðè 0 6 θ 6 π è σ−| sin θ| ïðè π 6
θ 6 2π, ãäå σ± ∈ [0, σ], max{σ+, σ−} = σ. Åñëè èíäèêàòîð ÷åòåí, òî σ+ =

σ− = σ. Êîðíè öåëîé ôóíêöèè ñòåïåíè σ è êëàññà C èìåþò ïëîòíîñòü
σ++σ−

π 6 2σ
π ; ñì. [42, ëåêöèÿ 17]. Òàêèì îáðàçîì, åñëè èíäèêàòîð ÷åòåí,

òî ïëîòíîñòü íóëåé ðàâíà 2σ
π .
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�3. Çàäà÷à â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ñ âåñîì.

Âåçäå äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü âåñîâóþ ôóíêöèþ ω íåîòðèöàòåëüíîé íà

âåùåñòâåííîé îñè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè σ > 0. Ãîâîðÿò,

÷òî ôóíêöèÿ f íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ ñ âåñîì ω â ðàâíîìåðíîé

ìåòðèêå, åñëè íå ñóùåñòâóåò öåëîé ôóíêöèè Q ñòåïåíè ìåíüøå σ, òàêîé

÷òî

sup
R
|(f −Q)ω| < sup

R
|fω| .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè σ > 0. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñòðîãî íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ ñ âåñîì ω

â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, åñëè íå ñóùåñòâóåò öåëîé ôóíêöèè Q ñòåïåíè

ìåíüøå σ, íå ðàâíîé íóëþ òîæäåñòâåííî, òàêîé ÷òî

sup
R
|(f −Q)ω| 6 sup

R
|fω| .

Äàëåå áóäåì ãîâîðèòü î ôóíêöèÿõ, ñòðîãî íàèìåíåå óêëîíÿþùèõñÿ

îò íóëÿ â êëàññå C.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè σ > 0. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñòðîãî íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ â êëàññå

C ñ âåñîì ω â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, åñëè íå ñóùåñòâóåò öåëîé ôóíêöèè

Q êëàññà C ñòåïåíè ìåíüøå σ, íå ðàâíîé íóëþ òîæäåñòâåííî, òàêîé ÷òî

sup
R
|(f −Q)ω| 6 sup

R
|fω| .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ýëåìåíòîì íàèëó÷-

øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñðåäè ôóíêöèé ñòåïåíè ìåíüøå σ, ïðèíàäëåæàùèõ

êëàññó C, ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûé íîëü:

inf
Q∈C∩Eσ−0

sup
R

∣∣(f −Q)ω
∣∣ = sup

R
|fω| .
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Áîëåå òîãî, ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ åäèíñòâåííåí.

Â ïîëèíîìèàëüíîì ñëó÷àå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàèìåíüøåãî óêëîíå-

íèÿ îò íóëÿ èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Âàëëå Ïóññåíà è ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà

òî÷åê àëüòåðíàíñà. Â ñëó÷àå ôóíêöèé êëàññà C ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü î
ïëîòíîñòè òî÷åê.

Âìåñòî òî÷åê àëüòåðíàíñà áóäåì ãîâîðèòü î òî÷êàõ âåñîâîãî àëüòåð-

íàíñà ôóíêöèè f � òî÷êàõ, â êîòîðûõ fω = ±1. Äàëåå áóäåì èñïîëüçî-

âàòü ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Âàëëå Ïóññåíà.

Òåîðåìà 1.Ïóñòü ω : R → [0,∞), {xn}∞−∞ � âîçðàñòàþùàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê âåùåñòâåííîé îñè, èìåþùàÿ ïëîòíîñòü 2σ
π ,

ω(xn) > 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : R → R, ïðèíèìàþùóþ â òî÷êàõ

xn îòëè÷íûå îò íóëÿ çíà÷åíèÿ ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìè, è ïóñòü

λn = |f(xn)|. Òîãäà äëÿ êàæäîé öåëîé ôóíêöèè Q êëàññà C, îòëè÷íîé
îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, ñòåïåíè ìåíüøå σ èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî

sup
R

∣∣(f −Q)ω
∣∣ > inf

n∈Z
λnω(xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè inf
n∈Z

λnω(xn) = 0, òî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî,

òàê êàê ôóíêöèÿ f −Q îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ â ñèëó çàìå÷à-

íèÿ 2.

Ïóñòü inf
n∈Z

λnω(xn) > 0. Äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ Q îïèñàí-

íîãî âèäà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

sup
R

∣∣(f −Q)ω
∣∣ 6 inf

n∈Z
λnω(xn).

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

∆(x) = f(x)ω(x)− (f(x)−Q(x))ω(x) = Q(x)ω(x).

Î÷åâèäíî, ∆(xn) · f(xn) > 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ Z. Ïóñòü â òî÷êàõ xn0

è xn0+2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∆ > 0. Åñëè ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ñó-

ùåñòâóåò òî÷êà, â êîòîðîé ∆ < 0, òî ôóíêöèÿ Q èìååò íà ïðîìåæóòêå

(xn0
, xn0+2) äâå ïåðåìåíû çíàêà è, ñëåäîâàòåëüíî, äâà êîðíÿ. Åñëè òàêîé
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òî÷êè íå ñóùåñòâóåò, òî íà ýòîì ïðîìåæóòêå ó ôóíêöèè Q èìååòñÿ êî-

ðåíü âòîðîé êðàòíîñòè. Â ñëó÷àå, åñëè â òî÷êàõ xn0
èëè xn0+2 ôóíêöèÿ ∆

îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî, ðàññìàòðèâàÿ çíàêè ∆ â ñîñåäíèõ òî÷êàõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì áóäåì ïîëó÷àòü ëèáî äâå ïåðåìåíû

çíàêà, ëèáî êîðíè âòîðîé êðàòíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Q èìååò íà ïðîìåæóòêå (−R, R) â ñðåäíåì
2Rσ
π íóëåé, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ñòåïåíü ôóíêöèè Q ìåíüøå σ.

�

Äëÿ åäèíè÷íîãî âåñà áëèçêîå ê òåîðåìå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî

Ñ.Í.Áåðíøòåéíîì (ñì., íàïðèìåð, [17, ãë. VI, �1, òåîðåìà 6.1.11]).

Ïóñòü äàíû ôóíêöèÿ ρm êëàññà C, ñòåïåíè m, ïîëîæèòåëüíàÿ íà âå-
ùåñòâåííîé îñè, è ÷èñëî σ > m. Íàéäåì öåëûå ôóíêöèè ñòåïåíè σ, ñòðî-

ãî íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ â êëàññå C ñ âåñàìè 1/ρm è | · |/ρm â

ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå.

Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ÷åòíîãî âåñà 1/ρm ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [11]. Â

ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3 â ñòàòüå [11] âìåñòî êëàññà A äîëæåí ó÷àñò-

âîâàòü êëàññ C.

3.2. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé è ïîäñ÷åò ïëîòíîñòè òî÷åê àëüòåð-

íàíñà.

Â [41] äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåñîâîãî ïîëèíîìà èñïîëüçîâàëàñü òåîðåìà

Ôåéåðà�Ðèññà. Çäåñü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåñîâîé ôóíêöèè âîñïîëüçóåì-

ñÿ òåîðåìîé Àõèåçåðà � îáîáùåíèåì òåîðåìû Ôåéåðà�Ðèññà äëÿ öåëûõ

ôóíêöèé.

Òàê êàê âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρm óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Àõè-

åçåðà, òî ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ hm ñòåïåíè m
2 ñ êîðíÿìè â íèæíåé

ïîëóïëîñêîñòè, òàêàÿ ÷òî

ρm(x) = |hm(x)|2 äëÿ âñåõ x ∈ R.

Çàìå÷àíèå 3. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü êàê ðàâåíñòâî

öåëûõ ôóíêöèé ρm = hmh
∗
m, ãäå îïåðàöèÿ

∗ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
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f ∗(z) = f(z). Ñëåäîâàòåëüíî, èíäèêàòîð ôóíêöèè ρm ÷åòåí è ðàâåí

m| sin θ| (ñì. [42, ëåêöèÿ 17]). Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Àõèåçåðà â [23]

âèäíî, ÷òî hm ∈ C è

Hhm(θ) =
1

2
Hρm(θ) =

m

2
| sin θ|.

Óìíîæèâ hm íà ïîäõîäÿùóþ êîíñòàíòó, ïî ìîäóëþ ðàâíóþ åäèíèöå,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî hm(0) ∈ (0,∞). Îáîçíà÷èì

gm(z) = e
imz

2 hm(z), G(z) = e−iσzg2
m(z).

Òîãäà ρm(x) = |gm(x)|2. Îïðåäåëèì öåëûå ôóíêöèè fσ è Fσ ðàâåíñòâàìè

fσ(z) =
1

2
(G∗(z) +G(z)) , Fσ(z) =

1

2iz
(G∗(z)−G(z))

è ïîêàæåì, ÷òî îíè ðåøàþò íàøó çàäà÷ó. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ Fσ
ñëåäóåò èç âåùåñòâåííîñòè çíà÷åíèÿ G(0) = hm(0).

Çàìå÷àíèå 4. ßñíî, ÷òî G ∈ C êàê ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé êëàññà C,
à ïîòîìó fσ ∈ C è Fσ ∈ C, ïîñêîëüêó ñëîæåíèå íå âûâîäèò èç êëàññà C.
Òàê êàê ñòåïåíü ñóììû (ïðîèçâåäåíèÿ) íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ñòåïåíåé

ñëàãàåìûõ (ñîìíîæèòåëåé), ñòåïåíè ôóíêöèé G, fσ è Fσ íå áîëüøå σ. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû,

HG(π/2) = σ −m+ Hh2
m

(π/2) = σ −m+m = σ,

îòêóäà ñòåïåíü G íå ìåíüøå σ. Òî, ÷òî ñòåïåíè fσ è Fσ â òî÷íîñòè ðàâ-

íû σ, áóäåò óñòàíîâëåíî äàëåå. Êðîìå òîãî, ñèììåòðèÿ fσ è Fσ âëå÷åò

÷åòíîñòü èõ èíäèêàòîðîâ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî âåñà fσ(z) = cos σz, Fσ(z) =
sinσz

z
.
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3.3. Íàèìåíüøåå óêëîíåíèå ôóíêöèè fσ îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé

ìåòðèêå ñ âåñîì.

Òåîðåìà 2.Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè Q êëàññà C, îòëè÷íîé îò

òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, ñòåïåíè ìåíüøåé σ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
R

∣∣∣∣fσ −Qρm

∣∣∣∣ > sup
R

∣∣∣∣ fσρm
∣∣∣∣ .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ fσ ñòðîãî íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ

îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ñ âåñîì 1/ρm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1, èñ-

ñëåäóåì ïëîòíîñòü òî÷åê âåñîâîãî àëüòåðíàíñà ôóíêöèè fσ. Íà âåùå-

ñòâåííîé îñè fσ(x) = Re
(
e−iσxg2

m(x)
)
âåùåñòâåííà. Çàìåòèì, ÷òî

e−iσzg2
m(z) = e−iσz

gm(z)

g∗m(z)
ρm(z).

Ïîëîæèì

Φ(z) = e−iσz
gm(z)

g∗m(z)
.

Òîãäà Φ ìåðîìîðôíà è íà âåùåñòâåííîé îñè |Φ| = 1.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî fσ(x) = ρm(x) Re Φ(x) íà R, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
|fσ| 6 ρm íà R, à ñîîòíîøåíèÿ fσ(x) = ρm(x) è fσ(x) = −ρm(x) ðàâíî-

ñèëüíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñîîòíîøåíèÿì Φ(x) = 1 è Φ(x) = −1. Àíàëî-

ãè÷íî

Fσ(x) =
ρm(x)

2ix

(
eiσx

g∗m(x)

gm(x)
− e−iσxgm(x)

g∗m(x)

)
=

= −ρm(x)

x
Im

(
e−iσx

gm(x)

g∗m(x)

)
= −ρm(x)

x
Im Φ(x).

Ïîñêîëüêó |Φ(x)| = 1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |Fσ(x)| 6 ρm(x)

|x|
íà R, à ñîîò-

íîøåíèÿ xFσ(x) = ρm(x) è xFσ(x) = −ρm(x) ðàâíîñèëüíû ñîîòíîøåíèÿì

Φ(x) = −i è Φ(x) = i ñîîòâåòñòâåííî.

Èç [23, ïðèë. V] ìû çíàåì, ÷òî öåëàÿ ôóíêöèÿ hm ïðåäñòàâëÿåòñÿ
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â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

hm(z) = eb−izγ
∞∏
k=1

(
1− z

ak

)
e
z
ak ,

ãäå ak � êîðíè ôóíêöèè hm, γ =
∞∑
k=1

Im 1
ak
, b ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî,

Φ(z) = ei(m−σ)z
∞∏
k=1

1− z

ak

1− z

ak

.

Åñëè x ïðîõîäèò âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ, òî êàæäàÿ äðîáü
1− x

ak

1− x
ak

ïðîáåãà-

åò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ïîýòîìó arg Φ

ñòðîãî óáûâàåò íà R. Îòñþäà âèäíî, ÷òî âåùåñòâåííûå íóëè ôóíêöèé

fσ è zFσ ÷åðåäóþòñÿ. Áîëåå òîãî, íóëè îäíîé èç íèõ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè

âåñîâîãî àëüòåðíàíñà (ñ âåñîì 1/ρm) äðóãîé.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

G∗(z)

G(z)
=

eiz(σ−m)eb+iγz
∞∏
k=1

(
1− z

ak

)2

e
2z
ak

eiz(m−σ)eb−iγz
∞∏
k=1

(
1− z

ak

)2

e
2z
ak

= e2iz(σ−m)
∞∏
k=1

1− z

ak

1− z

ak


2

.

Çàìåòèì, ÷òî
∣∣G∗
G

∣∣ < 1 â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è
∣∣G∗
G

∣∣ > 1 â íèæíåé ïî-

ëóïëîñêîñòè, ïîýòîìó ôóíêöèè fσ è zFσ íå ìîãóò èìåòü íåâåùåñòâåííûõ

íóëåé. Ïîñêîëüêó G � ôóíêöèÿ òèïà σ è G(z) = fσ(z)− izFσ(z), òî õîòÿ

áû îäíà èç ôóíêöèé fσ èëè Fσ èìååò òèï ðîâíî σ è, â ñèëó ÷åòíîñòè

èíäèêàòîðà, ïëîòíîñòü åå íóëåé ðàâíà 2σ
π . Òîãäà òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ

äðóãîé ôóíêöèè, òàê êàê èõ íóëè ÷åðåäóþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî íóëè ôóíêöèè Fσ ÿâëÿþòñÿ òî÷êà-

ìè âåñîâîãî àëüòåðíàíñà ôóíêöèè fσ è èìåþò ïëîòíîñòü 2σ
π . Ïðèìåíÿÿ

òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

�
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Çàìå÷àíèå 5. Ïîñêîëüêó òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì åñòü öåëàÿ

ôóíêöèÿ êîíå÷íîé ñòåïåíè, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó C, ðåçóëüòàò, ñôîð-
ìóëèðîâàííûé âî ââåäåíèè, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 2.

Â [11] äëÿ ÷åòíîãî âåñà 1/ρm òåîðåìà 2 áûëà äîêàçàíà äðóãèì ñïîñî-

áîì.

3.4. Íàèìåíüøåå óêëîíåíèå ôóíêöèè Fσ îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé

ìåòðèêå ñ âåñîì.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ â ï. 3.2 ôóíêöèÿ Fσ íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ

îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ñ âåñîì | · |/ρm.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó òî÷êè âåñîâîãî àëüòåðíàíñà ôóíê-

öèè Fσ èìåþò ïëîòíîñòü 2σ
π . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè Q êëàññà C, îòëè÷íîé îò

òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, ñòåïåíè ìåíüøåé σ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
x∈R

∣∣∣∣(Fσ(x)−Q(x))
x

ρm(x)

∣∣∣∣ > sup
x∈R

∣∣∣∣Fσ(x)
x

ρm(x)

∣∣∣∣ .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ Fσ ñòðîãî íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ

îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ñ âåñîì | · |/ρm.
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�4. Çàäà÷à â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå ñ âåñîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè σ > 0. Ãîâîðÿò,

÷òî ôóíêöèÿ f íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ ñ âåñîì ω â èíòåãðàëüíîé

ìåòðèêå, åñëè íå ñóùåñòâóåò öåëîé ôóíêöèè Q ñòåïåíè ìåíüøå σ, ñóì-

ìèðóåìîé íà îñè ñ âåñîì ω, òàêîé ÷òî

∞∫
−∞

(|f −Q| − |f |)ω < 0.

Çàìå÷àíèå 6. Ñóììèðóåìîñòü ôóíêöèè f ñ âåñîì ω ïðè ýòîì íå

îáÿçàòåëüíà â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà∣∣|f −Q| − |f |∣∣ 6 |Q|,
îäíàêî â ñëó÷àå ñóììèðóåìîñòè ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷å-

ñêèì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü çíàê èçìåðèìîé ôóíêöèè f îðòîãîíàëåí ñ âåñîì

ω ôóíêöèè Q, ñóììèðóåìîé íà îñè ñ âåñîì ω, òî åñòü

∞∫
−∞

(sign f)Qω = 0.

Òîãäà ∞∫
−∞

(|f −Q| − |f |)ω > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, çà-
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ïèøåì

∞∫
−∞

(|f −Q| − |f |)ω =

∞∫
−∞

(f −Q) (sign(f −Q)− sign f)ω.

Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå

(f −Q)(sign(f −Q)− sign f).

Ïðè (f − Q)f > 0 è ïðè f = Q îíî ðàâíî íóëþ. Â òî÷êàõ, â êîòîðûõ

f = 0, ïðèíèìàåòñÿ çíà÷åíèå |Q|. Åñëè âûïîëíåíî (f − Q)f < 0, òî

çíà÷åíèå ðàâíî 2|f −Q|.
Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè âåñîâîé ôóíêöèè íà îñè ïîä èíòåãðàëîì

íàõîäèòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, à çíà÷èò âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå

íåðàâåíñòâî.

�

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè σ, è äëÿ âñåõ öåëûõ

ôóíêöèé k ñòåïåíè ìåíüøå σ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∞∫
−∞

(sign f) kω = 0.

Òîãäà çàêëþ÷åíèå òåîðåìû

∞∫
−∞

(|f − k| − |f |)ω > 0

òàêæå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé k èç óêàçàííîãî êëàññà, ÷òî

îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ ñðåäè öåëûõ

ôóíêöèé ñòåïåíè σ â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå ñ âåñîì ω.

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè íåðàâåíñòâî â òåîðåìå 4 îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî,

òî, êàê ñëåäóåò èç åå äîêàçàòåëüñòâà, (f −Q)fω > 0 ïî÷òè âñþäó.

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó äàíû ôóíêöèÿ ρm êëàññà C, ñòåïåíè m, ÷åòíàÿ,
ïîëîæèòåëüíàÿ íà âåùåñòâåííîé îñè, è ÷èñëî σ > m. Äîêàæåì, ÷òî ïî-
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ñòðîåííûå â ï. 3.2 ôóíêöèè fσ è Fσ íàèìåíåå óêëîíÿþòñÿ îò íóëÿ ñ

âåñàìè 1/ρm è | · |/ρm â ìåòðèêå L. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü

îðòîãîíàëüíîñòü èõ çíàêîâ âñåì ôóíêöèÿì ñòåïåíè ìåíüøå σ, ñóììèðó-

åìûì íà îñè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âåñîì.

4.2. Îðòîãîíàëüíîñòü çíàêà ôóíêöèè fσ ôóíêöèÿì ìåíüøåé

ñòåïåíè.

Äîêàæåì ëåììó îá îöåíêå èíòåãðàëà ïî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé âåùå-

ñòâåííîé îñè.

Ëåììà. Ïóñòü ôóíêöèÿ F ïðèíàäëåæèò êëàññó C+, åå íóëè â âåðõ-

íåé ïîëóïëîñêîñòè íå èìåþò êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê, è åå ñðåäíèé

òèï ðàâåí c. Òîãäà äëÿ âñåõ R > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

e−cR
∫
R

|F (x+ iR)|dx 6
∫
R

|F (x)|dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F ñóììèðóåìà íà R, èíà÷å óòâåð-
æäåíèå òðèâèàëüíî. Ïî òåîðåìå À â òî÷êå z = x+ iR

log |F (z)| 6 R

π

∞∫
−∞

log |F (t)|
(t− x)2 +R2

dt+ cR.

Ñëåäîâàòåëüíî,

log
(
|F (x+ iR)|e−cR

)
6

1

π

∞∫
−∞

log |F (t)| R

(x− t)2 +R2
dt.

Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà

|F (x+ iR)|e−cR 6 1

π

∞∫
−∞

|F (t)| R

(x− t)2 +R2
dt.
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Èíòåãðèðóÿ ïî x, ïîëó÷àåì

∞∫
−∞

|F (x+ iR)|e−cRdx 6 1

π

∞∫
−∞

|F (t)|dt
∞∫

−∞

R

(x− t)2 +R2
dx =

∞∫
−∞

|F (t)|dt.

�

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî çíàê ôóíêöèè fσ îðòîãîíàëåí ôóíêöèÿì ìåíü-

øåé ñòåïåíè ñ âåñîì.

Çàìå÷àíèå 8. Åñëè öåëàÿ ôóíêöèÿ k êîíå÷íîé ñòåïåíè ñóììèðóåìà

ñ âåñîì 1
ρm
, òî îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó C. Â ñàìîì äåëå,

log+ |k| 6 log+ ρm + log+ |k|
ρm
,

à log+ t 6 t ïðè t > 0. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âåñà |·|
ρm
.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè kα ñòåïåíè α 6 σ, ñóììèðó-

åìîé íà âåùåñòâåííîé îñè ñ âåñîì 1/ρm, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∞∫
−∞

sign fσ(x)kα(x)
dx

ρm(x)
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì e−iσx gm(x)
g∗m(x) = eiΨ(x), òîãäà ôóíêöèÿ Ψ âå-

ùåñòâåííà. Ïîñêîëüêó
(
eiΨ(x)

)∗
= 1

eiΨ(x) , èìååì

fσ(x) =
1

2

(
eiΨ(x) + e−iΨ(x)

)
ρm(x) = cos Ψ(x)ρm(x).

Òàê êàê ôóíêöèÿ ρm ïîëîæèòåëüíà íà îñè, òî

sign fσ(x) = sign cos Ψ(x) =
4

π

∞∑
ν=0

(−1)ν
cos(2ν + 1)Ψ(x)

2ν + 1
.

Ïîñêîëüêó ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà îãðàíè÷åíû, ïî òåîðåìå Ëåáåãà åãî
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ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî÷ëåííî:

∞∫
−∞

sign fσ(x)kα(x)
dx

ρm(x)
=

4

π

∞∑
ν=0

(−1)ν

2ν + 1

∞∫
−∞

cos(2ν + 1)Ψ(x)
kα(x)

ρm(x)
dx.

Çàìåòèì, ÷òî

cos(2ν + 1)Ψ(x) =
1

2

(
ei(2ν+1)Ψ(x) + e−i(2ν+1)Ψ(x)

)
=

=
1

2

[(
e−iσx

gm(x)

g∗m(x)

)2ν+1

+

(
eiσx

g∗m(x)

gm(x)

)2ν+1
]

=

=
1

2ρ2ν+1
m (x)

(
e−iσ(2ν+1)xg2(2ν+1)

m (x) + eiσ(2ν+1)x(g∗m(x))2(2ν+1)
)

=

=
1

ρ2ν+1
m (x)

fσ(2ν+1)

(
x, ρ2ν+1

m

)
.

Çäåñü fσ(2ν+1)

(
·, ρ2ν+1

m

)
� ôóíêöèÿ, íàèìåíåå óêëîíÿþùàÿñÿ îò íóëÿ â

ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ñ âåñîì 1
ρ2ν+1
m

ñðåäè ôóíêöèé ñòåïåíè σ(2ν + 1).

Òàêèì îáðàçîì,

∞∫
−∞

sign fσ(x)kα(x)
dx

ρm(x)
=

2

π

∞∑
ν=0

(−1)ν

2ν + 1

∞∫
−∞

fσ(2ν+1)

(
x, ρ2ν+1

m

)
ρ2ν+1
m (x)

kα(x)

ρm(x)
dx.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî èíòåãðàë â êàæäîì ñëàãàåìîì:

∞∫
−∞

fσ(2ν+1)

(
x, ρ2ν+1

m

)
ρ2ν+1
m (x)

kα(x)

ρm(x)
dx =

1

2

∞∫
−∞

(
e−iσ(2ν+1)x

(
gm(x)

g∗m(x)

)2ν+1

+

+eiσ(2ν+1)x

(
g∗m(x)

gm(x)

)2ν+1
)

kα(x)

g∗m(x)gm(x)
dx =

1

2

∞∫
−∞

(V1 + V2),

ãäå

V1(z) = e−iσ(2ν+1)z

(
gm(z)

g∗m(z)

)2ν
kα(z)

g∗2m (z)
, V2(z) = eiσ(2ν+1)z

(
g∗m(z)

gm(z)

)2ν
kα(z)

g2
m(z)

.
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Äîêàæåì, ÷òî V2 ∈ H1(C+). Îòñþäà áóäåò âûòåêàòü ðàâåíñòâî
∞∫
−∞

V2 =

0 (ñì., íàïðèìåð, [22, ãëàâà VI, ïóíêò D]).

Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ U(z) =
(
g∗m(z)
gm(z)

)2ν
kα(z)
g2
m(z) ïðèíàäëåæèò

êëàññó C+, è åå ñðåäíèé òèï íå áîëüøå 2νm+α. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî
∣∣∣g∗m(t)
gm(t)

∣∣∣ =

1 è log+ |U | 6 |U |, çàïèøåì

∞∫
−∞

log+ |U(t)|
1 + t2

dt =

∞∫
−∞

log+
∣∣∣ kα(t)
g2
m(t)

∣∣∣
1 + t2

dt 6

∞∫
−∞

∣∣∣∣kα(t)

g2
m(t)

∣∣∣∣ dt <∞.
Òàê êàê gm íå èìååò íóëåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî U ïðèíàäëåæèò

êëàññó C+. Ïî çàìå÷àíèþ 3 èìååì Hhm(θ) = m
2 | sin θ|, îòêóäà

lim
y→∞

log |hm(iy)|
y

= lim
y→∞

log |hm(−iy)|
y

=
m

2
.

Ïîñêîëüêó gm(z) = ei
m
2 zhm(z),

lim
y→∞

log |gm(iy)|
y

= 0, lim
y→∞

log |gm(−iy)|
y

= m.

Òàê êàê gm ïðèíàäëåæèò êëàññó C è íå èìååò íóëåé â âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè, â ïåðâîì ðàâåíñòâå ñóùåñòâóåò îáû÷íûé ïðåäåë (ñì., íàïðè-

ìåð, [34, §8.1]). Ñëåäîâàòåëüíî,

H 1
gm

(π
2

)
= lim

y→∞

log
∣∣∣ 1
gm(iy)

∣∣∣
y

= 0,

è òî æå âåðíî äëÿ ñòåïåíè 1
g2ν+2
m

. Ïîñêîëüêó èíäèêàòîð ïðîèçâåäåíèÿ íå

ïðåâîñõîäèò ñóììû èíäèêàòîðîâ ñîìíîæèòåëåé,

HU

(π
2

)
6 2νm+ α.

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó äëÿ ñðåäíåãî òèïà è ïðèìåíÿÿ ëåììó, ïîëó÷èì
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äëÿ âñåõ R > 0

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣eiσ(2ν+1)(x+iR)

(
g∗m(x+ iR)

gm(x+ iR)

)2ν
kα(x+ iR)

g2
m(x+ iR)

∣∣∣∣∣ dx 6

6 e(2νm+α−σ(2ν+1))R

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣eiσ(2ν+1)x

(
g∗m(x)

gm(x)

)2ν
kα(x)

g2
m(x)

∣∣∣∣∣ dx.
Òàê êàê ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû íåïîëîæèòåëåí, V2 ∈ H1(C+).

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì V1 ∈ H1(C−), îòêóäà
∞∫
−∞

V1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàâåí íóëþ êàæäûé ÷ëåí ðÿäà â

ïðåäñòàâëåíèè

∞∫
−∞

sign fσ(x)kα(x)
dx

ρm(x)
=

4

π

∞∑
ν=0

(−1)ν

2ν + 1

∞∫
−∞

cos(2ν + 1)Ψ(x)
kα(x)

ρm(x)
dx,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

�

Çàìå÷àíèå 9. Äîêàçàòü âêëþ÷åíèÿ V2 ∈ H1(C+) è V1 ∈ H1(C−)

ìîæíî íåñêîëüêî êîðî÷å, áåç èñïîëüçîâàíèÿ ëåììû. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ

Íåâàíëèííû è íåïîëîæèòåëüíîñòè ñðåäíåãî òèïà ôóíêöèè V2 ñëåäóåò,

÷òî îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó Â.È.Ñìèðíîâà â C+ (ñì. [29, ñ.114] è [10,

ãëàâà II, òåîðåìà 5.4]). Òàê êàê îíà åùå è ñóììèðóåìà íà R, ïî òåîðå-

ìå Ñìèðíîâà [29, ñ.115] V2 ∈ H1(C+). Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ âòîðîå

âêëþ÷åíèå.

Ìû ïðåäïî÷ëè äàòü äîêàçàòåëüñòâî, íå îïèðàþùååñÿ íà äîïîëíèòåëü-

íûå ôàêòû.
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4.3. Íàèìåíüøåå óêëîíåíèå ôóíêöèè fσ îò íóëÿ â èíòåãðàëüíîé

ìåòðèêå ñ âåñîì.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè kα ñòåïåíè α 6 σ, ñóììèðó-

åìîé íà îñè ñ âåñîì 1/ρm, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∞∫
−∞

|fσ − kα| − |fσ|
ρm

> 0.

Åñëè m < σ èëè α < σ, òî äëÿ íåíóëåâîé ôóíêöèè kα íåðàâåíñòâî

ñòðîãîå.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ fσ íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ â èíòå-

ãðàëüíîé ìåòðèêå ñ âåñîì 1/ρm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 5 ìû ïîêàçàëè, ÷òî

∞∫
−∞

sign fσ(x)kα(x)
dx

ρm(x)
= 0.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

∞∫
−∞

|fσ − kα| − |fσ|
ρm

> 0.

Êàê îòìå÷åíî â çàìå÷àíèè 7, èç ðàâåíñòâà

∞∫
−∞

|fσ − kα| − |fσ|
ρm

= 0

ñëåäóåò, ÷òî âñå íóëè ôóíêöèè fσ ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè è äëÿ ôóíêöèè

kα, ÷òî ïî çàìå÷àíèþ 2 âîçìîæíî ëèøü ïðè α = σ. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ

Y = kα
fσ

öåëàÿ. ßñíî, ÷òî Y ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (ñì., íàïðèìåð,

[23, � 9]) è, áîëåå òîãî, ïðèíàäëåæèò C. Ïîêàæåì, ÷òî òèï τ ôóíê-

öèè Y ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè τ > 0, òî ïî çàìå÷àíèþ 2
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τ = max
{
HY (π2 ),HY (−π

2 )
}
> 0, ÷òî âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ:

α = max
{
Hkα

(π
2

)
,Hkα

(
−π

2

)}
= σ + τ > σ.

Äàëåå,
∞∫

−∞

|kα|
ρm

=
1

2

∞∫
−∞

|Y |
∣∣∣∣1 +

G∗

G

∣∣∣∣ <∞.
Ïî ëåììå Y (1 + G∗/G) ∈ H1(C+), òàê êàê â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

|1 +G∗/G| 6 2.

Ïóñòü m < σ. Ïîñêîëüêó ïðè y > 0∣∣∣∣1 +
G∗(x+ iy)

G(x+ iy)

∣∣∣∣ > 1−
∣∣∣∣G∗(x+ iy)

G(x+ iy)

∣∣∣∣ > 1− e−2(σ−m)y > 0,

ôóíêöèÿ Y ñóììèðóåìà íà ïðÿìîé Im z = y. Ïî íåðàâåíñòâó Áåðíøòåéíà

Y = 0 òîæäåñòâåííî, ÷òî íåâîçìîæíî.

�

3.4. Íàèìåíüøåå óêëîíåíèå ôóíêöèè Fσ îò íóëÿ â èíòåãðàëü-

íîé ìåòðèêå ñ âåñîì.

Ïðîâåðèì îðòîãîíàëüíîñòü çíàêà ôóíêöèè Fσ ôóíêöèÿì ñòåïåíè ìåíü-

øå σ ñ âåñîì | · |/ρm.
Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè lα ñòåïåíè α 6 σ, ñóììèðó-

åìîé íà âåùåñòâåííîé îñè ñ âåñîì | · |/ρm, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∞∫
−∞

signFσ(x)lα(x)
|x| dx
ρm(x)

= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà âåùåñòâåííîé îñè Fσ(x) =
ρm(x)

x
sin Ψ(x), ãäå

ôóíêöèÿ Ψ âåùåñòâåííà. Òàê êàê ôóíêöèÿ ρm ïîëîæèòåëüíà íà îñè, òî

signFσ(x) = sign
sin Ψ(x)

x
=

4

π

∞∑
ν=0

sin(2ν + 1)Ψ(x)

2ν + 1
sign

1

x
.
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Ïîñêîëüêó ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà îãðàíè÷åíû, ïî òåîðåìå Ëåáåãà åãî

ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî÷ëåííî:

∞∫
−∞

signFσ(x)lα(x)
|x|dx
ρm(x)

=
4

π

∞∑
ν=0

1

2ν + 1

∞∫
−∞

sin(2ν + 1)Ψ(x)
x lα(x)

ρm(x)
dx.

Ìû ó÷ëè, ÷òî |x| sign 1

x
= x. Çàìåòèì, ÷òî

sin(2ν + 1)Ψ(x) =
1

2i

(
ei(2ν+1)Ψ(x) − e−i(2ν+1)Ψ(x)

)
=

=
1

2i

[(
e−iσx

gm(x)

g∗m(x)

)2ν+1

−
(
eiσx

g∗m(x)

gm(x)

)2ν+1
]

=

=
1

2iρ2ν+1
m (x)

(
e−iσ(2ν+1)xg2(2ν+1)

m (x)− eiσ(2ν+1)x(g∗m(x))2(2ν+1)
)

=

=
x

ρ2ν+1
m (x)

Fσ(2ν+1)

(
x, ρ2ν+1

m

)
.

Çäåñü Fσ(2ν+1)

(
·, ρ2ν+1

m

)
� ôóíêöèÿ, íàèìåíåå óêëîíÿþùàÿñÿ îò íóëÿ â

ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ñ âåñîì | · |
ρ2ν+1
m

ñðåäè ôóíêöèé ñòåïåíè σ(2ν + 1).

Òàêèì îáðàçîì,

∞∫
−∞

signFσ(x)lα(x)
|x|dx
ρm(x)

=
2

π

∞∑
ν=0

1

2ν + 1

∞∫
−∞

Fσ(2ν+1)

(
x, ρ2ν+1

m

)
ρ2ν+1
m (x)

x2lα(x)

ρm(x)
dx.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî èíòåãðàë â êàæäîì ñëàãàåìîì:

∞∫
−∞

Fσ(2ν+1)

(
x, ρ2ν+1

m

)
ρ2ν+1
m (x)

x2lα(x)

ρm(x)
dx =

1

2i

∞∫
−∞

(
e−iσ(2ν+1)x

(
gm(x)

g∗m(x)

)2ν+1

−

−eiσ(2ν+1)x

(
g∗m(x)

gm(x)

)2ν+1
)

xlα(x)

g∗m(x)gm(x)
dx.

Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 äëÿ ôóíêöèè

kα(x) = xlα(x), ïîëó÷èì, ÷òî îí ðàâåí íóëþ, òî åñòü ðàâåí íóëþ êàæäûé
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÷ëåí ðÿäà â ïðåäñòàâëåíèè

∞∫
−∞

signFσ(x)lα(x)
|x|dx
ρm(x)

=
4

π

∞∑
ν=0

1

2ν + 1

∞∫
−∞

sin(2ν + 1)Ψ(x)
x lα(x)

ρm(x)
dx.

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

�

Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè lα ñòåïåíè α 6 σ, ñóììèðó-

åìîé íà îñè ñ âåñîì | · |/ρm, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∞∫
−∞

|Fσ(x)− lα(x)| − |Fσ(x)|
ρm(x)

|x| dx > 0.

Åñëè m < σ èëè α < σ, òî äëÿ íåíóëåâîé ôóíêöèè lα íåðàâåíñòâî

ñòðîãîå.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Fσ íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ â èíòå-

ãðàëüíîé ìåòðèêå ñ âåñîì | · |/ρm.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 7 ìû ïîêàçàëè, ÷òî

∞∫
−∞

signFσ(x) lα(x)
|x| dx
ρm(x)

= 0.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Ñòðîãîñòü íåðà-

âåíñòâà â ñëó÷àå m < σ èëè α < σ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó òåîðåìû 6.

�

Çàìå÷àíèå 10. Îòìåòèì, ÷òî
∞∫
−∞

|fσ(x)|
ρm(x) dx = ∞ è

∞∫
−∞

|Fσ(x)x|
ρm(x) dx = ∞.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû fσ è Fσ áûëè ñóììèðóåìû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè

âåñàìè, òî ïîñêîëüêó èõ çíàêè îðòîãîíàëüíû èì ñàìèì,

∞∫
−∞

|fσ(x)|
ρm(x)

dx =

∞∫
−∞

fσ(x) sign fσ(x)

ρm(x)
dx = 0,
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∞∫
−∞

|Fσ(x)||x|
ρm(x)

dx =

∞∫
−∞

Fσ(x) signFσ(x)|x|
ρm(x)

dx = 0,

÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ρm.
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Ãëàâà 2. Íåïåðèîäè÷åñêèé ñïëàéíîâûé

àíàëîã îïåðàòîðîâ

Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà

�1. Èñòîðèÿ âîïðîñà è ïîñòàíîâêè çàäà÷

Âñþäó â ýòîì ïóíêòå n, r ∈ N, m ∈ Z+, σ > 0.

Â 1937 ãîäó Æ.Ôàâàð [37] è Í.È.Àõèåçåð è Ì.Ã.Êðåéí [2] ïîñòðî-

èëè ëèíåéíûé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ Xn,r ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà íå âûøå n− 1, òàêîé ÷òî äëÿ

ëþáîé f ∈ W (r)
∞

‖f −Xn,r(f)‖∞ 6
Kr
nr
‖f (r)‖∞, (2.1)

è äîêàçàëè, ÷òî êîíñòàíòó

Kr =
4

π

∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1)

(2ν + 1)r+1

óìåíüøèòü íåëüçÿ, äàæå åñëè çàìåíèòü ëåâóþ ÷àñòü íà íàèëó÷øåå ïðè-

áëèæåíèå, òî åñòü

sup
f∈W (r)

∞

En(f)∞
‖f (r)‖∞

=
Kr
nr
. (2.2)

Îïåðàòîðû Xn,r íàçûâàþò îïåðàòîðàìè èëè ñóììàìè Àõèåçåðà�Êðåéíà�
Ôàâàðà, à êîíñòàíòû Kr � êîíñòàíòàìè Ôàâàðà. Íåðàâåíñòâà, â êîòîðûõ

ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç íîðìó (ïîëóíîðìó) ïðîèçâîä-

íîé, ïðîèçâîäíîé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè è ò.ï., áóäåì íàçûâàòü íåðàâåí-

ñòâàìè òèïà Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà. Âïîñëåäñòâèè àíàëîãè ñîîòíî-

øåíèé (2.1) è (2.2) áûëè óñòàíîâëåíû äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ ñâåðòîê ïåðè-

îäè÷åñêèõ è íåïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ìû ïåðå÷èñëèì ëèøü òå,

43



â êîòîðûõ îöåíêà âåäåòñÿ ÷åðåç íîðìû ïðîèçâîäíûõ.

Ñ.Ì.Íèêîëüñêèé [28] ðàñïðîñòðàíèë (2.1) è (2.2) íà ñëó÷àé íîðìû â

ïðîñòðàíñòâå L1.

Ì. Ã.Êðåéí [21] ïîëó÷èë àíàëîãè ñîîòíîøåíèÿ (2.2) äëÿ ïðèáëèæå-

íèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè êîíå÷íîé ñòåïåíè êëàññîâ ôóíêöèé èç W (r)
∞ (R),

îïðåäåëÿåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè. Â ÷àñòíîñòè, îí óñòà-

íîâèë, ÷òî

sup
f∈W (r)

∞ (R)

Aσ(f)∞
‖f (r)‖∞

= sup
f∈W (r)

∞ (R)

Aσ−0(f)∞
‖f (r)‖∞

=
Kr
σr
. (2.3)

Á.Íàäü [44] óêàçàë äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ÿäðî ñâåðòî÷íîãî îïåðàòîðà,

âûðàæåííûå â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ÿäðà ñâåðòêè, ïðè êîòî-

ðûõ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ñâåðòêè ñïðàâåäëèâà òî÷íàÿ îöåíêà òèïà (2.3) è

âûâåë èç ýòèõ óñëîâèé ñàìî ñîîòíîøåíèå (2.3). Êðîìå òîãî, îí ïîñòðîèë

ëèíåéíûé îïåðàòîð Xσ,r ñî çíà÷åíèÿìè â Eσ, äëÿ îòêëîíåíèÿ êîòîðîãî

ñïðàâåäëèâà òàêàÿ æå îöåíêà

‖f −Xσ,r(f)‖∞ 6
Kr
σr
‖f (r)‖∞. (2.4)

Ïðè σ = n ∈ N îïåðàòîðû èç ôîðìóë (2.1) è (2.4) ñîâïàäàþò íà 2π-

ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ è ïîòîìó îáîçíà÷àþòñÿ îäèíàêîâî. Ýòè ðå-

çóëüòàòû âîøëè â êíèãó [1], ãäå îöåíêè ñâåðõó ðàñïðîñòðàíåíû íà ïðî-

ñòðàíñòâà Lp(R) è Lp. Èç ñîîòíîøåíèé äâîéñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî àíà-

ëîã (2.3) âåðåí è â ïðîñòðàíñòâå L1(R).

Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñïëàéíàìè ìèíèìàëüíî-

ãî äåôåêòà èçâåñòíû ñëåäóþùèå òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ òèïà Àõèåçåðà�

Êðåéíà�Ôàâàðà. Ïóñòü m > r − 1, p ∈ {1,∞}. Òîãäà

sup
f∈W (r)

p

En,m(f)p
‖f (r)‖p

=
Kr
nr
. (2.5)
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Ïîëàãàåì

εm =

0, m íå÷åòíî,
π
2σ , m ÷åòíî.

Ïóñòü γ > 0, ôóíêöèÿ f çàäàíà íà R è f(x) = O(|x|γ) ïðè x → ∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξσ,m(f) ñïëàéí èç Sσ,m, èíòåðïîëèðóþùèé f â òî÷êàõ
kπ
σ + εm (k ∈ Z) è òàêîé, ÷òî ξσ,m(f, x) = O(|x|γ) ïðè x → ∞. Òàêîé

ñïëàéí ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí [45, ëåêöèÿ 4, òåîðåìà 1]. Êðîìå òîãî,

åñëè σ = n ∈ N, òî 2π-ïåðèîäè÷íîñòü f âëå÷åò 2π-ïåðèîäè÷íîñòü ξn,m(f).

Ïðè m = r − 1 êîíñòàíòà â (2.5) ðåàëèçóåòñÿ ëèíåéíûì ïðîåêòîðîì,

à èìåííî, ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà:

sup
f∈W (r)

p

‖f − ξn,r−1(f)‖p
‖f (r)‖p

=
Kr
nr
. (2.6)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.5) ïðè m = r − 1, p = ∞ è (2.6) ïðè p = ∞ óñòàíîâèë

Â.Ì.Òèõîìèðîâ [32]; ñîîòíîøåíèÿ (2.5) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ � À.À.Ëè-

ãóí [43]; ñîîòíîøåíèå (2.6) ïðè p = 1 � Í.Ï.Êîðíåé÷óê [40]. Èíòåðïîëÿ-

öèîííûé îïåðàòîð ξn,r−1 íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì ìåòîäîì,

ðåàëèçóþùèì êîíñòàíòó ïðè p = ∞; ñì. [18, òåîðåìû 5.1.17 è 5.2.11] è

[20, ïðåäëîæåíèå 5.2.9].

Áîëüøèíñòâî ïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ î ïðèáëèæåíèè ïåðèîäè-

÷åñêèõ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè ìîæíî íàéòè â

[1, 20, 31], ñïëàéíàìè � â [18, 20], î ïðèáëèæåíèè íåïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-

öèé öåëûìè ôóíêöèÿìè êîíå÷íîé ñòåïåíè � â [1, 31].

À.À.Ëèãóí [43] äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èç C â

S̃n,m, ðåàëèçóþùåãî êîíñòàíòó â ñîîòíîøåíèè (2.5) ïðè m > r, p = ∞
(ÿâíûé âèä ýòîãî îïåðàòîðà â [43] îòñóòñòâóåò). Î.Ë.Âèíîãðàäîâ [3] ïî-

ñòðîèë ïðè m > r ëèíåéíûå îïåðàòîðû Xn,r,m ñî çíà÷åíèÿìè â S̃n,m

(àíàëîãè ñóìì Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà), ðåàëèçóþùèå êîíñòàíòó â ñî-

îòíîøåíèè (2.5), òî åñòü òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ p ∈ [1,∞] è f ∈ W (r)
p

‖f −Xn,r,m(f)‖p 6
Kr
nr
‖f (r)‖p. (2.7)
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Ïåðåéäåì ê îáçîðó ðåçóëüòàòîâ î ïðèáëèæåíèè ñïëàéíàìè ôóíêöèé

èç W (r)
p (R). Ñóíü Þíøåí è Ëè ×óíü [30] è íåçàâèñèìî Ã. Ã.Ìàãàðèë-

Èëüÿåâ [25, 26] óñòàíîâèëè àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (2.5) äëÿ ïðèáëèæåíèé

ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(R) íåïåðèîäè÷åñêèìè ñïëàéíàìè:

sup
f∈W (r)

p (R)

Aσ,m(f)p
‖f (r)‖p

=
Kr
σr
. (2.8)

Çäåñü, êàê è â (2.5), m > r − 1, p ∈ {1,∞}.
Êàê è â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå, ïðè m = r − 1 ñîîòíîøåíèå (2.8)

ðåàëèçóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè ñïëàéíàìè:

sup
f∈W (r)

p (R)

‖f − ξσ,r−1(f)‖p
‖f (r)‖p

=
Kr
σr
. (2.9)

Ýòîò ôàêò ñíà÷àëà áûë óñòàíîâëåí È.Øåíáåðãîì äëÿ ÷åòíîãî r è p =∞
â [46]. Êëþ÷åâîå óòâåðæäåíèå (òåîðåìà 3), êàñàþùååñÿ çíàêà ÿäðà â

èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ, ñôîðìó-

ëèðîâàíî â [46] áåç äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî ïîÿâèëîñü â ðàáîòå

Ê. äå Áîðà è È.Øåíáåðãà [35]. Òàì æå óñòàíîâëåíî (2.9) äëÿ íå÷åòíîãî r

è p =∞. Õîòÿ ñîîòíîøåíèå (2.9) ñôîðìóëèðîâàíî â [46] è [35] ëèøü äëÿ

p =∞, â ýòèõ ðàáîòàõ ïîëó÷åíà òî÷íàÿ ïîòî÷å÷íàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè

èíòåðïîëèðîâàíèÿ, èç êîòîðîé ñðàçó ñëåäóåò òî÷íàÿ îöåíêà íîðìû ñâåð-

õó äëÿ âñåõ p. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî (2.9) âìåñòå ñ îáîáùåíèåì íà âñå

p ∈ (1,∞) (ðàçóìååòñÿ, ñ ìåíüøåé ïðàâîé ÷àñòüþ) è åùå íåñêîëüêèìè

ññûëêàìè ñîäåðæèòñÿ â [26].

Îòìåòèì åùå, ÷òî îáñóæäàåìûå íåðàâåíñòâà òî÷íû â áîëåå ñèëüíîì

ñìûñëå òåîðèè ïîïåðå÷íèêîâ. Ðàáîòà [26] êàê ðàç ïîñâÿùåíà ýòèì âîïðî-

ñàì.

Â äàííîé ãëàâå ïðè m > r ñòðîÿòñÿ ëèíåéíûå îïåðàòîðû Xσ,r,m ñî

çíà÷åíèÿìè â Sσ,m, òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ p ∈ [1,∞] è f ∈ W (r)
p (R)

‖f −Xσ,r,m(f)‖p 6
Kr
σr
‖f (r)‖p. (2.10)

(Ïðè σ = n ∈ N îïåðàòîðû èç ôîðìóë (2.7) è (2.10) ñîâïàäàþò íà 2π-
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ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, è ïîòîìó èõ ìîæíî îáîçíà÷èòü îäèíàêîâî.)

Òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè âåðõíèõ ãðàíåé

â (2.8) ëèíåéíûìè ìåòîäàìè ïðèáëèæåíèÿ, ðàíåå îñòàâàâøàÿñÿ íåèçâåñò-

íîé. Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [6].
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�2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

2.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Íàïîìíèì [1, ï.87] èçâåñòíûå ôàêòû îá îïåðàòîðå Xσ,r. Ýòî îïåðàòîð
ñâåðòêè ñ ñóììèðóåìûì ÿäðîì:

Xσ,r(f, x) =

∫
R

f(t)Qr(x− t) dt, (2.11)

ãäå

Qr(τ) = Qσ,r(τ) =
1

2π

∫
R

(iz)rλr(z)eiτz dz,

λr(z) = λσ,r(z) =


∑
q∈Z

(−1)q(r+1)

ir(2qσ + z)r
, |z| 6 σ,

0, |z| > σ.

Îòêëîíåíèå îïåðàòîðà Xσ,r çàïèñûâàåòñÿ êàê

f(x)−Xσ,r(f, x) =

∫
R

f (r)(t)∆r(x− t) dt, (2.12)

ãäå

∆r(τ) = ∆σ,r(τ) =
1

2π

∫
R

(
1

(iz)r
− λr(z)

)
eiτz dz.

Ïîëîæèì

ε = εr =

0, r íå÷åòíî,
π
2σ , r ÷åòíî.

Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, îáîçíà÷åíèå ε âñåãäà áóäåò ñâÿçàíî ñ èí-
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äåêñîì r. Îáîçíà÷èì åùå

ηr(z) =
1

(iz)r
, γm(z) =

1

2π

(
ei

π
σ z − 1

iπσz

)m+1

,

hr,m(z, t) = hσ,r,m(z, t) =
1

(iz)r
− γm(z)

∑
s∈Z

ηr(2σs+ z)ei2sσε∑
q∈Z

γm(2σq + z)ei2qσ(t+ε)
,

Hr,m(z, t) = Hσ,r,m(z, t) = γm(z)

∑
s∈Z

ηr(2σs+ z)ei2sσε∑
q∈Z

γm(2σq + z)ei2qσ(t+ε)
,

κr(z) =
∑
s∈Z

ηr(2σs+ z)ei2sσε,

µr,m(z, t) = eizt
∑
q∈Z

γm(2σq + z)ei2qσ(t+ε)

(çàâèñèìîñòü µ îò r ñîñòîèò â çàâèñèìîñòè ε îò r). Ñ òî÷íîñòüþ äî

óìíîæåíèÿ íà ýêñïîíåíòó ôóíêöèè µr,m ñîâïàäàþò ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìè

ñïëàéíàìè (ñì. [45, 39]). Åñëè ïàðàìåòð σ ôèêñèðîâàí, åãî îáîçíà÷åíèå

â èíäåêñàõ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí îáû÷íî áóäåì îïóñêàòü è ïèñàòü, íàïðè-

ìåð, Bm è γm. Ïîëàãàåì xj = jπ
σ .

Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ââåäåííûõ ôóíêöèé. Òå óòâåðæäåíèÿ,

êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà, ìîæíî íàéòè â [39].

F1. Ôóíêöèÿ µr,m íå èìååò âåùåñòâåííûõ íóëåé, îòëè÷íûõ îò

(z∗, t∗), ãäå

z∗ = (2k + 1)σ, t∗ = εm+1 − εr +
jπ

σ
, k, j ∈ Z.

Íóëè z∗ ôóíêöèè µr,m(·, t∗) ïðîñòûå.
F2. Ôóíêöèÿ κr èìååò âåùåñòâåííûå íóëè â òî÷êàõ z∗ è òîëüêî

â íèõ, è ýòè íóëè ïðîñòûå.

F3. Åñëè m > r, òî ïðè êàæäîì t ∈ R ôóíêöèÿ hr,m(·, t) àíàëè-

òè÷íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè R.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ó÷åñòü ñâîéñòâà F1 è F2 è åùå çàìåòèòü,

÷òî îñîáåííîñòü â òî÷êå z = 0 óñòðàíèìàÿ.
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F4. |µr,m(z, t)| > |µr,m(z, t∗)|, |µr,m(z, t)| > |µr,m(z∗, t)|.
F5. Ôóíêöèÿ Hr,m îãðàíè÷åíà íà R2.

Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç F4, F1 è F2.

F6. Ñóùåñòâóåò òàêîå a > 0, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

(z∗, t∗) âåðíà îöåíêà

|µr,m(z, t)|2 > a
(
(z − z∗)2 + (t− t∗)2

)
.

Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè è ëèíåéíîé íåçà-

âèñèìîñòè ïðîèçâîäíûõ (µr,m)′z(z
∗, t∗) è (µr,m)′t(z

∗, t∗) íàä R. Ïîñëåäíåå
ëåãêî ïðîâåðèòü âû÷èñëåíèåì.

2.2. Òðè ëåììû îá èíòåãðàëàõ.

Ëåììà 1. Ïóñòü σ > 0, m ∈ Z+, ôóíêöèÿ Q çàäàíà íà R2, Q(·, t) ∈
Sσ,m ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ R, Q(x, ·) ∈ L1(R) ïðè âñåõ x ∈ R,

S(x) =

∫
R

Q(x, t) dt.

Òîãäà S ∈ Sσ,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè m = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü m > 1.

Íà êàæäîì îòðåçêå [xj, xj+1] ôóíêöèÿ Q(·, t) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå
âûøå m. Âûáåðåì óçëû èíòåðïîëÿöèè u0, . . . , um è çàïèøåì

Q(x, t) =
m∑
k=0

Q(uk, t)`k(x), x ∈ [xj, xj+1]. (2.13)

ãäå `k � ôóíäàìåíòàëüíûå ìíîãî÷ëåíû èíòåðïîëÿöèè. Ââèäó ñóììèðó-

åìîñòè Q(uk, ·) èìååì

S(x) =
m∑
k=0

∫
R

Q(uk, t) dt

 `k(x), x ∈ [xj, xj+1],
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îòêóäà S åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå m íà [xj, xj+1]. Çàïèñûâàÿ

ðàâåíñòâà (2.13) íà ñîñåäíèõ îòðåçêàõ, ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðóÿ ïî x è

èíòåãðèðóÿ ïî t, óáåæäàåìñÿ â ñîâïàäåíèè îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ S

äî ïîðÿäêà m− 1 âêëþ÷èòåëüíî â óçëàõ xj.

�

Ëåììà 2. Ïóñòü σ > 0, r,m ∈ N, m > r, k ∈ [ 0 : r]. Òîãäà

èíòåãðàë ∫
R

(λr(z)−Hr,m(z, t))(iz)kei(x−t)z dz (2.14)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ îòíîñèòåëüíî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x è t.

Çäåñü è äàëåå, ãîâîðÿ î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èëè îãðàíè÷åííîñòè

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x, áóäåì ïîíèìàòü ïîä ýòèì ðàâíîìåðíóþ ñõî-

äèìîñòü èëè îãðàíè÷åííîñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè x′,

çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ k = r = m, x′ = xj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ λr ôèíèòíà, äîñòàòî÷íî ðàñ-

ñìîòðåòü âû÷èòàåìîå. Ïðè k < r èëè k = r < m ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ åñòü = O(z−2) ðàâíî-

ìåðíî îòíîñèòåëüíî x è t. Ïðè k = r = m ïðèìåíèì ïðèçíàê Äèðèõëå.

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ z 7→ 1
z ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Óáåäèìñÿ

â ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ÷àñòè÷íûõ èíòåãðàëîâ
b∫
a

g(z, t)eixz dz, ãäå

g(z, t) =
(
ei

π
σ z − 1

)m+1

∑
s∈Z

ηr(2σs+ z)ei2sσε

eitz
∑
q∈Z

γm(2σq + z)ei2qσ(t+ε)
.

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ g(·, t) èìååò ïåðèîä 2σ. Ðàñêëàäûâàÿ g(·, t) â ðÿä Ôó-
ðüå, èíòåãðèðóÿ åãî ïî÷ëåííî è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�

51



Øâàðöà è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, ïîëó÷àåì

∣∣∣∣∣
b∫

a

g(z, t)eixz dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

∑
ν∈Z

cν(g(·, t))ei(
νπ
σ +x)z dz

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∑
ν∈Z

cν(g(·, t))
b∫

a

ei(
νπ
σ +x)z dz

∣∣∣∣∣∣ 6
∑
ν∈Z

2|cν(g(·, t))|
|νπσ + x|

6

6 2

(∑
ν∈Z

|cν(g(·, t))|2
)1/2(∑

ν∈Z

1

|νπσ + x|2

)1/2

=

= 2

 1

2σ

σ∫
−σ

|g(z, t)|2 dz

1/2(∑
ν∈Z

1

|νπσ + x|2

)1/2

.

Îñòàåòñÿ ó÷åñòü îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè g (ñâîéñòâî F5).

�

Ëåììà 3. Ïóñòü σ > 0, ôóíêöèÿ ψ èçìåðèìà íà R2, ïðè ïî÷òè

âñåõ z è t âåðíî ðàâåíñòâî ψ
(
z, t+ π

σ

)
= ψ(z, t),

F (t) =
1

2π

∫
R

ψ(z, t)e−itz dz,

Ψ(z, t) =
∑
l∈Z

ψ(z + 2lσ, t)e−i(z+2lσ)t,

ïðè÷åì èíòåãðàë è ðÿä ñõîäÿòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, à ÷àñòè÷-

íûå ñóììû ðÿäà ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíû ïî z ïðè ïî÷òè âñåõ t. Ïóñòü

åùå Ψ(·, t) ∈ W (1)
2,loc(R) ïðè ïî÷òè âñåõ t è

π
2σ∫

− π
2σ

 σ∫
−σ

|Ψ′z(z, t)|2 dz

1/2

dt <∞. (2.15)
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Òîãäà F ∈ L1(R),

∫
R

|F (t)| dt 6

π
2σ∫

− π
2σ

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

σ∫
−σ

Ψ(z, t) dz

∣∣∣∣∣∣ dt+
+
σ

π

π
2σ∫

− π
2σ

σ
6

σ∫
−σ

|Ψ′z(z, t)|2 dz

1/2

dt

è ïðè âñåõ N ∈ N

∫
R\
[
− (2N+1)π

2σ , (2N+1)π
2σ

]|F (t)| dt 6 σ

π

π
2σ∫

− π
2σ

 σ

Nπ2

σ∫
−σ

|Ψ′z(z, t)|2 dz

1/2

dt. (2.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóÿ ðÿä ïî÷ëåííî ïî òåîðåìå Ëåáåãà, ïî-

ëó÷àåì

F (t) =
1

2π

∑
l∈Z

(2l+1)σ∫
(2l−1)σ

ψ(z, t)e−itz dz =
1

2π

σ∫
−σ

Ψ(z, t) dz.

Ïîëüçóÿñü ïåðèîäè÷íîñòüþ Ψ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, èìååì

∫
R

|F (t)| dt =
∑
ν∈Z

π
2σ∫

− π
2σ

∣∣∣F (t+
νπ

σ

)∣∣∣ dt =

=

π
2σ∫

− π
2σ

∑
ν∈Z

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

σ∫
−σ

Ψ(z, t)e−i
νπ
σ z dz

∣∣∣∣∣∣ dt =

π
2σ∫

− π
2σ

∑
ν∈Z

σ

π
|cν(Ψ(·, t))| dt.

Àíàëîãè÷íî

∫
R\
[
− (2N+1)π

2σ , (2N+1)π
2σ

]|F (t)| dt =

π
2σ∫

− π
2σ

∑
|ν|>N

σ

π
|cν(Ψ(·, t))| dt.
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Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(·, t) èìååò ïåðèîä 2σ.

Äëÿ îöåíêè ñóììû ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå èñïîëüçóåì ñëåäó-

þùèé õîðîøî èçâåñòíûé ïðèåì. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò ïåðèîä 2π, f ∈
W

(1)
2 , cν = cν(f). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà è

ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, ïîëó÷àåì

∑
ν∈Z

|cν| = |c0|+
∑
ν 6=0

1

ν
ν|cν| 6 |c0|+

(∑
ν 6=0

1

ν2

)1/2(∑
ν 6=0

|νcν|2
)1/2

=

= |c0|+

π
6

π∫
−π

|f ′|2
1/2

,

∑
|ν|>N

|cν| 6
(∑
|ν|>N

1

ν2

)1/2(∑
|ν|>N

|νcν|2
)1/2

6

 1

Nπ

π∫
−π

|f ′|2
1/2

.

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü åùå ñîîòíîøåíèÿìè

∑
ν 6=0

1

ν2
=
π2

3
,

∑
|ν|>N

1

ν2
<

2

N
.

Åñëè g èìååò ïåðèîä 2σ, f(y) = g(σπy), òî f èìååò ïåðèîä 2π, cν(g) =

cν(f),
π∫

−π

|f ′|2 =
σ

π

σ∫
−σ

|g′|2.

Ïîýòîìó

∑
ν∈Z

|cν(g)| 6 |c0(g)|+

σ
6

σ∫
−σ

|g′|2
1/2

,

∑
|ν|>N

|cν(g)| 6

 σ

Nπ2

σ∫
−σ

|g′|2
1/2

.

Ïðèìåíÿÿ ýòè îöåíêè ê ôóíêöèè g = Ψ(·, t), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

�
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�3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

3.1. Ïîñòðîåíèå ÿäðà îïåðàòîðà è åãî ñâîéñòâà.

Ïðè σ > 0, r,m ∈ N, m > r, x, t ∈ R ïîëîæèì

Fr,m(x, t) = Fσ,r,m(x, t) =
1

2π

∫
R

hσ,r,m(z, t)ei(x−t)z dz.

Ëåììà 4. Ïðè ëþáîì x ∈ R ôóíêöèÿ Fσ,r,m(x, ·) èìååò íóëè â

òî÷êàõ x− ε− kπ
σ , k ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì h = hσ,r,m. Ðàçîáüåì èíòåãðàë ïî îñè

íà èíòåãðàëû ïî ïðîìåæóòêàì äëèíû 2σ, ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

z = y + 2lσ è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê îïåðàöèé:

2πFσ,r,m

(
x, x− ε− kπ

σ

)
=

∫
R

ei(ε+
kπ
σ )zh

(
z, x− ε− kπ

σ

)
dz =

=
∑
l∈Z

(2l+1)σ∫
(2l−1)σ

ei(ε+
kπ
σ )zh

(
z, x− ε− kπ

σ

)
dz =

=

σ∫
−σ

∑
l∈Z

ei(ε+
kπ
σ )(y+2lσ)h

(
y + 2lσ, x− ε− kπ

σ

)
dy.

Äåëàÿ ñäâèã èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ, íàõîäèì

h (y + 2lσ, x− ε− kπ

σ

)
=

= ηr(y + 2lσ)− γm(y + 2lσ)

∑
s∈Z

ηr(y + 2σ(s+ l))ei2sσε∑
q∈Z

γm(y + 2σ(q + l))ei2qσx
=

= ηr(y + 2lσ)− ei2lσ(x−ε)γm(y + 2lσ)

∑
s∈Z

ηr(y + 2σs)ei2sσε∑
q∈Z

γm(y + 2σq)ei2qσx
.
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Ïîýòîìó ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

eiy(ε+
kπ
σ )
∑
l∈Z

ei2lσε

ηr(y + 2lσ)−

−ei2lσ(x−ε)γm(y + 2lσ)

∑
s∈Z

ηr(y + 2σs)ei2sσε∑
q∈Z

γm(y + 2σq)ei2qσx

 = 0,

â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðîñóììèðîâàâ óìåíüøàåìûå è âû÷èòàåìûå ïî

îòäåëüíîñòè.

�

Ëåììà 5. Ïóñòü σ > 0, r,m ∈ N, m > r, f ∈ W (r)
1,loc(R), p ∈ [1,∞],

f (r) ∈ Lp(R),

A(x) =

∫
R

f (r)(t)Fσ,r,m(x, t) dt, x ∈ R.

Òîãäà A = f − S, ãäå S ∈ Sσ,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî èíòåãðàë â îïðåäåëåíèè A(x) ñó-

ùåñòâóåò, A(r−1) ∈ W (1)
1,loc(R) è ïî÷òè âñþäó

A(r) = f (r) − S, (2.17)

ãäå

S(x) =
1

2π

∫
R

f (r)(t)

∫
R

ei(x−t)z(iz)rHr,m(z, t) dz dt.

Çàïèøåì A = A1 + A2, ãäå

A1(x) =

∫
R

f (r)(t)∆r(x− t) dt,

A2(x) =

∫
R

f (r)(t) (Fr,m(x, t)−∆r(x− t)) dt,
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è ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå ïî îòäåëüíîñòè. Ïî ôîðìóëàì (2.11) è (2.12)

A
(r)
1 (x) = f (r)(x)−X (r)

σ,r (f, x) = f (r)(x)−
∫
R

f (r)(t)Qr(x− t) dt. (2.18)

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ A2. Îáîçíà÷èì

ψk(z, x, t) = (λr(z)−Hr,m(z, t))(iz)keixz.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïî ëåììå 2 ïðè k ∈ [1 : r]

dk

dxk
(
Fr,m(x, t)−∆r(x− t)

)
=

1

2π

∫
R

ψk(z, x, t)e
−itz dz,

çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ k = r = m, x = xj.

Ïóñòü ñíà÷àëà f (r) ∈ L∞(R). Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè

(z, t) 7→ ψk(z, x, t), k ∈ [0 : r]

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 3, ïðè÷åì èíòåãðàëû â (2.15) îãðàíè-

÷åíû ïî x. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè k = 0 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå

èíòåãðàëà A2(x), à ïðè k ∈ [1 : r] � ðàâíîìåðíàÿ îòíîñèòåëüíî x ñõîäè-

ìîñòü èíòåãðàëîâ∫
R

f (r)(t)
dk

dxk
(Fr,m(x, t)−∆r(x− t)) dt (2.19)

è, êàê ñëåäñòâèå, çàêîííîñòü r-êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ A2 ïîä çíà-

êîì èíòåãðàëà.

Ðàññìîòðèì ïåðèîäèçàöèþ:

Ψk(z, x, t) =
∑
l∈Z

ψk(z + 2lσ, x, t)e−i(z+2lσ)t =

= C1(z, x, t) +
κr(z)

µr,m(z, t)
C2(z, x, t),
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ãäå

C1(z, x, t) =
∑
l∈Z

λr(z + 2lσ)(i(z + 2lσ))kei(z+2lσ)(x−t),

C2(z, x, t) =
∑
l∈Z

γm(z + 2lσ, t)(i(z + 2lσ))kei(z+2lσ)x.

Çàôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî ìàëûå îêðåñòíîñòè òî÷åê (z∗, t∗) èç ñâîéñòâà F6.

Â äîïîëíåíèè ýòèõ îêðåñòíîñòåé ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ïî xôóíê-

öèé Ψk è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî z î÷åâèäíà. Â ñàìèõ æå îêðåñòíîñòÿõ C1,

C2 è èõ ïðîèçâîäíûå ïî z ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî x. Ïîëüçóÿñü íåðà-

âåíñòâîì (2.16), ñâîéñòâàìè F2 è F6 è ñîîòíîøåíèÿìè

t∗+δ∫
t∗−δ

 z∗+δ∫
z∗−δ

dz

(z − z∗)2 + (t− t∗)2

1/2

dt <∞,

t∗+δ∫
t∗−δ

 z∗+δ∫
z∗−δ

(z − z∗)2 dz

((z − z∗)2 + (t− t∗)2)2

1/2

dt <∞,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ (2.14) ïî (x, t) ñëåäóåò èõ

ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü. Ïîýòîìó ðàâíîìåðíàÿ îòíîñèòåëüíî x ñõî-

äèìîñòü èíòåãðàëîâ (2.19) èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå f (r) ∈ L1(R). Åñëè æå

f (r) ∈ Lp(R) ïðè p ∈ (1,∞), òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç íåðà-

âåíñòâà Ãåëüäåðà è îöåíîê ïðè p = 1 è p =∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,

A
(r)
2 (x) =

∫
R

f (r)(t)
1

2π

∫
R

(λr(z)−Hr,m(z, t))(iz)rei(x−t)z dz dt. (2.20)

Ñêëàäûâàÿ (2.18) è (2.20), ïðèõîäèì ê (2.17).

Äîêàæåì, ÷òî S ∈ Sσ,m−r. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì S(x) â âèäå

S(x) =
1

2π

∫
R

f (r)(t)P (x, t) dt,

58



ãäå

P (x, t) =

∫
R

eixzγm−r(z)g(z, t) dz,

g(z, t) =
(
ei

π
σ z − 1

)r ∑
s∈Z

ηr(2σs+ z)ei2sσε

eitz
∑
q∈Z

γm(2σq + z)ei2qσ(t+ε)
.

Ôóíêöèÿ g îãðàíè÷åíà ïî ñâîéñòâó F5, à ôóíêöèÿ g(·, t) èìååò ïåðèîä 2σ.

Ïîýòîìó

P (x, t) =
∑
k∈Z

ck(g(·, t))Bm−r

(
x+

kπ

σ

)
,

â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, âçÿâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ïðàâîé ÷àñòè. Òà-

êèì îáðàçîì, P (·, t) ∈ Sσ,m−r ïðè ëþáîì t, à òîãäà è S ∈ Sσ,m−r ïî

ëåììå 1.

Èç ðàâåíñòâà (2.17) íàõîäèì

A = f − S(−r),

ãäå S(−r) � íåêîòîðàÿ r-ÿ ïåðâîîáðàçíàÿ S. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî ëþáàÿ

r-ÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ñïëàéíà èç Sσ,m−r åñòü ñïëàéí èç Sσ,m.

�

Â óñëîâèÿõ ëåììû 5 îïðåäåëèì îïåðàòîð Xσ,r,m ðàâåíñòâîì

Xσ,r,m(f, x) = f(x)−
∫
R

f (r)(t)Fσ,r,m(x, t) dt. (2.21)

Ïî ëåììå 5 åãî çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò Sσ,m.

3.2. Ñâåäåíèå ê ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å.

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [20, � 2.3 è 2.4]), âñÿêèé ñïëàéí S èç

ïðîñòðàíñòâà S̃n,m åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñäâèãàì
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ÿäåð Áåðíóëëè:

S(x) = β +
2n−1∑
j=0

βjdm+1

(
x− jπ

n

)
,

2n−1∑
j=0

βj = 0 (2.22)

èëè ïî ñäâèãàì ïåðèîäè÷åñêèõ B-ñïëàéíîâ:

S(x) =
2n−1∑
j=0

αjBn,m
(
x− jπ

n

)
. (2.23)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S̃×n,m ïîäïðîñòðàíñòâî ñïëàéíîâ èç S̃n,m, ó êîòîðûõ êî-

ýôôèöèåíòû βj â ðàçëîæåíèè (2.22) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

2N−1∑
j=0

(−1)jβj = 0, (2.24)

à ÷åðåç S̃⊗n,m ïîäïðîñòðàíñòâî ñïëàéíîâ èç S̃n,m, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåí-

òû αj â ðàçëîæåíèè (2.24) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

2N−1∑
j=0

(−1)jαj = 0. (2.25)

Êàê áûëî ñêàçàíî âî ââåäåíèè, â [3] ïðè m > r ïîñòðîåíû ëèíåéíûå

îïåðàòîðû Xn,r,m ñî çíà÷åíèÿìè â S̃n,m (àíàëîãè ñóìì Àõèåçåðà�Êðåéíà�

Ôàâàðà), ðåàëèçóþùèå êîíñòàíòó â ñîîòíîøåíèè (2.5), òî åñòü òàêèå, ÷òî

äëÿ âñåõ p ∈ [1,∞] è f ∈ W (r)
p

‖f −Xn,r,m(f)‖p 6
Kr
nr
‖f (r)‖p.

Çäåñü, êàê îáû÷íî, Kr = 4
π

∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1)

(2ν+1)r+1 � êîíñòàíòû Ôàâàðà. Áîëåå òîãî,

çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Xn,r,m ïðèíàäëåæàò S̃×n,m. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâà-
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ëîñü íà èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîãðåøíîñòè

f(x)−Xn,r,m(f, x) =
1

π

π∫
−π

f (r)(t)
(
dr(x− t)− ζn,r,m(x, t)

)
dt,

ãäå ïðè êàæäîì t ∈ R ôóíêöèÿ ζn,r,m(·, t) � ñïëàéí èç S̃×n,m, èíòåðïîëè-

ðóþùèé ÿäðî Áåðíóëëè dr(· − t) â òî÷êàõ x = t + ε + kπ
n , k ∈ Z. Áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî

1

π

π∫
−π

∣∣dr(x− t)− ζn,r,m(x, t)
∣∣ dt =

Kr
nr
, (2.26)

1

π

π∫
−π

∣∣dr(x− t)− ζn,r,m(x, t)
∣∣ dx =

Kr
nr

(2.27)

ïðè âñåõ x è t ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåíîé ïåðåìåííûõ ýòè ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ïðîñòðàí-

ñòâà ôóíêöèé ñ ïðîèçâîëüíûì ôèêñèðîâàííûì ïåðèîäîì. Äàëåå ìû óáå-

äèìñÿ, ÷òî ïðè σ = n ∈ N íà 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ îïåðàòîð

Xσ,r,m, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (2.21), ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì Xn,r,m
èç [3]. Çàòåì, óâåëè÷èâàÿ ïåðèîä, ìû âûâåäåì íåðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèé,

çàäàííûõ íà îñè, èç íåðàâåíñòâ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðåäåëüíûì

ïåðåõîäîì.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü N ∈ N. Åñëè ôóíêöèÿ g ∈ L∞(R) èìååò

ïåðèîä 2Nπ
σ , òî

∫
R

g(t)Fσ,r,m(x, t) dt =

Nπ
σ∫

−Nπσ

g(t)FN(x, t) dt,

ãäå

FN(x, t) =
∑
ν∈Z

Fσ,r,m

(
x, t+

2νNπ

σ

)
.
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Ëåììà 6. Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ

FN
(
Nx

σ
,
Nt

σ

)
=

1

π

(
N

σ

)r−1

(dr(x− t)− ζN,r,m(x, t)) ,

ãäå ïðè êàæäîì t ∈ R ôóíêöèÿ ζN,r,m(·, t) � ñïëàéí èç S̃⊗N,m, èíòåðïî-

ëèðóþùèé ÿäðî Áåðíóëëè dr(· − t) â òî÷êàõ x = t+ ε+ kπ
N , k ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèâ F = Fσ,r,m, h = hσ,r,m, çàïèøåì

F (x, t) =
1

2π

∫
R

ei(x−t)zh(z, t) dz = Φ(x, t, t),

ãäå

Φ(x, u, t) =
1

2π

∫
R

ei(x−u)zh(z, t) dz.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà (ñì., íàïðèìåð, [1,

ï.67] è [27, � X.6])

∑
ν∈Z

g(t+ νT ) =
2π

T

∑
s∈Z

c

(
g,

2πs

T

)
ei

2πs
T t.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè óñëîâèè g ∈ L1(R) ðÿä â ëåâîé ÷àñòè àáñîëþòíî

ñõîäèòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ t. Îáîçíà÷èì åãî ñóììó GT (t). Òîãäà ôóíêöèÿ

GT ñóììèðóåìà íà ïåðèîäå, à ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè åñòü åå ðÿä Ôóðüå.

Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå t äîñòàòî÷íî

óñëîâèÿGT (t) = GT (t+)+GT (t−)
2 è ñõîäèìîñòè ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè â òî÷êå t.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè âñåõ x è v ôóíêöèÿ g = Φ(x, ·, v) óäîâëåòâîðÿåò

ýòèì óñëîâèÿì äëÿ ëþáîãî t. Ïîëüçóÿñü åùå òåì, ÷òî ôóíêöèÿ h(z, ·)
èìååò ïåðèîä π

σ , íàõîäèì

FN(x, t) =
∑
ν∈Z

Φ

(
x, t+

2νNπ

σ
, t

)
=

σ

2πN

∑
s∈Z

h
(σs
N
, t
)
ei

σs
N (x−t).
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Ñëàãàåìîå ïðè s = 0 íå çàâèñèò îò x. Îíî ïðèíàäëåæèò S̃⊗N,m, òàê êàê

1 =
π

N

2N−1∑
j=0

BN,m
(
x− jπ

N

)
.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñóììó ïî Z \ {0}. Ïðîñóììèðîâàâ óìåíüøàåìûå,
ïîëó÷èì ÿäðî Áåðíóëëè

σ

2πN

∑
s∈Z\{0}

ηr

(σs
N

)
ei

σs
N (x−t) =

1

π

(
N

σ

)r−1

dr

( σ
N

(x− t)
)
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñóììó âû÷èòàåìûõ

R(x, t) =
σ

2πN

∑
s∈Z\{0}

ei
σs
N (x−t)γm

(σs
N

) ∑
j∈Z

ηr
(
2σj + σs

N

)
ei2jσε∑

q∈Z
γm
(
2σq + σs

N

)
ei2qσ(t+ε)

.

Ïðè s, êðàòíûõ N , ñëàãàåìûå â ýòîé ñóììå ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó

R(x, t) =
∑
s∈Z

ei
σs
N xγm

(σs
N

)
Ps(t),

ãäå P2Nρ(t) = 0,

Ps(t) =
σ

2πN
e−it

σs
N

∑
j∈Z

ηr
(
2σj + σs

N

)
ei2jσε∑

q∈Z
γm
(
2σq + σs

N

)
ei2qσ(t+ε)

ïðè s 6= 2Nρ, ρ ∈ Z. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî Ps(t) = Ps+2N(t). ×òîáû

óïðîñòèòü ñóììó, ïåðåéäåì ê äèñêðåòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå íà-

áîðà {Ps(t)}2N−1
s=0 :

pk(t) =
1

2N

2N−1∑
s=0

e−iπ
ks
N Ps(t), Ps(t) =

2N−1∑
k=0

eiπ
ks
N pk(t).
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Ïîëó÷èì

R(x, t) =
∑
s∈Z

ei
σs
N xγm

(σs
N

) 2N−1∑
k=0

eiπ
ks
N pk(t) =

=
2N−1∑
k=0

pk(t)
∑
s∈Z

γm

(σs
N

)
ei

σs
N (x+kπ

σ ) =
2N−1∑
k=0

pk(t)BN,m
(
σs

N

(
x+

kπ

σ

))
.

Îòñþäà R
(
N ·
σ ·, t

)
∈ S̃N,m. Ïðèíàäëåæíîñòü R

(
N ·
σ , t
)
ïîäïðîñòðàíñòâó

S̃⊗N,m ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

2N−1∑
k=0

(−1)kpk(t) = PN(t) = 0.

Èíòåðïîëÿöèîííîå æå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïî ëåììå 4.

�

×òîáû óáåäèòüñÿ â ñîâïàäåíèè îïåðàòîðîâ, îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñîâïà-

äåíèå ïîäïðîñòðàíñòâ S̃×n,m è S̃⊗n,m.

Ëåììà 7. Ïðè âñåõ N ∈ N, m ∈ Z+ ïîäïðîñòðàíñòâà S̃×N,m è S̃⊗N,m
ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ñïëàéí S â âèäå (2.22) è (2.23). Ïå-

ðåéäåì ê äèñêðåòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýô-

ôèöèåíòîâ:

α̂k =
1

2N

2N−1∑
j=0

αje
−iπ kjN , β̂k =

1

2N

2N−1∑
j=0

βje
−iπ kjN .

Óñëîâèÿ (2.24) è (2.25) îçíà÷àþò, ÷òî β̂N = 0 è α̂N = 0 ñîîòâåòñòâåííî, à

âòîðîå ðàâåíñòâî â (2.22) � ÷òî β̂0 = 0.

Ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå B-ñïëàéíîâ è ÿäåð Áåðíóëëè èìåþò âèä

BN,m(t) =
∑
k∈Z

cke
ikt, dm+1(t) =

∑
k∈Z

gke
ikt.
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Òîãäà

S(x) =
2N−1∑
j=0

αjBN,m
(
x− jπ

N

)
=

2N−1∑
j=0

αj
∑
k∈Z

cke
ikxe−iπ

jk
N =

=
∑
k∈Z

cke
ikx

2N−1∑
j=0

αje
−iπ kjN =

∑
k∈Z

cke
ikx2Nα̂k =

= 2N
2N−1∑
p=0

α̂p
∑
s∈Z

cp+2sNe
i(p+2sN)x =

= 2Nα̂0 + 2N
2N−1∑
p=1

α̂p
∑
s∈Z

cp+2sNe
i(p+2sN)x.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê c0 = 1 è c2sN = 0 ïðè s ∈ Z \ {0}.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

S(x) = β +
2N−1∑
j=0

βjdm+1

(
x− jπ

N

)
= β +

2N−1∑
j=0

βj
∑
k∈Z

gke
ikxe−iπ

jk
N =

= β +
∑
k∈Z

gke
ikx

2N−1∑
j=0

βje
−iπ kjN = β +

∑
k∈Z

gke
ikx2Nβ̂k =

= β + 2N
2N−1∑
p=0

β̂p
∑
s∈Z

gp+2sNe
i(p+2sN)x =

= β + 2N
2N−1∑
p=1

β̂p
∑
s∈Z

gp+2sNe
i(p+2sN)x.

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå B-ñïëàéíà è ÿäðà Áåðíóëëè ñâÿçàíû ñîîòíî-

øåíèåì

cp+2sN =

(
ei

pπ
N − 1

i(p+ 2sN)

)m+1

= 2
(
ei

pπ
N − 1

)m+1

gp+2sN .

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé (2.22) è (2.23) ñâÿçàíû ñîîòíîøå-

íèÿìè

β = 2Nα̂0, β̂j = 2
(
ei

pπ
N − 1

)m+1

α̂j, j ∈ [1 : 2N − 1].
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Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé α̂N = 0 è β̂N = 0.

�

3.3. Íåðàâåíñòâî òèïà Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü σ > 0, r,m ∈ N,m > r, p ∈ [1,∞], f ∈ W (r)
1,loc(R),

f (r) ∈ Lp(R). Òîãäà

‖f −Xσ,r,m(f)‖p 6
Kr
σr
‖f (r)‖p.

Ïðè p = 1,∞ íåðàâåíñòâî òî÷íîå, äàæå åñëè çàìåíèòü ëåâóþ ÷àñòü

íà íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè ñíèçó èçâåñòíû è îáñóæäàëèñü âî ââåäå-

íèè (ñì. ðàâåíñòâî (2.8)). Óñòàíîâèì îöåíêè ñâåðõó. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåä-

ñòàâëåíèåì ïîãðåøíîñòè

f(x)−Xσ,r,m(f, x) =

∫
R

f (r)(t)Fσ,r,m(x, t) dt.

Ïîëîæèì F = Fσ,r,m.

1. Ñëó÷àé p =∞. Çàôèêñèðóåì x ∈ R. Ïðè êàæäîìN ∈ N îïðåäåëèì
2Nπ
σ -ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ gN ñîîòíîøåíèåì

gN(t) = signF (x, t) ïðè t ∈
[
−Nπ

σ
,
Nπ

σ

)
.

Ïî çàìå÷àíèþ 1

∫
R

gN(t)F (x, t) dt =

Nπ
σ∫

−Nπσ

gN(t)FN(x, t) dt.
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Ïî ëåììå 6 è íåðàâåíñòâó (2.26)

Nπ
σ∫

−Nπσ

|FN(x, t)| dt =
N

σ

π∫
−π

∣∣∣∣FN (x, Ntσ
)∣∣∣∣ dt =

(
N

σ

)r Kr
N r

=
Kr
σr
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∣∣∣∣∣∣∣
Nπ
σ∫

−Nπσ

gN(t)FN(x, t) dt

∣∣∣∣∣∣∣ 6
Kr
σr
.

Òàê êàê gN → signF (x, ·) ïîòî÷å÷íî è ‖gN‖∞ = 1, ïî òåîðåìå Ëåáåãà

ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:∫
R

|F (x, t)| dt = lim
N→∞

∫
R

gN(t)F (x, t) dt 6
Kr
σr
,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

2. Ñëó÷àé p = 1. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû∫
R

ϕ(x)F (x, t) dx, ϕ ∈ L∞(R).

Åñëè ϕ èìååò ïåðèîä 2Nπ
σ , òî ïî çàìå÷àíèþ 1

∫
R

ϕ(x)F (x, t) dx =

Nπ
σ∫

−Nπσ

ϕ(t)FN(x, t) dt,

ïîñêîëüêó

∑
ν∈Z

F

(
x+

2νNπ

σ
, t

)
=
∑
ν∈Z

F

(
x, t− 2νNπ

σ

)
= FN(x, t).
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Ïî ëåììå 6 è íåðàâåíñòâó (2.27)

Nπ
σ∫

−Nπσ

|FN(x, t)| dx =
N

σ

π∫
−π

∣∣∣∣FN (Nxσ , t

)∣∣∣∣ dx =

(
N

σ

)r Kr
N r

=
Kr
σr
.

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì∫
R

|F (x, t)| dx 6 Kr
σr

ïðè âñåõ t. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖f−Xσ,r,mf‖1 =

∫
R

∣∣∣∣∣∣
∫
R

f (r)(t)F (x, t) dt

∣∣∣∣∣∣ dx 6
6
∫
R

∫
R

∣∣∣f (r)(t)F (x, t)
∣∣∣ dt dx 6 sup

t∈R

∫
R

|F (x, t)| dx · ‖f (r)‖1 =
Kr
σr
‖f (r)‖1.

Ïðè p ∈ (1,∞) íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà äëÿ

p = 1,∞ è èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû Ðèññà � Òîðèíà.

�

Çàìå÷àíèå 2. Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî∫
R

|Fσ,r,m(x, t)| dt =
Kr
σr
,

∫
R

|Fσ,r,m(x, t)| dx =
Kr
σr

ïðè âñåõ x è t ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 3. Îáîçíà÷èì

ϕ∗σ(t) = sign sinσ (t− ε) .

Â [3] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå F1(x, t)ϕ
∗
σ(x− t) íå ìåíÿåò çíàêà íà

R2. Èç ýòîãî ôàêòà è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäå-

íèå Fσ,r,m(x, t)ϕ∗σ(x− t) íå ìåíÿåò çíàêà íà R2.
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Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1

Aσ,m(f)p 6
Kr
σr
Aσ,m−r(f

(r))p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ > 0, s ∈ Sσ,m−r � ñïëàéí, ðåàëèçóþùèé

íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå f (r) â Lp(R) ñ òî÷íîñòüþ äî δ, òî åñòü

‖f (r) − s‖p 6 Aσ,m−r(f
(r))p + δ.

Òîãäà s(−r) ∈ Sσ,m. Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ñïîñîá 1. Ïî òåîðåìå 1

Aσ,m(f)p = Aσ,m

(
f − s(−r))

p
6
Kr
σr
‖f (r) − s‖p =

Kr
σr

(
Aσ,m−r

(
f (r)
)
p

+ δ
)
.

Îñòàåòñÿ óñòðåìèòü δ ê íóëþ.

Ñïîñîá 2. Èìååì∫
R

(
f (r)(t)− s(t)

)
Fσ,r,m(x, t) dt = f(x)− P (x),

ãäå

P (x) = Xσ,r,m(f, x) +

∫
R

s(t)Fσ,r,m(x, t) dt.

Ïî ëåììå 5 ∫
R

s(t)Fσ,r,m(x, t) dt = s(−r)(x)−Xσ,r,m(s(−r), x),

ãäå s(−r) � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ s. Ïîýòîìó P ∈ Sσ,m. Îñòàåòñÿ

âîñïîëüçîâàòüñÿ çàìå÷àíèåì 2.

�

Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå àíàëîã ñëåäñòâèÿ 1 äëÿ ïðèáëèæåíèé òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè óñòàíîâèë Ñóíü Þíøåí, äëÿ ïðèáëè-
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æåíèé ñïëàéíàìè � Êîðíåé÷óê; ñì. [20, òåîðåìà 4.1.4 è ïðåäëîæåíèå

5.4.9].

Çàìå÷àíèå 4. Âîîáùå ãîâîðÿ, îïåðàòîðû Xσ,r,m íå ÿâëÿþòñÿ åäèí-

ñòâåííûìè ëèíåéíûìè ñïëàéíîâûìè îïåðàòîðàìè, ðåàëèçóþùèìè îöåí-

êó (1.10). Ïðè r = m = 1, p = ∞ òà æå îöåíêà ðåàëèçóåòñÿ èíòåðïîëÿ-

öèîííûìè ëîìàíûìè ξσ,1. Äîêàçàòåëüñòâî òàêîé îöåíêè ýëåìåíòàðíî è

îäèíàêîâî äëÿ îòðåçêà, ïåðèîäà è îñè (ñì., íàïðèìåð, [18, ëåììà 5.2.12]).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì x ∈ [a, b]

∣∣∣∣f(x)− b− x
b− a

f(a)− x− a
b− a

f(b)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣b− xb− a

x∫
a

f ′ − x− a
b− a

b∫
x

f ′

∣∣∣∣∣∣ 6
6 2

(b− x)(x− a)

b− a
‖f ′‖∞ 6

b− a
2
‖f ′‖∞.

Ïðèìåíÿÿ ýòó îöåíêó ê êàæäîìó îòðåçêó [xj, xj+1], ïîëó÷àåì

‖f − ξσ,1(f)‖∞ 6
π

2σ
‖f ′‖∞.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì íåðàâåíñòâîì íàïîìíèì, ÷òî K1 = π
2 .
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Ãëàâà 3. Íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà äëÿ

ïðèáëèæåíèé ñïëàéíàìè

�1. Ââåäåíèå

Íåðàâåíñòâàìè òèïà Äæåêñîíà â òåîðèè ïðèáëèæåíèé ïðèíÿòî íàçû-

âàòü íåðàâåíñòâà, â êîòîðûõ ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè îöåíèâàåòñÿ ïîñðåä-

ñòâîì ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè (ñàìîé ôóíêöèè, åå ïðîèçâîäíîé è ò.ï.).

Ïåðâûì òàêîå íåðàâåíñòâî

En(f) 6 C(γ)ω1

(
f,
γ

n

)
äëÿ ïðèáëèæåíèé íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè è ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîëó-

÷èë Ä.Äæåêñîí â 1911 ãîäó.

Ïåðâîå òî÷íîå íåðàâåíñòâî òèïà Äæåêñîíà óñòàíîâèë Í.Ï.Êîðíåé÷óê

[19], êîòîðûé äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé f

èç C è n ∈ N
En(f) 6 1 · ω1

(
f,
π

n

)
,

ïðè÷åì êîíñòàíòà 1 òî÷íàÿ ïðè âñåõ n â ñîâîêóïíîñòè, òî åñòü

sup
n∈N

sup
f∈C

En(f)

ω1

(
f, πn
) = 1.

Äëÿ íå÷åòíûõ r Â.Â.Æóêîì [13] (r = 1) è À.À.Ëèãóíîì [24] (r > 1)

áûëî óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî òèïà Äæåêñîíà ñ òî÷íîé êîíñòàíòîé

‖f −Xn,r(f)‖ 6 Kr
2nr

ω1

(
f (r),

π

n

)
äëÿ ëþáîé f ∈ C(r). À.Þ.Ãðîìîâ [12] äîêàçàë äëÿ íå÷åòíûõ r òî÷íîå

71



íåðàâåíñòâî

‖f −Xσ,r(f)‖ 6 Kr
2σr

ω1

(
f (r),

π

σ

)
äëÿ ïðèáëèæåíèé öåëûìè ôóíêöèÿìè êîíå÷íîé ñòåïåíè è èõ àíàëîã â

èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå.

Çàäà÷à î êîíñòàíòàõ â íåðàâåíñòâàõ òèïà Äæåêñîíà äëÿ ñòàðøèõ

ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè òðóäíåå, ÷åì äëÿ ïåðâîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíî-

ñòè. Îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ íà ýòó òåìó ìîæíî íàéòè â ñòàòüå

Î.Ë.Âèíîãðàäîâà è Â.Â.Æóêà [9]. Â ðàáîòå [38] áûë ïðåäëîæåí íîâûé

ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâ òèïà Äæåêñîíà, ïîçâîëÿþùèé óëó÷øèòü

êîíñòàíòû. Ýòîò ñïîñîá áûë ðàçâèò è óëó÷øåí â ðàáîòå [9], ãäå èññëå-

äîâàâ ñâîéñòâà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé Ñòåêëîâà, àâòîðû óñòà-

íàâëèâàþò îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè ÷åðåç ìîäó-

ëè íåïðåðûâíîñòè ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñïëàéíàìè.

Â ýòîé ãëàâå, ñëåäóÿ ìåòîäèêå èç ðàáîòû [9], áóäóò ïîëó÷åíû íåêîòîðûå

îöåíêè ÷åðåç ñòàðøèå ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè.
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�2. Íåðàâåíñòâà äëÿ ïåðâîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè

ïðîèçâîäíûõ

Äàëåå ïîä Xσ,r,m áóäåì ïîíèìàòü ïðè m > r ïîñòðîåííûå âî âòîðîé

ãëàâå îïåðàòîðû, à ïðè m = r − 1 èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí, èíòåðïî-

ëèðóþùèé f â òî÷êàõ kπ
σ + εm, ãäå

εm =

0, åñëè m íå÷åòíî,
π
2 , åñëè m ÷åòíî.

Äëÿ ïåðâîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè èçâåñòíî ñëåäóþùåå óñèëåíèå

íåðàâåíñòâà Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà, ïîëó÷åííîå Â.Â.Æóêîì è À.À.Ëè-

ãóíîì (ñëó÷àé m = 1 áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ [15, ñ. 192�193], ñì.

òàêæå [47], ñëó÷àé äëÿ íîðìû ïðîñòðàíñòâ Lp áûë ðàññìîòðåí â [20]).

Òåîðåìà C. Ïóñòü r, n ∈ N, h > 0, f ∈ C(r), P � ïîëóíîðìà êëàññà

A (ñì., íàïðèìåð, [15, 16]), òî åñòü èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ñäâè-

ãà ôóíêöèè è òàêàÿ, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ M , íå çàâèñÿùàÿ îò f ,

÷òî äëÿ ëþáîé f èç C âûïîëíåíî P (f) 6M‖f‖. Ïîñòðîèì îïåðàòîð

Un,r,hf =

b r−1
2 c∑
l=0

h2l

(2l)!
B2l

(
1

2

)
Xn,r+1−2lShf

(2l).

Òîãäà

P (f − Un,r,hf) 6

b r−1
2 c∑
l=0

h2l−1

(2l)!

∣∣∣B2l

(
1

2

) ∣∣∣Kr+1−2l

nr+1−2l

ω1

(
f (r), h

)
P

+

+
2hr

r!

1/2∫
0

∣∣∣Br(τ)− Br(1/2)
∣∣∣dτ · P (f (r)

)
,

Åñëè r íå÷åòíî, òî P
(
f (r)
)
â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî çàìåíèòü íà

ω1(f (r),h)
P

2 .
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Ïðè h = π
n íåðàâåíñòâî òî÷íîå, à îïåðàòîðû Un,r,πn è Xn,r ñîâïàäàþò.

Ïîñòðîèì íà îñíîâå îïåðàòîðà Xσ,r,m àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå C îöåíêó

äëÿ ïðèáëèæåíèé ñïëàéíàìè â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(R).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü σ > 0, m, r ∈ N, m > r, h > 0, p ∈ [1,∞],

f ∈ W (r)
p (R). Ïîñòðîèì îïåðàòîð

Uσ,r,hf =

b r−1
2 c∑
l=0

h2l

(2l)!
B2l

(
1

2

)
Xσ,r+1−2l,mShf

(2l).

Òîãäà

‖f − Uσ,r,hf‖p 6

b r−1
2 c∑
l=0

h2l−1

(2l)!

∣∣∣B2l

(
1

2

) ∣∣∣ · Kr+1−2l

σr+1−2l

ω1

(
f (r), h

)
p

+

+
2hr

r!

1/2∫
0

∣∣∣Br(τ)− Br(1/2)
∣∣∣dτ · ‖f (r)‖p.

Êðîìå òîãî, ïðè íå÷åòíîì r âåðíî

‖f − Uσ,r,hf‖p 6 hr

(
Ar,0

2
+

r−1∑
l=0

|γl|
Kr+1−l

(σh)r+1−l

)
ω1

(
f (r), h

)
p
,

ãäå

Ar,0 =
2

r!

1/2∫
0

∣∣∣∣Br(t)− Br

(
1

2

)∣∣∣∣ dt, γk =
Bk
(

1
2

)
k!

.

Ïðè h = π
σ , p = 1,∞ íåðàâåíñòâî òî÷íîå, à ïðè m > r+1 îïåðàòîðû

Uσ,r,πσ è Xσ,r,m ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ïðè íå÷åòíûõ k âûïîëíåíî Bk
(

1
2

)
= 0.

Çàìå÷àíèå 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè h = π
σ è p = 1,∞ ïîëó÷àåòñÿ

òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖f − Uσ,r,πσf‖p 6
Kr
2σr

ω1

(
f (r),

π

σ

)
p
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà òðè ÷àñòè: ñíà÷àëà

äîêàæåì îöåíêè, äàëåå òî÷íîñòü ïðè h = π
σ , p = 1,∞, ïîñëå ïîêàæåì

ñîâïàäåíèå îïåðàòîðîâ.

1. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè f , îñíîâàííîì íà ìíîãî-

÷ëåíàõ Áåðíóëëè (ñì., íàïðèìåð, [16, òåîðåìà 8.1]),

f(x) =

b r−1
2 c∑
l=0

h2l

(2l)!
B2l

(
1

2

)
· Shf (2l)(x)−

− hr

r!

1/2∫
−1/2

f (r)(x− τh)
(
Br(τ)− Br(1/2)

)
dτ.

Ðàçîáüåì îòêëîíåíèå îïåðàòîðà Uσ,r,hf íà äâà ñëàãàåìûõ

f − Uσ,r,hf = A1 + A2,

ãäå

A1 =

b r−1
2 c∑
l=0

h2l

(2l)!
B2l

(
1

2

)
·
(
Shf

(2l) −Xσ,r+1−2l,mShf
(2l)
)
,

A2 =
hr

r!

1/2∫
−1/2

f (r)(x− τh)
(
Br(τ)− Br(1/2)

)
dτ.

Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.1, ïðèìå-

íÿÿ åå ê ôóíêöèè Shf (2l) â êàæäîì ñëàãàåìîì:

‖A1‖p =

∥∥∥∥∥∥
b r−1

2 c∑
l=0

h2l

(2l)!
B2l

(
1

2

)
·
(
Shf

(2l) −Xσ,r+1−2l,mShf
(2l)
)∥∥∥∥∥∥

p

6

6

b r−1
2 c∑
l=0

h2l

(2l)!

∣∣∣B2l

(
1

2

) ∣∣∣ · ‖Shf (2l) −Xσ,r+1−2l,mShf
(2l)‖p 6
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6

b r−1
2 c∑
l=0

h2l

(2l)!

∣∣∣B2l

(
1

2

) ∣∣∣ · Kr+1−2l

σr+1−2l
·
∥∥∥∥(Shf (2l)

)(r+1−2l)
∥∥∥∥
p

6

6

b r−1
2 c∑
l=0

h2l−1

(2l)!

∣∣∣B2l

(
1

2

) ∣∣∣ · Kr+1−2l

σr+1−2l

ω1

(
f (r), h

)
p
.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî â ñèëó òîãî, ÷òî

∥∥∥(Shf)(r+1)
∥∥∥
p

=

∥∥∥∥(Shf (r)
)′∥∥∥∥

p

6
ω1(f

(r), h)p
h

.

Âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖A2‖p =

∥∥∥∥∥∥∥
hr

r!

1/2∫
−1/2

f (r)(· − τh)
(
Br(τ)− Br(1/2)

)
dτ

∥∥∥∥∥∥∥
p

6

6
2hr

r!

1/2∫
0

∣∣∣Br(τ)− Br(1/2)
∣∣∣dτ ‖f (r)‖p.

Êðîìå òîãî, ïðè íå÷åòíîì r âåðíî

‖A2‖p =

∥∥∥∥∥∥∥
hr

r!

1/2∫
0

δ2τhf
(r)
(
Br(τ)− Br(1/2)

)
dτ

∥∥∥∥∥∥∥
p

6

6
hr

r!

1/2∫
0

∣∣∣Br(τ)− Br(1/2)
∣∣∣dτ ω1

(
f (r), h

)
p
.

Ñêëàäûâàÿ îöåíêè äëÿ A1 è A2, ïîëó÷èì îáà íåðàâåíñòâà èç óòâåðæäå-

íèÿ òåîðåìû.
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2. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè h = π
σ , p = 1,∞ íåðàâåíñòâî òî÷íîå. Ïðè h = π

σ

íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

‖f − Uσ,r,πσf‖p 6

b r−1
2 c∑
l=0

(
π
σ

)2l−1

(2l)!

∣∣∣B2l

(
1

2

) ∣∣∣ · Kr+1−2l

σr+1−2l

ω1

(
f (r),

π

σ

)
p

+

+
2
(
π
σ

)r
r!

1/2∫
0

∣∣∣Br(τ)− Br(1/2)
∣∣∣dτ · ‖f (r)‖p.

Â [16, ëåììà 8.2] äîêàçàíî, ÷òî

πr

r!

1/2∫
0

∣∣∣Br(u)− Br(1/2)
∣∣∣du+

b r−1
2 c∑
l=0

π2l−1

(2l)!

∣∣∣B2l

(
1

2

) ∣∣∣ · Kr+1−2l =
Kr
2
.

Îáîçíà÷èì

Ψσ,r =

b r−1
2 c∑
l=0

(
π
σ

)2l−1

(2l)!

∣∣∣B2l

(
1

2

) ∣∣∣ · Kr+1−2l

σ1−2l
,

òîãäà

‖f − Uσ,r,πσf‖p 6
Ψσ,r

σr
ω1

(
f (r),

π

σ

)
p

+
2

σr

(
Kr

2
−Ψσ,r

)
‖f (r)‖p.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ω1

(
f (r), πσ

)
p
6 2‖f (r)‖p è ïîëó÷èì òî÷-

íîå íåðàâåíñòâî òèïà Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà:

‖f − Uσ,r,πσf‖p 6
Kr

σr
‖f (r)‖p.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû óñèëèâàåò íåðà-

âåíñòâî òèïà Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà. Ïîñêîëüêó ýòî íåðàâåíñòâî ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷íûì, òî è íåðàâåíñòâî èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû òî÷íîå.
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3. Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî Uσ,r,πσ = Xσ,r,m ïðè m > r + 1. Çàïèøåì èíòå-

ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îòêëîíåíèå îïåðàòîðà Xσ,r,m

f(x)−Xσ,r,m(f, x) =

∞∫
−∞

f (r)(t)Fσ,r,m(x, t)dt.

Ðàññìîòðèì îòêëîíåíèå îïåðàòîðà Uσ,r,h, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâ-

ëåíèåì ïîãðåøíîñòè îïåðàòîðà Xσ,r,m â êàæäîì ñëàãàåìîì:

f(x)− Uσ,r,hf(x) =

= A2 +

b r−1
2 c∑
l=0

h2l

(2l)!
B2l

(
1

2

)
·
(
Shf

(2l)(x)−Xσ,r+1−2l,mShf
(2l)(x)

)
=

= A2 +

b r−1
2 c∑
l=0

h2l

(2l)!
B2l

(
1

2

) ∞∫
−∞

(
Shf

(2l)(t)
)(r+1−2l)

Fσ,r+1−2l,m(x, t)dt =

= A2 +

b r−1
2 c∑
l=0

h2l

(2l)!
B2l

(
1

2

) ∞∫
−∞

S
(r+1)
h f(t)Fσ,r+1−2l,m(x, t)dt =

= A2 +

b r−1
2 c∑
l=0

h2l

(2l)!
B2l

(
1

2

) ∞∫
−∞

1

h
δhf

(r)(t)Fσ,r+1−2l,m(x, t)dt =

= A2 +

b r−1
2 c∑
l=0

h2l−1

(2l)!
B2l

(
1

2

) ∞∫
−∞

f (r)(t)δ0,1
h Fσ,r+1−2l,m(x, t)dt =

= A2 +

∞∫
−∞

f (r)(t)

b r−1
2 c∑
l=0

h2l−1

(2l)!
B2l

(
1

2

)
δ0,1
h Fσ,r+1−2l,m(x, t)dt.

Çäåñü δ0,1
h � öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòü ñ øàãîì h ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.
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Â èíòåãðàëå â A2 ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x− τh = t. Òîãäà

f(x)− Uσ,r,πσf(x) =

=

∞∫
−∞

f (r)(t)

{
πr

σrr!

(
Br

(
1

2

)
− Br

(
σ(x− t)

π

))
· χ(− π

2σ ,
π
2σ)

(x− t)+

+

b r−1
2 c∑
l=0

π2l−1

σ2l−1(2l)!
B2l

(
1

2

)
δ0,1
π
σ
Fσ,r+1−2l,m(x, t)

}
dt =

∞∫
−∞

f (r)(t)Q(x, t)dt.

Ðàññìîòðèì ïåðèîäèçàöèþ ÿäðà Q ïî âòîðîé ïåðåìåííîé:

QN(x, t) =
∑
ν∈Z

Qσ,r,m

(
x, t+

2νNπ

σ

)
.

Òîãäà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé g ñ ïåðèîäîì T = 2Nπ
σ âåðíî ñëåäóþ-

ùåå ðàâåíñòâî:∫
R
g(t)Qσ,r,m(x, t) dt =

∫ Nπ
σ

−Nπσ
g(t)QN(x, t) dt.

Ïîêàæåì, ÷òî ÿäðî QN(x, t) ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì FN,r(x, t). Çàìåòèì, ÷òî

QN

(
Nx

σ
,
Nt

σ

)
=

=
∑
ν∈Z

πr

σrr!

(
Br

(
1

2

)
− B∗r

(
N(x− t)

π
− 2νN

))
· χ∗(− π

2N ,
π

2N )(x− t− 2νπ)+

+
∑
ν∈Z

b r−1
2 c∑
l=0

π2l−1

σ2l−1(2l)!
B2l

(
1

2

)
δ0,1
π
N
Fσ,r+1−2l,m

(
Nx

σ
,
Nt

σ
+

2νNπ

σ

)
=

=
∑
ν∈Z

πr

σrr!

(
Br

(
1

2

)
− B∗r

(
N(x− t)

π
− 2νN

))
· χ∗(− π

2N ,
π

2N )(x− t− 2νπ)+

+

b r−1
2 c∑
l=0

π2l−1

σ2l−1(2l)!
B2l

(
1

2

)
δ0,1
π
N
FN,r+1−2l

(
Nx

σ
,
Nt

σ

)
,

ãäå χ∗ � ýòî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
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öèè è

FN,r+1−2l(x, t) =
∑
ν∈Z

Fσ,r+1−2l,m

(
x, t+

2νNπ

σ

)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ÿäðà FN,r+1−2l èç ëåììû 2.6 äëÿ çàïè-

ñè âòîðîé ñóììû.

b r−1
2 c∑
l=0

π2l−1

σ2l−1(2l)!
B2l

(
1

2

)
δ0,1
π
N

(
dr+1−2l(x− t)− ζN,r+1−2l(x, t)

)
1

π

(
N

σ

)r−2l

=

=

b r−1
2 c∑
l=0

π2l−2N r−2l

σr−1(2l)!
B2l

(
1

2

)
δ0,1
π
N

(
dr+1−2l(x− t)− ζN,r+1−2l(x, t)

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

QN

(
Nx

σ
,
Nt

σ

)
=

=
∑
ν∈Z

πr

σrr!

(
Br

(
1

2

)
− B∗r

(
N(x− t)

π
− 2νN

))
· χ∗(− π

2N ,
π

2N )(x− t− 2νπ)+

+

b r−1
2 c∑
l=0

π2l−2N r−2l

σr−1(2l)!
B2l

(
1

2

)
δ0,1
π
N
dr+1−2l(x− t)−

−
b r−1

2 c∑
l=0

π2l−2N r−2l

σr−1(2l)!
B2l

(
1

2

)
δ0,1
π
N
ζN,r+1−2l(x, t) = J1 + J2 − J3.

Â ðàáîòå Î.Ë.Âèíîãðàäîâà è Â.Â.Æóêà [47] áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþ-

ùåå ðàâåíñòâî:

b r−1
2 c∑
l=0

B2l

(
1
2

)
(2l)!

h2l−1δ1
hdr+1−2l(x) =

= dr(x)− πhr−1

r!

(
Br

(
1

2

)
− Br

(x
h

))
χ(−h2 ,

h
2 )(x) + αh,r,
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ãäå

αh,r =
hr−1

r!2

π∫
−π

(
Br

(
1

2

)
− Br

(x
h

))
χ(−h2 ,

h
2 )(x)dx =

=

0, r íå÷åòíî,
(−1)r/2hrAr,0

r!2 , r ÷åòíî.

Âîñïîëüçóåìñÿ èì ïðè h = π
N äëÿ çàïèñè ñóììû J2:

J2 =

b r−1
2 c∑
l=0

π2l−2N r−2l

σr−1(2l)!
B2l

(
1

2

)
δ0,1
π
N
dr+1−2l(x− t) =

=

(
N

σ

)r−1
1

π

b r−1
2 c∑
l=0

π2l−1

N 2l−1(2l)!
B2l

(
1

2

)
δ0,1
π
N
dr+1−2l(x− t) =

=

(
N

σ

)r−1
1

π

{
dr(x− t)− π

( π
N

)r−1∑
ν∈Z

1

r!

(
Br

(
1

2

)
−

− B∗r

(
N(x− t)

π
− 2νN

))
· χ∗(− π

2N ,
π

2N )(x− t− 2νπ) + α π
N ,r

}
.

Äàëåå,

J3 =

b r−1
2 c∑
l=0

π2l−2N r−2l

σr−1(2l)!
B2l

(
1

2

)
δ0,1
π
N
ζN,r+1−2l(x, t) =

=
1

π

(
N

σ

)r−1
{
ζN,r(x, t) + α π

N ,r

}
.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

QN

(
Nx

σ
,
Nt

σ

)
=

=
1

π

(
N

σ

)r−1
{
π
( σ
N

)r−1∑
ν∈Z

πr

σr−1r!

(
Br

(
1

2

)
− B∗r

(
N(x− t)

π
− 2νN

))
·

· χ∗(− π
2N ,

π
2N )(x− t− 2ν) + dr(x− t)− π

( π
N

)r−1∑
ν∈Z

1

r!

(
Br

(
1

2

)
−

− B∗r

(
N(x− t)

π
− 2νN

))
· χ∗(− π

2N ,
π

2N )(x− t− 2νπ) + α π
N ,r
− ζN,r(x, t)−

− α π
N ,r

}
=

1

π

(
N

σ

)r−1(
dr(x− t)− ζN,r(x, t)

)
= FN,r

(
Nx

σ
,
Nt

σ

)
,

òî åñòü ÿäðî QN ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì FN,r. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé gN ñ ïåðèîäîì T = 2Nπ
σ âåðíà öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

∫
R

gN(t)Fσ,r,m(x, t) dt =

Nπ
σ∫

−Nπσ

gN(t)FN,r(x, t) dt =

=

∫ Nπ
σ

−Nπσ
gN(t)QN(x, t) dt =

∫
R
gN(t)Qσ,r,m(x, t) dt.

Ïóñòü g ∈ L(R), ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé gN ñ

ïåðèîäàìè T = 2Nπ
σ , òàêèõ ÷òî

gN = g íà

[
−2Nπ

σ
,
2Nπ

σ

)
.

Òàê êàê gN −→ g ïîòî÷å÷íî è ‖gN‖ 6 ‖g‖, òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè

N −→∞ â ñîîòíîøåíèè∫
R

gN(t)Fσ,r,m(x, t) dt =

∫
R
gN(t)Qσ,r,m(x, t) dt
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â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà ïîëó÷èì∫
R

g(t)Fσ,r,m(x, t) dt =

∫
R
g(t)Qσ,r,m(x, t) dt.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïîãðåøíîñòè îïåðàòîðà

òèïà Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà:

f(x)−Xσ,r,m(f, x) =

∫
R

f (r)(t)Fσ,r,m(x, t) dt,

òî åñòü îòêëîíåíèÿ îïåðàòîðîâ Xσ,r,m è Uσ,r,πσ ñîâïàäàþò:

f(x)−Xσ,r,m(f, x) = f(x)− Uσ,r,πσ (f, x),

à, çíà÷èò, ñîâïàäàþò è îïåðàòîðû.

�

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü σ > 0, r,m ∈ N, m > r, r íå÷åòíî, h > 0,

p ∈ [1,∞], f ∈ W (r)
p (R). Òîãäà

‖f − Uσ,r,hf‖p 6 hr

(
Ar,0

2
+

r−1∑
l=0

|γl|
Kr+1−l

(σh)r+1−l

)
ω1

(
f (r), h

)
p
.

Åñëè p = ∞, h = π
ασ , α � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî êîíñòàí-

òû íå ìîãóò áûòü óìåíüøåíû, äàæå åñëè çàìåíèòü ëåâóþ ÷àñòü íà

En,m(f)∞ è îãðàíè÷èòüñÿ 2π
σ -ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Óòâåðæäåíèå î òî÷íîñòè ïîëó÷åíî â [3]. Îáîçíà÷èì

Dr(α) =
(π
α

)r{Ar,0

2
+

r−1∑
l=0

|γl|
Kr+1−l(
π
α

)r+1−l

}
=

=
2

π

∞∑
ν=0

(−1)ν

(2ν + 1)r+1 sin (2ν+1)π
2α

.
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Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1,

Dr(1) =
Kr
2
.

Êðîìå òîãî, â [47] ïîäñ÷èòàíî çíà÷åíèå âåëè÷èíû

Dr(3) =

(
2− 1

3r

)
Kr
2
.
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�3. Íåðàâåíñòâà äëÿ ñòàðøèõ ìîäóëåé

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè

Â ðàáîòå [9] îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé

Ñòåêëîâà. Ñ èõ ïîìîùüþ óñòàíàâëèâàåòñÿ îáùàÿ òåîðåìà, ñîäåðæàùàÿ

îöåíêè ïîëóàääèòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ è âûâîäÿòñÿ åå ñëåäñòâèÿ äëÿ

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Â òîì ÷èñëå, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà D. Ïóñòü p ∈ [1,∞], n,m, γ ∈ N, h > 0, γ > 2m− 1,

Yn,m,γ =
m−1∑
k=1

Xn,2k,γU
k
h,m(I − Uh,m) +Xn,2m,γU

m
h,m.

Òîãäà äëÿ âñåõ f ∈ Lp

‖f − Yn,m,γf‖p 6

{
1

Cm
2m

m−1∑
k=0

K2k

(σh)2k
νkm +

K2m

(nh)2m

νmm
22m

}
ω2m(f, h)p.

Ñëåäóÿ ñõåìå ïîëó÷åíèÿ ýòîé îöåíêè â [9], ðàññìîòðèì ëèíåéíûå êîì-

áèíàöèè ñðåäíèõ Ñòåêëîâà

Uh,k =
2

Ck
2k

k∑
j=1

(−1)j−1Ck−j
2k S2

jh,

îòìåòèì, ÷òî Uh,1 = S2
h.

Çàìå÷àíèå 3. Îïåðàòîð Uh,k ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

Uh,kf = f +
2(−1)k−1

Ck
2k

∫
R+

δ2k
th fψ2(t)dt,

ãäå ψ2 � ÿäðî Ñòåêëîâà âòîðîãî ïîðÿäêà, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè: ψ2 íåîò-

ðèöàòåëüíî, ÷åòíî,
∫
R ψ2 = 1, suppψ2 = [−1, 1]. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî
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îòêëîíåíèå îïåðàòîðà Uh,k îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖f − Uh,kf‖p 6
2(−1)k−1

Ck
2k

∫
R+

‖δ2k
th f‖pψ2(t)dt 6

1

Ck
2k

ω2k(f, h)p.

Áóäåì îáîçíà÷àòü çà D îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, à çà D−lf ïðè

l ∈ N ïðîèçâîëüíóþ l-êðàòíóþ ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè f . Â âûðàæåíè-

ÿõ âèäà δlhD
−l óòî÷íåíèå íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò

âûáîðà ïåðâîîáðàçíîé. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé Ñòåêëîâà îïåðàòîðû

Uh,k çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Uh,k =
2

Ck
2k

k∑
j=1

(−1)j−1C
k−j
2k

(jh)2
δ2
jhD

−2.

Ïîýòîìó îïåðàòîð Vh,k = h2D2Uh,k ñóììàòîðíûé:

Vh,k =
2

Ck
2k

k∑
j=1

(−1)j−1C
k−j
2k

j2
δ2
jh =

=
2

Ck
2k

k∑
j=1

(−1)j−1C
k−j
2k

j2
(T jh + T−jh)−

(
4

Ck
2k

k∑
j=1

(−1)j−1C
k−j
2k

j2

)
I,

ãäå T a � îïåðàòîð ñäâèãà íà øàã a, òî åñòü T af = f(·+ a). Êðîìå òîãî,

â [38] ïîëó÷åíà îöåíêà

‖Vh,k‖p 6 νk,

ãäå

νr =
8

Cm
2m

b(r−1)/2c∑
l=0

Cr−2l−1
2r

(2l + 1)2
.

Â òîé æå ðàáîòå ïîëó÷åíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

8

π2

√
π

2

√
2k

2k + 1
6 1− νk

π2
6

8

π2

√
π

2

√
2k + 1

2k
.

Îòìåòèì, ÷òî νk íå çàâèñèò îò h, ÷òî è îòðàæåíî â îáîçíà÷åíèè.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó

δ2
jh =

j−1∑
s=1−j

(j − |s|)T shδ2
h,

îïåðàòîðû Uh,k è Vh,k äîïóñêàþò âûäåëåíèå ðàçíîñòíîãî ìíîæèòåëÿ δ2
h,

è èõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Uh,k =
2

Ck
2k

k∑
j=1

(−1)j−1C
k−j
2k

(jh)2

j−1∑
s=1−j

(j − |s|)T shδ2
hD
−2,

Vh,k = δ2
hWh,k, Wh,k =

k−1∑
s=1−k

Ak,sT
sh,

Ak,s =
2

Ck
2k

m∑
j=|s|+1

(−1)j−1C
k−j
2k

j2
(j − |s|).

Çàìå÷àíèå 4. Îòìåòèì îáîáùåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà Uh,k:

DsU r
h,k =

1

h2r
W r

h,kδ
2r
h D

s−2r.

Çàìå÷àíèå 5. Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak,s}s çíàêî-
÷åðåäóþùàÿñÿ, è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

k−1∑
s=1−k

|Ak,s| =
νk
4
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖Vh,k‖ 6 νk, ‖Wh,k‖ 6
νk
4
,

áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû â ïðåäñòàâëåíèè èñõîäíûõ îïåðà-

òîðîâ çíàêî÷åðåäóþòñÿ, â ïðîñòðàíñòâàõ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ îãðà-

íè÷åííûõ íà R ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé è L1(R) ýòè íåðàâåíñòâà

îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà.

87



Òåîðåìà 2. Ïóñòü σ > 0, r,m ∈ N, m > 2r − 1, p ∈ [1,∞],

Yσ,r,m,h =
r−1∑
k=1

Xσ,2k,mUk
h,r(I − Uh,r) + Xσ,2r,mU r

h,r.

Òîãäà äëÿ âñåõ f ∈ Lp(R)

‖f − Yσ,r,m,hf‖p 6

{
1

Cm
2m

r−1∑
k=0

K2k

(σh)2k
νkr +

K2r

(σh)2r

νrr
22r

}
ω2r(f, h)p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

I =
r−1∑
k=0

Uk
h,r(I − Uh,r) + U r

h,r.

Òîãäà

I − Yσ,r,m,h =
r−1∑
k=0

(I −Xσ,2k,m)Uk
h,r(I − Uh,r) + (I −Xσ,2r,m)U r

h,r.

Äàëåå ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è îöåíêè äëÿ îòêëîíåíèÿ îïå-

ðàòîðà òèïà Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà

‖(I − Yσ,r,m,h)f‖p 6
r−1∑
k=0

‖(I −Xσ,2k,m)Uk
h,r(I − Uh,r)f‖p+

+ ‖(I −Xσ,2r,m)U r
h,rf‖p.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå:

‖(I −Xσ,2r,m)U r
h,rf‖p 6

K2r

σ2r
‖(U r

h,rf)(2r)‖p =
K2r

σ2r

∥∥∥ 1

h2r
W r

h,mδ
2r
h D

2r−2rf
∥∥∥
p
6

6
K2r

(hσ)2r

νrm
4r
‖δ2r

h f‖p 6
K2r

(hσ)2r

νrm
4r
ω2r(f, h)p.

Îöåíêà âåðíà â ñèëó òåîðåìû 2.1, çàìå÷àíèé 3 è 5.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå:

‖(I −Xσ,2k,m)Uk
h,r(I − Uh,r)f‖p 6

K2k

σ2k
‖(Uk

h,r(I − Uh,r)f)(2k)‖p 6

6
K2k

σ2k

1

h2k
‖W k

h,mδ
2k
h D

2k−2k(I − Uh,r)f‖p 6

6
K2k

(σh)2k
νkm‖(I − Uh,r)f‖p 6

6
K2k

(σh)2k
νkm

1

Cm
2m

ω2r(f, h)p.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî ïî çàìå÷àíèþ 3. Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå

äâå îöåíêè, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

�

Òåì ñàìûì, ïîëó÷åíû ÿâíûå êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ òèïà Äæåê-

ñîíà äëÿ ñïëàéíîâîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ïðÿìîé.

Çàìå÷àíèå 6. Íåðàâåíñòâî äëÿ âòîðîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ìî-

æåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðèåìà Â.Â.Æóêà (ñì., íàïðèìåð, [15,

ãë. 4, �1]) è íåðàâåíñòâ:

‖f − S2
hf‖p 6

1

2
ω2(f, h)p,

‖S2
hf − Yσ,1,m,hS2

hf‖p 6
π2

8h2σ2
ω2(f, h)p.

Òîãäà

‖f − Yσ,1,m,hS2
hf‖p 6

(
1

2
+

π2

8h2σ2

)
ω2(f, h)p.

Ïðè øàãå ðàâíîì π
2σ íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

‖f − Yσ,1,m, π2σS
2
π
2σ
f‖p 6 1 · ω2

(
f,

π

2σ

)
p
.

Ïðè p = ∞ êîíñòàíòó 1 íåëüçÿ óìåíüøèòü äëÿ âñåõ σ îäíîâðåìåííî,

äàæå åñëè çàìåíèòü ëåâóþ ÷àñòü íà íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ïðîñòðàí-

ñòâîì Sσ,m.
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Äëÿ ïðèáëèæåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè îöåíêè ñâåð-

õó ïîëó÷åíû Æóêîì [14], îöåíêà ñíèçó � Øàëàåâûì [33] (ñì. òàêæå [15,

ñ. 321�322]; îöåíêè ñâåðõó äëÿ ïðèáëèæåíèé îïåðàòîðàìè îáùåãî âèäà

(â ÷àñòíîñòè, ñïëàéíàìè) � Âèíîãðàäîâûì è Æóêîì [7]. Â [4] ïîêàçà-

íà òî÷íîñòü íåðàâåíñòâà äëÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ïðî-

ñòðàíñòâàìè ñäâèãîâ è, â ÷àñòíîñòè, ñïëàéíàìè. Òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ

íà êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîÿò â ñëåäóþ-

ùåì.

1. Â ïåðâîé ãëàâå áûëè ïîëó÷åíû àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ

Ï.Ë.×åáûøåâà è Ñ.Í.Áåðíøòåéíà î ïîëèíîìàõ, íàèìåíåå óêëîíÿþùèõ-

ñÿ îò íóëÿ ñ âåñîì, äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ïîñòðî-

åíû öåëûå ôóíêöèè êîíå÷íîé ñòåïåíè, ñòðîãî íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ

îò íóëÿ â êëàññå Êàðòðàéò â ðàâíîìåðíîé è èíòåãðàëüíîé ìåòðèêàõ ñ

âåñîì.

2. Âî âòîðîé ãëàâå ïîñòðîåíû ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñî çíà÷åíèÿìè â

ïðîñòðàíñòâå íåïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ìèíèìàëüíîãî äåôåêòà, ñ ïîìî-

ùüþ êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè âåðõíèõ ãðàíåé

â íåðàâåíñòâå òèïà Àõèåçåðà�Êðåéíà�Ôàâàðà ëèíåéíûìè ìåòîäàìè ïðè-

áëèæåíèÿ, ðàíåå îñòàâàâøàÿñÿ íåèçâåñòíîé.

3. Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷åíû íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà äëÿ ïðèáëè-

æåíèé ñïëàéíàìè ñ ÿâíûìè êîíñòàíòàìè äëÿ ïåðâîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâ-

íîñòè ïðîèçâîäíîé è ñòàðøèõ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè ñàìîé ôóíêöèè,

íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè ðåøåíèè ðîäñòâåí-

íûõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèé.
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