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Ââåäåíèå

Ðàçëè÷íûå òåîðèè êîãîìîëîãèé èãðàþò âàæíóþ ðîëü â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êàòåãîðèè ìîòèâîâ, êîòîðûå ïîìîãàþò âû÷èñëÿòü è

äîêàçûâàòü ñâîéñòâà èçâåñòíûõ òåîðèé êîãîìîëîãèé, à òàêæå êîíñòðóèðîâàòü íîâûå.

Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî ïîñòðîåíèþ òðèàíãóëèðî-

âàííîé êàòåãîðèè DWM(k), íàçûâàåìîé êàòåãîðèåé Witt-ìîòèâîâ, è äîêàçàòåëüñòâó åå

îñíîâíûõ ñâîéñòâ. Òåîðèè êîãîìîëîãèé, ñòðîÿùèåñÿ ïî íåé, áóäóò íàäåëåíû äåéñòâèåì

êîëüöà Âèòòà îñíîâíîãî ïîëÿ. Ðîëü è ìåñòî ýòîé êàòåãîðèè âèäíû èç ñëåäóþùåé ãèïîòå-

òè÷åñêîé êàðòèíêè. Còàáèëüíàÿ ìîòèâíàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ Âîåâîäñêîãî SH(k)

ñíàáæåíà åñòåñòâåííîé èíâîëþöèåé. Ïîýòîìó ðàöèîíàëüíî îíà ðàçáèâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóì-

ìó äâóõ êàòåãîðèé SH(k)+ è SH(k)−. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìîðåëÿ êàòåãîðèÿ SH(k)+ ýêâè-

âàëåíòíà ðàöèîíàëüíîé êàòåãîðèè ìîòèâîâ Âîåâîäñêîãî DM(k)Q. Îæèäàåòñÿ, ÷òî êàòå-

ãîðèÿ SH(k)− ýêâèâàëåíòíà ðàöèîíàëüíîé êàòåãîðèè Witt-ìîòèâîâ DWM(k)Q.

Ýòî îäíà èç ïðè÷èí, ïî÷åìó È.À. Ïàíèíûì áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîñòðîèòü êàòå-

ãîðèþWitt-ìîòèâîâ ïî îáðàçöó êîíñòðóêöèè Âîåâîäñêîãî äëÿ êàòåãîðèè ìîòèâîâ DM(k).

Ïîñòðîèòü è äîêàçàòü åå îñíîâíûå ñâîéñòâà. Äðóãàÿ ïðè÷èíà â òîì, ÷òî äîëæåí áûòü åñòå-

ñòâåííûé ôóíêòîð

RW : SH(k)→ DWM(k),

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì àíàëîãîì ôóíêòîðà âåùåñòâåííîé ðåàëèçàöèè. (Ôóíê-

òîð SH(k) → DM(k) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåáðàè÷åñêèé àíàëîã ôóíêòîðà êîì-

ïëåêñíîé ðåàëèçàöèè). Íàêîíåö, òðåòüÿ ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ïîñòðîåíèå Witt-ìîòèâîâ è

ðåøåíèå ñâÿçàííûõ ñ ýòèì çàäà÷ � ýòî îòëè÷íûé ïîëèãîí äëÿ èçó÷åíèÿ îñíàùåííûõ ñî-

îòâåòñòâèé Âîåâîäñêîãî (çäåñü ìíîãîå óïðîùàåòñÿ, íî íå âñå, è âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü

íàõîæäåíèÿ ïðàâèëüíûõ ôîðìóëèðîâîê è ìåòîäîâ ðàáîòû ñ îñíàùåííûìè ñîîòâåòñòâèÿ-

ìè).

Â èþíå 2014 ãîäà âûÿñíèëîñü, ÷òî â ïîñòðîåíèè êàòåãîðèè Witt-ìîòèâîâ çàèíòåðå-

ñîâàí Ì. Ëåâèí (îäèí èç ãëàâíûõ ýêñïåðòîâ ïî A1-ãîìîòîïèÿì è èõ ïðèëîæåíèÿì). Êðî-

ìå òîãî, ðîäñòâåííîé òåìîé çàíÿëèñü Ï. Îñòâàåð (Íîðâåãèÿ), Æ. Ôàçåëü (Øâåéöàðèÿ),

Ì. Øëèõòèíã (Àíãëèÿ). Íàêîíåö, âûÿñíèëîñü, ÷òî èìååòñÿ òåñíàÿ ãèïîòåòè÷åñêàÿ ñâÿçü

Witt-ìîòèâîâ ñ ëèíåéíûìè îñíàùåííûìè ìîòèâàìè èç ðàáîòû Ã. Ãàðêóøè è È. Ïàíèíà.

Çàáåãàÿ âïåðåä, óêàæåì íà íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðåäïîëàãàåìîé êàòåãîðèè Witt-ìî-
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òèâîâDWM(k). Ýòî ïîëåçíî ñäåëàòü, ÷òîáû ïîÿñíèòü, ïî÷åìó âàæíû òåîðåìû, äîêàçûâà-

åìûå â äèññåðòàöèè. Ïðåæäå âñåãî, â äèññåðòàöèè ââîäèòñÿ êàòåãîðèÿWor(k). Åå îáúåêòû

� ýòî ãëàäêèå (àôôèííûå) ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k, à ìîðôèçìûWor(X, Y ) � ýòî ãðóïïà

Âèòòà íåêîòîðîé êàòåãîðèè ñ äâîéñòâåííîñòüþ, ñòðîÿùåéñÿ ïî X è Y . Êàòåãîðèÿ Wor(k)

ñíàáæåíà ôóíêòîðîì Sm(k)
i−→ Wor(k), êîòîðûé òîæäåñòâåíåí íà îáúåêòàõ. Ïðåäïó÷êè

àáåëåâûõ ãðóïï íà êàòåãîðèè Wor(k) íàçûâàþòñÿ ïðåäïó÷êàìè ñ Witt-òðàíñôåðàìè. Ïó-

÷îê Íèñíåâè÷à ñ Witt-òðàíñôåðàìè � ýòî òàêîé ïðåäïó÷îê F ñ Witt-òðàíñôåðàìè, ÷òî

îãðàíè÷åíèå F íà êàòåãîðèþ Sm(k) ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì Íèñíåâè÷à.

Êàê ëåãêî âûâåñòè èç òåîðåìû À, ñôîðìóëèðîâàííîé íèæå âî ââåäåíèè, êàòåãî-

ðèÿ SNwittTr(k) ïó÷êîâ Íèñíåâè÷à ñ Witt-òðàíñôåðàìè ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé. Ýòà êàòåãî-

ðèÿ ëåæèò â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ êàòåãîðèè Witt-ìîòèâîâ DWM(k), êîòîðîå ìû ñåé÷àñ

äàäèì. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ DSNwittTr(k) àáåëåâîé êàòåãî-

ðèè SNwittTr(k), à çàòåì â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè DSNwittTr(k) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîë-

íàÿ ïîäêàòåãîðèÿ DWM(k), ñîñòîÿùàÿ èç òàêèõ êîìïëåêñîâ A•, âñå ïó÷êîâûå êîãîìî-

ëîãèè êîòîðûõ hi(A•) ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûìè ïó÷êàìè Íèñíåâè÷à (ñ

Witt-òðàíñôåðàìè). Êàòåãîðèÿ DWM(k) è íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé Witt-ìîòèâîâ ïîëÿ

k. Îáúåêòû êàòåãîðèè DWM(k) íàçûâàþòñÿ ìîòèâíûìè êîìïëåêñàìè.

Ãëàäêîìó k-ìíîãîîáðàçèþ Y ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî Witt-ìîòèâ MW (Y ), êîâàðè-

àíòíî çàâèñÿùèé îò Y . Îäíî èç êëþ÷åâûõ ãèïîòåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ Witt-ìîòèâà MW (Y )

ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáîãî ìîòèâíîãî êîìïëåêñà A• äîëæíû èìåòü ìåñòî åñòåñòâåííûå èçî-

ìîðôèçìû

Hp
Nis(Y,A

•) = HomDWM(k)(M(Y ), A•[p]).

Â ÷àñòíîñòè, ýòî ñâîéñòâî ãèïîòåòè÷åñêè äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ãîìî-

òîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïó÷êà Íèñíåâè÷à F ñ Witt-òðàíñôåðàìè, ðàññìîòðåííîãî êàê

÷èñòûé êîìïëåêñ ñ ïó÷êîì F â ïîçèöèè íîìåð íîëü. Ò.å. äîëæíû áûòü ñïðàâåäëèâû ðà-

âåíñòâà

Hp
Nis(Y,F) = HomDWM(k)(M(Y ),F [p]).

Ìîòèâ MW (Y ) ãèïîòåòè÷åñêè äîëæåí áûòü ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòåí, ò.å. MW (Y ) =

MW (Y × A1). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî p ôóíêòîð êîãîìîëîãèé

Y 7→ Hp
Nis(Y,F) ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòåí äëÿ òàêèõ ïó÷êîâ F . Ò.å. äëÿ òàêèõ ïó÷êîâ
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F åñòåñòâåííî îæèäàòü ðàâåíñòâî

Hp
Nis(Y,F) = Hp

Nis(Y × A1,F).

Îêàçûâàåòñÿ âåðíî è îáðàòíîå: åñëè äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî

ïðåäïó÷êà G ñ Witt-òðàíñôåðàìè àññîöèèðîâàííûé ïó÷îê Íèñíåâè÷à G∼ ñàì ñíàáæ¼í

Witt-òðàíñôåðàìè è, ÷òî ïðåäïó÷êè êîãîìîëîãèé Y 7→ Hp
Nis(Y,G

∼) ãîìîòîïè÷åñêè èí-

âàðèàíòíû, òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óêàçàííàÿ âûøå êàòåãîðèÿ DWM(k) è åå îáúåê-

òû MW (Y ) îáëàäàþò âñåìè îæèäàåìûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, Witt-ìîòèâ

MW (Y ) äåéñòâèòåëüíî ëåæèò â êàòåãîðèè DWM(k), ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíò-

íûì è óäîâëåòâîðÿåò ýòàëüíîìó âûðåçàíèþ.

ÖÅËÜ ÍÀÑÒÎßÙÅÉ ÐÀÁÎÒÛ � ïðîéòè "ïîëîâèíó ðàññòîÿíèÿ" íà ïóòè ê äî-

êàçàòåëüñòâó òåîðåìû î òîì, ÷òî äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà G ñ

Witt-òðàíñôåðàìè àññîöèèðîâàííûé ïó÷îê Íèñíåâè÷à G∼ ñàì ñíàáæ¼í Witt-òðàíñôåðà-

ìè è, ÷òî ïðåäïó÷êè êîãîìîëîãèé Y 7→ Hp
Nis(Y,G

∼) ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíû.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Òåîðåìà À. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäïó÷êà F ñ Witt-òðàíñôåðàìè ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ïðåäïó÷êà ñ Witt-òðàíñôåðàìè íà àññîöèèðîâàííîì ïó÷êå â òîïî-

ëîãèè Íèñíåâè÷à FNis, òàêàÿ, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì ε : F → FNis ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôèçìîì ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàìè.

Ýòà òåîðåìà ãîâîðèò, ÷òî êàòåãîðèÿ ïó÷êîâ Íèñíåâè÷à ñ òðàíñôåðàìè àáåëåâà. Ñî-

ãëàñíî íóìåðàöèè äèññåðòàöèè � ýòî òåîðåìà 8.

Òåîðåìà Á. Äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà F ñ Witt-òðàíñôåðàìè,

àññîöèèðîâàííûé ïó÷îê â òîïîëîãèè Íèñíåâè÷à FNis ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòåí.

Ýòà òåîðåìà ãîâîðèò, â ÷àñòíîñòè, ÷òîWitt-ìîòèâMW (Y ) ëþáîãî ãëàäêîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ Y äåéñòâèòåëüíî ëåæèò â êàòåãîðèè DWM(k), ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìîòèâíûì êîìïëåêñîì.

Ñîãëàñíî íóìåðàöèè äèññåðòàöèè � ýòî òåîðåìà 6.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Á îñíîâàíî, â ñâîþ î÷åðåäü, íà ñåðèè èç íåñêîëüêèõ òåîðåì,
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êàæäàÿ èç êîòîðûõ èíòåðåñíà è âàæíà ñàìà ïî ñåáå.

Òåîðåìà Â. Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôå-

ðàìè, òîãäà äëÿ ïàðû âëîæåííûõ îòêðûòûõ ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâ U ⊂ V àô-

ôèííîé ïðÿìîé A1
K íàä ïîëåì K, ÿâëÿþùèìñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ íàä k, ãîìîìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ

F (V )→ F (U)

èíúåêòèâåí.

Ñîãëàñíî íóìåðàöèè äèññåðòàöèè � ýòî òåîðåìà 2. Ýòà òåîðåìà äà¼ò âîçìîæíîñòü, â ÷àñò-

íîñòè, óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà Ã. (âûðåçàíèå íà àôôèííîé ïðÿìîé). Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâà-

ðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè, òîãäà äëÿ äâóõ âëîæåííûõ îêðåñòíîñòåé ïî

Çàðèññêîìó U ⊂ V òî÷êè z â A1
K íàä ïîëåì K, ÿâëÿþùèìñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ íåêîòîðîãî

ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàä k, îãðàíè÷åíèå

i∗ :
F (V − z)

F (V )
→ F (U − z)

F (U)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (i îáîçíà÷àåò âëîæåíèå U â V ).

Ñîãëàñíî íóìåðàöèè äèññåðòàöèè � ýòî òåîðåìà 3. Ñëåäñòâèåì òåîðåì Â è Ã ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê F ñWitt-òðàíñôåðàìè ïðè îãðàíè÷åíèè

íà àôôèííóþ ïðÿìóþ ñòàíîâèòñÿ ïó÷êîì Çàðèññêîãî íà íåé.

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá èíúåêòèâíîñèòè íà ëîêàëüíûõ ñõåìàõ äîêàçàííîé â [10] äëÿ ãî-

ìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà F ñWitt-òðàíñôåðàìè è òî÷êè x (íå îáÿçàòåëüíî

çàìêíóòîé) ãëàäêîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ãîìîìîðôèçì F (OX,x) → F (k(X))

èíúåêòèâåí. Ýòî ïîçâîëÿåò â óäîáíîé ôîðìå ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà Ä. (ýòàëüíîå âûðåçàíèå â ðàçìåðíîñòè 1). Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èí-

âàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè è π : X ′ → X � ýòàëüíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ



Ââåäåíèå 7Ââåäåíèå

êðèâûõ íàä ïîëåì K, ÿâëÿþùèìñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü z ∈ X � çàìêíóòàÿ òî÷êà, òàêàÿ, ÷òî π−1(z) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, ñêàæåì

z′, è èíäóöèðîâàííûé íà ïîëÿõ âû÷åòîâ ýòèõ òî÷åê ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-

ìîì. Òîãäà π èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

π∗ :
F (U − z)

F (U)

∼→ F (U ′ − z′)
F (U ′)

,

ãäå U = Spec(OX,z), U ′ = Spec(OX′,z′)

Ñîãëàñíî íóìåðàöèè äèññåðòàöèè � ýòî òåîðåìà 5. Ñëåäñòâèåì òåîðåì Â, Ã è Ä

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà F ñ Witt-òðàíñôåðàìè

àññîöèèðîâàííûé ïó÷îê Íèñíåâè÷à F∼
Nis îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åãî çíà÷åíèå

íà ëþáîì îòêðûòîì ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâå U àôôèííîé ïðÿìîé ðàâíî çíà÷åíèþ

íà U èñõîäíîãî ïðåäïó÷êà, ò.å. F (U) = F∼
Nis(U). Ýòî ñâîéñòâî âìåñòå ñ óïîìÿíóòîé âûøå

òåîðåìîé îá èíúåêòèâíîñèòè íà ëîêàëüíûõ ñõåìàõ è ïðèâîäèò áûñòðî ê äîêàçàòåëüñòâó

òåîðåìû Á.

Èìååòñÿ åùå ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â áóäóùåì

òåîðåìû î ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè êîãîìîëîãèé ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî

ïó÷êà ñ Witt-òðàíñôåðàìè. Ýòî òåîðåìû Å è Æ. Òåîðåìà Å � ýòî ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé

âûðåçàíèÿ ïî Çàðèññêîìó íà àôôèííîé ïðÿìîé íàä ëîêàëüíîé áàçîé. Ñîãëàñíî íóìåðàöèè

äèññåðòàöèè � ýòî òåîðåìà 7. Òåîðåìà Æ � ýòî ýòàëüíîå âûðåçàíèå â ðàçìåðíîñòè n äëÿ

ëþáîãî n. Ñîãëàñíî íóìåðàöèè äèññåðòàöèè � ýòî òåîðåìà 9.

Òåïåðü óìåñòíî ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ î êàòåãîðèè Wor(k), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé

áûëî îïðåäåëåíî, ÷òî òàêîå ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè è, ÷òî òàêîå ïó÷îê Íèñíå-

âè÷à ñ Witt-òðàíñôåðàìè. Íàïîìíèì, ÷òî ó Âîåâîäñêîãî îáúåêòû êàòåãîðèè Cor � ýòî

ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, à ìîðôèçìû Cor(X, Y ) � ýòî ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæ-

äåííàÿ çàìêíóòûìè íåïðèâîäèìûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè Z ⊂ X × Y , êîòîðûå êîíå÷íû è

ñþðúåêòèâíû íàä êàêîé-ëèáî íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòîé X. Îáúåêòû íàøåé êàòåãîðèè

Wor(k) � ýòî ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ íàä k. Ãðóïïà ìîðôèçìîâ Wor(X, Y ) îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì (äåòàëè äàíû â ïóíêòå 1.2 òåêñòà äèññåðòàöèè). Ðàññìàòðèâàåòñÿ êà-

òåãîðèÿ P (X, Y ) êîíå÷íîïîðîæäåííûõ k[X × Y ]-ìîäóëåé, êîòîðûå êîíå÷íîïîðîæäåíû è

ïðîåêòèâíû êàê k[X]-ìîäóëè. Íà ýòîé êàòåãîðèè èìååòñÿ èíâîëþöèÿ ∗. À èìåííî, åñëè

P ∈ P (X, Y ), òî ïî îïðåäåëåíèþ P ∗ = Homk[X](P, k[X]). Äåéñòâèå k[Y ] íà P ∗ èíäóöèðîâà-
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íî äåéñòâèåì k[Y ] íà P .Êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â êàòåãîðèè P (X, Y ) ñ èíâîëþöèåé ∗

� ýòî ïàðà (P, φ : P ∼= P ∗), â êîòîðîé φ � ñèììåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì k[X×Y ]-ìîäóëåé.

Ãðóïïà Wor(X, Y ) � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïïà Âèòòà êëàññîâ èçîìîðôèçìà êâàäðà-

òè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ â êàòåãîðèè P (X, Y ) ñ èíâîëþöèåé ∗.

Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ (P, φ) ∈ Wor(X, Y ) è (Q,ψ) ∈ Wor(Y, Z) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(P⊗k[Y ]Q, φ⊗ψ) ∈ Wor(X,Z). Òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì X â ñåáÿ � ýòî ïàðà (k[X], idk[X]),

ãäå k[X] ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê k[X ×X] åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Óïîìÿíóòûé âûøå ôóíê-

òîð i : SmAff/k → Wor(k) îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòî (ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàôèêà; ñì. Çàìå-

÷àíèå 3).

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ â ðóêàõ åñòü âñå èñõîäíûå îïðåäåëåíèÿ è ìîæíî íà÷èíàòü

äîêàçûâàòü ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå òåîðåìû À�Ä, Å è Æ. Ýòî è äåëàåòñÿ â îñíîâíîì

òåêñòå äèññåðòàöèè.

Îïèøåì ñîäåðæàíèå ãëàâ äèññåðòàöèè. Ãëàâà 1 ñîäåðæèò îïèñàíèå èñïîëüçóåìûõ

â äàëüíåéøåì ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ áàçîâûìè äëÿ äàëüíåéøåãî òåêñòà

äèññåðòàöèè. Ïàðàãðàô 1.1 ñîäåðæèò îáçîð èñïîëüçóåìûõ îïðåäåëåíèé è óòâåðæäåíèé î

ãðóïïàõ Âèòòà è òîïîëîãèè Íèñíåâè÷à. Â ïàðàãðàôå 1.2 äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå èñïîëüçóå-

ìûõWitt-ñîîòâåòñòâèé, äîêàçûâàþòñÿ èõ áàçîâûå îñíîâíûå ñâîéñòâà è ââîäèòñÿ îñíîâíîé

îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � ïðåäïó÷êè ñ Witt-òðàíñôåðàìè.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ñâîéñòâàì ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàìè ïî îòíîøåíèþ ê òî-

ïîëîãèè Çàðèññêîãî. Â ïàðàãðàôå 2.1 äîêàçàíà òåîðåìà Â, â ïàðàãðàôå 2.2 � òåîðåìà Ã,

è â ïàðàãðàôå 2.3 � òåîðåìà î ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè àññîöèèðîâàííîãî ïó÷êà

â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî.

Ãëàâà 3 ñîäåðæèò òåîðåìû ñâÿçàííûå ñ òîïîëîãèåé Íèñíåâè÷à, à èìåííî: â ïàðàãðà-

ôå 3.1 äîêàçàíà òåîðåìà Ä, è â ïàðàãðàôå 3.2 � òåîðåìà Á.

Íàêîíåö, ãëàâà 4 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì E, À è Æ, â ïàðàãðàôàõ 4.1, 4.2

è 4.3 ñîîòâåòñòâåííî, à â ïàðàãðàôå 4.4 ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïëàíà ïîñòðîåíèÿ êàòåãîðèè

Witt-ìîòèâîâ, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïîñòðîåíà êàòåãîðèÿ DM−(k).
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Ãëàâà 1. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ

1.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Èññëåäóåìûå òðàíñôåðû îïðåäåëÿþòñÿ êàê ãðóïïû Âèòòà íåêîòîðûõ êàòåãîðèé ñ

äâîéñòâåííîñòüþ. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè ñ äâîéñòâåííîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 1 Äâîéñòâåííîñòü íà òî÷íîé êàòåãîðèè C � ýòî êîíòðàâàðèàíòíûé

òî÷íûé ýíäîôóíêòîð D : C → C âìåñòå ñ åñòåñòâåííûì èçîìîðôèçìîì $ : IdC → D2.

Îïðåäåëåíèå 2 (Êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî) Ñèììåòðè÷åñêîå êâàäðàòè÷íîå ïðî-

ñòðàíñòâî â òî÷íîé êàòåãîðèè ñ äâîéñòâåííîñòüþ C � ýòî ïàðà (P, qP ), ñîñòîÿùàÿ èç

îáúåêòà P êàòåãîðèè C è èçîìîðôèçìà qP : P → D(P ), òàêîãî, ÷òî êîììóòàòèâíà

äèàãðàììà

D2(P )
D($) // D(P )

A

$

OO

$ // D(P )

(ýòî óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè).

Îïðåäåëåíèå 3 Ñèììåòðè÷åñêîå êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî (P, qP ) íàçûâàåòñÿ ìå-

òàáîëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäîáúåêò ïîäïðîñòðàíñòâî L â P , òàêîé, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü

L
i
↪→ P

D(i)◦qP→ D(L)

ÿâëÿåòñÿ êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 4 Ãðóïïà Âèòòà W (C, D) êàòåãîðèè ñ äâîéñòâåííîñòüþ � ýòî ôàê-

òîðãðóïïà GW (C,D)
N(C,D)

ãðóïïû Ãðîòåíäèêà ãðóïïîèäà ñèììåòðè÷åñêèõ êâàäðàòè÷íûõ ïðî-

ñòðàíñòâ ïî ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ìåòàáîëè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ëåììà 1.1.1 Ïóñòü (P, qP ) � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî è L � åãî ïîäëàãðàíæåâî

ïîäïðîñòðàíñòâî, òîãäà êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî (Q, qQ), îïðåäåëÿåìîå êàê êîãîìî-

ëîãèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè L i−→ P
D(i)◦qP−−−−→ D(L), çàäà¼ò òîò æå ýëåìåíò â ãðóïïå Âèò-

òà, ÷òî è (P, qP ).

Ïðèâåä¼ì òàêæå îïðåäåëåíèå òîïîëîãèè Íèñíåâè÷à è íåêîòîðûå èñïîëüçóåìûå ñâîé-

ñòâà.
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Îïðåäåëåíèå 5 Òîïîëîãèÿ Íèñíåâè÷à íà êàòåãîðèè ãëàäêèõ ñõåì Sm � ýòî òîïîëîãèÿ

Ãðîòåíäèêà, â êîòîðîé ïîêðûòèÿìè ÿâëÿþòñÿ ýòàëüíûå ìîðôèçìû t : U → X, òàêèå,

÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò òî÷êà u ∈ U, äëÿ êîòîðîé t çàäà¼ò èçîìîðôèçì

u→ x.

Îïðåäåëåíèå 6 (Ëîêàëüíàÿ ãåíçåëåâà ñõåìà) Ëîêàëüíàÿ ñõåìà U íàçûâàåòñÿ ãåí-

çåëåâîé â òî÷êå x, åñëè äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà u : U ′ → U , ýòàëüíîãî â òî÷êå x′, òàêîãî,

÷òî u(x′) = x è u∗ : k(x)→ k(x′) � èçîìîðôèçì, ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s : U → U ′ òàêîå,

÷òî s(x) = x′.

Äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå Ãðîòåíäèêîì.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü Y � ëîêàëüíàÿ ãåíçåëåâà ñõåìà, è ïóñòü X � êîíå÷íàÿ ñõåìà íàä

Y , òîãäà X =
n∐
i−1

Xi ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ëîêàëüíûõ ãåíçåëåâûõ ñõåì

Xi.

1.2 Ïðåäïó÷êè ñ Witt-òðàíñôåðàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàìè ÷åðåç îïðåäå-

ëåíèå êàòåãîðèèWor, à òàêæå ñîïóòñòâóþùèõ ïîíÿòèé. Ïðèâåäåíî äåòàëüíîå îáñóæäåíèå

èñïîëüçóåìûõ â äàëüíåéøåì áàçîâûõ ñâîéñòâ. Ïóñòü Smk � êàòåãîðèÿ àôôèííûõ ãëàä-

êèõ ìíîãîîáðàçèé íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì k.

Îïðåäåëåíèå 7 (Proj(p)) Äëÿ ìîðôèçìà àôôèííûõ ñõåì p : S → U îïðåäåëèì êàòå-

ãîðèþ Proj(p) êàê ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â êàòåãîðèè k[S]-ìîäóëåé, ñîñòîÿùóþ èç ìî-

äóëåé, ÿâëÿþùèõñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûìè ïðîåêòèâíûìè íàä k[U ], è ñíàáäèì Proj(p)

ôóíêòîðîì äâîéñòâåííîñòè Dp : Proj(p)→ Proj(p)

Dp(M) = Homk[U ](M,k[U ]).

Çäåñü Dp(M) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê k[S]-ìîäóëü ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: äëÿ ρ ∈ Dp(M)

è f ∈ k[S] ïîëîæèì (f · ρ)(m) = ρ(f ·m).

Çàìå÷àíèå 1 Äëÿ äâóõ ìîðôèçìîâ S ′
f→ S

p→ U îïðåäåë¼í ñîãëàñîâàííûé ñ äâîéñòâåí-

íîñòüþ ôóíêòîð îãðàíè÷åíèÿ ñêàëÿðîâ (èëè ïðÿìîãî îáðàçà) f∗ : Proj(p ◦ f)→ Proj(p).
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Äëÿ äâóõ ìîðôèçìîâ p : S → U , u : U ′ → U îïðåäåë¼í ñîãëàñîâàííûé ñ äâîé-

ñòâåííîñòüþ ôóíêòîð çàìåíû áàçû (èëè îáðàòíîãî îáðàçà) u∗ : Proj(p) → Proj(p′), ãäå

p′ : S ×U U ′ → U ′ � êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì.

Ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèÿ àääèòèâíîé êàòåãîðèè Work è ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôå-

ðàìè.

Îïðåäåëåíèå 8 (Work)

• ObWork = ObSmk (àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k);

• Work(X, Y ) = W (Proj(pr), Dpr), ãäå pr � ïðîåêöèÿ Y ×X íà X, à W (Proj(pr), Dpr)

� ãðóïïà Âèòòà òî÷íîé êàòåãîðèè ñ äâîéñòâåííîñòüþ (Îïðåäåëåíèÿ 4 è 7.) Òè-

ïè÷íûé ïðèìåð ìîðôèçìà èç X â Y � ýòî êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî (k[Y ]Pk[X], φ),

ãäå k[Y ]Pk[X] � k[Y ×X]-ìîäóëü, êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé êàê k[X]-ìîäóëü, è ãäå

φ : k[Y ]Pk[X] → Homk[X](P, k[X])

� ñèììåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì k[Y ×X]-ìîäóëåé;

• êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ Φ ∈ Work(X, Y ) è Ψ ∈ Work(Y, Z) îïðåäåëÿåòñÿ êàê òåí-

çîðíîå ïðîèçâåäåíèå íàä k[Y ] ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ;

• òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ, ò.å. ìîäóëåì k[X]k[X]k[X] è

êàíîíè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì k[X] ' Homk[X](k[X], k[X]).

Â ñëåäóþùåì çàìå÷àíèè ïîäðîáíî îïèñàíî êàê óñòðîåíà êîìïîçèöèÿ â Work.

Çàìå÷àíèå 2 (î êîìïîçèöèè) Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîçèöèè íóæíî ðàññìîòðåòü òåí-

çîðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê ôóíêòîð òî÷íûõ êàòåãîðèé ñ äâîéñòâåííîñòüþ, ìåæäó ïðîèç-

âåäåíèåì êàòåãîðèé Proj(prZ,Y ) × Proj(prY,X) è êàòåãîðèåé Proj(prZ,X), ãäå ïðîèçâåäå-

íèå êàòåãîðèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êàòåãîðèÿ ñ äâîéñòâåííîñòüþ ñ ïîìîùüþ êîìïîçè-

öèè äâóõ êîììóòèðóþùèõ ôóíêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ äâîéñòâåííîñòè íà ñîìíîæèòå-

ëÿõ. Ò.å. ðàññìîòðèì ïàðó (⊗Z,Y,X , εZ,Y,X) èç ôóíêòîðà ⊗Y : Proj(prZ,Y )×Proj(prY,X)→

Proj(prZ,X) è åñòåñòâåííîãî èçîìîðôèçìà êîíòðàâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó ýòè-

ìè êàòåãîðèÿìè ⊗Y (DZ,Y ×DY,X) ' DZ,X(⊗Y ), ÿâëÿþùåãîñÿ êîìïîçèöèåé åñòåñòâåííûõ

èçîìîðôèçìîâ
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DY (k[Z]Qk[Y ])⊗k[Y ]DX(k[Y ]Pk[X])
def
= Homk[Y ](k[Z]Qk[Y ], k[Y ])⊗k[Y ]Homk[X](k[Y ]Pk[X], k[X]) '

' Homk[Y ](k[Z]Qk[Y ], Homk[X](k[Y ]Pk[X], k[X])) '

' Homk[X](k[Z]Qk[Y ] ⊗k[Y ] k[Y ]Pk[X], k[X])
def
= DX(k[Z]Qk[Y ] ⊗ k[Y ]Pk[X])

Òîãäà ïàðû (k[Z]Qk[Y ], k[Y ]Pk[X]), ñîäåðæàùèå ìåòàáîëè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïåðåõîäÿò

â ñèëó òî÷íîñòè ôóíêòîðà è ñîõðàíåíèÿ äâîéñòâåííîñòè â ìåòàáîëè÷åñêèå. Ïîýòîìó

îïðåäåë¼í ãîìîìîðôèçì ◦ : W (Proj(prZ,Y ))×W (Proj(prY,X))→ W (Proj(prZ,X)).

Àññîöèàòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ÷åòûð¼õ ñõåì Z, Y , X è W îïðåäå-

ë¼ííûå äâóìÿ ñïîñîáàìè ôóíêòîðû ìåæäó ïðîèçâåäåíèåì åñòåñòâåííî èçîìîðôíû

Proj(prZ,Y )× Proj(prY,X)× Proj(prX,W )→ Proj(prZ,W ),

à èìåííî, ôóíêòîðû, ïîëó÷åííûå êîìïîçèöèÿìè

⊗Z,X,W ◦ (⊗Z,Y,X × Proj(prX,W )) and ⊗Z,Y,W ◦(Proj(prZ,Y,W )×⊗Y,X,W ).

Ò.å., ïîñêîëüêó ñàìè ôóíêòîðû òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâÿçàíû åñòåñòâåííûì èçîìîð-

ôèçìîì, íóæíî ïðîâåðèòü ñîâïàäåíèå åñòåñòâåííûõ èçîìîðôèçìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ

ñîãëàñîâàííîñòü äâîéñòâåííîñòåé

ε(Z,Y,X),W = εZ,(Y,X,W ) : ⊗Z,Y,X,W ◦(DY ×DX ×DW )→ DW ◦ ⊗Z,Y,X,W ,

ãäå

ε(Z,Y,X),W = (εZ,Y,X ×DW ) · εZ,X,W

è

εZ,(Y,X,W ) = (DX × εY,X,W ) · εZ,Y,W

(ò.å., íà ñàìîì äåëå, ñîâïàäåíèå êîìïîçèöèé µ ◦ ε(Z,Y,X),W = εZ,(Y,X,W ) ◦ µ).

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñîâïàäåíèå äåéñòâèÿ íà ðàçëîæèìûõ òåíçîðàõ.

Îïèñàííûé âûøå èçîìîðôèçì

ε
k[Z]Qk[Y ],k[Y ]Pk[X]

= εZ,Y,X(k[Z]Qk[Y ]×k[Y ]Pk[X]) : Hom(k[Z]Qk[Y ], k[Y ])⊗k[Y ]Hom(k[Y ]Pk[X], k[X])→
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→ Hom(k[Z]Qk[Y ] ⊗ k[Y ]Pk[X], kX)

ïåðåâîäèò ðàçëîæèìûé òåíçîð u⊗ t â ãîìîìîðôèçì

ε
k[Z]Qk[Y ],k[Y ]Pk[X]

(u⊗ t) : q ⊗ p 7→ t(u(q) · p).

Ïîýòîìó äëÿ òð¼õ ýëåìåíòîâ r ∈ k[Z]Rk[Y ], q ∈ k[Y ]Qk[X], p ∈ k[X]Pk[W ] è ëèíåéíûõ ãîìî-

ìîðôèçìîâ

v ∈ Homk[Y ](k[Z]Rk[Y ], k[Y ]), u ∈ Homk[X](k[Y ]Qk[X], k[X]), t ∈ Homk[W ](k[X]Pk[W ], k[W ])

èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

εR⊗Q,P (εR,Q(v ⊗ u)⊗ t)((r ⊗ q)⊗ p) = t(εR,Q(v ⊗ u)(r ⊗ q) · p) =

= t(u(v(r) · q) · p) =

= εQ⊗P (u⊗ t)(v(r) · (q ⊗ p)) = εR,Q⊗P (v ⊗ εQ⊗P (u⊗ t))(r ⊗ (q ⊗ p)).

Àññîöèàòèâíîñòü êîìïîçèöèè ïðîâåðåíà.

Çàìå÷àíèå 3 Îïðåäåë¼í ôóíêòîð i : Smk → Work, ïåðåâîäÿùèé ðåãóëÿðíîå îòîáðàæå-

íèå f : X → Y â ìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé ìîäóëåì k[X]k[X]k[Y ] è êàíîíè÷åñêèì èçîìîð-

ôèçìîì k[X]k[Y ] ' Homk[X](k[X]k[Y ], (k[X]). Ïðè ýòîì êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ â Work

ñïðàâà èëè ñëåâà ñ îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ f ïðè ýòîì âëîæåíèè çàäà¼òñÿ êâàäðàòè÷-

íûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîëó÷àþùèìñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî èëè îáðàòíîãî îáðàçà âäîëü f

ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

f ◦ w = redf×W (w),w ∈ Work(W,X),

w ◦ f = indf (w),w ∈ Work(Y, Z).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè w = [(P, qP )] ∈ Wor(W,X), òî êîìïîçèöèÿ

f ◦ w = [(k[Y ]k[X]k[X] ⊗k[X] k[X]Pk[W ], εk[X],P (1⊗ qP )] = [(k[Y ]Pk[W ], qP )],

ãäå k[Y ]Pk[W ] îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå ñêàëÿðîâ k[X]Pk[W ] ñ ïîìîùüþ f , ïîñêîëüêó εk[X],P
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îòîæäåñòâëÿåò Homk[W ](k[X]Pk[W ], k[W ]) êàê áèìîäóëü íàä k[X] è k[W ] ñ

Homk[W ](k[Y ]Pk[W ], k[W ]).

Åñëè w = [(P, qP )] ∈ Wor(Y, Z), òî êîìïîçèöèÿ

w ◦ f = [(k[Z]Pk[Y ] ⊗k[Y ] k[Y ]k[X]k[X], εP,k[X](qP ⊗ 1)] = [(k[Z]Pk[Y ] ⊗k[Y ] k[X], qP ⊗k[Y ] k[X])],

ïîñêîëüêó εP,k[X] îòîæäåñòâëÿåò

Hom(k[Z]Pk[Y ], k[Y ])⊗k[Y ] k[X] c Hom(k[Z]Pk[Y ]⊗k[Y ], k[Y ]).

Îïðåäåëåíèå 9 (Ïðåäïó÷îê è ïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè) Ïðåäïó÷êîì àáåëåâûõ

ãðóïï ñ Witt-òðàíñôåðàìè íàçûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð F : Work → Ab, óäî-

âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ àääèòèâíîñòè íà äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèÿõ, ò.å. òàêîé, ÷òî

F (X1

∐
X2) = F (X1)⊕F (X2). Ïó÷êîì Íèñíåâè÷à ñ Witt-òðàíñôåðàìè íàçûâàåòñÿ òà-

êîé ïðåäïó÷îê F ñ Witt-òðàíñôåðàìè, ÷òî åãî îãðàíè÷åíèå íà Smk ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì

Íèñíåâè÷à. Ò.å. F ◦ i : Smk → Ab � ïó÷îê Íèñíåâè÷à.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïó÷îê Çàðèññêîãî ñ Witt-òðàíñôåðàìè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì ðàñøèðåíèÿ êàòåãîðèè Work

(â ëåììàõ 2.2.1, 4.1.1, 3.1.1 è 4.3.1 èñïîëüçóþòñÿ îäíîâðåìåííî îáà ïðèâåä¼ííûõ íèæå

ðàñøèðåíèÿ).

Çàìå÷àíèå 4 (ðàñøèðåíèÿ êàòåãîðèè)

(ñóùåñòâåííî ãëàäêèå ñõåìû) Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå êàòåãîðèèWork íà ñóùåñòâåí-

íî ãëàäêèå ñõåìû íàä k êàê ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â êàòåãîðèè ïðîîáúåêòîâ êàòåãîðèè

Work, ò.å. äëÿ äâóõ ñóùåñòâåííî ãëàäêèõ ñõåì X = lim←−
i→∞

Xi è Y = lim←−
i→∞

Yi

Work(X, Y ) = lim←−
j→∞

lim−→
i→∞

Work(Xi, Yj).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè êàíîíè÷åñêè ïðî-

äîëæàåòñÿ íà ýòî ðàñøèðåíèå Work òàê, ÷òî äëÿ X = proj lim
i→∞

Xi

F (X) = lim−→
i→∞

F (Xi).
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè Ux,X è Uh
x,X � ëîêàëüíàÿ è ãåíçåëåâà îêðåñòíîñòè ãëàäêîé òî÷êè x

ñõåìû X ñîîòâåòñòâåííî, òî F (Ux,X) è F (Uh
x,X) � ýòî ðîñòêè ïó÷êà F â òî÷êå x â

òîïîëîãèÿõ Çàðèññêîãî è Íèñíåâè÷à.

Ïîñëå òàêîãî ðàñøèðåíèÿ êàòåãîðèè Work êàòåãîðèÿ WorK äëÿ K = K(X), ÿâëÿ-

þùåìñÿ ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ñõåìû íàä k, âêëàäûâàåòñÿ

â êàòåãîðèþ Work, ïîñêîëüêó ëþáàÿ ãëàäêàÿ ñõåìà íàä K ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî ãëàä-

êîé íàä k, ïîýòîìó ïðåäïó÷îê, îïðåäåë¼ííûé íà Smk, ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåë¼ííûì íà

ãëàäêèõ ñõåìàõ íàä îáùåé òî÷êîé íåêîòîðîé ãëàäêîé ñõåìû, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ â äîêà-

çàòåëüñòâàõ òåîðåì 4 è 6.

(ïàðû ñõåì) Äëÿ ïåðåôîðìóëèðîâîê è äîêàçàòåëüñòâà èçîìîðôèçìîâ âûðåçàíèÿ èñïîëü-

çóåòñÿ ðàñøèðåíèå êàòåãîðèè Work íà ïàðû (X1, X2), ãäå X1 � ãëàäêàÿ ñõåìà (èëè ñóùå-

ñòâåííî ãëàäêàÿ) íàä k è X2 ⊂ X1 � îòêðûòàÿ ïîäñõåìà êàê ëîêàëèçàöèÿ ïîäêàòåãîðèè

êàòåãîðèè ñòðåëîê ïî òîæäåñòâåííûì ñòðåëêàì, ò.å äëÿ äâóõ ïàð (X1, X2) è (Y1, Y2)

îòêðûòûõ âëîæåíèé ãëàäêèõ ñõåì (èëè ñóùåñòâåííî ãëàäêèõ ñõåì)

Work((X1, X2), (Y1, Y2)) =

= coker(Work(X1, Y2)
(−◦iX ,iY ◦−)−−−−−−−→ Wor·→·k (X2 → X1, Y2 → Y1)),

ãäå Wor·→·k � êàòåãîðèÿ ñòðåëîê. Èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäêàòåãîðèÿ ãîìîòîïè÷åñêîé

êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ äëèíû 2, ò.å. ìîðôèçì Work((X1, X2), (Y1, Y2)) îïðåäåëÿåòñÿ ïà-

ðîé Φi ∈ Work(Xi, Yi), i = 1, 2, ñîãëàñîâàííîé ñ âëîæåíèÿìè (ò.å. Φ1 ◦ iX = iY ◦ Φ2), è

ïàðû âèäà (iY ◦ Ξ,Ξ ◦ iX) äëÿ Ξ ∈ Work(X1, Y2) ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè 0.

X2
� � iX //

Φ2

��

X1

Φ1

��
Y2
� � iY // Y1

X2
� � iX //

Ξ◦iX
��

X1

iY ◦Ξ
��Ξ}}

Y2
� � iY // Y1,

Êàòåãîðèÿ Work âêëàäûâàåòñÿ â îïèñàííóþ ðàñøèðåííóþ êàòåãîðèþ òàê, ÷òî ñõåìà X

ïåðåõîäèò â ïàðó (X, ∅).

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ çàäàíèÿ ìîðôèçìà ïàð (X1, X2) → (Y1, Y2) ÿâëÿåòñÿ

ñóùåñòâîâàíèå êâàäðàòè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà (P, qP ) ∈ Proj(prY1,X1), òàêîãî, ÷òî

k[Y2]⊗k[Y1] P ⊗k[X1] k[X2] = P ⊗k[X1] k[X2], (1.2.1)
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ïîñêîëüêó òîãäà êîìïîçèöèÿ (P, qP )◦iX , çàäàâàåìàÿ ïðîñòðàíñòâîì (P⊗k[X1]k[X2], qP⊗k[X1]

k[X2]) ∈ Proj(prY1,X2), áóäåò ïîëó÷àòüñÿ êîìïîçèöèåé ñ iX èç ìîðôèçìà, çàäàâàåìîãî

ïðîñòðàíñòâîì (k[Y2]⊗k[Y1]P ⊗k[X1] k[X2], k[Y2]⊗k[Y1] qP ⊗k[X1] k[X2]) ∈ Proj(prY2,X2), êîòî-

ðîå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì, ïîñêîëüêó ìîäóëü k[Y2]⊗k[Y1]P ⊗k[X1] k[X2]

ïðîåêòèâåí íàä k[X2], áëàãîäàðÿ ðàâåíñòâó 1.2.1. Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ìîð-

ôèçì ïàð íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí ïðåäñòàâëÿòüñÿ â òàêîì âèäå, íî âî âñåõ êîíñòðóê-

öèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäïó÷êà ñ Witt-

òðàíñôåðàìè îïðåäåë¼í ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè F ′ : íà ðàñøèðåííîé â óêàçàííîì

ñìûñëå êàòåãîðèè Work, òàêîé, ÷òî

F ′(X1, X2) =
F (X2)

F (X1)
.

Îòìåòèì, ÷òî F ′ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïðåäïó÷êà F è áîëåå ïîõîæ íà ïåðâûå

êîãîìîëîãèè F ñ íîñèòåëåì â X1 \X2 (F ′(X1, X2) = H1
F ,X1\X2

, â ÷àñòíîñòè, êîãäà X1 �

ëîêàëüíàÿ).

Íàêîíåö, îáñóäèì ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ïðåäïó÷êè ñ Witt-òðàíñôåðàìè è

ñîîòâåòñòâóþùóþ êàòåãîðèþ Work. Ñíà÷àëà äàäèì å¼ îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 10 (Work)

• ObWork = ObWork;

• Work(X, Y ) = coker(Work(A1 ×X, Y )
(−◦i0)−(−◦i1)−−−−−−−−→ Work(X, Y )),

ãäå i0, i1 : X ↪→ A1 ×X � íóëåâîå è åäèíè÷íîå ñå÷åíèÿ A1 ×X.

Çàìå÷àíèå 5 (Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü)

1) Ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ïðåäïó÷êîì ñ Witt-òðàíñôåðàìè íàçûâàåòñÿ ïðåäïó-

÷îê, êîòîðûé ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòåí è èìååò Witt-òðàíñôåðû.

Ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ïðåäïó÷êè � ýòî â òî÷íîñòè òå ïðåäïó÷êè, êîòî-

ðûå ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð â ôàêòîðêàòåãîðèþ h : Work → Work.

Ò.å., åñëè F : Work → Ab � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôå-

ðàìè, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ôóíêòîð F : Work → Ab, äëÿ êîòîðîãî êîììóòà-
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òèâíà äèàãðàììà

Work
F // Ab

Work

F

<<OO ,

è îáðàòíî: äëÿ ëþáîãî ôóíêòîðà F : Work → Ab åãî êîìïîçèöèÿ ñ êàíîíè÷åñêèì ôóíê-

òîðîì Work → Work ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîé (ýòî óòâåðæäåíèå, î÷å-

âèäíî, âåðíî äëÿ ôóíêòîðîâ â ëþáóþ àääèòèâíóþ êàòåãîðèþ è ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

ñâîéñòâîì êàòåãîðèè Work).

2) Êàòåãîðèþ Work ìîæíî àíàëîãè÷íî îïðåäåëèòü äëÿ ðàñøèðåííîé êàòåãîðèè Work â

ñìûñëå ïóíêòîâ çàìå÷àíèÿ 4, è â ýòîì ñëó÷àå îíà áóäåò îáëàäàòü òàêèì æå ñâîéñòâîì.

3) Îïèøåì èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì ÿâíûå îïèñàíèÿ ïàð ãîìîòîïíûõ ìîðôèçìîâ: äâà

ìîðôèçìà Φ0,Φ1 : X → Y , çàäàâàåìûå êâàäðàòè÷íûìè ïðîñòðàíñòâàìè (P0, q0) è (P1, q1),

ñîâïàäàþò â Work, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî (H, q) ∈ Proj(prY,A1×X), òàêîå, ÷òî

[indj0(H, qH)] = [(P0, q0)], [indj1(H, qH)] = [(P1, q1)]

â W (Proj(prY,X)). È äëÿ ñîâïàäåíèÿ ïîñëå ïåðåõîäà ê Work äâóõ ìîðôèçìîâ â êàòåãîðèè

ïàð, çàäàííûõ ïðîñòðàíñòâàìè (P0, q0), (P1, q1) ∈ Proj(prY1,X1), êàê îïèñàíî â ïóíêòå 2

çàìå÷àíèÿ 4, äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà (H, q) ∈ Proj(prY,A1×X), çàäà-

þùåãî ìîðôèçì ïàð, ò.å. òàêîé, ÷òî k[Y2] ⊗k[Y1] H ⊗k[X1] k[X2] = H ⊗k[X1] k[X2], è â

W (Proj(prY,X))

[indj0(H, q)] = [(P0, q0)⊕ (G0, q
′
0)],

[indj1(H, q)] = [(P1, q1)⊕ (G1, q
′
1)],

äëÿ íåêîòîðûõ (G0, q
′
0), (G1, q

′
1) ∈ Proj(prY1,X1)), òàêèõ, ÷òî

k[Y2]⊗k[Y1] Gi = Gi, i = 0, 1.
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Ãëàâà 2. Àññîöèèðîâàííûé ïó÷îê

â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ïðåäïó÷êîâ ñ

Witt-òðàíñôåðàìè ïî îòíîøåíèþ ê òîïîëîãèè Çàðèññêîãî, è äîêàçàíû òåîðåìû îá èíú-

åêòèâíîñòè è îá èçîìîðôèçìå âûðåçàíèÿ ïî Çàðèññêîìó íà àôôèííîé ïðÿìîé, à òàêæå,

÷òî ïó÷îê Çàðèññêîãî, àññîöèèðîâàííûé ñ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ïðåäïó÷êîì ñ

Witt-òðàíñôåðàìè, ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòåí.

2.1 Èíúåêòèâíîñòü íà àôôèííîé ïðÿìîé

Òåîðåìà 2 Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè,

è ïóñòü U ⊂ V � ïàðà âëîæåííûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ A1
K, äëÿ K = k(X) � ïîëÿ

÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X. Òîãäà ãîìîìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ

i∗ : F (V )→ F (U)

èíúåêòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâåäåì å¼ èç ëåììû.

Ëåììà 2.1.1 Ïóñòü U ⊂ V � ïàðà âëîæåííûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ A1
K, à i �

âëîæåíèå U â V , òîãäà ñóùåñòâóåò ìîðôèçì Φ ∈ Wor(V, U), òàêîé, ÷òî

[i ◦ Φ] = [idV ]

â Wor(V, V ).

Ïóñòü a ∈ F (V ), òàêîå, ÷òî i∗(a) = 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòîì 2 çàìå÷àíèÿ 4 ïðåäïó÷îê

F , êàê ôóíêòîð èç Wor â Ab, ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç Wor è, ïîñêîëüêó [i ◦ Φ] = [idV ], òî

a = Φ∗(i∗(a) = 0. Òàêèì îáðàçîì, èíúåêòèâíîñòü i∗ äîêàçàíà, îñòàëîñü äîêàçàòü ëåììó.

Óòâåðæäåíèå ëåììû îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì Θ ∈ Wor(V ×K A1
K , V ),

çàäàþùèé ãîìîòîïèþ ìåæäó i ◦ Φ è idV , ò.å. òàêîé, ÷òî

Θ ◦ j0 = i ◦ Φ, Θ ◦ j1 = idV
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Äàëåå âñå ïðîèçâåäåíèÿ ñõåì è òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëåé áóäåì ïîäðàçóìå-

âàòü ïðîèçâîäèìûìè íàä K. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Φ è Θ íóæíî íàéòè

1) êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé K[U × V ]-ìîäóëü P (ïðîåêòèâíûé íàä K[V ]) è ñèììåòðè÷åñêèé

K[U × V ]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì φ : P ' Hom(P,K[V ]),

2) êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé K[V × V ×A1]-ìîäóëü H (ïðîåêòèâíûé íàä K[V ×A1]) è ñèììåò-

ðè÷åñêèé K[V × V × A1]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì ψ : H ' Hom(H,K[V × A1]),

òàêèå, ÷òî â ãðóïïå Âèòòà êàòåãîðèè K[V × V ]-ìîäóëåé, êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ, ïðîåê-

òèâíûõ íàä âòîðîé êîìïîíåíòîé K[V ], ñ ôóíêòîðîì äâîéñòâåííîñòè HomK[V ](−, K[V ])

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

[
(H,ψ)⊗K[V×A1] K[V × 0]

]
=
[
K[V ]K[U ]⊗ K[U ](P, φ)

]
[
(H,ψ)⊗K[V×A1] K[V × 1]

]
=
[
EK[V ]

]
.

(2.1.1)

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì U × V êàê ïîäìíîæåñòâî â A1 × V è íàéä¼ì äëÿ íåêîòîðîãî

äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íå÷¼òíîãî n ïî èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n è

ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 ïî X (X � êîîðäèíàòà íà ñîìíîæèòåëå A1)

f ∈ K[A1 × V ] = K[X][V ] : f |T×V = (X − Y )n, f |D×V = 1,

ãäå T = A1 \ V , D = A1 \ U .

Îïðåäåëèì òàêæå ìíîãî÷ëåí h = f · (1− t)+(X−Y )n · t ∈ K[A1×V ×A1] è ïîëîæèì

P , K[U × V ]
/

(f), H , K[V × V × A1]
/

(h).

Ïîñêîëüêó f
∣∣
T×V = (X−Y )n, f

∣∣
D×V = 1 è h

∣∣
T×V×A1 = (X−Y )n � îáðàòèìû, òî P = K[A1×

×V ]
/

(f) è H = K[A1×V ×A1]
/

(h). Äàëåå, ïîñêîëüêó f è h èìåþò ñòàðøèé êîýôôèöèåíò

1 ïî X, òî P è H � ñâîáîäíûå ìîäóëè íàä K[V ] è K[V × A1] ñîîòâåòñòâåííî.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðì φ è ψ ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

F = (h, prV×A1) : A1 × V × A1 → A1 × V × A1.

Ïîñêîëüêó h èìååò ñòàðøèé êîýôôèöèåíò 1 ïî X, F � êîíå÷íûé ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì

ãëàäêèõ ñõåì, òî ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà HomA(B,A) = ω(F ) èç óòâåðæäåíèÿ 2.1 èç [4]

è òðèâèàëèçàöèè êàíîíè÷åñêîãî êëàññà A1 × V × A1 ïîëó÷èì B-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì

(ôîðìó) θ : HomA(B,A) ' B, êîòîðûé ñèììåòðè÷åí âñëåäñòâèå êîììóòàòèâíîñòè àëãåáðû

B. Ñ ïîìîùüþ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çàìåí áàçû âäîëü âëîæåíèé 0×idV×A1 : 0×V ×A1 ↪→

A1×V ×A1 è idV ×0: V ↪→ îïðåäåëèì ñèììåòðè÷åñêèå K[V ×V ×A1]/(h) è K[V ×V ]/(f)-

ëèíåéíûå ôîðìû ψ′ è φ′. Òåïåðü ïîëîæèì èñêîìóþ ôîðìó ψ ðàâíîé ôîðìå, ïîëó÷àþùåéñÿ

èç ψ′ ïîñëå îãðàíè÷åíèÿ ñêàëÿðîâ äî K[V × V × A1], à φ � ôîðìå, ïîëó÷àþùåéñÿ èç φ′

ïîñëå îãðàíè÷åíèÿ ñêàëÿðîâ äî K[U × V ], êîòîðîå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó, êàê

îòìå÷àëîñü, â ñèëó îáðàòèìîñòè f
∣∣
D×V K[V × V ]/(f) ' K[U × V ]/(f).

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû ïðîñòðàíñòâà (P, φ) è (H,ψ) è îñòà¼òñÿ äîáèòüñÿ âû-

ïîëíåèÿ ñâîéñòâ 2.1.1, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïåðâîå èç íèõ óæå âûïîëíåíî äàæå â ãðóïïå

Ãðîòåíäèêà-Âèòòà, à äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî äîñòàòî÷íî äîìíîæèòü îáå êâàäðàòè÷íûå

ôîðìû íà íåêîòîðóþ îáðàòèìóþ ôóíêöèþ íà V ïî âòîðîé êîîðäèíàòå.

Óáåäèìñÿ â ýòîì. Ïîñêîëüêó

K[V×V×A1]K[V × V × A1]/(h)⊗K[V×A1] K[V × 0] = K[V×V ]K[V × V×]/(f),

òî, ïîäñòàâëÿÿ îïðåäåëåíèÿ (P, φ), (H,ψ) è ðàñêðûâàÿ ñêîáêè âî âòîðîé ñòðîêå, ïîëó÷èì

(H,ψ)⊗K[V×A1] K[V × 0] =

= ( K[V×V×A1]K[V × V × A1]/(h)⊗K[V×V×A1]/(h)(K[V ×V ×A1]/(h), ψ′))⊗K[V×A1]K[V ×0] '

' K[V×V ]K[V × V×]/(f)⊗ K[V×V×]/(f)(K[V × V ]/(f), φ′) = K[V ]K[U ]⊗ K[U ](P, φ),

÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå ðàâåíñòâî. Ïåðåéä¼ì êî âòîðîìó. Îáîçíà÷èì (L, ν) � êâàäðàòè÷íîå

ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðîâ (H,ψ)⊗K[V×A1]K[V × 1],

òîãäà L ' K[V × V ]
/

(f
∣∣
A1×V×1

) ' K[V × V ]
/

(X − Y )n. Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííàÿ êâàäðà-

òè÷íàÿ ôîðìà ν íà L � K[V × V ]-ëèíåéíà, òî îíà K[V × V ]
/

(X − Y )n-ëèíåéíà. Ïóñòü

n−2m+1, è ðàññìîòðèì èäåàëû I = (X−Y )m, J = (X−Y )m+1 ⊂ K[V ×V ]
/

(X − Y )n êàê



Ãëàâà 2 21Ãëàâà 2

ïîäïðîñòðàíñòâà â L. Ïî ïðèâåä¼ííîé íèæå ïîäëåììå, I = J⊥. Çíà÷èò, J � ïîäëàãðàí-

æåâî ïîäïðîñòðàíñòâî L, è ïî ðåäóêöèè ïî ïîäëàãðàíæåâîìó ïîäïðîñòðàíñòâó (òåîðåìà

32 [2]), êëàññ [L] â ãðóïïå Âèòòà ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïðîñòðàíñòâà J/I. J/I � ñâîáîäíûé

ìîäóëü ðàíãà 1 íàä K[V ], è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà í¼ì îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé îáðàòè-

ìîé ôóíêöèåé l ∈ K[V ]∗. Òîãäà äîìíîæèì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, îïðåäåë¼ííûå íà P è

H, íà l−1, è êëàññ (H,ψ)⊗ K[V×A1]K[V × 1] ñòàíåò ðàâåí êëàññó EK[V ].

Ïîäëåììà 2.1.1.1 Ïóñòü B � A-àëãåáðà, è q : B ' HomA(B,A) � B-ëèíåéíàÿ íåâû-

ðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà B. Òîãäà äëÿ ëþáîãî èäåàëà I â B îðòîãîíàë I⊥ ê I

â B ïî îòíîøåíèþ ê q ñîâïàäàåò ñ àííóëÿòîðîì I â B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó q � B-ëèíåéíà, q(I · I⊥, B) = q(I, I⊥) = 0, ñëåäîâàòåëüíî

I · I⊥ ⊂ L⊥, íî q � íå âûðîæäåíà, è ñëåäîâàòåëüíî I · I⊥ = 0. Òàêèì îáðàçîì, I⊥ ⊂ Ann I.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, q(I, Ann I) = q(I · Ann I,B) = 0, è ñëåäîâàòåëüíî Ann I ⊂ I⊥.

2.2 Âûðåçàíèå íà A1
K

Òåîðåìà 3 Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè,

òîãäà äëÿ ïîëÿ K, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàä

k, è äâóõ âëîæåííûõ îêðåñòíîñòåé ïî Çàðèññêîìó U ⊂ V òî÷êè z â A1
K îãðàíè÷åíèå

i∗ :
F (V − z)

F (V )
→ F (U − z)

F (U)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (i îáîçíà÷àåò âëîæåíèå U â V ).

Çàìå÷àíèå 6

1) Ïðåäïó÷îê F ìîæíî îãðàíè÷èòü íà ñõåìû íàä K, è â òåðìèíàõ çàìå÷àíèÿ 4.2 òåî-

ðåìà 3 îçíà÷àåò, ÷òî i∗ : F ′(V, V − z)→ F ′(U,U − z) � èçîìîðôèçì.

2) Ïîñêîëüêó ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè êàê ôóíêòîð

èç Work ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç Work, òî òåîðåìà 3 ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

3) Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû îá èíúåêòèâíîñòè èç ñëåäóþùåé

ëåììû ñëåäóåò èçîìîðôíîñòü ÿäåð è êîÿäåð ãîìîìîðôèçìîâ îãðàíè÷åíèÿ F (V )→ F (V−

− z) è F (U) → F (U − z), ò.å. äåêàðòîâîñòü è êîäåêàðòîâîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî

êâàäðàòà, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû î âûðåçàíèè íå èñïîëüçóþùåé

òåîðåìó 2.
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Ëåììà 2.2.1 [i] : (U,U − z)→ (V, V − z) â Work ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Çàìå÷àíèå 7

a) Ïðàâûé îáðàòíûé ê [i] îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Φ ∈ WorK((V, V −z), (U,U−z)) òàêèì,

÷òî [i ◦ Φ] = [id] ∈ WorK((V, V − z), (V, V − z)). ×òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå Θ ∈

∈ WorK((V × A1, (V − z)× A1), (V, V − z)) òàêîãî, ÷òî

Θ ◦ j0 = i ◦ Φ, Θ ◦ j1 = id, (2.2.1)

ãäå j0, j1 � âëîæåíèÿ íóëåâîãî è åäèíè÷íîãî ñå÷åíèé â (V, V − z)× A1.

(V − z)× A1 � � //

Θ′

��

V × A1

Θ

��

V − z � � //

**

j0

55

V
i◦Φ

++

33

V − z � � //

id

ss

j1

kk

V

uu

ii

V − z � � // V .

b) Ëåâûé îáðàòíûé ê [i] îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Ψ ∈ WorK((V, V −z), (U,U−z)) òàêèì,

÷òî [Ψ ◦ i] = [id] ∈ WorK((U,U − z), (U,U − z)). ×òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå Ξ ∈

∈ WorK((U × A1, (U − z)× A1), (U,U − z)) òàêîãî, ÷òî

Ξ ◦ j0 = Ψ ◦ i, Ξ ◦ j1 = id, (2.2.2)

ãäå j0, j1 � âëîæåíèÿ íóëåâîãî è åäèíè÷íîãî ñå÷åíèé â (U,U − z)× A1.

(U − z)× A1 � � //

Ξ′

��

U × A1

Ξ

��

U − z � � //

**

j0

55

U
Ψ◦i

++

33

U − z � � //

id

ss

j1

kk

U

uu

ii

U − z � � // U .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.1.

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ñõåì íàä K è áóäåì ñòðîèòü èñêîìûå ìîðôèçìû â êàòå-

ãîðèè WorK , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäêàòåãîðèåé â Work.
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a) Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâîãî îáðàòíîãî ê i ∈ Wor((U,U − z), (V, V − z)) íóæíî íàéòè

êâàäðàòè÷íûå ïðîñòðàíñòâà P è H, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì Φ è Θ, à èìåííî:

1) P ∈ K[U×V ]−mod� êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé, ïðîåêòèâíûé íàäK[V ] èK[U×V ]-ëèíåéíûé

èçîìîðôèçì qP : P ' Hom(P,K[V ]),

2) H ∈ K[V ×V ×A1]−mod � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé, ïðîåêòèâíûé íàä K[V ×A1] è K[V ×

× V × A1]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì qH : H ' Hom(H,K[V × A1]),

òàêèå, ÷òî:

3) êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ

P ⊗K[V ] K[V − z]→ K[U − z]⊗K[U ] P ⊗K[V ] K[V − z],

H ⊗K[V ] K[V − z]→ K[V − z]⊗K[V ] H ⊗K[V ] K[V − z]
(2.2.3)

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè (çäåñü îäíà èç ñòðóêòóð K[V ]-ìîäóëÿ íà H ïîäðàçóìåâàåòñÿ

ïðàâîé, à äðóãàÿ � ëåâîé), ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî P è H çàäàþò ìîðôèçìû ïàð,

4) â ãðóïïå Âèòòà êàòåãîðèè K[V × V ]-ìîäóëåé, êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ, ïðîåêòèâíûõ íàä

âòîðîé êîìïîíåíòîé K[V ], ñ ôóíêòîðîì äâîéñòâåííîñòè HomK[V ](−, K[V ]), âåðíû ðà-

âåíñòâà [
(H, qH)⊗K[V×A1] K[V × 0]

]
=
[
K[V ]K[U ]⊗ K[U ](P, qP )

]
,[

(H, qH)⊗K[V×A1] K[V × 1]
]

=
[
EK[V ]

]
,

(2.2.4)

÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå òîæäåñòâ (2.2.1).

Îáîçíà÷èì D = A1
K \ V è D′ = A1

K \ U . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü V × V è U × V êàê

ïîäìíîæåñòâà â A2
K è îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâåííî X è Y .

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íå÷¼òíîãî n ïî èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìå íàéä¼ì ìíîãî-

÷ëåí f0 ∈ K[X, Y ], ïî X èìåþùèé ñòåïåíü n è ñòàðøèé êîýôôèöèåíò 1, òàêîé, ÷òî

f0

∣∣
(z∪D)×V = (X − Y )n, f0

∣∣
(V \U)×V = 1.

Îïðåäåëèì f = f0 · (1− t) + (X − Y )n · t, òîãäà

f
∣∣
(z∪D)×V×A1 = (X − Y )n, f

∣∣
A1×V×0

= f0, f
∣∣
A1×V×1

= (X − Y )n.
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Ïîëîæèì ìîäóëè P è H ðàâíûìè:

P , K[U × V ]
/

(f0) H , K[V × A1 × V ]
/

(f)

Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëÿòü ñòðóêòóðû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðîâåðèì âûïîëíå-

íèå óñëîâèÿ 2.2.3. Ïîñêîëüêó f0

∣∣
z×V = (X − Y )n � îáðàòèì íà z × (V − z), òî

P ⊗ K[V ]K[V − z] = K[U × (V − z)]
/

(f0) =

= K[(U − z)× (V − z)]
/

(f0) = K[U − z]⊗ K[U ]P ⊗ K[V ]K[V − z].

Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó f
∣∣
z×V×A1 = (X − Y )n � îáðàòèì íà z × (V − z)× A1,

H ⊗ K[V ]K[V − z] = K[V × (V − z)× A1]
/

(f) =

= K[(V − z)× (V − z)× A1]
/

(f) = K[V − z]⊗ K[V ]H ⊗ K[V ]K[V − z].

Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî P è H � ñâîáîäíûå ìîäóëè íàä K[V ] è K[A1 × V ] ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïîñêîëüêó ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû f0 è f ïî Y ðàâíû 1, òî K[A1 × V ]
/

(f0) è

K[A1 × V × A1]
/

(f) � ñâîáîäíûå ìîäóëè ðàíãà n íàä K[V ] è K[A1 × V ] ñîîòâåòñòâåí-

íî. À ïîñêîëüêó f0 îáðàòèì íà D′ × V , òî K[A1 × V ]
/

(f0) ÿâëÿåòñÿ K[U × V ]-ìîäóëåì è

èçîìîðôåí P , è àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó f
∣∣
D×V×A1 ðàâåí (X − Y )n è îáðàòèì, òî K[A1 ×

× V × A1]
/

(f) ' H.

×òîáû îïðåäåëèòü ñòðóêòóðû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ íà P è H, ñíà÷àëà îïðå-

äåëèì íåêîòîðûå K[S]-ëèíåéíûé è K[S0]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçìû

qS : K[S] ' Hom(K[S], K[V × A1]),

qS0 : K[S0] ' Hom(K[S0], K[V ]),

ãäå S = div0f � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà V ×V ×A1 è S0 = div0f0 � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà U×V .

Çàòåì îãðàíè÷åíèÿìè ñêàëÿðîâ âäîëü âëîæåíèé iS : S ↪→ V × V × A1 è iS0 : S0 ↪→ U × V

ïîëó÷èì èñêîìûå èçîìîðôèçìû qH : H ' Hom(H,K[V × A1]) è qP : P ' Hom(P,K[V ]).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

F = (f, prV×A1) : A1 × V × A1 → A1 × V × A1,
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è îáîçíà÷èì ÷åðåç A êîëüöî K[A1×V ×A1], à ÷åðåç B � A-àëãåáðó ñîîòâåòñâóþùóþ îòîá-

ðàæåíèþ F . Ïîñêîëüêó ñòàðøèé êîýôôèöèåíò f ïî X ðàâåí 1, òî B ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì

A-ìîäóëåì ðàíãà n. Çíà÷èò, F � êîíå÷íûé ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ íåïðèâî-

äèìûõ ìíîãîîáðàçèé, à ïî óòâåðæäåíèþ 2.1 èç [4] ñóùåñòâóåò B-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì

ω(B/A) ' Hom(B,A). Ïîñêîëüêó êàíîíè÷åñêèé êëàññ A1 × V × A1 òðèâèàëåí, òî òðèâè-

àëåí è îòíîñèòåëüíûé êàíîíè÷åñêèé êëàññ ω(F ) = ω(B/A), è, âûáðàâ íåêîòîðóþ òðèâè-

àëèçàöèþ, ïîëó÷èì B-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì qB : B ' Hom(B,A). Ïîñêîëüêó, êàê óæå

îòìå÷àëîñü, f
∣∣
D×V×A1 � îáðàòèì, òî

K[S] = K[V × V × A1]/(f) ' K[A1 × V × A1]/(f) = B ⊗A K[0× V × A1];

ïîñêîëüêó f0

∣∣
D×V � îáðàòèì è fA1×V×0 = f0, òî

K[S0] = K[U × V ]/(f0) ' K[A1 × V ]/(f0) ' K[S]⊗ K[V×A1]K[V × 0].

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà, ñîñòîÿùàÿ èç äåêàðòîâûõ êâàä-

ðàòîâ

A1 × V × A1

F
��

S

prV×A1

��

? _oo S0
? _oo

prV
��

A1 × V × A1 V × A1? _
0×idV×A1

oo V.? _
j0oo

Òåïåðü ïîëó÷èì èçîìîðôèçì qS èç qB çàìåíîé áàçû âäîëü 0 × idV×A1 , è ïîñëåäóþùåé

çàìåíîé áàçû âäîëü j0 ïîëó÷èì èçîìîðôèçì qS0 .

Äëÿ ïðîâåðêè ïåðâîãî ðàâåíñòâà èç 2.2.4 ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

S0kK

iS0yy

� _

��

// S� _

iS
��

U × V
i×idV

// V × V
prV

��

idV ×j0
// V × V × A1

prV×A1

��
V

j0
// V × A1,

â êîòîðîé êâàäðàòû äåêàðòîâû. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà ìîäóëå K[V ]K[U ]⊗ K[U ]P ïîëó-

÷àåòñÿ èç qP îãðàíè÷åíèåì ñêàëÿðîâ âäîëü i × idV , è, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì qP è qS0 ,

ïîëó÷àåì, ÷òî îíà ïîëó÷àåòñÿ èç qS ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì çàìåíû áàçû idV × 0

è îãðàíè÷åíèÿ ñêàëÿðîâ âäîëü âëîæåíèÿ iS0 . Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà H⊗K[V×A1]K[V ×0]
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ïîëó÷àåòñÿ èç qH çàìåíîé áàçû âäîëü idV × 0, è çíà÷èò, îíà ïîëó÷àåòñÿ èç qS ïîñëåäîâà-

òåëüíûì îãðàíè÷åíèåì ñêàëÿðîâ âäîëü âëîæåíèÿ iS è çàìåíîé áàçû âäîëü idV × 0. Òàêèì

îáðàçîì, ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèå ñêàëÿðîâ êîììóòèðóåò ñ çàìåíîé áàçû, ýòè êâàäðàòè÷-

íûå ôîðìû ñîâïàäàþò.

Îñòàëîñü äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî ðàâåíñòâà èç 2.2.4, ò.å. òîãî, ÷òîáû êëàññ

êâàäðàòè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà (L, qL) , K[V × 1]⊗ K[V×A1](H, qH) ñîâïàäàë ñ êëàññîì ïðî-

ñòðàíñòâà EK[V ]. Ïîñêîëüêó

L ' K[V × V ]
/

(f
∣∣
A1×V×1

) ' K[V × V ]
/

(X − Y )n,

òî àíàëîãè÷íî òîìó êàê áûëî ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå èíúåêòèâíîñòè íà àôôèííîé

ïðÿìîé, ïî ïîäëåììå 2.1.1.1 ëþáàÿ K[A1 × A1 × U ]-ëèíåéíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà

K[A1 × A1 × U ]/(δ(2m+1)) îáíóëÿåòñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâå (δ)m, è ïî ïîäëàãðàíæåâîé ðå-

äóêöèè êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî (L, qL) ñîâïàäàåò â ãðóïïå Ãðîòåíäèêà-Âèòòà ñ ïðî-

ñòðàíñòâîì ðàíãà 1, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà êîòîðîì îïðåäåëÿåñÿ îáðàòèìîé ôóíêöèåé

l ∈ K[V ]∗. Òîãäà äîìíîæèì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, îïðåäåë¼ííûå íà P è H, íà l−1, è êëàññ

K[V × 0]⊗ K[V×A1](H, qH) ñòàíåò ðàâåí êëàññó EK[V ].

b) Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëåâîãî îáðàòíîãî íóæíî íàéòè êâàäðàòè÷íûå ïðîñòðàíñòâà P è

H, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì Ψ è Ξ, à èìåííî:

1) P ∈ K[U×V ]−mod� êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé, ïðîåêòèâíûé íàäK[V ] èK[U×V ]-ëèíåéíûé

èçîìîðôèçì P ' Hom(P,K[V ]),

2) H ∈ K[U ×U ×A1]−mod � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé, ïðîåêòèâíûé íàä K[U ×A1] è K[U ×

× U × A1]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì H ' Hom(H,K[U × A1]),

òàêèå, ÷òî:

3) êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ

P ⊗K[V ] K[V − z]→ K[U − z]⊗K[U ] P ⊗K[V ] K[V − z],

H ⊗K[U ] K[U − z]→ K[U − z]⊗K[U ] H ⊗K[U ] K[U − z]
(2.2.5)

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè (çäåñü îäíà èç ñòðóêòóð K[U ]-ìîäóëÿ íà H ïîäðàçóìåâàåòñÿ

ïðàâîé, à äðóãàÿ � ëåâîé), ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî P è H çàäàþò ìîðôèçìû ïàð,
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4) ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ

(H, qH)⊗K[U×A1] K[U × 0] ' (P, qP )⊗K[V ] K[U ],

(H, qH)⊗K[U×A1] K[U × 1] ' EK[U ] ⊕ (G, qG),
(2.2.6)

ãäå G � K[U × U ]-ìîäóëü, êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé ïðîåêòèâíûé íàä âòîðîé êîìïîíåíòîé

K[U ] è òàêîé, ÷òî K[U − z]⊗K[U ] G = G (çäåñü ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ íàä ïåðâîé êîìïî-

íåíòîé), ÷òî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå òîæäåñòâ (2.2.2).

Îáîçíà÷èì ∆ � ãðàôèê âëîæåíèÿ U ↪→ A1, ò.å. Spec K[A1 × U ]
/

(X − Y ). Äëÿ

íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n ïî èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìå íàéä¼ì ìíîãî÷ëåíû

f0 ∈ K[A1×V ], g ∈ K[A1×U ], ïî X èìåþùèå ñòåïåíü n è n−1 ñîîòâåòñòâåííî è ñòàðøèé

êîýôôèöèåíò 1, òàêèå, ÷òî

f0

∣∣
D′×V = 1, f0

∣∣
z×V = X − Y,

g
∣∣
D′×U = (X − Y )−1, g

∣∣
z×U = 1, g

∣∣
∆

= 1,

ïîñêîëüêó D′ ∩ U = ∅ è X − Y îáðàòèì íà D′ × U.

Îïðåäåëèì

f1 = g · (X − Y ) ∈K[X][U ] = K[A1 × U ]

f = f0 · (1− t) + f1 · t ∈K[X][U ][t] = K[A1 × U × A1],

òîãäà

f
∣∣
z×U×A1 = (X − Y ), f

∣∣
D′×U×A1 = 1, f

∣∣
A1×U×0

= f0

∣∣
A1×U , f

∣∣
A1×U×1

= f1.

Îïðåäåëèì ìîäóëè P è H:

P , K[U × V ]
/

(f0), H , K[U × V ]
/

(f0).

Ïîñêîëüêó f0

∣∣
D′×V = 1, K[U × V ]

/
(f0) ' K[A1 × V ]

/
(f0), à ñòàðøèé êîýôôèöèåíò

f0 ïî X ðàâåí 1, òî K[A1 × V ]
/

(f0) � ñâîáîäíûé ìîäóëü ðàíãà n íàä K[V ]. Çíà÷èò, P

� ñâîáîäíûé ìîäóëü ðàíãà n íàä K[V ]. Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó f
∣∣
D′×V×A1 = 1 è ñòàðøèé

êîýôôèöèåíò f ïî X ðàâåí 1, òî H � ñâîáîäíûé ìîäóëü ðàíãà n íàä K[U × A1].
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Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 2.2.5. Ïîñêîëüêó f0

∣∣
z×V = X − Y îáðàòèì íà z × (V − z),

P ⊗ K[V ]K[V − z] = K[U × (V − z)]
/

(f0) =

= K[(U − z)× (V − z)]
/

(f0) = K[U − z]⊗ K[U ]P ⊗ K[V ]K[V − z].

È àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó f
∣∣
z×U×A1 = X − Y îáðàòèì íà z × (U − z)× A1,

H ⊗ K[U ]K[U − z] = K[u× (U − z)× A1]
/

(f) =

= K[(U − z)× (U − z)× A1]
/

(f) = K[U − z]⊗ K[U ]H ⊗ K[U ]K[U − z].

Íóæíî îïðåäåëèòü ñòðóêòóðû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ íà P è H, ñîâïàäàþùèå

ïîñëå çàìåí áàç U ↪→ V è V × 0 → V × A1 ñîîòâåòñòâåííî, â ñèëó ïåðâîãî èçîìîðôèçìà

èç (2.2.6). Ñäåëàåì ýòî ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé

F0 = (f0, prV ) : A1 × V → A1 × V

F = (f, prU×A1) : A1 × U × A1 → A1 × U × A1.

Îáîçíà÷èì f ′0 = f0

∣∣
A1×U , òîãäà, ïîñêîëüêó f0

∣∣
A1×U = f

∣∣
A1×U×0

, èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ

äèàãðàììà

div0f0

��

yy

div0f
′
0

��

oo //

yy

div0f

��

ww
A1 × V

F0

��

A1 × U

��

oo // A1 × V × A1

F

��

V

yy

Uoo

yy

idU×0 // U × A1

ww
A1 × V A1 × Uoo

idA1×U×0
// A1 × V × A1 .

Ïîñêîëüêó ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ïî X ìíîãî÷ëåíîâ f0 è f ðàâíû 1, òî F0 è F � êîíå÷-

íûå ñþðúåêòèâíûå ìîðôèçìû îòíîñèòåëüíûõ àôôèííûõ ïðÿìûõ A1
V è A1

U×A1 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïóñòü A0 = K[A1 × V ], A = K[A1 × U × A1], B0 � A0-àëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

îòîáðàæåíèþ F0, è B � A-àëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòîáðàæåíèþ F . Ïîñêîëüêó èçîìîð-

ôèçì èç óòâåðæäåíèÿ 2.1 èç [4] ñîãëàñîâàí ñ çàìåíîé áàçû, ñóùåñòâóþò ñîãëàñîâàííûå
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B0-ëèíåéíûé è B-ëèíåéíûé, ñîîòâåòñòâåííî, èçîìîðôèçìû

ω(A1
U)F ∗0 (ω(A1

U))−1 ' ω(F0) ' Hom(B0, A0),

ω(A1
U×A1)F ∗(ω(A1

U×A1))−1 ' ω(F ) ' Hom(B,A).

Âûáðàâ íåêîòîðóþ òðèâèàëèçàöèþ êàíîíè÷åñêîãî êëàññà A1, ïîëó÷èì ñîãëàñîâàííûå òðè-

âèàëèçàöèè A1
V è A1

U×A1 , è â ðåçóëüòàòå ñîãëàñîâàííûå B0-ëèíåéíûé è B-ëèíåéíûé, ñîîò-

âåòñòâåííî, èçîìîðôèçìû

qB0 : B0 ' HomA0(B0, A0),

qB : B ' HomA(B,A).

Çàìåíàìè áàç âäîëü 0×idV : V → A1×V è 0×idU×A1 : U×A1 → A1×U×A1 è ïîñëåäóþùèìè

îãðàíè÷åíèÿìè ñêàëÿðîâ âäîëü K[U × V ] → K[U × V ]
/

(f0) è K[U × U × A1] → K[U ×

× U × A1]
/

(f) ñîîòâåòñòâåííî èç qB0 è qB ïîëó÷èì ñîãëàñîâàííûå qP : P ' Hom(P,K[V ])

è qH : H ' Hom(H,K[U × A1]).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî ðàâåíñòâà èç

(2.2.6). Ïîñêîëüêó g ≡ 1(mod(X − Y )), êîëüöî K[U × U ]/(f1) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâå-

äåíèå K[U ] ' K[U×U ]/(X−Y ) è G = K[U×U ]/(g), è ò.ê. qH � K[U×U×A1]-ëèíåéíûé,

òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà

K[U × 1]⊗ K[U×A1]H ' K[U × U ]/(f1) ' K[U ]⊕G,

è ïîñêîëüêó g
∣∣
z×U � îáðàòèìà, òî K[U − z]⊗ K[U ]G ' G. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ïîëó÷àþ-

ùàÿñÿ èç êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà K[U × 1]⊗ K[U×A1]H îãðàíè÷åíèåì íà ñëàãàåìîå K[U ],

ìîæåò îêàçàòüñÿ íå åäèíè÷íîé. Êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà ñâîáîäíîì K[U ]-ìîäóëå ðàí-

ãà 1, îíà îïðåäåëÿåòñÿ îáðàòèìîé ôóíêöèåé ε. Ïîñêîëüêó íà K[U × V ]-ìîäóëå P è íà

K[U × U × A1]-ìîäóëå H åñòü ñîãëàñîâàííûå ñòðóêòóðû K[U ]-ìîäóëåé (ïî êîîðäèíàòå

X), ìîæíî äîìíîæèòü êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íà ε−1. È òîãäà êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî

K[U×1]⊗K[U×A1]H áóäåò ñóììîé åäèíè÷íîãî ïðîñòðàíñòâàK[U ] è G, çàäàþùåãî ìîðôèçì

èç U â U − z.
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2.3 Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü àññîöèèðîâàííîãî ïó÷êà

Òåîðåìà 4 Äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà F ñ Witt-òðàíñôåðàìè, àññî-

öèèðîâàííûé ïó÷îê â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî FZar ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâåäåì å¼ èç ñëåäóþùåé ëåììû, ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ðàñ-

ñóæäåíèÿ:

Ëåììà 2.3.1 Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè.

Òîãäà êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå F (U)→ FZar(U) ñþðúåêòèâíî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî

ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâà U ⊂ A1
K äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ K, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëåì

÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü X � k-ãëàäêîå íåïðèâîäèìîå ìíîãîîáðàçèå è K � åãî ïîëå ÷àñòíûõ. Äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî ãîìîìîðôèçì FZar(A1
X) → FZar(X), èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì i0,X :

X → A1
X , èíúåêòèâåí.

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûé êâàäðàò

FZar(A1
X) �
� J∗ //

i∗0,X
��

FZar(A1
k(X))

i∗
0,k(X)

��
FZar(X) �

� j∗ //FZar(k(X))

Ñîãëàñíî òåîðåìå, äîêàçàííîé â ðàáîòå [10], äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðèâîäèìîãî ìíî-

ãîîáàçèÿ Y ãîìîìîðôèçì FZar(Y ) → FZar(k(Y )) èíúåêòèâåí. Ïîýòîìó J∗ � ìîíîìîð-

ôèçì. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.1 îòîáðàæåíèå F (A1
X) → FZar(A1

X) � ýïèìîðôèçì. Êðîìå

òîãî, îíî � è ìîíîìîðôèçì, òàê êàê ïðåäïó÷îê F ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòåí. Èòàê,

F (A1
X) → FZar(A1

X) � èçîìîðôèçì. Ïîñêîëüêó è F (k(X)) = FZar(k(X)), òî i∗0,k(X) �

èçîìîðôèçì. Òåïåðü ìîíîìîðôíîñòü J∗ âëå÷åò ìîíîìîðôíîñòü i∗0,X . Òàê êàê i∗0,X � ýïè-

ìîðôèçì, òî îí � èçîìîðôèçì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü äîêàçàòü ëåììó.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.Ïóñòü s ∈ FZar(U). Ïóñòü c : U → U � ïîêðûòèå ïî Çà-

ðèñññêîìó, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò sU, òàêîå, ÷òî c
∗(s) = ε(sU), ãäå ε � åñòåñòâåííîå

ïðåîáðàçîâàíèå F → FZar. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V îäíî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U , âõîäÿ-

ùåå â U, è äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ U \ V Uz � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, âõîäÿùåå â sU è

ñîäåðæàùåå z.
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Âûáåðåì íåêîòîðóþ òî÷êó z ∈ U \ V . Îáîçíà÷èì ÷åðåç V1 íàèìåíüøåå îòêðûòîå

ïîäìíîæåñòâî A1
K , ñîäåðæàùåå V è z. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò sV ∈ F (V ) � îãðàíè÷åíèå sU

íà V è åãî îáðàç rz ∈ F (V )
F (V1)

. Ïî òåîðåìå 3

F (V )

F (V1)
' lim

z∈W⊂A1
K

F (W − z)

F (W )
.

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò sz ∈ F (Vz) (îãðàíè÷åíèå sU íà Vz ), ñîãëàñîâàííîå ñ sV íà Vz − z,

òî rz = 0, è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò sV1 ∈ F (V1), ñîâïàäàþùåå ñ sV ïðè îãðàíè÷åíèè íà V .

Ïî èíäóêöèè, ïðèñîåäèíÿÿ òî÷êè U \ V , íàéä¼ì ýëåìåíò sU ∈ F (U), ñîâïàäàþùèé ñ sV

â îáùåé òî÷êå, è ïî òåîðåìå îá èíúåêòèâíîñòè íà ëîêàëüíûõ ñõåìàõ äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè

èíâàðèàíòíûõ ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàìè èç [10] îí áóäåò ñîãëàñîâàí ñ s è â äðóãèõ

òî÷êàõ.

Çàìå÷àíèå 8 Çàìåòèì, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 ëåììà 2.3.1 ìîæåò áûòü óñèëåíà äî

óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì F (U) → FZar(U) ÿâëÿåòñÿ èçî-

ìîðôèçìîì, ò.å. ÷òî ëþáîé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíôñåðàìè ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì ïðè îãðà-

íè÷åíèè íà AK, ïîñêîëüêó èç òîãî, ÷òî ãîìîìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ F (U)→ F (W ) èíú-

åêòèâåí äëÿ ëþáîé ïàðû îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ W ⊂ U ⊂ A1
K, ñëåäóåò ÷òî ãîìî-

ìîðôèçì îãðàíè÷íèÿ â îáùóþ òî÷êó F (U) → F (η) èíúåêòèâåí äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî

U ⊂ A1, è íàêîíåö, ÷òî F (U) → FZar(U) èíúåêòèâåí äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî U . Îäíà-

êî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè àññîöèèðîâàííîãî ïó÷êà, ò.å.

òåîðåìû 4, ýòî íå òðåáóåòñÿ.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.3.1 íå èñïîëüçîâàëàñü ñþðúåê-

òèâíîñòü ãîìîìîðôèçìà âûðåçàíèÿ, îäíàêî èç ýòîé ñþðúêòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ãðóï-

ïû êîãîìîëîãèè H i
Zar

∣∣A1
K = 0, äëÿ i > 1 è ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà ñ

Witt-òðàíñôåðàèìè F (÷òî âàæíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíî-

ñòè êîãîìîëîãèé � òåîðåìà 10)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

F (U)
i→ F (η)

d1

→
∑

z∈MaxSp(U)

F (Uz − z)

F (Uz)
, (2.3.1)

â êîòîðîé ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì çàìêíóòûì òî÷êàì z ∈ U, è Uz îáîçíà÷àåò

ëîêàëüíóþ îêðåñòíîñòü z. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëå-
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äîâàòåëüíîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâàÿ ñòðåëêà èíúåêòèâíà ïî òåîðåìå 2 îá èíúåê-

òèâíîñòè íà A1, òî÷íîñòü â ñðåäíåì ÷ëåíå ñëåäóåò èç èíúåêòèâíîñòè ãîìîìîðôèçìîâ

âûðåçàíèÿ (ñ ó÷¼òîì äàëüíåéøåãî ïîÿñíåíèÿ, ÷òî ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëîáàëüíûõ

ñå÷åíèé ïðåäïó÷êà âìåñòå ñ åãî ðåçîëüâåíòîé, ÿñíî, ÷òî ýòî è åñòü óòâåðæäåíèå ëåì-

ìû 2.3.1), à ñþðúåêòèâíîñòü âòîðîé ñòðåëêè ñëåäóåò èç ñþðúåêòèâíîñòè ãîìîìîðôèç-

ìîâ âûðåçàíèÿ.

Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñå÷åíèé ïðåäïó÷êà

F
∣∣
A1
K
è ñëåäóþùåé åãî âÿëîé ðåçîëüâåíòû (íà A1

K)

F → η∗(F (η))
d→

∑
z∈MaxSp(A1)

z∗(
F (Uz − z)

F (Uz)
),

ãäå â ïåðâîì ÷ëåíå η � îáùàÿ òî÷êà è η∗ � ïðÿìîé îáðàç âäîëü âëîæåíèÿ η → A1, à

âî âòîðîì ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì çàìêíóòûì òî÷êàì z ∈ A1 è z∗ � ïðÿìîé

îáðàç âäîëü âëîæåíèÿ z → A1. Òî, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ òî÷íà, ñëåäóåò

èç òåîðåìû îá èíúåêòèâíîñòè íà ëîêàëüíûõ ñõåìàõ. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ðåçîëüâåíòà

äëèíû 2, è ïîýòîìó H0
Zar(U) = ker(d(U)), H1

Zar(U) = coker(d(U)), à ñòàðøèå êîãîìîëîãèè

ðàâíû 0. Íî èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2.3.1, ñëåäóåò ÷òî H0
Zar(U) = F (U) (÷òî

âíîâü îçíà÷àåò, ÷òî F � ïó÷îê) è H1
Zar(U) = 0.
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Ãëàâà 3. Àññîöèèðîâàííûé ïó÷îê

â òîïîëîãèè Íèñíåâè÷à

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ïðåäïó÷êîâ ñ

Witt-òðàíñôåðàìè ïî îòíîøåíèþ ê òîïîëîãèè Íèñíåâè÷à, è äîêàçàíà òåîðåìà îá èçîìîð-

ôèçìå ýòàëüíîãî âûðåçàíèÿ äëÿ êðèâûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò óñèëèòü ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé

ãëàâû äëÿ òîïîëîãèè Íèñíåâè÷à, ò.å. äîêàçàòü ÷òî ïó÷îê Íèñíåâè÷à, àññîöèèðîâàííûé ñ

ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ïðåäïó÷êîì ñ Witt-òðàíñôåðàìè, ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðè-

àíòåí (òåîðåìà Á èç ââåäåíèÿ).

3.1 Ýòàëüíîå âûðåçàíèå â ðàçìåðíîñòè 1

Òåîðåìà 5 Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè

è π : X ′ → X � ýòàëüíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì K, ÿâëÿþùèìñÿ ïîëåì

÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü z ∈ X � çàìêíóòàÿ òî÷-

êà, òàêàÿ, ÷òî π−1(z) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, ñêàæåì z′, è èíäóöèðîâàííûé íà ïîëÿõ

âû÷åòîâ ýòèõ òî÷åê ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òîãäà π èíäóöèðóåò èçî-

ìîðôèçì

π∗ :
F (U − z)

F (U)

∼→ F (U ′ − z′)
F (U ′)

,

ãäå U = Spec(OX,z), U ′ = Spec(OX′,z′).

Çàìå÷àíèå 9 Â òåðìèíàõ ïóíêòà 2 çàìå÷àíèÿ 4 òåîðåìà 5 îçíà÷àåò, ÷òî i∗ : F ′(U,U−

− z)→ F ′(U ′, U ′ − z) � èçîìîðôèçì.

Ëåììà 3.1.1 Ïóñòü π : X → X ′ � ýòàëüíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ êðèâûõ ñ òðèâèàëüíûìè

êàíîíè÷åñêèìè êëàññàìè, z è z′ � òî÷êè X è X ′ òàêèå, ÷òî π(z′) = z è ïîëÿ âû÷åòîâ

z è z′ èçîìîðôíû, U = lim←−
z∈V⊂X

V, U ′ = lim←−
z′∈V ′⊂X′

V ′, òîãäà:

a) ñóùåñòâóåò Φ ∈ WorK((U,U−z), (X ′, X ′−z′)) òàêîé, ÷òî [π ◦Φ] = [i] â WorK((U,U−

− z), (X,X − z));

b) ñóùåñòâóåò Ψ ∈ WorK((U,U−z), (X ′, X ′−z′)) òàêîé, ÷òî [Ψ◦π] = [i′] âWorK((U ′, U ′−

− z′), (X ′, X ′ − z′)).
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Çàìå÷àíèå 10 Óòâåðæäåíèå Ëåììû 3.1.1 îçíà÷àåò, ÷òî â WorK((U,U−z), (X,X−z′))

[π ◦ Φ] = [i] + [Ω], ãäåΩ ∈ WorK(U,X − z) è

[Ψ ◦ π] = [i′] + [Ω′], ãäåΩ′ ∈ Work(U
′, X ′ − z′).

Ýòî ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî ñëåäóþùèìè êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììàìè â WorK:

(U − z)× A1 � � //

Θ′

��

U × A1

Θ

��

(U − z) �
� //

π◦Φ

**

j0

55

U

++

44

(U − z) �
� //

ss

kk

U

i+Ω

tt

j1

ii

X − z � � // X

(U ′ − z′)× A1 � � //

Ξ′

��

U × A1

Ξ

��

(U ′ − z′) � � //

Ψ◦π

**

j0

44

U ′

++

33

(U ′ − z′) � � //

ss

kk

U

i′+Ω′

tt

j1

jj

X ′ − z � � // X ′ ,

ãäå j0 è j1 � íóëåâîå è åäèíè÷íîå ñå÷åíèÿ.

Âûâîä òåîðåìû 5 èç ëåììû.

Ïîêàæåì, ÷òî èç ëåììû 3.1.1a) ñëåäóåò èíúåêòèâíîñòü π∗. Ïóñòü a ∈ F ′(U − z, U)

è π∗(a) = 0. Ïîñêîëüêó F ′(U − z, U) = lim−→
z′∈V ′⊂X′

F ′(V − z, V ), óìåíüøèâ X è X ′ ìîæíî

äîáèòüñÿ, ÷òîáû a = j∗(aX), aX ∈ F ′(X − z,X), ãäå j : U → X, à òàêæå, ÷òîáû êàíîíè÷å-

ñêèå êëàññû X è X ′ áûëè òðèâèàëüíûìè. Òîãäà ïî ëåììå 3.1.1a), ïðèìåí¼ííîé ê íîâûì

X è X ′, j∗(aX) = Φ∗(π∗(aX)) = 0. Çíà÷èò, ÿäðî π∗ ðàâíî 0.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èç ëåììû 3.1.1b) ñëåäóåò ñþðúåêòèâíîñòü π∗. Ïóñòü a ∈ F ′(U ′−

− z, U ′). Àíàëîãè÷íî ñêàçàííîìó âûøå, óìåíüøèâ X è X ′, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû a =

= i′∗(a′X), a′X ∈ F ′(X ′ − z,X ′). Òîãäà ïî ëåììå 3.1.1b), ïðèìåí¼ííîé ê X è X ′, i′∗(a′X) =

= π∗(Φ∗(a′X)). Çíà÷èò π∗ ñþðúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.1.

ÏóñòüX,X
′
� ïðîåêòèâíûå çàìûêàíèÿX èX ′. Ïðîäîëæèì π äî ìîðôèçìà π : X

′ →

X. Îáîçíà÷èì D = X \ X, D′ = X
′ \ X ′, D′′ = π−1(D) ⊂ X

′
, è ∆ ⊂ X × U � ãðàôèê

âëîæåíèÿ i : U ↪→ X.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìûõ ìîðôèçìîâ Φ, Θ è Ω äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü:

1) P � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prU), ãäå prU : X ′ × U → U � êàíîíè÷åñêàÿ

ïðîåêöèÿ. Ò.å. P ∈ K[X ′ × U ] − mod � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé íàä K[U ] è K[X ′ × U ]-

ëèíåéíûé èçîìîðôèçì qP : P ' Hom(P,K[U ]),

2) H � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prA1×U), ãäå prA1×U : X ′ × A1 × U → A1 × U �

êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Ò.å. H ∈ K[X × A1 × U ] − mod � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé íàä

K[A1 × U ] è K[X × A1 × U ]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì qH : H ' Hom(H,K[A1 × U ]),

òàêèå, ÷òî:

3) êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ:

P ⊗K[U ] K[U − z]→ K[X ′ − z′]⊗K[X′] P ⊗K[U ] K[U − z],

H ⊗K[U ] K[U − z]→ K[X − z]⊗K[X] H ⊗K[U ] K[U − z]
(3.1.1)

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè,

4) ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ:

j0
∗(H, qH) ' πU ∗(P, qP ),

j1
∗(H, qH) ' (K[∆], qK[∆])⊕ (G, qG),

(3.1.2)

ãäå q∆ � åäèíè÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà K[∆] (ò.å. ôîðìà, ïîëó÷àåìàÿ èç åäèíè÷íîé

ïðè ïîìîùè èçîìîðôèçìà K[∆] ' K[U ]), è K[X × U ]-ìîäóëü G, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà qG, îáëàäàåò ñâîéñòâîì G ' K[X − z]⊗K[X] G.

Áóäåì ñòðîèòü ýòè ìîäóëè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé

ïó÷êîâ s′ ∈ L (nD′′U) íà X
′
U , s ∈ L (lnDU×A1) íà XU×A1 è s0, s1 ∈ L (lnDU) íà XU (íèæ-

íèìè èíäåêñàìè çäåñü îáîçíà÷åíû çàìåíû áàçû), êîòîðûå áóäåì íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ

ñëåäóþùåé ïîäëåììû, ÿâëÿþùåéñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ñåððà (òåîðåìà 5.2, ãë. 3 èç [3]):

Ïîäëåììà 3.1.1.1 Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ñõåìà íàä ñïåêòðîì íåêîòîðîãî í¼òåðî-

âîãî êîëüöà, Z � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà, F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê è L � î÷åíü îáèëüíîå

ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X. Äëÿ âñåõ n, áîëüøèõ íåêîòîðîãî k, îãðàíè÷åíèå Γ(F⊗L ⊗n)→

Γ((F ⊗L ⊗n)
∣∣
Z

) � ñþðúåêòèâíî.
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Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ: z � äèàãîíàëü â z× z, z′ � ãðàôèê π : z′ → z,

êîòîðûé ôàêòè÷åñêè òîæå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ, ïîñêîëüêó π çàäà¼ò èçîìîðôèçì z è z′,

W � ëîêàëüíàÿ îêðåñòíîñòü z â z × U , W ′ � ëîêàëüíàÿ îêðåñòíîñòü z â z′ × U , δ′ �

ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â K[W ′], N ′ = SpecK[W ′]/δ′2 � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà â W ′.

Ñíà÷àëà ïîñòðîèì èñêîìîå ñå÷åíèå íà X
′
z, äëÿ ýòîãî äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå:

Ïîäëåììà 3.1.1.2 Ïóñòü π : X ′ → X � êîíå÷íûé ìîðôèçì ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ íàä

áåñêîíå÷íûì ïîëåì, z � çàìêíóòàÿ òî÷êà X ′, Y � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà X ′, íå ñîäåð-

æàùàÿ z, è L � î÷åíü îáèëüíûé ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê ðàíãà 1 íà X ′. Òîãäà äëÿ âñåõ

n, áîëüøèõ íåêîòîðîãî n0, ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå s ïó÷êà L ⊗n, îáðàùàþùååñÿ

â 0 â z, íå îáðàùàþùååñÿ â 0 íà Y è òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå π íà div s ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-

òûì âëîæåíèåì (òî÷íåå, èìååòñÿ â âèäó îãðàíè÷åíèå π íà ïîäñõåìó â X ′, îïðåäåëÿåìóþ

ïó÷êîì èäåàëîâ â O(X ′), ñîñòîÿùèì èç ôóíêöèé f : divf > divs).

Äîêàçàòåëüñòâî ïîäëåììû 3.1.1.2.

Òî, ÷òî π : divs→ X � çàìêíóòîå âëîæåíèå, îçíà÷àåò, ÷òî επ : O(X))→ π∗(O(divs)),

èíäóöèðîâàííîå π, ñþðúåêòèâíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ãëîáàëüíûõ

ñå÷åíèé L ⊗n, ñîñòîÿùåå èç ñå÷åíèé îáðàùàþùèõñÿ â 0 â z. Ïî ïîäëåììå 3.1.1.1 äëÿ äî-

ñòàòî÷íî áîëüøèõ n Γ íå ïóñòî. Ïîêàæåì, ÷òî íåñþðúåêòèâíîñòü επ � çàìêíóòîå óñëîâèå

â Γ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå µ = πΓ : X ′ × Γ → X × Γ è óíèâåðñàëüíîå ñå÷å-

íèå sΓ ∈ Γ(pr∗X′(L
⊗n)), ãäå pr : X ′ × Γ → X ′ � ïðîåêöèÿ âäîëü Γ. Ïóñòü Zi ⊂ X ′ × Γ �

íîñèòåëü êîÿäðà εµ : O(X × Γ) → µ∗ (O(divsΓ)) è Zn ⊂ Γ � îáúåäèíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâ

ñå÷åíèé, îáðàùàþùèõñÿ â 0 â êàêîé-ëèáî èç òî÷åê Y . Òîãäà èñêîìîå ñå÷åíèå s � ðàöèî-

íàëüíàÿ òî÷êà Γ, ëåæàùàÿ âíå prΓ(Zi) (ãäå prΓ � ïðîåêöèÿ âäîëü X ′) è âíå Zn. Íàëè÷èå

ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê Γ âíå prΓ(Zi)∪Zn ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Γ 6= prΓ(Zi)∪Zn, êàê ñõåìû

íàä áàçîâûì ïîëåì.

Ïîñêîëüêó Y íå ñîäåðæèò z, ïî ïîäëåììå 3.1.1.1, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñóùå-

ñòâóåò ñå÷åíèå, îáðàùàþùååñÿ â 0 â z è íå îáðàùàþùååñÿ â 0 íà Y , ïîýòîìó Γ 6= Zn, è,

ïîñêîëüêó Γ íåïðèâîäèìî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Γ 6= prΓ(Zi).

Ïîñêîëüêó ïîñëå ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðîâ ðàâåíñòâî áû íå íàðóøèëîñü, äîñòàòî÷íî

äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F . Åñëè π : divs → X íå

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, òî divs > p1 + p2 äëÿ íåêîòîðûõ p1, p2 ∈ X ′, π(p1) = π(p2) (p1 è

p2 ìîãóò ñîâïàäàòü). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ðàçìåðíîñòü Zi, îïðåäåëèì êîðàçìåðíîñü
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ïîäïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(D) çàìêíóòóþ ïîäñõåìó âX ′, îïðåäåëÿåìóþ ïó÷êîì

èäåàëîâ â O(X), ñîñòîÿùèõ èç ôóíêöèé f : divf > D äëÿ äèâèçîðà D â X ′. Çàìåòèì, ÷òî

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê p1, p2 ∈ X ′ îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ

rp1,p2,n : Γ(L ⊗n)→ Γ(L ⊗n)
∣∣
S(p1+p2+z)

) = F 2

ñþðúåêòèâíî, ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì n ñþðúåêòèâíîñòü rp1,p2,n ÿâëÿåòñÿ îòêðû-

òûì óñëîâèåì íà ïàðó (p1, p2), à äëÿ êàæäîé ïàðû p1, p2 ïî ïîäëåììå 3.1.1.1 äëÿ äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ n rp1,p2,n ñþðúåêòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, êîðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà â

Γ0, ñîñòîÿùåãî èç ñå÷åíèé div s > p1 + p2, ñîâïàäàåò ñ êîðàçìåðíîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà

ôóíêöèé {f ∈ F [S(p1 + p2 + z)] : divf > p1 + p2, divf > z} â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé,

îáðàùàþùèõñÿ â 0 â z, ò.å. ðàâíà 2, êîãäà p1, p2 6= z, è ðàâíà 1, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç

òî÷åê ñîâïàäàåò ñ z.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè p ∈ X ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïàð p1, p2 ∈ X :

π(p1) = π(p2) = p. Ïîñêîëüêó äëÿ p 6= π(z) äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû óñëîâèå div s > p1 + p2

îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî â Γ êîðàçìåðíîñòè 2, òî dim(Z ∩ (p× Γ)) 6 dim Γ− 2. Äëÿ p =

= π(z) ýòè óñëîâèÿ èìåþò êîðàçìåðíîñòü õîòÿ áû 1, çíà÷èò, dim(Z∩(π(z)×Γ)) 6 dim Γ−1.

Òàêèì îáðàçîì, dimZ 6 dim Γ− 1, è çíà÷èò, Γ 6= prΓ(Zi).

Ïî ïîäëåììå 3.1.1.2, ïðèìåí¼ííîé ê πz : X
′ → X è ïó÷êó L (D′′×z), äëÿ n, áîëüøèõ

íåêîòîðîãî k, ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s ∈ L(nD′′ × z) íà X
′
z, òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå πz íà

divs ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì, s îáðàùàåòñÿ â íîëü â z′ è íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà

π−1(z)×z−z′ è íàD′′×U . Ïî ïîäëåììå 3.1.1.1, ïðèìåí¼ííîé ê ìíîãîîáðàçèÿìX ′×U,X×U,

ïó÷êàì O(X ′×U),O(X×U) è ëèíåéíûì ðàññëîåíèÿì L (D′′×U) è L (D′′×U), äëÿ âñåõ

n, áîëüøèõ íåêîòîðîãî k, îòîáðàæåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ

Γ(X ′ × U,L (nD′′ × U))→ Γ(L (nD′′ × U)
∣∣
z′×U∪D′×U∪X′×z),

Γ(X × U,L (lnD × U))→ Γ(L (lnD × U)
∣∣
z×U∪D×U∪∆

)

ñþðúåêòèâíû. Âûáåðåì n áîëüøå k è k, è âûáåðåì s, óäîâëåòâîðÿþùåå îïèñàííûì âûøå

óñëîâèÿì.

Âûáåðåì s′ � ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå L (nD′′ × U), òàêîå, ÷òî s′
∣∣
X′×z = s, s′ � íå

îáðàùàåòñÿ â íîëü íà D′ × U , s′
∣∣
N ′

= δ (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ òðèâèàëèçàöèÿ
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L (nD′′ × U)
∣∣′
N
). Òîãäà

s′.(π−1(z′)× U) = z′, div s′.(D′ × U) = 0. (3.1.3)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî s′ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà (π−1(z′) × U) − z′,

ïîñêîëüêó s íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà π−1(z) × z − z′, è òîãî, ÷òî s′
∣∣
N ′

= δ′, à âòîðîå �

ïåðåôîðìóëèðîâêà íå îáðàùåíèÿ â íîëü.

Ïóñòü s0 � íåêîòîðîå ñå÷åíèå L (lnDU), òàêîå, ÷òî div s0 = πU ∗(div s
′). Òîãäà èç 3.1.3

ñëåäóåò:

div s0.(z
′ × U) = z, div s0.(D × U) = 0. (3.1.4)

Òåïåðü âûáåðåì ñå÷åíèå s1 ïó÷êà L (lnD × U):

s1

∣∣
∆

= 0, s1

∣∣
(z∪D)×U = s0

∣∣
(z∪D)×U

(ñîãëàñîâàííîñòü óñëîâèé íà ïåðåñå÷åíèÿõ îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî ∆ ∩ (z × U) = z è s0

îáðàùàåòñÿ â íîëü â z). È ïóñòü s = s0 · (1− t) + s1 · t � ñå÷åíèå L (lnD× U × A1). Òîãäà

èç 3.1.4 ïîëó÷èì:

div s.(z × U × A1) = z× A1, div s.(D × U × A1) = 0, (3.1.5)

ïîñêîëüêó s
∣∣
(z∪D)×U×A1 = s0

∣∣
(z∪D)×U .

Ïóñòü S ′ = div s′, S = div s, S0 = div s0, S1 = div s1. Îãðàíè÷åíèå πU íà ïîäñõåìó S ′

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì, ïîñêîëüêó íàä çàìêíóòîé òî÷êîé U (ò.å. z) îíî ñîâïàäàåò

ñ îãðàíè÷åíèåì πz íà div s è ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, πU çàäà¼ò

èçîìîðôèçì S ′
∼→ S0. Çàìåòèì, ÷òî S

′ ⊂ X ′×U è S ⊂ X ×U ×A1 ïî âòîðûì ðàâåíñòâàì

èç 3.1.3 è 3.1.5, è ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî s
∣∣
X×U×0

= s0, s
∣∣
X×U×1

= s1 ïîëó÷èì êîììóòàòèâíóþ

äèàãðàììó

S1

(1)

� � //
� _

iS1

��

S

(3)

� _

iS
��

S0

(5)

� _

iS0

��

? _oo S ′woo � _

iS′
��

XU

(2)

� � idX×j1//

prU

��

XA1×U

(4)prU×A1

��

XU
? _

idX×j0oo

prU

��

X ′U
πUoo

prU

��
U �
� j1 // U × A1 U_?

j0oo U,

(3.1.6)

â êîòîðîé êâàäðàòû (1-4) äåêàðòîâû.
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È òåïåðü îïðåäåëèì ìîäóëè

P = K[S ′]K[X′×U ], H = K[S]K[X×U×A1].

Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ 3.1.1, êîòîðîå íå çàâèñèò îò âûáîðà èçîìîðôèçìîâ qP è qH ,

âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî s íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà z × (U − z) × A1 è s′ íå îáðàùàåòñÿ â

íîëü íà z′ × (U − z), è ñëåäîâàòåëüíî,

S ∩ (z × U × A1) ⊂ z × z × A1 ⊂ S ∩ (X × z × A1),

S ′ ∩ (z′ × U) ⊂ z′ × z ⊂ S ′ ∩ (X
′ × z).

Çíà÷èò,

K[X − z]⊗K[X] K[S]⊗K[U ] K[U − z] ' K[S]⊗K[U ] K[U − z],

K[X ′ − z′]⊗K[X′] K[S ′]⊗K[U ] K[U − z] ' K[S ′]⊗K[U ] K[U − z].

Òåïåðü óáåäèìñÿ ÷òî P è H � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûå ïðîåêòèâíûå K[U ] è K[U ×A1]

ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëè, è çàäàäèì íà íèõ ñòðóêòóðû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ

ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ìîðôèçìû ñõåì pS′ = prU ◦ iS′ : S ′ → U è pS = prU ◦ iS : S → U ÿâ-

ëÿþòñÿ êîíå÷íûìè è ïëîñêèìè. Îïðåäåëèì íåêîòîðûå K[S ′]-ëèíåéíûé è K[S]-ëèíåéíûé

èçîìîðôèçìû

qS′ : K[S ′] ' Hom(K[S ′], K[U ]),

qS : K[S] ' Hom(K[S], K[U × A1]),

êîòîðûå îïðåäåëÿþò êâàäðàòè÷íûå ïðîñòðàíñòâà â Proj(pS′) è Proj(pS), è îãðàíè÷åíèÿìè

ñêàëÿðîâ âäîëü âëîæåíèé iS′ è iS ïîëó÷èì èñêîìûå èçîìîðôèçìû qP è qH .

Ïóñòü d ∈ L (lnD×U ×A1) � ñå÷åíèå, êîòîðîå çàäà¼ò äèâèçîð lnD×U ×A1, òîãäà

f = s
d
� ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà X × U × A1, êîòîðàÿ ðåãóëÿðíà íà X × U × A1.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

F = (f, prU×A1) : X × U × A1 → A1 × U × A1,

è îáîçíà÷èì B ∈ K[A1 × U × A1] − mod � êîëüöî K[X × U × A1], ðàññìîòðåííîå êàê

K[A1 × U × A1]-ìîäóëü ïîñðåäñòâîì F .

Ïîêàæåì, ÷òî B � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé ïðîåêòèâíûé K[A1 ×U ×A1]-ìîäóëü. Äëÿ

ýòîãî çàìåòèì, ÷òî F ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû áàçû A1×U ×A1 → P1×U ×A1 èç
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ïðîåêòèâíîãî ìîðôèçìà

F = ([s : d], idU×A1) : X × U × A1 → P1 × U × A1.

F � ìîðôèçì îòíîñèòåëüíîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé X×U ×A1 â îòíîñèòåëüíóþ ïðîåêòèâ-

íóþ ïðÿìóþ P1×U ×A1, çàäàííûé äâóìÿ íåïðîïîðöèîíàëüíûìè ñå÷åíèÿìè, ïîñêîëüêó s

íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà DU×A1 . Ïî ïðèâåä¼ííîé íèæå ïîäëåììå F � êîíå÷íûé, ñþðúåê-

òèâíûé, ïëîñêèé, çíà÷èò F � êîíå÷íîå, ñþðúåêòèâíîå, ïëîñêîå, è, ïîñêîëüêó êîíå÷íîïî-

ðîæä¼ííûé ïëîñêèé ìîäóëü � ïðîåêòèâíûé, òî B � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé ïðîåêòèâíûé

K[A1 × U × A1]-ìîäóëü.

Ïîäëåììà 3.1.1.3 Ïóñòü F : XT → P1
T � ìîðôèçì ãëàäêîé îòíîñèòåëüíîé ïðîåêòèâ-

íîé êðèâîé XT â îòíîñèòåëüíóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ P1
T íàä íåêîòîðîé ñóùåñòâåííî

ãëàäêîé ñõåìîé T , çàäàííûé äâóìÿ íåïðîïîðöèîíàëüíûìè ñå÷åíèÿìè s, d íåêîòîðîãî ëè-

íåéíîãî ðàññëîåíèÿ íà XT . Òîãäà F � êîíå÷íûé, ñþðúåêòèâíûé, ïëîñêèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîîáðàç F−1(t) ⊂ XT ïðîèçâîëüíîé òî÷êè t ∈ P1
T èçîìîðôåí

div(s · t1 − d · t2) ⊂ X t, ãäå t1, t2 � íåïðîïîðöèîíàëüíûå ñå÷åíèÿ O(1) íà P1
T . Ïîñêîëüêó s

íåïðîïîðöèîíàëüíî d, òî s · t1−d · t2 6≡ 0, è çíà÷èò, div(s · t1−d · t2) � íåïóñòîå ñîáñòâåííîå

çàìêíóòîå ïîäíîæåñòâî â Xt, è çíà÷èò, dimF−1(t) = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè t. Òàêèì îáðàçîì,

F � ñþðúåêòèâíûé è êâàçèêîíå÷íûé. À ïîñêîëüêó êâàçèêîíå÷íûé ïðîåêòèâíûé ìîðôèçì

� êîíå÷íûé, òî F � êîíå÷íûé. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó XT è P1
T � ñóùåñòâåííî

ãëàäêèå è èõ ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò, òî F � ïëîñêèé (ñì. ñëåäñòâèå V.3.9. è òåîðåìó

II.4.7 [5]).

Ïîñêîëüêó êàíîíè÷åñêèå êëàññû X × U × A1 è A1 × U × A1 òðèâèàëüíû, ïî óòâåð-

æäåíèþ 2.1 èç [4] ñóùåñòâóåò K[X × U × A1]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì

q : B ' Hom(B,K[A1 × U × A1]).

Ïîñêîëüêó S = div0s = div0f , èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà, â êîòîðîé êâàäðàòû

äåêàðòîâû:

X × U × A1

F
��

S? _o

prU×A1

��

S0
? _o

prU

��

S ′
πU

∣∣
S′'oo

��
A1 × U × A1 U × A1? _

0×idU×A1
o U? _

j0o ,
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è îïðåäåëèì èçîìîðôèçìû

qS = (0× idU×A1)∗(q), qS0 = j0
∗(qS), qS′ = πU

∣∣
S′
∗
(qS0).

Òåïåðü îïðåäåëèì èñêîìûå èçîìîðôèçìû qP è qH :

qH = iS∗(qS), qP = iS′∗(qS′).

Òîãäà ïåðâûé èçîìîðôèçì èç 3.1.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èçî-

ìîðôèçìîâ:

πU ∗(qP ) ' (πU ◦ iS′)∗(qS′)
1' iS0∗(qS0) ' iS0∗j0

∗(qS)
2' j0

∗iS∗(qS) ' j0
∗(qH),

â êîòîðîé èçîìîðôèçì 1 ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè êâàäðàòà (5) äèàãðàììû 3.1.6 è

òîãî, ÷òî êîìïîçèöèÿ îãðàíè÷åíèé ñêàëÿðîâ ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì ñêàëÿðîâ âäîëü

êîìïîçèöèè, èçîìîðôèçì 2 � èç äåêàðòîâîñòè êâàäðàòîâ (3-4) äèàãðàììû 3.1.6 è òîãî,

÷òî îãðàíè÷åíèå ñêàëÿðîâ êîììóòèðóåò ñ çàìåíîé áàçû, à îñòàëüíûå � èç îïðåäåëåíèé

qP , qS0 è qH .

Îñòà¼òñÿ äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî èçîìîðôèçìà èç 3.1.2. Àíàëîãè÷íî qS0 îïðå-

äåëèì qS1 = j1
∗(qS). Ïîñêîëüêó êâàäðàòû (1-2) äèàãðàììû 3.1.6 äåêàðòîâû,

j1
∗(qH) = j1

∗iS∗(qS) ' iS1∗j1
∗(qS) = iS1∗(qS1).

Òàê êàê s1

∣∣
∆

= 0, òî div s1 = ∆ +R.

R ∩ (z × U) = div s1.(z × U)−∆.(z × U) = div s0.(z × U)− z = 0,

ò.å. R ∩ (z × U) = ∅, è ïîñêîëüêó z � åäèíñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ òî÷êà ∆, òî R ∩ ∆ = ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî, S1 ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ∆ è R. Çíà÷èò, K[S1] ðàñêëà-

äûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå êîëåö K[∆] è K[R], è K[S1]-ëèíåéíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà qS1

ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ôîðì íà K[∆] è íà G = K[R]. È, ïîñêîëüêó R∩(z×U) =

= ∅, G ' K[X − z]⊗K[X] G. Îñòà¼òñÿ óäîâëåòâîðèòü óñëîâèå, ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

íà K[∆] ÿâëÿëàñü åäèíè÷íîé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ çàäàííîé íåêîòî-

ðîé îáðàòèìîé â K[U ] ôóíêöèåé l. Òîãäà äîìíîæèì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íà H, P è G
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íà l−1, ïðè ýòîì èõ ñîãëàñîâàííîñòü íå íàðóøèòñÿ, à íîâîå îãðàíè÷åíèå íà K[∆] áóäåò

çàäàíî åäèíè÷íîé ôîðìîé.

b) Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìûõ ìîðôèçìîâ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü:

1) P � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prU), ãäå prU : X ′ × U → U � êàíîíè÷åñêàÿ

ïðîåêöèÿ. Ò.å. P ∈ K[X ′ × U ] − mod � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé íàä K[U ] è K[X ′ × U ]-

ëèíåéíûé èçîìîðôèçì P ' Hom(P,K[U ]),

2) H � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prA1×U ′), ãäå prU : X ′ × A1 × U ′ → A1 × U ′ �

êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Ò.å. H ∈ K[X ′ × A1 × U ′] − mod � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé íàä

K[A1 × U ′] è K[X ′ × A1 × U ′]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì H ' Hom(H,K[A1 × U ′]),

òàêèå, ÷òî:

3) êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ:

P ⊗K[U ] K[U − z]→ K[X ′ − z′]⊗K[X] P ⊗K[U ] K[U − z],

H ⊗K[U ′] K[U ′ − z′]→ K[X ′ − z′]⊗K[X′] H ⊗K[U ′] K[U ′ − z′]
(3.1.7)

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè,

4) ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ:

j0
∗(H, qH) ' (id(X)× π)∗(P, qP ),

j1
∗(H, qH) ' (K[∆′], q∆′)⊕ (G, qG),

(3.1.8)

ãäå q∆′ � åäèíè÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà K[∆′], ∆′ � ãðàôèê âëîæåíèÿ U ′ ↪→ X ′

(ò.å. èìååòñÿ â âèäó ôîðìà, ïîëó÷àåìàÿ èç åäèíè÷íîé ïðè ïîìîùè èçîìîðôèçìà K[∆′] '

' K[U ′]) èK[X ′×U ′]-ìîäóëü G, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà qG, îáëàäàåò

ñâîéñòâîì G ' K[X ′ − z′]⊗K[X′] G.

Áóäåì ñòðîèòü ýòè ìîäóëè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé

ïó÷êîâ L (nD′U) íà X
′
U , L (nD′U ′×A1) íà X

′
U ′×A1 è L (nD′U ′) íà X

′
U ′ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-

øîãî n (óñëîâèÿ íà ýòè ñå÷åíèÿ ïðèâåäåíû íèæå).

Îáîçíà÷èì: z′′ � äèàãîíàëü â z′ × z′, W ′′ � ëîêàëüíàÿ îêðåñòíîñòü z′′ â z′ × U ′, à

N ′′ = SpecK[W ′′]/(δ′′2).

Ïî ïîäëåììå 3.1.1.1 äëÿ ëþáîãî n, áîëüøåãî íåêîòîðîãî k, ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s′

ïó÷êà L (nD′U), òàêîå, ÷òî s′ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà D′ × U è â òî÷êàõ z′ × U , îòëè÷íûõ
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îò z′, è s′
∣∣
N ′

= δ′ (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ òðèâèàëèçàöèÿ L (nD′U) íà N ′). Ïóñòü

òåïåðü s0 = (idX′ × π)∗(s′) � ñå÷åíèå L (nD′U ′), ÿâëÿþùååñÿ îáðàòíûì îáðàçîì s′ âäîëü

idX′ × π. Òîãäà s0 íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà D
′ × U ′ è â òî÷êàõ z′ × U ′, îòëè÷íûõ îò z′′, è

s0

∣∣
N ′′

= δ′′, ãäå δ′′ � îáðàòíûé îáðàç δ âäîëü idX′ × π.

Òåïåðü âûáåðåì ñå÷åíèå s1 ïó÷êà L (nD′ × U ′) íà X ′ × U ′ òàêîå, ÷òî

s1

∣∣
(z′∪D′)×U ′ = s0

∣∣
(z′∪D′)×U ′ , s1

∣∣
∆′

= 0,

óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííû, ïîñêîëüêó s0 îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ∆′∩ ((z′ ∪D′)×U) = z′′. Ïóñòü

s = s0 ·(1−t)+s1 ·t � ñå÷åíèå L (nD′×U ′×A1) íàX
′×U ′×A1, òîãäà s íå îáðàùàåòñÿ â íîëü

íà D′×U ′×A1 è íà (z′×U ′−z′)×A1, s
∣∣
W ′×A1 = δ′ (çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ òðèâèàëèçàöèÿ

L (lnDU ′×A1)
∣∣
W ′×A1 = O(W ′ × A1)), s

∣∣
X
′×U ′×0

= s0, s
∣∣
X
′×U ′×1

= s1 ).

Ðàññìîòðèì çàìêíóòûå ïîäñõåìû S ′ = divs′, S = divs, S1 = divs1, S0 = divs0 â

X ′ × U, X ′ × U ′ × A1 è X ′ × U ′.

S1
� � //
� _

��

S� _

��

S0� _

��

? _oo
w
// S ′� _

��
X ′U ′

� � idX×j1//

��

X ′A1×U ′

��

X ′U ′
? _

idX′×j0oo
idX′×π

//

��

X ′U

��
U ′ �
� j1 // U ′ × A1 U ′? _

j0oo π // U.

S ′ ⊂ X ′×U , ïîñêîëüêó s′ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà D′×U , è S ⊂ X ′×U ′×A1, ïîñêîëüêó

s íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà D′ × U ′.

Ïîëîæèì P = K[S ′]K[X′×U ], H = K[S]K[X′×U ′].

Ïðîâåðèì óñëîâèå 3.1.7. Ïîñêîëüêó s íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà z′ × (U ′ − z′) × A1 è

s′ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà z′ × (U − z), òî

S ∩ (z′ × U ′ × A1) ⊂ z′ × z′ × A1 ⊂ S ∩ (X ′ × z′ × A1),

S ′ ∩ (z′ × U) ⊂ z′ × z ⊂ S ′ ∩ (X
′ × z)

è

K[S]⊗K[U ′] K[U ′ − z′] ' K[X ′ − z′]⊗K[X′] K[S]⊗K[U ′] K[U ′ − z′],

K[S ′]⊗K[U ] K[U − z] ' K[X ′ − z′]⊗K[X′] K[S ′]⊗K[U ] K[U − z].
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Òåïåðü íóæíî çàäàòü ñòðóêòóðû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ íà P è H. Ñäåëàåì ýòî

ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé

F = (
s

d
, prU ′×A1) : X ′ × U ′ × A1 → A1 × U ′ × A1,

F0 = (
s0

d
, prU ′) : X ′ × U ′ → A1 × U ′,

F ′ = (
s′

d
, prU) : X ′ × U → A1 × U,

ãäå d ∈ L (nD′) � ñå÷åíèå, çàäàþùåå äèâèçîð nD′ íà X ′ (òî÷íåå, ïîäðàçóìåâàþòñÿ åãî îá-

ðàòíûå îáðàçû â L (nD′×U ′×A1),L (nD′×U ′) è L (nD′×U)). Áëàãîäàðÿ ñîãëàñîâàííîñòè

s, s0 è s
′ íà X ′ × U ′, êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

SI i

w

��

S0L l

{

��

? _o �� / S ′M m

{

��

X ′ × U ′ × A1

F

��

X ′ × U ′

F0

��

? _o �� / X ′ × U
F ′

��

U ′ × A1
I i

0×idU′×A1w

U ′L l

0×idU′{

? _

idU′×0
o

π
// UM m

0×idU{
A1 × U ′ × A1 A1 × U ′? _

idA1×idU′×0
o

idA1×π
// A1 × U .

Èç ñîîáðàæåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðèâåä¼ííûì â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà a), ìîðôèçìû F,

F0 è F
′ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ñþðúåêòèâíûìè è ïëîñêèìè, à K[X ′ × U ′ ×A1], K[X ′ × U ′]

è K[X ′ × U ] � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûìè ïðîåêòèâíûìè ìîäóëÿìè íàä K[A1 × U ′ × A1],

K[A1 × U ′] è K[A1 × U ] ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó F , F0 è F ′ � ìîðôèçìû îòíîñèòåëüíûõ êðèâûõ X ′U ′×A1 , X ′U ′ è X ′U â

îòíîñèòåëüíûå àôôèííûå ïðÿìûå A1
U ′×A1 , A1

U ′ è A1
U , îòíîñèòåëüíûå êàíîíè÷åñêèå êëàñ-

ñû ω(F ), ω(F0), ω(F ′) ñîãëàñîâàííî èçîìîðôíû ω(X ′)F ∗(ω(A1))−1, ω(X ′)F0
∗(ω(A1))−1,

ω(X ′)F ′∗(ω(A1))−1 ñîîòâåòñòâåííî. Êàíîíè÷åñêèå êëàññû X ′ è A1 òðèâèàëüíû, çíà÷èò,

ñóùåñòâóåò ñîãëàñîâàííàÿ òðèâèàëèçàöèÿ ω(F ), ω(F0) è ω(F ′). Ïî óòâåðæäåíèþ 2.1 èç

[4] Hom(B,A) åñòåñòâåííî èçîìîðôåí ω(B/A) äëÿ ãîìîìîðôèçìà A → B, òàêîãî, ÷òî

B � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé ïðîåêòèâíûé A-ìîäóëü. Çíà÷èò, òðèâèàëèçàöèÿ êàíîíè÷åñêèõ
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êëàññîâ X ′ è A1 äà¼ò ñîãëàñîâàííûå èçîìîðôèçìû

qB : BB ' HomA(BB, A), qB0 : B0B0
' HomA0(B0B0

, A0),

qB′ : B
′
B′ ' HomA′(B

′
B′ , A

′),

ãäå B = K[X ′ × U ′ × A1], A = K[A1 × U ′ × A1], B0 = K[X ′ × U ′], A0 = K[A1 × U ′],B′ =

= K[X ′×U ], A′ = K[A1×U ]. Èç èçîìîðôèçìîâ qB, qB0 , qB′ çàìåíîé áàçû 0 ↪→ A1 ïîëó÷èì

èçîìîðôèçìû

qS : K[S] ' Hom(K[S], K[U ′ × A1]), qS0 : K[S0] ' Hom(K[S0], K[U ′]),

qS′ : K[S ′] ' Hom(K[S ′], K[U ]).

Ýòî èçîìîðôèçìû íàä êîëüöàìè K[S], K[S0] è K[S ′] ñîîòâåòñòâåííî, è, îãðàíè÷èâàÿ ñêà-

ëÿðû äî K[X ′ × U ′ × A1], K[X ′ × U ′] è K[X ′ × U ], ïîëó÷èì èçîìîðôèçìû

qH : H ' Hom(H,K[U ′ × A1]), q0 : K[S0] ' HomK[X′×U ′](K[S0], K[U ′]),

qP : P ' Hom(P,K[U ]),

ïîñêîëüêó H ' K[S], P ' K[S ′]. Íàëè÷èå èçîìîðôèçìà q0, ïîëó÷àþùåãîñÿ çàìåíàìè áàç

èç qH è qP , îçíà÷àåò èõ ñîãëàñîâàííîñòü â ñìûñëå ïåðâîãî èçîìîðôèçìà èç 3.1.8.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî èçîìîðôèçìà èç 3.1.8, çàìåòèì, ÷òî

ïîñêîëüêó s1

∣∣
∆′

= 0, s1

∣∣
N ′′

= δ′′, s1 íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà (z′×U)−z′′, à δ′′ � ëîêàëüíûé

ïàðàìåòð íà W ′′, òî div s1 ∩ (z′ × U ′) = z′′ = ∆ ∩ (z′ × U ′), è àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî

ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà a), K[S1] ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå êîëåö K[∆′]

è K[R′] äëÿ íåêîòîðîãî R′ ⊂ (X ′ − z)× U ′.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç qH â ðåçóëüòàòå çàìåíû áàçû U ′ × 1: U ′ ↪→

U ′ × A1 è îãðàíè÷åíèÿ íà ñëàãàåìîå K[∆′], ìîæåò îêàçàòüñÿ íå åäèíè÷íîé, à çàäàííîé

íåêîòîðîé îáðàòèìîé ôóíêöèåé â l ∈ K[U ′]∗. Äîìíîæèâ âñå ïîëó÷åííûå êâàäðàòè÷íûå

ôîðìû íà íåêîòîðóþ îáðàòèìóþ ôóíêöèþ l′ ∈ K[U ]∗, òàêóþ, ÷òî l′(z) = l(z)−1, ìîæíî

äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû l(z) = 1. Ïî ñëåäóþùåé ïîäëåììå, ñîîòâåòñòâóþùåå êâàäðàòè÷íîå

ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåò ýëåìåíò, ðàâíûé âëîæåíèþ i′ â Wor((U ′, U ′ − z′), (X ′, X ′ − z′)),

÷òî âëå÷¼ò âòîðîé èçîìîðôèçì èç 3.1.8.
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Ïîäëåììà 3.1.1.4 X � ãëàäêàÿ ñõåìà, U � ëîêàëüíàÿ ïîäñõåìà â òî÷êå z, i � âëîæå-

íèå U ↪→ X. Ïóñòü ìîðôèçì ε ∈ Wor((U,U − z), (X,X − z)) îïðåäåëÿåòñÿ K[X × U ]-

ìîäóëåì K[∆] (∆ � ãðàôèê âëîæåíèÿ i) è êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, çàäàííîé îáðàòèìîé

ôóíêöèåé e ∈ K[U ]∗. Ïóñòü e(z) = 1, òîãäà [ε] = [i] â Wor((U,U − z), (X,X − z)).

Äîêàçàòåëüñòâî ïîäëåììû. Ïóñòü V � îêðåñòíîñòü ïî Çàðèññêîìó z â X, äëÿ êî-

òîðîé îïðåäåë¼í ìîðôèçì εV ∈ Wor((V, V − z), (X,X − z)), òàêîé, ÷òî εV ◦ iV , ãäå iV �

âëîæåíèå U ↪→ V .

Ðàññìîòðèì íàêðûòèå p : V ′ = SpecK[V ][b]/(b2 = e)→ V . Îòîáðàæåíèå p � ýòàëüíî

íàä z, ïîñêîëüêó e(z) = 1. Ïóñòü z′ � ïðîîáðàç z, â êîòîðîì b(z′) = 1. Óìåíüøèâ V è V ′,

ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû p áûëî ýòàëüíûì è ÷òîáû p−1(z) = z′.

Îáîçíà÷èì iV � âëîæåíèå V ↪→ X è ñîîòâåòñòâóþùèé ìîðôèçì â Wor((V, V −

− z), (X,X− z)). Ïîñêîëüêó p−1(z) = z′, p çàäà¼ò ìîðôèçì â Wor((V ′, V ′− z′), (V, V − z)).

Ðàññìîòðèì ìîðôèçìû iV ′ = iV ◦ p è εV ′ = εV ◦ p â Wor((V ′, V ′ − z′), (X,X − z)).

Ìîðôèçì iV ′ îïðåäåëÿåòñÿ ìîäóëåì K[∆′] (ãäå ∆′ � ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ p◦ iV : V ′ → X)

è åäèíè÷íîé ôóíêöèåé. Ìîðôèçì ε ◦ p îïðåäåëÿåòñÿ òåì æå ìîäóëåì K[∆′] è ôóíêöèåé

p∗(e). Ïîñêîëüêó âK[V ′] p∗(e) = b2, ò.å. p∗(e) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà,

îïðåäåëÿåìàÿ e, èçîìîðôíà åäèíè÷íîé è â Wor((V ′, V ′ − z′), (X,X − z)) ε ◦ p = i′V .

(V ′, V ′ − z′)
iV ′

))εV ′ ))
p

��

(U,U − z)� u

iV ''

Ψ
77

ε
//

i // (X,X − z)

(V, V − z)
' �

iV
55

εV

55

.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïî óæå äîêàçàííîìó ïóíêòó a) ëåììû, ïðèìåí¼ííîìó ê p : V ′ →

V , ñóùåñòâóåò Ψ ∈ Wor((U,U − z), (V ′, V ′− z′)): [Ψ ◦ p] = [iV ] â Wor((U,U − z), (V, V − z)).

È ïîëó÷èì

[iV ◦ ε] = [Ψ] ◦ [p ◦ ε] = [Ψ] ◦ [p ◦ iV ] = [i].

3.2 Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü àññîöèèðîâàííîãî ïó÷êà

Òåîðåìà 6 Äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà F ñ Witt-òðàíñôåðàìè, àññî-

öèèðîâàííûé ïó÷îê â òîïîëîãèè Íèñíåâè÷à FNis ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâåäåì å¼ èç ñëåäóþùåé ëåììû:

Ëåììà 3.2.1 Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè.

Òîãäà ïó÷êè FZar è FNis ñîâïàäàþò ïðè îãðàíè÷åíèè íà A1
K äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ K,

ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûé êâàäðàò

FNis(A1
X) �
� J∗ //

i∗0,X
��

FNis(A1
k(X))

i∗
0,k(X)

��
FNis(X) �

� j∗ //FNis(k(X))

Ñîãëàñíî ëåììå 3.2.1 ïó÷êè FZar è FNis ñîâïàäàþò ïðè îãðàíè÷åíèè íà A1
k(X). Âûøå

äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïó÷êà Çàðèññêîãî FZar îòîáðàæåíèå i
∗
0,k(X) � èçîìîðôèçì. Ïîýòîìó

i∗0,k(X) � èçîìîðôèçì è äëÿ ïó÷êà Íèñíåâè÷à. Ñîãëàñíî òåîðåìå, äîêàçàííîé â ðàáîòå [10],

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãîîáðàçèÿ Y ãîìîìîðôèçì FNis(Y )→ FNis(k(Y ))

èíúåêòèâåí. Ïîýòîìó J∗ � ìîíîìîðôèçì. Ïîýòîìó è êîìïîçèöèÿ i∗0,k(X) ◦ J∗ äëÿ ïó÷êà

Íèñíåâè÷à � ýòî ìîíîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, i∗0,X � ýòî ìîíîìîðôèçì. Òàê êàê i∗0,X �

ýïèìîðôèçì, òî îí � èçîìîðôèçì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü äîêàçàòü ëåììó.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ñå÷åíèÿ ïó÷êîâ FZar è FNis îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè ðîñò-

êàìè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíûõ ñõåìàõ è, âñëåäñòâèå òåîðåìû îá èíúåêòèâíîñòè íà

ëîêàëüíûõ ñõåìàõ äëÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàìè èç

[10] ãîìîìîðôèçìû îãðàíè÷åíèÿ âäîëü âëîæåíèÿ îáùåé òî÷êè η ↪→ A1
K FZar(U)→ F (η) è

FNis(U)→ F (η) � èíúåêòèâíû, è, ñëåäîâàòåëüíî, êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå FZar(U)→

FNis(U) � èíúåêòèâíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñþðúåêòèâíîñòè ïî ïðîèçâîëüíîìó ñå÷åíèþ

sNis ∈ FNis(U) íàéäåì ñå÷åíèå sZar ∈ FZar(U), ñîãëàñîâàííîå ñ sNis â îáùåé òî÷êå.

Ïóñòü c : U → U � ïîêðûòèå ïî Íèñíåâè÷ó, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò sU, òàêîå,

÷òî c∗(s) = ε(sU), ãäå ε � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå F → FNis. Êàê ïîêðûòèå ïî

Íèñíåâè÷ó, sU ñîäåðæèò íåêîòîðîå îòêðûòîå ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâî V ⊂ U , è äëÿ

ëþáîé òî÷êè z ∈ U \ V Uz òàêîå, ÷òî cz : Uz → A1
K � ýòàëüíî è c−1

z (z)'z. Îáîçíà÷èì

sV ∈ F (V ) è sUz ∈ F (Uz) � îãðàíè÷åíèÿ sU íà V è Uz, äëÿ âñåõ z ∈ U \ V .

Âûáåðåì íåêîòîðóþ òî÷êó z ∈ U \V . Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñò-

íîñòåé ïî Çàðèññêîìó W ⊂ A1
K òî÷êè z âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå W − z ⊂ V , îïðåäåë¼í
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ýëåìåíò rz ∈ lim
z∈W⊂A1

K

F (W−z)
F (W )

� îáðàç sV . Ïî òåîðåìå 5

lim
z∈W⊂A1

K

F (W − z)

F (W )
' lim

z∈W⊂Uz

F (W − z)

F (W )
,

è ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò sUz ∈ F (Uz), ñîãëàñîâàííîå ñ sV íà Uz − z, òî rz = 0. Çíà÷èò,

ñóùåñòâóåò sVz ∈ F (Vz), äëÿ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ïî Çàðèññêîìó

òî÷êè z ∈ A1
K , ñîãëàñîâàííîå ñ sV .

Ïîëó÷åííûå ñå÷åíèÿ sVz ïðåäïó÷êà F (äëÿ âñåõ z ∈ U \ V ) âìåñòå ñ sV çàäàþò

íåêîòîðîå ñå÷åíèå FZar íà U (ïîïàðíàÿ ñîãëàñîâàííîñòü ñå÷åíèé sVz ñëåäóåò èç ñîãëà-

ñîâàííîñòè âñåõ sVz ñ sV , ïîñêîëüêó îêðåñòíîñòè Vz äîñòàòî÷íî ìàëû, ò.å. Vz − z ⊂ V ).

Ïîñêîëüêó ñå÷åíèÿ sNis è sZar ñîãëàñîâàíû ñ sV íà V , òî îíè ñîãëàñîâàííû â îáùåé òî÷êå

A1
K .

Çàìå÷àíèå 11 Çàìåòèì ÷òî êàê è â ñëó÷àå òîïîëîãèè Çàðèññêîãî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ëåììû 3.2.1 è òåîðåìû 6 äîñòàòî÷íî òîëüêî èíúåêòèâíîñòè ãîìîìîðôèçìà ýòàëüíîãî

âûðåçàíèÿ, à èç ñþðúêòèâíîñòè ìîæíî âûâåñòè òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî H i
Nis

∣∣A1
K = 0

äëÿ i > 1 è ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïðåäïó÷êà ñ Witt-òðàíñôåðàèìè F .
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Ãëàâà 4. Äîïîëíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîé ãëàâå âî âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçàíà òåîðåìà À èç ââåäåíèÿ, êîòîðàÿ ïîç-

âîëÿåò äàòü îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè Witt-ìîòèâîâ. Â ïåðâîì è òðåòüåì ïàðàãðàôàõ äî-

êàçàíû òåîðåìû äîïîëíÿþùèå è óñèëèâàþùèå ðåçóëüòàòû îá èçîìîðôèçìàõ âûðåçàíèÿ

èç ïðåäûäóùèõ ãëàâ è íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíî-

ñòè êîãîìîëîãèé ïó÷êà, àññîöèèðîâàííîãî ñ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ïðåäïó÷êîì ñ

Witt-òðàíñôåðàìè. Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì øàãîì â ïëàíå ïî ðåøåíèþ âñåé

çàäà÷è ïî ïîñòðîåíèþ êàòåãîðèè Witt-ìîòèâîâ, ò.å äîêàçàòåëüñòâó å¼ îñíîâíîãî ñâîéñòâà,

îïèñàííîì â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå.

4.1 Âûðåçàíèå íà A1
U

Òåîðåìà 7 Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè,

U = OX,x � ñïåêòð ëîêàëüíîãî êîëüöà íåêîòîðîé ãëàäêîé ñõåìû X â òî÷êå x. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà V ⊂ A1
U , ñîäåðæàùåãî íóëåâîå ñå÷åíèå 0U ⊂ A1

U ,

îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ

i∗ :
F (A1

U − 0U)

F (A1
U)

→ F (V − 0U)

F (V )

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (i îáîçíà÷àåò âëîæåíèå V â A1
U).

Çàìå÷àíèå 12

1) Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âûðåçàíèÿ ïî Çàðèññêîìó íàä òî÷êîé, óòâåðæäåíèå òåîðåìû

îçíà÷àåò, ÷òî i∗ : F ′(A1
U − 0U ,A1

U)→ F (V − 0U , V ) � èçîìîðôèçì, è ñëåäóåò èç ñëåäó-

þùåé ëåììû.

2) Î÷åâèäíî, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî ãîìîìîðôèçì îãðà-

íè÷åíèÿ

i∗ :
F (V − 0U)

F (V )
→ F (V ′ − 0U)

F (V ′)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ ëþáûõ äâóõ âëîæåííûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ V ′ ⊂ V ⊂

A1
U , ñîäåðæàùèõ íóëåâîå ñå÷åíèå 0U ⊂ A1

U .

Ëåììà 4.1.1 Ïóñòü i îáîçíà÷àåò âëîæåíèå V â A1
U . Òîãäà [i] : (V, V − 0U)→ (A1

U ,A1
U −

− 0U) â Work ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
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Çàìå÷àíèå 13

a) Ïðàâûé îáðàòíûé ê [i] îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Φ ∈ WorK((A1
U ,A1

U − 0U), (V, V − 0U))

òàêèì, ÷òî [i◦Φ] = [id] ∈ WorK((A1
U−0U), (A1

U−0U)), ò.å. ñóùåñòâóåò Θ ∈ WorK((A1
U×

× A1, (A1
U − 0U)× A1), (A1

U ,A1
U − 0U)) òàêîå, ÷òî

Θ ◦ j0 = i ◦ Φ, Θ ◦ j1 = id, (4.1.1)

ãäå j0, j1 � âëîæåíèÿ íóëåâîãî è åäèíè÷íîãî ñå÷åíèé â (A1
U ,A1

U − 0U) × A1, ïî âòîðîìó

ñîìíîæèòåëþ.

b) Ëåâûé îáðàòíûé ê [i] îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Ψ ∈ WorK((A1
U ,A1

U − 0U), (V, V − 0U))

òàêèì, ÷òî [Ψ◦i] = [id] ∈ WorK((V, V −0U), (V, V −0U)), ò.å. ñóùåñòâóåò Ξ ∈ WorK((V ×

× A1, (V − 0U)× A1), (V, V − 0U)) òàêîå, ÷òî

Ξ ◦ j0 = Ψ ◦ i, Ξ ◦ j1 = id, (4.1.2)

ãäå j0, j1 � âëîæåíèÿ íóëåâîãî è åäèíè÷íîãî ñå÷åíèé â (V, V − 0U)× A1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1.1.

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ñõåì íàä U è áóäåì ñòðîèòü èñêîìûå ìîðôèçìû â êàòå-

ãîðèè WorU , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäêàòåãîðèåé â Work.

a) Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâîãî îáðàòíîãî ê i ∈ Wor((V, V − 0U), (A1
U ,A1

U − 0U)) íóæíî

íàéòè êâàäðàòè÷íûå ïðîñòðàíñòâà P è H, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì Φ è Θ, à èìåííî:

1) P ∈ k[V × UA1
U ] − mod � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé, ïðîåêòèâíûé íàä k[A1

U ] è k[V × UA1
U ]-

ëèíåéíûé èçîìîðôèçì qP : P ' Hom(P, k[A1
U ]),

2) H ∈ k[A1
U × UA1

U × A1] − mod � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé, ïðîåêòèâíûé íàä k[A1
U × A1] è

k[A1
U × UA1

U × A1]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì qH : H ' Hom(H, k[A1
U × A1]),

òàêèå, ÷òî:

3) êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ

P ⊗k[A1
U ] k[A1

U − 0U ]→ k[V − 0U ]⊗k[V ] P ⊗k[A1
U ] k[A1

U − 0U ],

H ⊗k[A1
U ] k[A1

U − 0U ]→ k[A1
U − 0U ]⊗k[A1

U ] H ⊗k[A1
U ] k[A1

U − 0U ]
(4.1.3)
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ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè (çäåñü îäíà èç ñòðóêòóð k[A1
U ]-ìîäóëÿ íà H ïîäðàçóìåâàåòñÿ

ïðàâîé, à äðóãàÿ � ëåâîé), ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî P è H çàäàþò ìîðôèçìû ïàð,

4) â ãðóïïå Âèòòà êàòåãîðèè Proj(A2
U → A1

U) âåðíû ðàâåíñòâà

[
(H, qH)⊗k[A1

U×A1] k[A1
U × 0]

]
=
[
k[A1

U ]k[V ]⊗ k[V ](P, qP )
]
,[

(H, qH)⊗k[A1
U×A1] k[A1

U × 1]
]

=
[
Ek[A1

U ]

]
,

(4.1.4)

÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå òîæäåñòâ (4.1.1).

Ðàññìîòðèì A1
U×A1

U è V ×UA1
U êàê ïîäìíîæåñòâà â P1

A1×U . Îáîçíà÷èì T = P1
A1
U
\A1

A1
U
,

D = P1
A1
U
\ VA1

U
è ∆ ⊂ P1

A1×U � ãðàôèê âëîæåíèÿ A1
U ↪→ P1

U .

Ïóñòü ν, δ ∈ Γ(P1
A1
U
,L (T )) � ñå÷åíèÿ, äèâèçîðàìè íóëåé êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 0A1

U
è

∆ ñîîòâåòñòâåííî, ïîñêîëüêó ñå÷åíèÿ ïó÷êîâ íà L (T )
∣∣
T
ìîæíî óìíîæàòü íà ôóíêöèè

íà U è ïðè óìíîæåíèè íà îáðàòèìóþ ôóíêöèþ äèâèçîð íóëåé íå ìåíÿåòñÿ, ðàññìîòðåâ

u =
ν

∣∣
T

δ

∣∣
T

êàê îáðàòèìóþ ôóíêöèþ íà Uè äîìíîæèâ δ íà u, ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû

ν
∣∣
T

= δ
∣∣
T
. Ïîñêîëüêó V ñîäåðæèò 0U è, ñëåäîâàòåëüíî, D íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ 0A1

U
, òî ïî

ïîäëåììå 3.1.1.1 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå

s0 ∈ Γ(P1
A1
U
,L (nT )) : s0

∣∣
D

= νn, s0

∣∣
0A1

U

= δn.

Îïðåäåëèì s = s0 · (1− t) + δn · t ∈ Γ(P1
A1
U
× A1,L (nT )), òîãäà

s
∣∣
0A1×A1 = δn, s

∣∣
TA1×A1 = νn.

Ïîñêîëüêó s îáðàòèìî íà TA1 , à s0 � íà D, òî

S0 = divs0 ⊂ V × A1 × U, S ⊂ A1 × A1 × U × A1,

è ìîæíî ïîëîæèòü

P = k[S0]k[A1×A1×U ], H = k[S]k[A1×A1×U×A1].

Óñëîâèå 4.1.3 âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó s0

∣∣
0×A1×U = δn è s

∣∣
0×A1×U×A1 = δn, è ñëåäîâà-

òåëüíî S0 ∩ 0× A1 × U = 0× 0× U è S ∩ (0× A1 × U × A1) = 0× 0× U × A1.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî H è P � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûå è ïðîåêòèâíûå íàä

k[A1×A1
U×A1 ] è k[V×A1

U ] ìîäóëè è ïîñòðîåíèÿ èçîìîðôèçìîâ qH è qP , àíàëîãè÷íî òîìó, êàê

ýòî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå èçîìîðôèçìà ýòàëüíîãî âûðåçàíèÿ äëÿ êðèâûõ, ðàññìîòðèì

êîíå÷íûé ìîðôèçì ãëàäêèõ ñõåì íàä A1 × U × A1

F = ([s : µn] : P1
A1×U×A1 → P1

A1×U×A1 ,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ïî òåîðåìå Ãðîòåíäèêà, è èç êîòîðîãî c ïîìîùüþ çàìåíû áàçû

âäîëü âëîæåíèÿ A1
A1×U×A1 → P1

A1×U×A1 ïîëó÷èì êîíå÷íûé ìîðôèçì àôôèííûõ ãëàäêèõ

ñõåì F , è îáîçíà÷èì ÷åðåç BA àëãåáðó, ñîîòâåòñòâóþùóþ F . C ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà èç

óòâåðæäåíèÿ 2.1 èç [4] è òðèâèàëèçàöèè êàíîíè÷åñêîãî êëàññà A1 ×A1 ×U ×A1 ïîëó÷èì

k[B]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì qB : k[B] ' HomA(k[B], k[A])

S0
//

��

S //

��

A1 × A1
U×A1

//

F
��

P1 × A1
U×A1

F
��

A1
U

// A1
U×A1

// A1 × A1
U×A1

// P1 × A1
U×A1

.

Ñ ïîìîùüþ çàìåí áàçû âäîëü âëîæåíèé 0×A1
A1×U → A1×A1

U×A1 è A1
U×0 → A1

U×A1 ïîëó÷èì

ñîãëàñîâàííûå èçîìîðôèçìû qS : k[S] ' Hom(k[S], k[A1
U×A1 ]) è qS0 : k[S0] ' Hom(k[S0], k[A1

U ]).

S // A1 × A1
U×A1

// A1
U×A1

S0
//

OO

A1 × A1
U

//

OO

A1
U

OO

È, íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åíèé ñêàëÿðîâ âäîëü âëîæåíèé S ↪→ A1 × A1
U×A1 è S0 ↪→

A1 × A1
U ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû qH è qP , ñîãëàñîâàííûå ïîñðåäñòâîì ïåðâîãî ðà-

âåíñòâà â 4.1.4. Äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî èçîìîðôèçìà èç 4.1.4 äîñòàòî÷íî äîìíîæèòü

ïîëó÷åííûå qP è qH íà íåêîòîðóþ îáðàòèìóþ ôóíêöèþ l ∈ k[A1 × U ]. Äåéñòâèòåëüíî,

H ⊗ k[A1 × A1 × U × 1] = k[A1 × A1 × U ]/(δn) (çäåñü δ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ íà

A1×A1×U ïîñðåäñòâîì òðèâèàëèçàöèè L (T ) íà ýòîé ïîäñõåìå P1×A1×U) è, ïîñêîëüêó

n � íå÷¼òíî, ïî ïîäëåììå 2.1.1.1, è ïîäëàãðàíæåâîé ðåäóêöèè, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî

ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâàõ èíúåêòèâíîñòè íà A1
K è èíúåêòèâíîñòè ãîìîìîðôèçìà âûðå-

çàíèÿ íà A1
K , ëþáàÿ k[A1×A1×U ]-ëèíåéíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà k[A1×A1×U ]/(δn)

îïðåäåëÿåò êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàþùåå â ãðóïïå Ãðîòåíäèêà-Âèòòà ñ ïðî-
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ñòðàíñòâîì ðàíãà 1, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé îáðàòèìîé

ôóíêöèåé l ∈ k[A1 × U ]∗. Ïîýòîìó äîìíîæèâ êâàäðàòè÷íûå ôîðìû qP è qH íà l−1, äî-

áü¼ìñÿ òîãî, ÷òî êëàññ k[A1 × U × 1]⊗ k[A1×U×A1](H, qH) ñòàíåò ðàâåí êëàññó Ek[A1×U ].

b) Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëåâîãî îáðàòíîãî ê i ∈ Wor((V, V − 0U), (A1
U ,A1

U − 0U)) íóæíî

íàéòè êâàäðàòè÷íûå ïðîñòðàíñòâà P è H, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì Ψ è Ξ, à èìåííî:

1) êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé, ïðîåêòèâíûé íàä k[A1
U ] k[V×UA1

U ]-ìîäóëü P è k[V×UA1
U ]-ëèíåéíûé

èçîìîðôèçì qP : P ' Hom(P, k[A1
U ]),

2) êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé, ïðîåêòèâíûé íàä k[V ×A1] k[V ×UV ×A1]-ìîäóëü H è k[V ×UV ×

× A1]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì qH : H ' Hom(H, k[V × A1]),

òàêèå, ÷òî:

3) êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ

P ⊗k[A1
U ] k[A1

U − 0U ]→ k[V − 0U ]⊗k[V ] P ⊗k[A1
U ] k[A1

U − 0U ],

H ⊗k[V ] k[V − 0U ]→ k[V − 0U ]⊗k[V ] H ⊗k[V ] k[V − 0U ]
(4.1.5)

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè (çäåñü îäíà èç ñòðóêòóð k[V ]-ìîäóëÿ íà H ïîäðàçóìåâàåòñÿ

ïðàâîé, à äðóãàÿ � ëåâîé), ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî P è H çàäàþò ìîðôèçìû ïàð,

4) â ãðóïïå Âèòòà âåðíû ðàâåíñòâà

[
(H, qH)⊗k[V×A1] k[V × 0]

]
=
[
(P, qP )⊗ k[A1

U ]k[V ]
]
,[

(H, qH)⊗k[V×A1] k[V × 1]
]

=
[
Ek[V ], 1

]
,

(4.1.6)

÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå òîæäåñòâ (4.1.2).

Ïóñòü µ, ν, δ ∈ Γ(L (T ),P1
A1
U

) � ñå÷åíèÿ, äèâèçîðû íóëåé êîòîðûõ ðàâíû T , 0U è ∆

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó ∆ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñDV â P1
V , òî δ � îáðàòèìî íàDV è îïðåäåëåíî ñå÷åíèå

δ−1 ∈ Γ(L (−T )DV
). Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïî ïîäëåììå 3.1.1.1 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n

ñóùåñòâóþò ñå÷åíèÿ

s′ ∈ Γ(L (n · T ),P1
A1
U

)s′
∣∣
DA1

U

= νn, s′
∣∣
0A1

U

= µn−1 · δ

g ∈ Γ(L ((n− 1) · T ),P1 × V )g
∣∣
DV

= νn · δ−1, g
∣∣
∆

= µn−1,g
∣∣
0U×V

= µn−1

,
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ïîñêîëüêó DA1
U
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ 0A1

U
â P1

A1
U
è ïîñêîëüêó DV íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ∆ â P1

V .

Îïðåäåëèì s0 ∈ Γ(L (n · T ),P1 × V ) êàê îáðàòíûé îáðàç s′ âäîëü âëîæåíèÿ P1
V ↪→ P1

A1
U
, à

òàêæå s1 = g · δ ∈ Γ(L (n · T ),P1
V ). Òîãäà

s0

∣∣
DV

= s1

∣∣
DV

= νn, s1

∣∣
∆

= 0, s0

∣∣
0V

= s1

∣∣
0V

= µn−1 · δ

è divs1 ðàñêëàäûâàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå divg è ∆. Îïðåäåëèì s = s0 · (1− t) +

+ s1 · t ∈ Γ(L (n · T ),P1
V×A1) , òîãäà

s
∣∣
0V×A1

= µn−1 · δ, s
∣∣
DV×A1

= νn.

Ïîñêîëüêó s � îáðàòèìî íà DV×A1 , à s0 íà DA1
U
, òî S0 = divs0 ⊂ V ×U A1

U è S = divs ⊂

V ×U V × A1, è ìîæíî ïîëîæèòü P = k[S0]k[V×UA1
U ], à H = k[S]k[V×UV×A1].

Óñëîâèå 4.1.5 âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó

s0

∣∣
0×A1

U
= δ, s

∣∣
0×A1

U×A1 = δ,

è ñëåäîâàòåëüíî,

S0 ∩ (0× A1
U) = 0× 0× U, S ∩ (0× A1

U × A1) = 0× 0× U × A1.

Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî P è H ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûìè ïðîåêòèâíûìè ìî-

äóëÿìè íàä k[A1
U ] è k[V ×U A1] ñîîòâåòñòâåííî, è îïðåäåëåíèÿ íà íèõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

qP : P ' Hom(P, k[A1
U ]) è qH : H ' Hom(H, k[V ×A1]), ñâÿçàííûõ ïåðâûì ñîîòíîøåíèåì èç

4.1.6, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå ñþðúåêòèâíîñòè ãîìîìîðôèçìà

ýòàëüíîãî âûðåçàíèÿ, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ

F ′ = [s′ : νn] : P1
A1
U
→ P1

A1
U
, F0 = [s0 : νn] : P1

V → P1
V , F = [s : νn] : P1

V×A1 → P1
V×A1 ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ñþðúåêòèâíûìè ïëîñêèìè ìîðôèçìàìè ñóùåñòâåííî ãëàä-

êèõ ñõåì, ïðè ýòîì F0 ïîëó÷àåòñÿ èç F ′ è F çàìåíàìè áàç âäîëü âëîæåíèÿ i : V ↪→ A1
U è
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âëîæåíèÿ íóëåâûì ñå÷åíèåì j0 : V
idV ×0
↪→ V × A1 ñîîòâåòñòâåííî.

SL l

z

��

S0Oo

�

��

? _o �� / S ′N n

}

��

A1
V×A1

F

��

A1
V

F0

��

? _o �� / A1
A1
U

F ′

��

V × A1
L l

0×idV×A1z

VOo

0×idV�

? _

idV ×0
o

i
// A1

UN n

0×idA1
U~

A1
V×A1 A1

V
? _

idA1×idV ×0
o

idA1×i
// A1

A1
U

.

Çàìåíàìè áàç âäîëü âëîæåíèé

A1
A1
U
↪→ P1

A1
U
, A1

V ↪→ P1
V ,A1

V×A1 ↪→ P1
V×A1

èç ìîðôèçìîâ F ′, F0 è F ïîëó÷èì êîíå÷íûå ïëîñêèå ìîðôèçìû ñóùåñòâåííî ãëàäêèõ

àôôèííûõ ñõåì F ′, F0 è F , è ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 2.1 èç [4] ïîëó÷èì èçîìîðôèçìû

d′ : ω(F ′) ' Hom(k[A1
A1
U

], k[A1
A1
U

]), d0 : ω(F0) ' Hom(k[A1
V ], k[A1

V ])

d : ω(F ) ' Hom(k[A1
V×A1 ], k[A1

V×A1 ])

ñîãëàñîâàííûå ñ ïîìîùüþ çàìåí áàç âäîëü i è j0. Ïîñêîëüêó

ω(F ′) ' ω(A1
A1
U

) · F ′ ∗ (ω(A1
A1
U

))−1 ' ω(A1) · F ′ ∗ (ω(A1))−1,

ω(F0) ' ω(A1
V ) · F0 ∗ (ω(A1

V ))−1 ' ω(A1) · F0 ∗ (ω(A1))−1,

ω(F ) ' ω(A1
V×A1) · F ∗ (ω(A1

V×A1))−1 ' ω(A1) · F ∗ (ω(A1))−1,

è ýòè èçîìîðôèçìû òàêæå ñîãëàñîâàíû ñ ïîìîùüþ çàìåí áàç âäîëü i è j0, à êàíîíè÷åñêèé

êëàññ A1 òðèâèàëåí, òî, âçÿâ êîìïîçèöèþ d′, d0 è d c ïðèâåä¼ííûìè âûøå èçîìîðôèçìàìè,

è òðèâèàëèçàöèåé êàíîíè÷åñêîãî êëàññà A1 ïîëó÷èì ñîãëàñîâàííûå ñ ïîìîùüþ çàìåí áàç

âäîëü i è j0 êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

q′ : B′ ' HomA′(B
′, A′), q0 : B0 ' HomA0(B0, A0), q : B ' HomA(B,A),
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ãäå A′ = k[A1
A1
U

], à B′A′ � àëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîðôèçìó F ′, è àíàëîãè÷íî äëÿ A0 ñ

B0A0
, è A ñ BA.

Íàêîíåö, çàìåíàìè áàç âäîëü âëîæåíèé íóëåâûì ñå÷åíèåì A1
U ↪→ A1

A1
U
, V ↪→ A1

V

è V × A1 ↪→ A1
V×A1 ñîîòâåòñòâåííî, è îãðàíè÷åíèÿìè ñêàëÿðîâ âäîëü âëîæåíèé S ′ ↪→

A1
A1
U
, S0 ↪→ A1

V è S ↪→ A1
V×A1 ïîëó÷èì ñîãëàñîâàííûå ñ ïîìîùüþ çàìåí áàç âäîëü i è

j0 êâàäðàòè÷íûå ôîðìû qP , qH,0 : k[S0] ' Hom(k[S0], k[V ]) è qH , è èõ ñîãëàñîâàííîñòü

îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ïåðâîãî ðàâåíñòâà èç 4.1.6.

Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ âòîðîãî ðàâåíñòâà èç 4.1.6 íóæíî óìíîæèòü ïîñòðîåííûå qP è

qH íà îáðàòèìóþ ôóíêöèþ íà V (èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðû k[V ]-ìîäóëåé íà P è H, ïîëó÷à-

åìûå ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèé V ×U A1
U è V ×U V íà ïåðâûå ñîìíîæèòåëè), êîòîðàÿ çàäà¼ò

êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íà k[∆], ÿâëÿþùóþñÿ ñëàãàåìûì qH ⊗ k[V × 0].

4.2 Àññîöèèðîâàííûé ïó÷îê êàê ïðåäïó÷îê ñ Witt-òðàíñôåðàìè

Òåîðåìà 8 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäïó÷êà F ñWitt-òðàíñôåðàìè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íàÿ ñòðóêòóðà ïðåäïó÷êà ñ Witt-òðàíñôåðàìè íà àññîöèèðîâàííîì ïó÷êå â òîïîëîãèè

Íèñíåâè÷à FNis, òàêàÿ, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì ε : F → FNis ÿâëÿåòñÿ ãîìî-

ìîðôèçìîì ïðåäïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè êàê è â ñëó÷àå Cor-ñîîòâåòñòâèé,

âûâåäÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû èç ñëåäóþùåé êëþ÷åâîé ëåììû

Ëåììà 4.2.1 Ïóñòü Φ ∈ Wor(X, Y ), x ∈ X è uhx : Uh
x → X � ãåíçåëåâà ëîêàëüíàÿ

îêðåñòíîñòü x â X, òîãäà êîìïîçèöèÿ Φ◦uhx ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó Φi ∈ Wor(Uh
x , U

h
yi

)

äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê yi ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.Ïóñòü (P, qP ) � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëÿþ-

ùåå ìîðôèçì Φ, è Z � çàìêíóòàÿ ïîäñõåìàX×Y , ÿâëÿþùàÿñÿ íîñèòåëåì k[X×Y ]-ìîäóëÿ

P . Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî Z � êîíå÷íàÿ íàä X.

Îáîçíà÷èì R = k[X × Y ]. Ïîñêîëüêó P � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé íàä k[X] è k[X] �

í¼òåðîâî, òî ëþáîé åãî ïîäìîäóëü êîíå÷íîïîðîæä¼í íàä k[X]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà m ∈ P , ïîäìîäóëü R/Annm ïîðîæä¼ííûé m â P ñ ïîìîùüþ R � êîíå÷íîïî-

ðîæä¼ííûé íàä k[X], ò.å íîñèòåëü m â X×Y � êîíå÷åí íàä X. Ïóñòü m1,m2,...mn � îáðà-

çóþùèå P , òîãäà Z ïîêðûâàåòñÿ íîñèòåëÿìè ýëåìåíòîâ mi, ò.å I(Z) = AnnP =
n⋂
i=1

Annmi
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è ãîìîìîðôèçì

(1, . . . 1) : R/AnnP →
n⊕
i=1

R/Ann,mi

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó âñå R/Annmi � êîíå÷íîïîðîæäåíû íàä

k[X], R/AnnP � êîíå÷íîïîðîæä¼í íàä k[X] è Z � êîíå÷íà íàä X.

Òåïåðü îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó Z � êîíå÷íà íàä X, òî ïðè çàìåíå áà-

çû âäîëü uhx Z ðàçâàëèâàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ãåíçåëåâûõ ëîêàëüíûõ ñõåì

Zi = Uh
zi
, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì z1,...zm â ñëîå Z íàä x è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó P

ÿâëÿåòñÿ k[Z]-ìîäóëåì è qP � k[Z]-ëèíåéíî, òî (P, qP ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó (Pi, qi),

ãäå Pi ÿâëÿþòñÿ k[Zi]-ìîäóëÿìè è qi � k[Zi]-ëèíåéíû. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó îïðåäåë¼í

ìîðôèçì Uh
zi
→ Uh

yi
, ãäå yi � îáðàç ïðè ïðîåêöèè zi íà Y , òî Pi ÿâëÿþòñÿ k[Uh

x × Uh
yi

]-

ìîäóëÿìè è qi k[Uh
x×Uh

yi
]-ëèíåéíû, è êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî (Pi, qi) çàäà¼ò ìîðôèçì â

Wor(Uh
x , U

h
yi

). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî Φ◦uhx =
m∑
i=1

[(Pi, qi)] è [(Pi, qi)] ∈ Wor(Uh
x , U

h
yi

).

Ëåììà äîêàçàíà.

Îñòàëüíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íå èìååò ñïåöèôèêè ñâÿçàííîé ñ Witt-

òðàíñôåðàìè è àíàëîãè÷íà èçâåñòíîìó äîêàçàòåëüñòâó äëÿ Cor-ñîîòâåòñòâèé.

Ëåììà 4.2.2 Äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà Φ ∈ Wor(X, Y ) ìåæäó ãëàäêèìè àôôèííûìè ñõå-

ìàìè X è Y è v : V → Y � ïîêðûòèÿ ïî Íèñíåâè÷ó ñõåìû Y , ñóùåñòâóþò ïîêðûòèå

ïî Íèñíåâè÷ó u : U → X è ìîðôèçì Ω ∈ Wor(U, V ), ÿâëÿþùèéñÿ ïîäíÿòèåì Φ âäîëü u

è v, ò.å. òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

V
v // Y

U

Ω

OO

u // X

Φ

OO

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïî ïîäëåììå 4.2.1 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò

Ωh
x ∈ Wor(Uh

x ,

m∐
i=1

Uh
yi

),

òàêîé, ÷òî Φ ◦ ux = uhY ◦ Ωh
x, ãäå u

h
Y :

m∐
i=1

Uh
yi
→ Y � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì. Ïî-

ñêîëüêó Uh
yi
� ãåíçåëåâû, à v � ïîêðûòèå ïî Íèñíåâè÷ó, ìîðôèçìû uhyi ìîæíî ïîäíÿòü

âäîëü v äî ìîðôèçìîâ vhyi è òàêèì îáðàçîì ïîäíÿòü uhY äî vhY . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ

ïåðâûå äâå ñòðîêè êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû 4.2. Ïîñêîëüêó Uh
x ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì
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ïðåäåëîì ìîðôèçìîâ ãëàäêèõ ñõåì ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé ux : (Ux, x
′) → (X, x), çàäàþùèõ

èçîìîðôèçì x′ è x, è ýòàëüíûõ â x′, è Wor(Uh
x , V ) = lim−→ux

Wor(Ux, V ), òî äëÿ íåêîòîðîãî

ux : Ux → X ñóùåñòâóåò ìîðôèçì Ωx ∈ Wor(Ux, V ), òàêîé, ÷òî Ωx ◦ uhx′ = vhY ◦ Ωh
x, è ïî-

ñêîëüêó v ◦ Ωh
x◦ = Φ ◦ uhx, çàìåíèâ Ux ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû v ◦ Ωx = Φ ◦ ux. Òàêèì

îáðàçîì, äîñòðîåíà âåðøèíà Ux êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû 4.2

m∐
i=1

Uh
yi

vhY // V v // Y

Uh
x

Ωh
x

OO

uhx //

uh
x′ ""

X

Φ

OO

Ux //
Ωx

OO

ux

??

U

Ω

VV

u

OO

.

Âûáðàâ íåêîòîðûå Ux äëÿ âñåõ x ∈ X è îïðåäåëèâ U =
∐
Ux è Ω ðàâíûì ñóììå Ωx,

äîñòðîèì âåðøèíó U êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû 4.2 è ïîëó÷èì èñêîìûå ïîêðûòèå è ìîð-

ôèçì.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü çàäàí ýëåìåíò aY ∈ FNis(X). Ïóñòü

v : V → Y � ïîêðûòèå ïî Íèñíåâè÷ó ñõåìû Y , äëÿ êîòîðîãî çàäàí aV ∈ F (V ) : v∗(aY ) =

= ε(aV ). Âûáåðåì u : U → X è Ω ∈ Wor(U, V ) â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 4.2.2. Ðàññìîòðèì

êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

V ×Y V
pr1,V

//
pr2,V

//

Ω2=Ω×ΦΩ
��

V //

Ω
��

Y

Φ
��

U ×X U
pr1,U

//
pr2,U

// U // X

(4.2.1)

Îïðåäåë¼í ýëåìåíò aU = Ω∗(aV ) ∈ F (U) è, ïîñêîëüêó, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ aU è êîììó-

òàòèâíîñòè äâóõ ëåâûõ êâàäðàòîâ äèàãðàììû 4.2.1 è òîãî, ÷òî aV çàäà¼ò ýëåìåíò aY â

FNis(Y ),

pr∗1,U(aU) = pr∗1,U(Ω∗(aV )) = Ω2∗(pr∗1,V (aV )) =

= Ω2∗(pr∗2,V (aV )) = pr∗2,U(Ω∗(aV )) = pr∗2,U(aU),

aU çàäà¼ò íåêîòîðûé ýëåìåíò aX ∈ FNis(X). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà FNis îïðåäå-

ëåíû Witt-òðàíñôåðû, òî â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ïðàâîãî êâàäðàòà äèàãðàììû 4.2.1
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u ∗ (Phi∗(aY )) = Ω∗(v∗(aY ) = aU , è, ñëåäîâàòåëüíî, Φ∗(aY ) = aX , ÷òî ïîêàçûâàåò åäèí-

ñòâåííîñòü âîçìîæíîãî îïðåäåëåíèÿ Witt-òðàíñôåðîâ íà FNis. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü

ñóùåñòâîâàíèå, íóæíî óáåäèòüñÿ â êîððåêòíîñòè ïðèâåä¼ííîé âûøå êîíñòðóêöèè, ò.å.

íåçàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïîêðûòèé è ïîäú¼ìà Ψ (Ω), à òàêæå â òîì, ÷òî îíà îïðåäå-

ëÿåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï, è "óâàæàåò" êîìïîçèöèþ. Ñíà÷àëà ïîêàæåì íåçàâèñèìîñòü îò

âûáîðà u è Ω ïðè ôèêñèðîâàííîì v. Ïóñòü u1 : U1 → X è u2 : U2 → X � ïîêðûòèÿ ïî

Íèñíåâè÷ó ñõåìû X, è Ω1 ∈ Wor(U1, V ) è Ω2 ∈ Wor(U2, V ) � ïîäú¼ìû Φ. Ðàññìîòðèì

äèàãðàììó

V ×Y V
pr1,V //

pr2,V

// V
v // Y

U1 ×X U2

Ω1×Ω2

88

prY2 //

prX1

&&

U2

Ω2

::

u2

$$
U1

u1 //

Ω1

DD

X

Phi

GG

Â ñèëó îïðåäåëåíèé aU1 è aU2 , êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû è òîãî, ÷òî aV çàäà¼ò ýëåìåíò

aY â FNis(Y ),

pr∗U1
(aU1) = pr∗U1

(Ω∗1(aV )) = (Ω1 × Ω2)∗(pr∗1,V (aV )) =

= (Ω1 × Ω2)∗(pr∗2,V (aV )) = pr∗U2
(Ω∗2(aV )) = pr∗U2

(aU2).

Ïîýòîìó aU1 è aU2 çàäàþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò aX ∈ FNis(X).

Äëÿ ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè îò âûáîðà v ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ, åñëè

çàìåíèòü v íà v′ = v′′ ◦ v, ÿâëÿþùååñÿ êîìïîçèöèåé ïîêðûòèé v è v′′ : V ′ → V . Èç ýòîãî

ñëåäóåò îáùèé ñëó÷àé, ïîñêîëüêó ó ëþáûõ äâóõ ïîêðûòèé åñòü îáùåå èçìåëü÷åíèå.

Èòàê, ïóñòü u : U → X è Ω � ïîêðûòèåX è ïîäú¼ì Φ, ñîîòâåòñòâóþùèå v. Ïîñêîëüêó

v′′ � ïîêðûòèå V , ïî ëåììå 4.2.2 ñóùåñòâóþò ïîêðûòèå ïî Íèñíåâè÷ó u′′ : U ′ → U è Ω′ �

ïîäú¼ì Ω. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

V ′ v′′ // V v // Y

Φ
��

U ′
u′′ //

Ω′

OO

U
u //

Ω

OO

X

.

Ïîñêîëüêó Ω′ ÿâëÿåòñÿ ïîäú¼ìîì Φ äëÿ ïîêðûòèé v′ = v′′◦v è u′ = v′′◦u, aU ′ = Ω′∗(w∗(aV ))

çàäà¼ò ýëåìåíò â FNis(X), ïîëó÷àåìûé èç aY ñ ïîìîùüþ ïîêðûòèÿ v′, è â ñèëó êîììóòà-

òèâíîñòè äèàãðàììû îí ñîâïàäàåò ñ u′′∗(aU), ñëåäîâàòåëüíî aU ′ è aU çàäàþò îäèí è òîò
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æå ýëåìåíò â FNis(X).

Òî, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå Φ∗ : FNis(Y ) → FNis(X), ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-

ìîì ãðóïï, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, a2 ∈ FNis(Y ) ìîæíî íàéòè îáùåå

ïîêðûòèå Y , íà êîòîðîì îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè F , è òîãî, ÷òî Ω∗ ÿâëÿåòñÿ ãî-

ìîìîðôèçìîì ãðóïï.

Ôóíêòîðèàëüíîñòü ïîñòðîåííîãî ñîîòâåòñòâèÿ Φ 7→ Φ∗ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ äâóõ

ìîðôèçìîâ Φ ∈ Wor(X, Y ) è Ψ ∈ Wor(Y, Z) è ñå÷åíèÿ aZ ∈ FNis(Z) ìîæíî âûáðàòü

ïîñëåäîâàòåëüíî ïîêðûòèÿ w : W → Z, v : V → Y è u : U → X è ïîäú¼ìû Υ ∈ Wor(V,W )

è Ω ∈ Wor(U, V ) äëÿ Φ è Ψ ñîîòâåòñòâåííî, à êîìïîçèöèÿ Ω ◦ Υ ÿâëÿåòñÿ ïîäú¼ìîì

êîìïîçèöèè Φ ◦Ψ.

4.3 Ýòàëüíîå âûðåçàíèå â ðàçìåðíîñòè n

Òåîðåìà 9 Ïóñòü F � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé ïðåäïó÷îê ñWitt-òðàíñôåðàìè è

ïóñòü π : X ′ → X � ýòàëüíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ ñõåì íàä ïîëåì K, ÿâëÿþùèìñÿ ïîëåì

÷àñòíûõ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü Z ⊂ X � çàìêíóòàÿ

ïîäñõåìà êîðàçìåðíîñòè 1 â X, òàêàÿ, ÷òî π èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì Z ñ åãî ïðîîáðàçîì

Z ′ = π−1(Z), è ïóñòü z � íåêîòîðàÿ çàìêíóòàÿ òî÷êà Z, à z′ ∈ Z ′ � å¼ ïðîîáðàç. Òîãäà

π èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

π∗ :
F (U − Z)

F (U)

∼→ F (U ′ − Z ′)
F (U ′)

,

ãäå U = Spec(OX,z), U ′ = Spec(OX′,z′).

Çàìå÷àíèå 14

1) Â òåðìèíàõ çàìå÷àíèÿ 4.2 òåîðåìà 9 îçíà÷àåò, ÷òî

i∗ : F ′(U,U − Z)→ F ′(U ′, U ′ − Z ′)

� èçîìîðôèçì.

2) Àíàëîãè÷íî òîìó êàê áûëî îòìå÷åíî äëÿ âûðåçàíèÿ ïî Çàðèññêîìó íà A1
K, ïðèâåä¼ííîå
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íèæå ðàññóæäåíèå ôàêòè÷åñêè äîêàçûâàåò äåêàðòîâîñòü è êîäåêàòðîâîñòü êâàäðàòà

F (U ′)

��

//F (U ′ − Z ′)

��
F (U) //F (U − Z)

Ëåììà 4.3.1 Ïóñòü π : X → X ′ � ýòàëüíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ ñõåì ñ òðèâèàëüíûìè

êàíîíè÷åñêèìè êëàññàìè, z è z′ � òî÷êè X è X ′ òàêèå, ÷òî π(z′) = z è ïîëÿ âû÷åòîâ z

è z′ èçîìîðôíû, Z è Z ′ � çàìêíóòûå ïîäñõåìû X è X ′, ñîäåðæàùèå z è z′, òàêèå, ÷òî

Z ′ = π−1(Z), U = lim←−
z∈V⊂X

V , U ′ = lim←−
z′∈V ′⊂X′

V ′, òîãäà:

a) ñóùåñòâóåò Φ ∈ WorK((U,U−Z), (X ′, X ′−Z ′)) òàêîé, ÷òî [π◦Φ] = [i] â WorK((U,U−

− Z), (X,X − Z));

b) ñóùåñòâóåò Ψ ∈ WorK((U,U−Z), (X ′, X ′−Z ′)) òàêîé, ÷òî [Ψ◦π] = [i′] âWorK((U ′, U ′−

− Z ′), (X ′, X ′ − Z ′)).

Çàìå÷àíèå 15 Óòâåðæäåíèå Ëåììû 4.3.1 îçíà÷àåò, ÷òî â WorK((U,U − Z), (X,X −

− Z ′))

[π ◦ Φ] = [i] + [Ω],

[Ψ ◦ π] = [i′] + [Ω′],

ãäå Ω ∈ WorK(U,X − Z) è Ω′ ∈ WorK(U ′, X ′ − Z ′). Ýòî ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî ñëåäó-

þùèìè êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììàìè â WorK:

(U − Z)× A1 � � //

Θ′

��

U × A1

Θ

��

(U − Z) �
� //

π◦Φ

**

j0

44

U

++

33

(U − Z) �
� //

ss

kk

U

i+Ω

tt

j1

jj

X − Z � � // X
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(U ′ − Z ′)× A1 � � //

Ξ′

��

U × A1

Ξ

��

(U ′ − Z ′) � � //

Ψ◦π

**

j′0

44

U ′

++

33

(U ′ − Z ′) � � //

ss

kk

U

i′+Ω′

tt

j′1

jj

X ′ − Z � � // X ′ ,

ãäå j0, j′0, j1 è j′1 � íóëåâûå è åäèíè÷íûå ñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.3.1.

Ñ ïîìîùüþ òðþêà Êâèëëåíà, âûáðàâ íåêîòîðûé êîíå÷íûé ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì

p : X → An
K , ãäå n � ðàçìåðíîñòü X, ïîñòðîèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

X ′

$

�� ((

p′U
  

X

((��

pU // A1
U

~~ ((

X ′

π

��

p′

""
U

prA◦p◦i ((

i // X
p //

prA◦p
��

An
K

prA||
An−1
K ,

(4.3.1)

ãäå prA � ëèíåéíàÿ ïðîåêöèÿ n-ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà íà n − 1-ìåðíîå, è â

êîòîðîé âñå ïàðàëëåëîãðàììû äåêàðòîâû, ò.å. X � ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå pr ◦ p è

pr ◦ p ◦ i, à X ′ � ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå pr ◦ p ◦ π è pr ◦ p ◦ π.

Òîãäà, ïîñêîëüêó X è X ′ èìåþò ñîãëàñîâàííûå ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèé íàä X ×U

è X ′ × U , äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìûõ ìîðôèçìîâ Φ, Θ è Ω äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü:

1) P � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prU), ãäå prU : X ′ → U � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

Ò.å. P ∈ K[X ′] −mod � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé íàä K[U ] è K[X ′]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì

qP : P ' HomK[U ](P,K[U ]) (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñòðóêòóðà K[U ]-ìîäóëÿ íà P , ïîëó÷åííàÿ

èç òîãî ÷òî X ′ � ñõåìà íàä U),

2) H � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prA×U), ãäå prU×A : X×A→ U×A � êàíîíè÷åñêàÿ

ïðîåêöèÿ. Ò.å. H ∈ K[X × A × U ] −mod � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé íàä K[U × A] è K[X ]-

ëèíåéíûé èçîìîðôèçì qH : H ' HomK[U×A](H,K[U × A]),

òàêèå, ÷òî:
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3) êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ:

P ⊗K[U ] K[U − Z]→ K[X ′ − Z ′]⊗K[X′] P ⊗K[U ] K[U − Z],

H ⊗K[U ] K[U − Z]→ K[X − Z]⊗K[X] H ⊗K[U ] K[U − Z]
(4.3.2)

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè,

4) ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ:

j0
∗(H, qH) ' $∗(P, qP ),

j1
∗(H, qH) ' (K[∆], 1)⊕ (G, qG),

(4.3.3)

ãäå (K[∆], 1) � åäèíè÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà K[∆] (ò.å. ôîðìà, ïîëó÷àåìàÿ èç

åäèíè÷íîé ïðè ïîìîùè èçîìîðôèçìà K[∆] ' K[U ]) è G � K[X ]-ìîäóëü, òàêîé, ÷òî

G ' K[X − Z]⊗K[X ] G.

Âëîæèì A1
U â P1

U , è ïóñòü pU : X → A1
U � íîðìàëèçàöèÿ êîìïîçèöèè cl1A ◦ pU : X →

P1
U , ãäå cl

1
A : A1

U → P1
U � óïîìÿíóòîå âûøå âëîæåíèå, à $ : X ′ → X ′ � íîðìàëèçàöèÿ

êîìïîçèöèè $ ñ âëîæåíèåì X â X

X ′ $ // X p // P1
U

X ′ $ //
?�

OO

~~ ''

X
?�

OO

p //

��   

A1
U

?�

OO

��
X ′ π // X U

. (4.3.4)

Ñõåìû X è X ′ íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, îäíàêî ñîäåðæàò ãëàäêèå ïîäñõå-

ìû X è X ′. Îáîçíà÷èì D = X \ X è D′′ = $−1(D) è çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó pU è $ �

êîíå÷íûå ìîðôèçìû, òî D = pU
−1(∞U), à D′ = $−1(D) = p′U

−1
(∞U) (ãäå p′U = pU ◦$ �

íîðìàëèçàöèÿ p′U ◦$).

Îïðåäåëèì òåïåðü "àíàëîãè" Z è Z ′. Ïóñòü Z � ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå Z ⊂ X

è U íàä An−1, ò.å. ïðîîáðàç Z âäîëü ïðîåêöèè X → X, è àíàëîãè÷íî Z ′ = Z ′ ×An−1 U , Z

è Z ′ � çàìûêàíèÿ Z è Z ′ â X è X ′ ñîîòâåòñòâåííî, à ∆Z è ∆′Z � çàìêíóòûå ïîäñõåìû X

è X ′ ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþùèåñÿ ãðàôèêàìè âëîæåíèÿ Z ↪→ X è êîìïîçèöèè âëîæåíèÿ

Z ′ ↪→ X ′ ñ èçîìîðôèçìîì Z ' Z ′ êàê ìîðôèçìîâ íàä An−1 (îíè, î÷åâèäíî, çàìêíóòûå

â X è X ′ è ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè â X è X ′, ïîñêîëüêó ñîäåðæàòñÿ â ïðîîáðàçàõ âäîëü
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pU è p′U ãðàôèêîâ êîìïîçèöèé îïèñàííûõ âûøå îòîáðàæåíèé ñ îòîáðàæåíèÿìè p è p′

ñîîòâåòñòâåííî).

Îáîçíà÷èì òàêæå ∆, ∆Z è ∆z çàìêíóòûå ïîäñõåìû X , ÿâëÿþùèåñÿ ãðàôèêàìè âëî-

æåíèé U êàê ìîðôèçìîâ íàä An−1, Z è ñîîòâåòñòâåííî z â X (îíè, î÷åâèäíî, çàìêíóòûå

â X è ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè â X , ïîñêîëüêó ñîäåðæàòñÿ â ïðîîáðàçàõ âäîëü pU ãðàôèêîâ

êîìïîçèöèé, îïèñàííûõ âûøå ìîðôèçìîâ ñ ìîðôèçìîì p). Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì ∆′Z è

∆′z ãðàôèêè êîìïîçèöèé âëîæåíèé Z
′ è z′ â X ′ ñ èçîìîðôèçìàìè Z ' Z ′ è z ' z′.

Ïîñêîëüêó X è X ′ � îòíîñèòåëüíûå êðèâûå íàä U , áóäåì ñòðîèòü èñêîìûå ìîðôèç-

ìû è êâàäðàòè÷íûå ïðîñòðàíñòâà àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ñòðîèëè èõ â ñëó÷àå ýòàëüíîãî

âûðåçàíèÿ â ðàçìåðíîñòè 1, ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ïó÷-

êîâ

s′ ∈L (X ′, nD′′) : divs′.Z ′ = ∆′Z , divs
′.D′′ = 0,

s ∈L (X × A1, lnD × A1) : divs.Z × A1 = ∆Z × A1, divs.D × A1 = 0,

s0, s1 ∈L (X , lnD) : s
∣∣
X ′×0

= s0, s
∣∣
X ′×1

= s1,

$ : divs′
$
∼→ divs0, s1

∣∣
∆

= 0.

Ïîñòðîåíèå òàêèõ ñå÷åíèé îïèñàíî íèæå, à ñåé÷àñ ïîêàæåì êàê ïî íèì ïîñòðîèòü êâàä-

ðàòè÷íûå ïðîñòðàíñòâà (P, qP ) è (H, qH). Îïðåäåëèì

P , K[divs′], H , K[divs].

Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó qH îïðåäåëèì ïðè ïîìîùè ôóíêöèè F = ( s
dn
, prU×A1) : X ′ → A1 ×

× U × A1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ñþðúåêòèâíûì ìîðôèçìîì ãëàäêèõ ñõåì, è ñîîò-

âåòñòâåííî ïëîñêèì, è èçîìîðôèçìà èç óòâåðæäåíèÿ 2.1 èç [4] : qB : B ' HomA(B,A), ãäå

BA � àëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîðôèçìó F .Òîãäà êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó qH ïîëó÷èì èç

qB ñ ïîìîùüþ çàìåíû áàçû âäîëü âëîæåíèÿ U × A1
0×idU×A1

↪→ A1 × U × A1 è îãðàíè÷åíèÿ

ñêàëÿðîâ âäîëü âëîæåíèÿ divs ↪→ X × A1, à êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó qP èç qB ñ ïîìîùüþ

çàìåí áàçû âäîëü âëîæåíèé U×A1
0×idU×A1

↪→ A1×U×A1 è U
idU×0
↪→ U×A1 è îãðàíè÷åíèÿ ñêà-

ëÿðîâ âäîëü âëîæåíèÿ divs0 ↪→ X ′ (çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èçîìîðôèçìà

divs′ ' divs0)
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divs′� _

��

divs0
� � //

� _

��

divs �
� //� _

��

X × A1
� _

��
X ′ $ //

##

X � � id×0//

��

X × A1 � � 0×id//

��

A1 ×X × A1

��
U �
�

id×0
// U × A1 � �

0×id
// A1 × U × A1

.

Ñîãëàñîâàííîñòü êâàäðàòè÷íûõ ôîðì qP è qH , ò.å. ïåðâîå ðàâåíñòâî èç 4.3.3, ñëåäóåò

èç òîãî, ÷òî îíè îáà ïîëó÷åíû èç qB ñ ïîìîùüþ çàìåí áàçû è ôóíêòîðèàëüíîñòè ýòîé

îïåðàöèè.

Óñëîâèÿ 4.3.2 âûïîëíÿþòñÿ, ïîñêîëüêó

divs′ ∩ Z ′ = ∆′Z ⊂ X ′Z , divs ∩ Z × A1 = ∆Z × A1 ⊂ XZ .

Âòîðîå ðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ 4.3.3 ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ, îäíàêî âåðíî, ÷òî ïðî-

ñòðàíñòâî (H, qH) ïðè îãðàíè÷åíèè íà ñå÷åíèå X × 1 ⊂ X ×A1 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ

ñóììó íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ (E, qE) è (G, qG), ïîñêîëüêó åãî íîñèòåëü divs ðàñêëàäûâà-

åòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó s1

∣∣
∆

= 0, òî divs1 = ∆ +R, à

ïîñêîëüêó, s
∣∣
X×1

= s1 è divs.(Z × A1) = ∆Z × A1,òî divs1.Z = ∆Z = ∆.Z. Ñëåäîâàòåëüíî

R ∩ Z = ∅. Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ∆z � åäèíñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ òî÷êà ∆ (è ∆z ⊂ Z), òî

R∩∆ = ∅. Òàêèì îáðàçîì, divs1 = ∆
∐
R, ïðè÷¼ì R∩Z = ∅ è (H, qH) ïðè îãðàíè÷åíèè íà

X × 1 ðàâíî ïðÿìîé ñóììå ïðîñòðàíñòâ ñ íîñèòåëÿìè ∆ è R, à ìîäóëè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ

(E è G) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî K[∆] è K[R], ïîñêîëüêó

H ⊗K[U×A1] K[U × 1] = K[divs]⊗K[U×A1] K[U × 1] = K[divs1] = K[R]⊕K[∆].

Ò.ê. R ∩Z = ∅, ïðîñòðàíñòâî (G, qG), êàê è òðåáóåòñÿ, îïðåäåëåíî íàä K[X −Z] è çàäà¼ò

ìîðôèçì èç U â X−Z, ïîñêîëüêó R ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì â X −Z, ÿâëÿþ-

ùèìñÿ ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì X−Z è U , îäíàêî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà ñëàãàåìîì

K[∆] ìîæåò áûòü çàäàíà ïðîèçâîëüíîé îáðàòèìîé ôóíêöèåé λ ∈ K[U ]∗ (íå îáÿçàòåëüíî

åäèíè÷íîé). ×òîáû îíà ñòàëà åäèíè÷íîé, íóæíî âçÿòü êîìïîçèöèþ âñåõ ïîñòðîåííûõ

ìîðôèçìîâ ñïðàâà íà ìîðôèçì, çàäàííûé ïðîñòðàíñòâîì (K[∆], λ−1), ò.å. äîìíîæèòü âñå

ïîñòðîåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íà λ−1, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî âñå íîñèòåëè ýòèõ ôîðì

ÿâëÿþòñÿ ñõåìàìè íàä U .
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Òåïåðü ïîñòðîèì òðåáóåìûå s′, s0, s1 è s. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó π è p � êîíå÷íû,

òî pU � êîíå÷åí, è, ñëåäîâàòåëüíî, pU � êîíå÷åí, è, ïîñêîëüêó L (∞U) � îáèëåí, òî

L (D) = pU
∗(L (∞U)) � îáèëåí. À ò.ê. $ � êîíå÷åí è D′′ = $−1(D), òî L (D′′) � îáèëåí.

Îáîçíà÷èì $z : X ′z → X z, Zz ñîîòâåòñòâåííî ñëîè $ : X ′ → X è Z íàä çàìêíóòîé

òî÷êîé U , ò.å. z. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.1.1.2, ïðèìåí¼ííîé ê $z : X ′ → X è ïó÷êó

L (D′′ × z), äëÿ n, áîëüøèõ íåêîòîðîãî k, ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s ∈ Γ(X ′z,L (nD′′), òàêîå,

÷òî îãðàíè÷åíèå $z íà divs ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âëîæåíèåì â X , s îáðàùàåòñÿ â íîëü â

∆z è íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà $
−1
z (Zz)z − z′ è íà D′′z . Ïî ïîäëåììå 3.1.1.1, ïðèìåí¼ííîé ê

ìíîãîîáðàçèÿì X ′,X , ïó÷êàì O(X ′),O(X ) è ëèíåéíûì ðàññëîåíèÿì L (D′′) è L (D) äëÿ

âñåõ n, áîëüøèõ íåêîòîðîãî k, îòîáðàæåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ

Γ(X ′,L (nD′′))→ Γ(L (nD′′)
∣∣
N∪D′′∪X z

),

Γ(X ,L (lnD))→ Γ(L (lnD)
∣∣
mathcalZ∪D∪∆

)

ñþðúåêòèâíû, ãäå N � íóëüìåðíàÿ çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà X ′, çàäàâàåìàÿ êâàäðàòîì ïó÷êà

èäåàëîâ ôóíêöèé, îáíîâëÿþùèõñÿ â ∆z. Âûáåðåì n > k, k. È âûáåðåì s, óäîâëåòâîðÿþùåå

îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì.

Âûáåðåì s′ � ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå L (nD′′) òàêîå, ÷òî s′
∣∣
X ′z

= s, s′
∣∣
∆′Z

= 0 è s′
∣∣
N

=

= δ′, ãäå δ � ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ äèâèçîð ∆′Z íà N (çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ íåêîòîðàÿ

òðèâèàëèçàöèÿ L (nD′′)
∣∣′
N
è èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî íà ëîêàëüíîé ñõåìå âñå äèâèçîðû ãëàâíûå).

Òîãäà

divs′.($−1(Z ′)) = ∆′Z , div s′.(D′′) = 0. (4.3.5)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî s′ îáðàùàåòñÿ â 0 íà ∆′Z è, ñëåäîâàòåëüíî, divs
′.Z ′ =

∆′Z + F , íî ïîñêîëüêó s′
∣∣
N

= δ′ è, ñëåäîâàòåëüíî, divs′.N = ∆′Z , òî F ∩ N = ∅. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïîñêîëüêó s′ íå îáðàùàåòñÿ â 0 â äðóãèõ çàìêíóòûõ òî÷êàõ Z, òî F = 0. Âòîðîå

ðàâåíñòâî � ïåðåôîðìóëèðîâêà íåîáðàùåíèÿ â íîëü íà D′′.

Ïóñòü s0 � íåêîòîðîå ñå÷åíèå L (lnDU), òàêîå, ÷òî div s0 = $∗(div s
′). Òîãäà èç 4.3.5

ñëåäóåò:

divs0.Z = ∆Z , divs0.D = 0 (4.3.6)

Òåïåðü âûáåðåì ñå÷åíèå s1 ïó÷êà L (lnD):

s1

∣∣
∆

= 0, s1

∣∣
Z∪D = s0

∣∣
Z∪D
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(ñîãëàñîâàííîñòü óñëîâèé íà ïåðåñå÷åíèÿõ îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî ∆ ∩ Z = ∆Z è s0

îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ∆Z). È ïóñòü s = s0 · (1− t) + s1 · t � ñå÷åíèå L (lnD × A1). Òîãäà

èç 4.3.6 ïîëó÷èì:

divs.(Z × A1) = ∆Z × A1, divs.(D × A1) = 0. (4.3.7)

b) Ðàññìîòðèì ðàññëîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ X ′ è X ′ ñ U ′ íàä U è îáîçíà÷èì èõ X ′′

è X ′′ ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå èõ çàìêíóòûå ïîäñõåìû Z ′′, ∆Z′ è ∆′′z , ÿâëÿþùèåñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì Z ′ íà U ′, ãðàôèêîì âëîæåíèÿ i′ : U ′ ↪→ X ′, êàê

ìîðôèçìà íàä An−1, è ãðàôèêîì âëîæåíèÿ òî÷êè z′ â X ′, ñîîòâåòñòâåííî.

∆Z′
� � //

!!

Z ′′ � � //

��

X ′′ � � //

��

X ′′ //

��

U ′

π

��
Z ′ � � // X ′ � � //

��

X ′ //

��

U

prA◦p◦i
��

X ′ //

��

An−1

An � � // P1 × An−1 prP // An−1

. (4.3.8)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìûõ ìîðôèçìîâ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü:

1) P � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prU). Ò.å. P ∈ K[X ′]−mod � êîíå÷íîïîðîæä¼í-

íûé íàä K[U ] è K[X ′]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçì P ' HomK[U ](P,K[U ]),

2) H � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî â Proj(prU ′×A1). Ò.å. H ∈ K[X ′′×A1]−mod � êîíå÷íîïî-

ðîæä¼ííûé íàäK[U ′×A1] èK[X ′′×A1]-ëèíåéíûé èçîìîðôèçìH ' HomK[U ′×A1](H,K[U ′×

× A1]),

òàêèå, ÷òî:

3) êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ:

P ⊗K[U ] K[U − Z]→ K[X ′ − Z ′]⊗K[X] P ⊗K[U ] K[U − Z],

H ⊗K[U ′] K[U ′ − Z ′]→ K[X ′ − Z ′]⊗K[X′] H ⊗K[U ′] K[U ′ − Z ′]
(4.3.9)

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè,
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4) ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ:

j0
∗(qH) ' (id× π)∗(qP ),

j1
∗(qH) ' q∆′ ⊕ qG,

(4.3.10)

ãäå q∆′ � åäèíè÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàK[∆′] (ò.å. èìååòñÿ â âèäó ôîðìà, ïîëó÷àåìàÿ

èç åäèíè÷íîé ïðè ïîìîùè èçîìîðôèçìà K[∆′] ' K[U ′]), è K[X ′]-ìîäóëü G, íà êîòîðîì

îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà qG, îáëàäàåò ñâîéñòâîì G ' K[X ′ − Z ′]⊗K[X′] G.

Áóäåì ñòðîèòü ýòè ìîäóëè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé

ïó÷êîâ

s′ ∈ Γ(X ′,L (nD′)) :s.Z ′ = ∆′z, s.D
′ = 0,

s ∈ Γ(X ′′ × A1,L (nD′′′)) :s.(Z ′′ × A1) = ∆′′z , s.(D
′′′ × A1) = 0,

s
∣∣
X ′′×0

= s0, s
∣∣
X ′′×1

= s1,

s0 ∈ Γ(X ′′,L (nD′′′)) :s0 = πX
′∗

(s′),

s1 ∈ Γ(X ′′,L (nD′′′)) :s1|∆′′z = 0.

Èõ ïîñòðîåíèå îïèñàíî íèæå. Âûáðàâ òàêèå ñå÷åíèÿ, îïðåäåëèì ìîäóëè

P = K[divs′], H = K[divs].

Ñòðóêòóðû êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî âñåì ïðåäøåñòâóþùèì ñè-

òóàöèÿì (îäíîâðåìåííî óáåäèâøèñü, ÷òî ýòè ìîäóëè ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûìè

ïðîåêòèâíûìè íàä K[U ] è K[U ′] ñîîòâåòñòâåííî), çàìåíèâ divs′ è divs íà ñåìåéñòâà, îá-

ðàçóþùèå ãëàäêèå ñõåìû, è âîñïîëüçîâàâøèñü óòâåðæäåíèåì 2.1 èç [4].

À èìåííî, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ

F ′ = ([s′ : d′
n
], prU) : X ′ → A1 × U,

F = ([s : d′′′
n
], prU ′×A1) : X ′ × A1 → A1 × U ′ × A1,

F0 = ([s0 : d′′′
n
], prU ′) : X ′ → A1 × U ′
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è êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

divs
uu

��

divs0

ww

_?oo � � //

��

divs′

ww

��

X ′′ × A1

tt

F

��

X ′′

vv

F0

��

_?oo � � // X ′

ww

F ′

��

X ′′ × A1

F

��

X ′′

F0

��

_?oo � � // X ′

F ′

��

U ′ × A1

uu
U ′

ww

_?
idU′×0oo � �

πX′
// U

ww
A1 × U ′ × A1

tt
A1 × U ′

vv

_?
idA1×U′×0

oo � �

idA1×fπX′
// A1 × U
vv

P1 × U ′ × A1 P1 × U ′_?
idP1×U′×0

oo � �

id1
P×π

X′
// P1 × U ,

â êîòîðîé âñå ïàðàëëåëîãðàììû ÿâëÿþòñÿ äåêàðòîâûìè.

Ìîðôèçìû F , F0, F ′ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, F , F0, F
′ � òîæå, à

ïî òåîðåìå Ãðîòåíäèêà, ïîñêîëüêó X ′′, A1 × U ′, X ′ è A× U � ñóùåñòâåííî ãëàäêèå ìíî-

ãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè d + 1, ýòè ìîðôèçìû òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðîåêöèè èç divs è divs′ íà U ′ × A1 è U ′ òîæå ïëîñêèå, ïîñêîëüêó ïîëó÷àþòñÿ èç F è F ′

çàìåíàìè áàç, è ýòî äîêàçûâàåò ïðîåêòèâíîñòü H è P ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè îáîçíà÷èòü

àëãåáðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîðôèçìàì F , F0, è F
′, ÷åðåç BA, B0A0

è B′A′ , òî óòâåðæäåíèå

2.1 èç [4], ïðèìåí¼ííîå ê êîíå÷íûì ïëîñêèì ìîðôèçìàì ñóùåñòâåííî ãëàäêèõ ñõåì F , F0

è F ′, ïðåäîñòàâëÿåò èçîìîðôèçìû

qB : B ' HomA(B,A), qB0 : B0 ' Hom(B0, A0), qB′ : B
′ ' Hom(B′, A′),

òàêèå, ÷òî

indidA1×U′×0(qB) = qB0 , indid1
A×πX′ (qB′) = qB0 .

Ïîñëå çàìåí áàç âäîëü âëîæåíèé 0 × idU ′×A1 , 0 × idU ′ è 0 × idU ′ ïîëó÷èì èç q, qB0 è qB′

ñîîòâåòñòâåííî ñîãëàñîâàííûå èçîìîðôèçìû qdivs, qdivs0 è qdivs′ , è ïîñëå îãðàíè÷åíèé ñêà-

ëÿðîâ âäîëü âëîæåíèé divs ↪→ X ′′ × A1, divs0 ↪→ X ′′ è divs′ ↪→ X ′ ïîëó÷èì èçîìîðôèçìû

qH , q0 è qP , ñîãëàñîâàííûå â ñèëó ôóíêòîðèàëüíîñòè îãðàíè÷åíèÿ ñêàëÿðîâ îòíîñèòåëüíî

çàìåíû áàçû, òàê ÷òî

indU ′×0(qH) = q0 = indπX′ (qP ),

÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ïåðâîãî ðàâåíñòâà èç 4.3.10.
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Óñëîâèå 4.3.9 âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó

divs ∩ (Z ′′ × A1) ⊂ X ′′Z′ × A1, divs′ ∩ Z ′ ⊂ X ′Z′ .

Âòîðîå ðàâåíñòâî èç 4.3.10 ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ, îäíàêî âåðíî, ÷òî (H, qH) ïðè

îãðàíè÷åíèè íà X ′′ × 1 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ (G, qG)

è (Λ, qΛ), ïîñêîëüêó åãî íîñèòåëü � divs ðàñêëàäûâàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ∆′′

è íåêîòîðîé çàìêíóòîé ïîäñõåìû R, ñîäåðæàùåéñÿ â X ′′ −Z ′′.

Ïðîâåðèì ýòî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó s1|∆′′ = 0, òî divs1 = ∆′′ + R. Äàëåå, ïî-

ñêîëüêó divs.(Z ′′ × A1) = ∆Z′ × A1 è s
∣∣
Z′′×A1 = s1, òî divs1.Z ′′ = ∆Z′ = ∆′′.Z ′′. Ñëåäî-

âàòåëüíî R ∩ Z ′′ = ∅, è, ïîñêîëüêó ∆z′ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé çàìêíóòîé òî÷êîé ∆′′ è

∆z′ ⊂ Z ′′, òî R è ∆′′ íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó H = K[divs], òî G = K[R] è E = K[∆′′], à êâàäðà-

òè÷íàÿ ôîðìà íà ñëàãàåìîì K[∆′′] çàäà¼òñÿ íåêîòîðîé íååäèíè÷íîé îáðàòèìîé ôóíêöèåé

λ ∈ K[U ′]∗. Âûáåðåì ôóíêöèþ λ′ ∈ K[U ]∗, òàêóþî ÷òî λ′(z) = λ(z′) è äîìíîæèì êâàä-

ðàòè÷íûå ôîðìû qP è qH íà îáðàòíóþ ôóíêöèþ λ′−1. Â ðåçóëüòàòå äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òî

λ(z′) = 1, è òîãäà íàêîíåö ïî ïîäëåììå 3.1.1.4 ïîëó÷èì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà (K[∆′′], λ) è

(K[∆′′], 1) çàäàþò îäèí è òîò æå ìîðôèçì ïàð (U ′, Z ′)→ (X ′, Z ′) â êàòåãîðèè Wor, ÷òî è

òðåáóåòñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 4.3.10.

Òåïåðü îïèøåì ïîñòðîåíèå s′, s0, s1, è s. Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó π è p � êîíå÷íû è,

ñëåäîâàòåëüíî, p′U � êîíå÷åí, òî p′U � êîíå÷åí è, ïîñêîëüêó L (∞U) � îáèëåí, òî L (D′) =

= p′U
∗
(L (∞U)) � îáèëåí, à òàêæå, ÷òî, ïîñêîëüêó πX

′
� êîíå÷åí è D′′′ = πX

′−1
(D′), òî

L (D′′′) � òàêæå îáèëåí.

Ïîñòðîèì ñå÷åíèå s′ ∈ Γ(X ′′,L (nD′)) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñ ïîìîùüþ ïîä-

ëåììû 3.1.1.1, çàäàâ åãî ñîãëàñîâàííî íà ñëîå íàä çàìêíóòîé òî÷êîé, ò.å. íà X ′z è íà íóëü-

ìåðíîé çàìêíóòîé ïîäñõåìå 2∆′z, çàäàâàåìîé êâàäðàòîì ïó÷êà èäåàëîâ, îáíîâëÿþùèõñÿ

â ∆′z.

Ñå÷åíèå s′ äîëæíî îáðàùàòüñÿ â 0 â òî÷êå ∆′z è íå îáðàùàòüñÿ â 0 â çàìêíóòûõ òî÷-

êàõ D′ è çàìêíóòûõ òî÷êàõ Z ′, îòëè÷íûõ îò ∆′z. Ïî ïîäëåììå 3.1.1.1 äëÿ âñåõ n, áîëüøèõ

íåêîòîðîãî k, ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s ∈ L (X ′z, nD), óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðå÷èñëåííûì ñâîé-

ñòâàì (ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèå îáðàòèìîãî ïó÷êà íà çàìêíóòóþ òî÷êó òðèâèàëüíî). Êàê

ëîêàëüíî òðèâèàëüíûé, ïó÷îê L (D′′) òðèâèàëåí íà 2∆′z, è ïîëîæèì s′ ïðè îãðàíè÷åíèè

íà 2∆′z ðàâíûì ôóíêöèè, äèâèçîð íóëåé êîòîðîé ðàâåí ∆′Z (òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâó-
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åò, ïîñêîëüêó íà íóëüìåðíîé ñõåìå ëþáîé äèâèçîð ãëàâíûé). Ýòè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíû,

ïîñêîëüêó X ′z ∩ 2∆′z = ∆′z è îáà çàäàííûõ ñå÷åíèÿ îáðàùàþòñÿ â 0 â ∆′z.

Ïîñòðîåííîå ñå÷åíèå îáðàùàåòñÿ â 0 íà ∆′Z è íå îáðàùàåòñÿ â 0 â çàìêíóòûõ òî÷êàõ

Z ′, îòëè÷íûõ îò ∆′z, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå divs
′ ñ Z ′ ðàâíî ∆′Z , à ïîñêîëüêó s

′ íå

îáðàùàåòñÿ â 0 â çàìêíóòûõ òî÷êàõ D′, òî divs′ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ D′.

Ïîëîæèì òåïåðü

s0 = πX
′∗

(s′).

Òîãäà

divs0.Z ′′ = πX
′−1

(divs′.Z ′) = ∆Z′ , divs0.D
′′′ = 0,

ïîñêîëüêó piX
′−1

(∆′Z) = ∆Z′ , à D
′′′ = πX

′−1
(D′).

Òåïåðü ñíîâà ïî ïîäëåììå 3.1.1.1 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, íàéä¼ì ñå÷åíèå

s1 ∈ Γ(X ′′, nD′′) : s1

∣∣
Z′′

∐
D′′′

= s0

∣∣
Z′′

∐
D′′′
, s1

∣∣
∆′′

= 0;

ýòè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíû, ïîñêîëüêó (Z ′′
∐
D′′′) ∩∆′′ = ∆Z′ , è s0

∣∣
∆Z′

= 0.

Íàêîíåö, îïðåäåëèì s = (1 − t) · s0 + t · s1, òîãäà óñëîâèÿ íà ñîãëàñîâàííîñòü s ñ s0

è s1 âûïîëíÿþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ, à ïîñêîëüêó s1

∣∣
Z′′

∐
D′′′

= s0

∣∣
Z′′

∐
D′′′

, òî s ïîñòîÿííî íà

(Z ′′
∐
D′′′)× A1 âäîëü A1, è

divs.(Z ′′
∐

D′′′) = (divs0.(Z ′′
∐

D′′′))× A1 = ∆Z′ × A1.

4.4 Ïëàí ïîñòðîåíèÿ êàòåãîðèè Witt-ìîòèâîâ

Êàê ëåãêî âûâåñòè èç òåîðåìû 8, êàòåãîðèÿ SNwittTr(k) ïó÷êîâ Íèñíåâè÷à ñ Witt-

òðàíñôåðàìè ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé. Ýòà êàòåãîðèÿ ëåæèò â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ êàòåãîðèè

Witt-ìîòèâîâ DWM(k), êîòîðîå ìû ñåé÷àñ äàäèì. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîä-

íàÿ êàòåãîðèÿ DSNwittTr(k) àáåëåâîé êàòåãîðèè SNwittTr(k), à çàòåì â ïðîèçâîäíîé êà-

òåãîðèè DSNwittTr(k) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ DWM(k), ñîñòîÿùàÿ èç òà-

êèõ êîìïëåêñîâ A•, âñå ïó÷êîâûå êîãîìîëîãèè êîòîðûõ hi(A•) ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè

èíâàðèàíòíûìè ïó÷êàìè Íèñíåâè÷à (ñ Witt-òðàíñôåðàìè). Êàòåãîðèÿ DWM(k) è íà-

çûâàåòñÿ êàòåãîðèåé Witt-ìîòèâîâ ïîëÿ k. Îáúåêòû êàòåãîðèè DWM(k) íàçûâàþòñÿ

ìîòèâíûìè êîìïëåêñàìè.
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Ãëàäêîìó k-ìíîãîîáðàçèþ Y ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî Witt-ìîòèâ

MW (Y ) = {U 7→ Wor(∆• × U, Y )}(îòïó÷êîâàííûé),

êîâàðèàíòíî çàâèñÿùèé îò Y . Îäíî èç êëþ÷åâûõ ñâîéñòâWitt-ìîòèâàMW (Y ) ñëåäóþùåå:

äëÿ ëþáîãî ìîòèâíîãî êîìïëåêñà A• äîëæíû èìåòü ìåñòî åñòåñòâåííûå èçîìîðôèçìû

Hp
Nis(Y,A

•) = HomDWM(k)(M(Y ), A•[p]).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà íóæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 10 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïó÷êà ñ Witt-òðàíñôå-

ðàìè F êîãîìîëîãèè H i
Nis(X,F ) ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíû ïî ñõåìå X äëÿ i > 0.

Òåîðåìà 11 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïó÷êà ñ Witt-òðàíñôå-

ðàìè F êîãîìîëîãèè H i
Nis(X,F ) ÿâëÿþòñÿ ïðåäïó÷êàìè ñ Witt-òðàíñôåðàìè äëÿ i > 0.

Òåîðåìà 12 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî ïó÷êà ñ Witt-òðàíñôå-

ðàìè F è ãëàäêîé ñõåìû X ñïðàâåäëèâî,÷òî H i
Nis(X,F ) = ExtiShWtr(ZWtr(X),F ).

Ìåæäó ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèåé ïó÷êîâ ñ Witt-òðàíñôåðàìè è êàòåãîðèåé Witt-

ìîòèâîâ îïðåäåë¼í ôóíêòîð

C• : DSNwittTr(k)→ DWM(k),

ïåðåâîäÿùèé êîìïëåêñ A• â òîòàëüíûé êîìïëåêñ áèêîìïëåêñà

· · · → Hom(∆n, A•)→ Hom(∆n−1, A•)→ · · · → A•,

äèôôåðåíöèàëû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ çíàêîïåðåìåííûìè ñóììàìè ñòàíäàðòíûõ âëî-

æåíèé ∆n−1 → ∆n. Òåîðåìû 6, 10 è 12 ïîçâîëÿþò äîêàçàòü, ÷òî ôóíêòîð C• ÿâëÿåò-

ñÿ ëåâûì ñîïðÿæ¼ííûì ê ôóíêòîðó âëîæåíèÿ DWM(k) ↪→ SNwittTr(k), à òàêæå, ÷òî

MW (X) 'MW (X × A1).
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