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1 Введение

Цели и задачи работы. Задачей работы является изучение свойств мет-

рических пространств, зависящих только от изометрических типов конечных

подмножеств. Наибольшее внимание уделено Марковскому типу, его связи с

пространствами Александрова кривизны ≥ 0, а также классу конечно-плоских

пространств.

Актуальность темы исследования и степень ее разработанности.

Рассмотрение свойств метрических пространств, зависящих только от изомет-

рических типов конечных подмножеств, имеет богатую историю. К такого рода

свойствам относятся свойство удвоения [24, 30, 21, 8, 31, 29, 43, 7], тип Энфло

[36, 23, 20, 37], масштабированный тип Энфло [36, 35, 26], Марковский тип

[36, 41, 42, 12, 38, 22, 34, 14, 15]. Ответы на следующие вопросы о метрическом

пространстве определяются только его конечными подмножествами:

• вкладывается ли данное пространство изометрично или билипшицево в Ев-

клидово пространство ограниченной размерности?

• Является ли пространство ультраметрическим? (зависит только от трех-

точечных подпространств).

• Вкладывается ли данное пространство изометрично в некоторое дерево?

(зависит только от четырех-точечных подпространств).

Помимо важности для теоретического исследования метрических пространств,

конечно-точечные свойства важны для прикладных вопросов, где в большин-

стве случаев метрическое пространство либо дискретно по своей природе, либо

представлено некой выборкой своих точек.

К задачам, решаемым с привлечением конечно-точечных свойств, отно-

сятся помимо вышеуказанных вопросов о вложимости [34, 12] вопросы о про-

должимости липшицевых и би-липшицевых отображений [14, 38, 36], задача
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поиска ближайшего соседа, задачи кластеризации [24, 30], задачи маршрути-

зации [21, 8], задачи о построении сетей [31, 29], задачи поиска [43, 7].

Отдельно стоит выделить такие свойства, как ограниченность кривизны

по Александрову (кривизна ≥ k и кривизна ≤ k). Хотя их можно определить

через условие на расстояния для четверок точек, в дополнение необходимо тре-

бовать, чтобы метрика была внутренней. (То есть чтобы расстояние между лю-

быми двумя точками равнялось инфимуму длин путей, соединяющих эти две

точки). Попытки избавиться от этого дополнительного требования приводят к

ряду сложных открытых вопросов.

Следующий вопрос о характеризации конечных подмножеств пространств

Александровa сформулирован С. Александер, В. Каповичем и А. Петруниным

[11], см. также [12].

Вопрос 1.1. Каково необходимое и достаточное условие на конечное метри-

ческое пространство, чтобы оно допускало изометрическое вложение в про-

странство Александрова кривизны ≥ k?

Аналогичный вопрос для пространств Александрова кривизны ≤ k при-

надлежит М. Громову [27, Секция 1.19+], [28, §15(b)], см. также [46, 45].

Первый основной результат данной работы проливает некоторый свет на

то, как устроены конечные подмножества Александровских пространств, см.

Теорему 1.3. Но перед тем, как его привести, нам нужно следующее определе-

ние, формализующее следующее неформальное описание: класс метрических

пространств K называется конечно-плоским, если с точки зрения конечных

подмножеств он совпадает с классом компактных плоских многообразий.

Определение 1.2. Будем говорить, что метрическое пространство X яв-

ляется конечно-плоским, если для любого конечного Y ⊂ X и любого ε > 0

существует плоское компактное многообразие M и вложение f : Y → M

такое, что

dX(y1, y2) ≤ dM(f(y1), f(y2)) ≤ (1 + ε)dX(y1, y2),



5

для любых y1, y2 ∈ Y .

Теорема 1.3. Следующие пространства являются конечно-плоскими:

1. 2-пространства Вассерштейна (см. Определение 2.10) над Евклидовыми

пространствами,

2. факторы Евклидовых пространств по изометрическим действиям конеч-

ных групп,

3. компактные плоские орбиобразия,

4. компактные плоские многообразия (тривиальное утверждение),

5. факторы связных компактных групп Ли с би-инвариантными метрика-

ми по компактным подгруппам их групп изометрий,

6. 2-пространства Вассерштейна над связными компактными группами Ли

с би-инвариантными метриками.

Верно и обратное: если Y конечное подмножество плоского многообразия M ,

ε > 0, и K один из классов пространств (1)–(6), то существует X ∈ K и

f : Y → X такое, что

dM(y1, y2) ≤ dX(f(y1), f(y2)) ≤ (1 + ε)dM(y1, y2).

Отметим, что все пространства, участвующие в Теореме 1.3, являются

пространствами Александрова кривизны ≥ 0. Для пространств Вассерштейна

это следует из [44, Предложения 2.10]. Для компактных плоских многообразий

и связных компактных групп Ли с би-инвариантными метриками неотрица-

тельность кривизны по Александрову следует из неотрицательности секцион-

ной кривизны. Для факторов Евклидовых пространств по изометрическим дей-

ствиям конечных групп, компактных плоских орбиобразий и факторов связных
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компактных групп Ли с би-инвариантными метриками по компактным под-

группам их групп изометрий неотрицательность кривизны по Александрову

можно получить при помощи предложения, данного в [6, Секции 4.6].

Из Теоремы 1.3 следует, что любые свойства классов пространств, зави-

сящие только от конечных подмножеств, совпадают для классов пространств

(1)–(6), рассматриваемых в Теореме 1.3. В частности, мы применим Теорему 1.3

к вычислению констант Марковского типа для вышеуказанных классов Алек-

сандровских пространств. Но перед этим мы остановимся более подробно на

истории пространств Александрова, Марковского типа и связи между ними.

Пространства Александрова кривизны, ограниченной снизу. По-

нятие пространства Александрова кривизны, ограниченной снизу, было введе-

но А. Д. Александровым [5, 9] в пятидесятых годах, см. также [10]. Оно обобща-

ет понятие риманова многообразия секционной кривизны, ограниченной снизу.

Грубо говоря, метрическое пространство является пространством Александро-

ва кривизны ≥ k, если (локально) каждый треугольник в этом пространстве

имеет углы больше либо равные углам треугольника с теми же длинами сторон,

но взятого в пространстве постоянной кривизны = k (т.е. сфере, Евклидовой

плоскости или плоскости Лобачевского).

Ключевой в истории пространств Александрова кривизны, ограниченной

снизу, является работа Ю. Д. Бураго, М. Л. Громова и Г. Я. Перельмана [6].

Один из основных результатов этой статьи — теорема о глобализации (теорема

Топоногова), которая гласит, что если вышеуказанное условие на углы выпол-

нено локально, то оно выполнено и глобально. Одним из следствий этого ре-

зультата является то, что пределы полных римановых многообразий кривизны

≥ k являются пространствами Александрова кривизны ≥ k (Предел в данном

контексте подразумевается относительно метрики на множестве метрических

пространств, называемой метрикой Громова–Хаусдорфа).

Более того, в [6] показано, что класс пространств Александрова кривиз-

ны ≥ k, размерности n ∈ N и диаметра, не превосходящего D > 0, являет-
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ся компактом (относительно метрики Громова–Хаусдорфа). Вышеуказанные

свойства имеют большую важность для приложении к теории римановых мно-

гообразий, так как позволяют рассматривать крайние случаи, либо эксплуати-

ровать компактность при доказательстве утверждений про римановы многооб-

разия кривизны ≥ k.

Марковский тип. Понятие Марковского типа было введено К. Боллом

[14] как инструмент для продолжения липшицевых отображений. Полное опре-

деление приводится в Параграфе 2.2, здесь ограничимся следующим: метриче-

ское пространство обладает Марковским типом p (см. Определение 2.8), если

существует K > 0 такое, что для произвольного симметричного Марковского

процесса на X и любого T ∈ N выполняется неравенство

Ep(T ) ≤ KpTEp(T ), (1.0.1)

где E(T ) обозначает математическое ожидание p-ой степени расстояния, про-

ходимого процессом за T шагов. Константой Марковского типа p, соответству-

ющей времени T , пространства X называют инфимум таких K, для которых

для всевозможных симметричных Марковских процессов на X выполняются

неравенства (1.0.1) (при фиксированном T ), ее обозначаютMp(X,T ). Констан-

той Марковского типа p пространства X называют инфимум таких K, для

которых для всевозможных симметричных Марковских процессов на X нера-

венства (1.0.1) выполняются для всех T ∈ N, ее обозначают Mp(X).

Кроме того, что Марковский тип является одним из ключевых инструмен-

тов для продолжения липшицевых отображений между пространствами, см.

[14, 38, 39], он используется в как средство доказательства невложимости мет-

рических пространств при ограничении на билипшицево искажение, см. [15, 34].

Александровские пространства неотрицательной кривизны и Мар-

ковский тип 2. C.-И. Охта и М. Пишо [42] показали, что любое геодезическое

метрическое пространство, обладающее Марковским типом 2 с константой 1,

является пространством неотрицательной кривизны по Александрову. Встал
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вопрос о том, верно ли обратное (см. [12, 41]).

Вопрос 1.4. Верно ли, что любое Александровское пространство неотрица-

тельной кривизны обладает Марковским типом 2 с константой 1?

Вопрос 1.4 интересен не только сам по себе, но и как возможный подход

к вопросу 1.1. Его частичное положительное решение дано в работах [3, 2],

которые являются основой для диссертации. В данном тексте эти результаты

сформулированы как Теорема 1.5.

Теорема 1.5. Пусть X принадлежит одному из следующих классов метри-

ческих пространств:

1. 2-пространства Вассерштейна над Евклидовыми пространствами,

2. факторы Евклидовых пространств по изометрическим действиям конеч-

ных групп,

3. компактные плоские орбиобразия,

4. компактные плоские многообразия,

5. факторы связных компактных групп Ли с би-инвариантными метрика-

ми по изометрическим действиям компактных групп Ли. (В частности

в этот класс входят стандартные Евклидовые сферы, рассматриваемые

с их внутренними метриками).

Тогда X обладает Марковским типом 2 с константой 1.

Теорема 1.5 отвечает на вопросы, сформулированные в работах [12, 42]. До

работы [3] не было даже известно, обладает ли окружность, рассматриваемая

со своей внутренней метрикой, Марковским типом 2 с константой 1. Но было

известно, что все Александровские пространства неотрицательной кривизны

обладают Марковским типом с какими-то константами, однородно ограничен-

ными сверху. Первая оценка такого типа была найдена С.-И. Охта в [41], где
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он показал, что любое Александровское пространство кривизны ≥ 0 облада-

ет Марковским типом 2 с константой
√

6. Эта константа была улучшена А.

Наором и Ю. Пересом до 1 +
√

2 (этот результат также опубликован в [41]).

Позднее эта константа была улучшена до
√

1
√

2 +
√

4
√

2− 1 А. Андони, А.

Наором и О. Нейманом, см. [12].

Для доказательства Теоремы 1.5 мы используем следующую теорему, ко-

торая предоставляет инструмент, позволяющий оценивать константы Марков-

ского типа метрических пространств.

Для метрического пространства X мы обозначаем через Pp(X) p-про-

странство Вассерштейна над X (см. Определение 2.10).

Теорема 1.6. Пусть p ≥ 1 и X, Y метрические пространства такие, что

выполняется хотя бы одно из следующих условий:

1. X и Y являются геодезическими пространствами, и X накрывает Y по-

средством конечнолистного, локально изометрического накрытия,

2. Y является фактор-пространством X под действием конечной группы,

действующей изометриями,

3. Y является p-пространством Вассерштейна над X.

Тогда для каждого T ∈ N мы имеем Mp(X,T ) ≥Mp(Y, T ) и Mp(X) ≥Mp(Y ).

Более того, в случае (3) выполняется Mp(Pp(X), T ) = Mp(X,T ), где Pp(X)

обозначает p-пространство Вассерштейна над X.

Как видно из формулировки, область применимости Теоремы 1.6 не огра-

ничивается пространствами Александрова неотрицательной кривизны, кроме

того, она позволяет оценивать константы Марковского типа и для p 6= 2. Поль-

зуясь этим, мы получаем следующие оценки на константы Марковского типа

пространств Вассерштейна:

Следствие 1.7. Для любых p ∈ (2,∞) и T, d ∈ N выполняется



10

1. Mp(Pp(Rd), T ) ≤ 16d
1
2−

1
pp

1
2T

1
2−

1
p ,

2. M2(Pp(Rd)) ≤ 4d
1
2−

1
p
√
p− 1.

Нижняя оценка на достаточное билипшицево искажение для вло-

жения сноуфлейков в пространства Вассерштейна.

Определение 1.8. Пусть X, Y метрические пространства и f : X → Y .

Би-липшицевым искажением f (обозначаемым dist(f) ∈ [1,∞]) называется

инфимум D ≥ 1 таких, что существует c = c(D) > 0, для которого

cdX(x1, x2) ≤ dY (f(x1), f(x2)) ≤ DcdX(x1, x2),

для любых x1, x2 ∈ X.

Определение 1.9. Для метрического пространства X и 0 ≤ α < 1 α-сно-

уфлейком X (обозначаемым Xα) называется метрическое пространство на

множестве X с метрикой, заданной равенством

dXα(x1, x2) = (dX(x1, x2))
α.

Легко показать, что в Xα действительно выполняется неравенство тре-

угольника, см. Замечание 2.4.

При помощи вышеуказанных оценок мы получаем следующее ограничение

на вложимость сноуфлейков в пространства Вассерштейна, отвечая на вопрос

[12].

Следствие 1.10. Для каждого n > 1 существует n-точечное метрическое

пространство Xn такое, что для любого α ∈ (1
2 , 1], любого p ∈ (2,∞) и любо-

го d ∈ N α-сноуфлейк Xn не допускает вложения в Pp(Rd) с билипшицевым

искажением менее, чем Cd−
1
2+ 1

pp−
1
2 (log n)α−

1
2 , где C > 0 абсолютная констан-

та.

Следствие 1.10 было выдвинуто в качестве гипотезы в [12].
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Научная новизна. Все результаты являются новыми.

Практическая и теоретическая значимость. Работа носит теорети-

ческий характер. Теорема 1.5 и Следствие 1.10 отвечают на вопросы, заданные

в работах [12, 42].

Достоверность результатов и апробация работы. Для результатов

работы даны точные доказательства. Результаты опубликованы в журналах

категории Q1, докладывались на семинарах Лаборатории Геометрии ПОМИ

РАН, геометрическом семинаре математического Института Кельна, междуна-

родной конференции "Дни геометрии в Новосибирске — 2016" и периоде ин-

тенсивной активности "Metric Measure Spaces and Ricci Curvature" в институте

Макса Планка в Бонне.

Публикации. По теме диссертации автором опубликованы статьи [2, 3,

4], а также препринт [1]. В статье [4], выполненной в соавторстве, автору при-

надлежат основные определения: определение биполярного сравнения и T -дре-

вовидного сравнения. Постановка задачи, решением которой является [4, Теор.

1.1], также принадлежит автору. Доказательства [4, Теор. 1.1], [4, Теор. 1.2] и

[4, Теор. 1.6] принадлежат соавторам. На защиту выносятся только результаты

работ [2, 3], выполненных без соавторов. Журналы, в которых опубликованы

статьи [2, 3, 4], удовлетворяют рекомендациям ВАК.

Методология и методы исследования. Для доказательства Теоремы

1.6 автором введена новая техника поднятия Марковских цепей вдоль отобра-

жений. Она позволяет переносить верхние оценки на константы Марковского

типа с накрывающего пространства на накрываемое, с пространства на его

фактор по конечной группе изометрий, либо с пространства на пространство

Вассерштейна над данным пространством.

В основе доказательства Теоремы 1.3 новая конструкция, позволяющая

вкладывать пространства Вассерштейна над связными компактными группа-

ми Ли с би-инвариантными метриками в пространства Вассерштейна над Ев-

клидовыми пространствами.
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Структура диссертации. Диссертация состоит из пяти глав. Основные

результаты изложены во Введении, Главе 1. В Главе 2 изложены предваритель-

ные сведения, необходимые определения и используемые обозначения.

Глава 3 посвящена доказательству Теоремы 1.6, Следствий 1.7 и 1.10. Бо-

лее подробно: в Параграфе 3.1 и Параграфе 3.2 мы вводим и изучаем поднятия

Марковских цепей. В Параграфах 3.3, 3.4 и 3.5 мы доказываем части (1), (2) и

(3) Теоремы 1.6, соответственно. В завершающем главу Параграфе 3.6 мы при-

водим доказательства следствий 1.7 и 1.10, а также обсуждаем контрпримеры.

В Главе 4 даны доказательства Теорем 1.3 и 1.5. Доказательство, которое

мы приводим в Параграфе 4.2, существенно упрощено по сравнению с данным

в работах [3, 2] за счет использования Теоремы 1.3.

Заключение дано в Главе 5.

Положения, выносимые на защиту.

1. Показано, что следующие метрические пространства являются конечно-

плоскими: (а) 2-пространства Вассерштейна над Евклидовыми простран-

ствами, (б) факторы Евклидовых пространств по изометрическим действи-

ям конечных групп, (в) компактные плоские орбиобразия, (г) факторы

связных компактных групп Ли с би-инвариантными метриками по ком-

пактным подгруппам их групп изометрий (Теорема 1.3).

2. Доказано, что компактные плоские многообразия, а также пространства,

принадлежащие классам (а)–(г), обладают Марковским типом 2 с констан-

той 1 (Теорема 1.5).

3. Разработан новый метод получения верхних оценок на константы Марков-

ского типа (Теорема 1.6).

4. Получены верхние оценки на константы Марковского типа пространств

Вассерштейна над Евклидовыми пространствами (Следствие 1.7).
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5. Доказана нижняя оценка на достаточное билипшицевое искажение для вло-

жения сноуфлейков в пространства Вассерштейна (Следствие 1.10).

Благодарности. Я благодарен С. В. Иванову за руководство при выпол-

нении данной работы, множество идей и огромное терпение. Я выражаю благо-

дарность А. Лычаку за внимание к моим работам и в особенности за ключевую

подсказку, которая сформулирована в тексте как Лемма 4.4. Я благодарен А.

Наору за ценные комментарии к работе [3], которые привели в частности к по-

лучению Следствия 1.7(2). Я признателен А. В. Алпееву, П. А. Галашину и Н.

Д. Лебедевой за плодотворные обсуждения.
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2 Термины, обозначения и предварительные

сведения

2.1 Метрические пространства

Определение 2.1. Пусть X метрическое пространство, a ≤ b и γ : [a, b]→

X кривая в X. Длина γ, которую мы будем обозначать за L(γ), определяется

формулой

L(γ) = sup
n∈N

sup
a≤x1≤x2≤···≤xn≤b

n−1∑
k=1

d(xk, xk+1) ∈ [0,∞].

Определение 2.2. Метрическое пространство X является геодезическим,

если для любой пары точек x, y ∈ X существует непрерывный путь γ, соеди-

няющий x и y, такой, что

d(x, y) = L(γ).

Определение 2.3. Пусть X метрическое пространство и G группа, дей-

ствующая на X изометриями. Фактор полуметрика на X определяется фор-

мулой

dG(x, y) = inf
g1,g2∈G

d(g1(x), g2(y)).

Фактор-пространство X/G это метрическое пространство, которое полу-

чается из (X, dG) отождествлением точек, находящихся на расстоянии 0.

Для метрического пространства X мы обозначаем за diam(X) диаметр X.

При помощи Iso(X) мы обозначаем группу изометрий X.

Пусть X и Y метрические пространства, и p ≥ 1. Мы пишем X ×p Y , что-

бы обозначить p-произведение пространств, т.е. пространство с расстоянием,

определяемым формулой

d((x1, y1), (x2, y2))
p = dX(x1, x2)

p + dY (y1, y2)
p.

Мы обозначаем при помощи Xn
p n-ную p-степень X, т.е.,

Xn
p = X ×p X ×p · · · ×p X (n раз).
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Симметрическая группа Sn действует на Xn
p перестановками координат.

Мы обозначаем заXn
p /Sn соответствующее (метрическое) фактор-пространство.

Для c > 0 мы обозначаем за cX пространство с масштабированной мет-

рикой, где расстояние определяется следующей формулой:

dcX(x, y) = cdX(x, y).

Замечание 2.4. Пусть X метрическое пространство, 0 ≤ α < 1 и Xα α-

сноуфлейк X (см. Определение 1.9). Тогда в Xα выполняется неравенство

треугольника.

Доказательство. Достаточно показать, что для a, b, c > 0 неравенство

a ≤ b+ c

влечет

aα ≤ bα + cα.

Не умаляя общности, мы можем считать, что

a = b+ c.

Более того, за счет масштабирования можно считать, что a = 1.

Таким образом осталось показать, что для b, c > 0 таких, что b + c = 1,

выполняется 1 ≤ bα + cα. Так как функция xα вогнутая, имеем

bα + cα ≥ 2
(b+ c

2

)α
≥ (b+ c)α = 1α = 1.

Определение 2.5. Мы говорим, что конечное метрическое пространство до-

пускает почти изометрическое вложение в класс метрических пространств

C, если для любого ε > 0 существует вложение X в одно из пространств из

класса C с билипшицевым искажением, не превосходящим 1 + ε.
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2.2 Марковские цепи и метрические пространства

Пусть {Zt}∞t=0 Марковская цепь на конечном множестве S с переходными ве-

роятностями aij = Pr[Zt+1 = j|Zt = i], i, j ∈ S. Марковскую цепь {Zt}∞t=0

называют стационарной, если πi = Pr[Zt = i] не зависит от t = 0, 1, 2, . . . Ста-

ционарную Марковскую цепь {Zt}∞t=0 называют обратимой, если πiaij = πjaji,

для любых i, j ∈ S.

Для того, чтобы сконструировать стационарную обратимую Марковскую

цепь на конечном множестве S, достаточно определить вектор с неотрицатель-

ными координатами (πi)i∈S и матрицу с неотрицательными коэффициентами

(aij)i,j∈S и убедиться, что

(2.2.1) вектор π является стохастическим, т.е.
∑

i∈S πi = 1,

(2.2.2) матрица a является стохастической, т.е.
∑

j∈S aij = 1, для любого i ∈ S,

(2.2.3) πiaij = πjaji, для любых i, j ∈ S.

Причем свойство (3.1.3) влечет как стационарность, так и обратимость.

Напомним, что последовательность случайных величин W = {Wt}∞t=0 на

множестве X называют случайным блужданием.

Определение 2.6. Мы называем случайное блуждание W на множестве X

Марковским блужданием, если существует стационарная обратимая Мар-

ковская цепь {Zt}∞t=0 на конечном множестве состояний S, и отображение

f : S → X такое, что Wt = f(Zt).

(Если отображение f инъективно, то Wt это просто стационарная об-

ратимая Марковской цепь на конечном подмножестве в X. Если X является

метрическим пространством без изолированных точек, то любое Марковское

блуждание на X может быть аппроксимировано стационарной обратимой

Марковской цепью на конечном подмножестве X. Однако при наличии изо-

лированных точек, например в случае конечных метрических пространств,
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класс Марковских блужданий является намного более богатым, чем класс

стационарных обратимых Марковских цепей на конечных подмножествах).

Мы говорим, что Марковские блуждания W и W̃ на множестве X экви-

валентны, если вероятностные меры на множествах последовательностей

X∞ = {{xi}∞i=1|xi ∈ X}, индуцированные W и W̃ , совпадают.

Обозначение 2.7. Пусть Z стационарная обратимая Марковская цепь на

конечном множестве состояний S, и S0, . . . , ST ⊂ S. Мы обозначаем за

AZ(S0, . . . , ST )

вероятность Pr[Z0 ∈ S0, . . . , ZT ∈ ST ]. Для s ∈ S и S1 ⊂ S мы обозначаем за

PZ(s, S1) условную вероятность Pr[Z1 ∈ S1|Z0 = s].

Для Марковского блужданияW на метрическом пространствеX и T ∈ N,

мы обозначаем за Ep(W,T ) математическое ожидание E d(WT ,W0)
p.

Следующее определение является несколько перефразированной версией

определения, данного в [12, Секции 3].

Определение 2.8. Пусть X метрическое пространство, T ∈ N и p ≥ 1.

Константой Марковского типа p, соответствующей времени T , простран-

ства X, обозначаемой Mp(X,T ), называют инфимум всевозможных K > 0

таких, что для любого Марковского блуждания W на X

Ep(W,T ) ≤ KpTEp(W, 1).

Константа Марковского типа p, обозначаемая Mp(X), определяется равен-

ством

Mp(X) = sup
T∈N

Mp(X,T ) ∈ [1,∞].

Говорят, что X обладает Марковским типом p, если Mp(X) <∞.

Следующее предложение является непосредственным следствием опреде-

лений.
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Предложение 2.9. Для любых метрических пространств X, Y , p ≥ 1, c > 0,

n ∈ N и T ∈ N выполняется следующее:

1. Mp(X ×p Y, T ) = max{Mp(X,T ),Mp(Y, T )},

2. Mp(X
n
p , T ) = Mp(X,T ),

3. Mp(cX, T ) = Mp(X,T ).

Пусть U и V две вещественнозначные случайные величины. Мы пишем

U =st V , если U и V имеют одинаковые распределения. Для U и V , заданных

на одном вероятностном пространстве, мы пишем U
a.s.
≤ V , если U ≤ V почти

всегда, т.е. Pr[U > V ] = 0.

2.3 Пространства Вассерштейна

Для метрического пространства X мы обозначаем при помощи Pp(X) p-про-

странство Вассерштейна (пространство Канторовича–Рубинштейна) над X. В

следующих абзацах мы напомним определение. Для более подробного введения

в теорию пространств Вассерштейна см. [47].

Определение 2.10. Пусть X метрическое пространство. Пусть p ≥ 1 и

пусть µ, ν вероятностные меры с конечным p-ым моментом, т.е. такие,

что ∫
X

dp(x, o)dµ(x) <∞,
∫
X

dp(x, o)dν(x) <∞,

для какого-то (а значит и любого) o ∈ X. Мы говорим, что мера q на X ×X

является спариванием µ и ν, если

q(A×X) = µ(A), q(X × A) = ν(A),

для любых борелевских подмножеств A ⊂ X; p-расстояние по Вассерштейну

между µ и ν определяется как

dWp
(µ, ν) = inf

{(∫
X×X

dp(x, y)dq(x, y)
) 1
p

: q является спариванием µ и ν
}
.
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Наконец, p-пространство Вассерштейна Pp(X) это множество борелевских

вероятностных мер с конечным p-ым моментом на X, снабженных p-рас-

стоянием Вассерштейна.
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3 Константы Марковского типа, плоские торы

и пространства Вассерштейна

3.1 Поднятия Марковских цепей: определения и

базовые свойства

Определение 3.1. Пусть X и Y два множества и χ : X → Y – отобра-

жение. Пусть W̃ и W Марковские блуждания на X и Y . Мы говорим, что

W̃ является поднятием W вдоль χ, если Марковские блуждания χ(W̃ ) и W

эквивалентны, см. Определение 2.6.

В случае, если X и Y являются метрическими пространствами, и в

дополнение к предыдущему свойству выполняется d(W̃1, W̃0) =st d(W1,W0),

мы говорим, что W̃ является метрическим поднятием W вдоль χ.

Предложение 3.2. Пусть X и Y метрические пространства и χ : X → Y 1-

липшицево отображение. Предположим, что W̃ это метрическое поднятие

W вдоль χ, тогда

1. d(W̃1, W̃0)
a.s.
≤ diam(Y ),

2. Ep(W,T )
TEp(W,1) ≤

Ep(W̃ ,T )

TEp(W̃ ,1)
, для любого T ≥ 2 и любого p ≥ 1.

Доказательство. Первое утверждение предложения следует непосредственно

из определения метрического поднятия. Вышеуказанное определение также

влечет, что

Ep(W̃ , 1) = Ep(W, 1), для любого p ≥ 1.

Из определения понятия и факта, что χ является 1-липшицевым отображени-

ем, получаем, что

Ep(W̃ , T ) ≥ Ep(W,T ), для любого T ≥ 2 и любого p ≥ 1.

Что влечет второе утверждение предложения.
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План доказательства Теоремы 1.6(1) – показать, что каждое Марковское

блуждание на базе накрытия может быть поднято в накрывающее простран-

ство, и применить Предложение 3.2(2) к полученному поднятию.

Определение 3.3. Для стационарной обратимой Марковской цепи {Z̃t}∞t=0

на S̃ мы говорим, что Z̃ подчинено E ⊂ S̃ × S̃, если AZ̃({x}, {y}) = 0, для

любых x, y ∈ S̃ таких, что (x, y) /∈ E, см. Обозначение 2.7.

Пусть S, S̃ конечные множества, E ⊂ S̃ × S̃ симметричное подмножество

и σ : S̃ → S отображение. Для x ∈ S̃ и V ⊂ S̃ мы обозначаем за degE(x, V )

количество элементов в {y ∈ V : (x, y) ∈ E}. Следующее определение предо-

ставляет условие на E, которое влечет, что каждая стационарная обратимая

Марковская цепь на S допускает поднятие вдоль σ, подчиненное E, см. Лемму

3.6.

Определение 3.4. Мы говорим, что σ является регулярным по отношению

к E, если degE(x, σ−1(s)) = degE(y, σ−1(s)) 6= 0, для любого s ∈ S и для любых

x, y ∈ S̃ таких, что σ(x) = σ(y).

3.2 Поднятия Марковских цепей: основные леммы

Следующая лемма предоставляет достаточное условие того, что Марковская

цепь является поднятием другой Марковской цепи. Более сложный аргумент

показывает, что данное условие также является необходимым, см. Лемму 3.20.

Лемма 3.5. Пусть {Zt}∞t=0 и {Z̃t}∞t=0 стационарные обратимые Марковские

цепи на конечных множествах S и S̃ и σ : S̃ → S отображение такое, что

1. AZ̃(σ−1(s)) = AZ({s}), для каждого s ∈ S,

2. P Z̃(s̃1, σ
−1(s2)) = PZ(σ(s̃1), {s2}), для каждых s̃1 ∈ S̃, s2 ∈ S.

Тогда Z̃ является поднятием Z вдоль σ.
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Доказательство. Нам требуется показать, что для любого T ∈ N и любых

s0, . . . , sT ∈ S

AZ̃(σ−1(s0), σ
−1(s1), . . . , σ

−1(sT )) = AZ({s0}, {s1}, . . . , {sT}).

Свойство (1) влечет случай T = 0. Общий случай следует из (2) по индукции.

Следующая лемма является главным техническим инструментом работы.

Лемма 3.6. Пусть S, S̃ конечные множества, σ : S̃ → S отображение, ре-

гулярное по отношению к симметричному множеству E ⊂ S̃ × S̃, и {Zt}∞t=0

стационарная обратимая Марковская цепь на S. Тогда существует стаци-

онарная обратимая Марковская цепь {Z̃t}∞t=0 на S̃ такая, что Z̃ является

поднятием Z вдоль σ, и Z̃ подчинена E.

Доказательство. Пусть πx, axy стационарное распределение и переходная мат-

рица для Zt. Для x ∈ S̃ мы обозначаем σ−1(σ(x)) при помощи Mx. Мы опреде-

ляем Марковскую цепь Z̃ при помощи распределения π̃x =
πσ(x)
|Mx| и переходной

матрицы

ãxy =


aσ(x)σ(y)

degE(x,My) , (x, y) ∈ E,

0, (x, y) 6∈ E.

Начнем с демонстрации того, что π̃x, ãxy корректно определяют стацио-

нарную обратимую Марковскую цепь, т.е. убедимся в том, что выполняются

свойства (3.1.1)–(3.1.3). Свойства (3.1.1), (3.1.2) и случай (x, y) 6∈ E свойства

(3.1.3) следуют непосредственно из определений π̃ и ã.

Для того, чтобы верифицировать случай (x, y) ∈ E свойства (3.1.3), мы

должны показать, что π̃xãxy = π̃yãyx для любых x, y ∈ S̃ таких, что (x, y) ∈ E.

Зафиксируем x, y ∈ S̃, пусть N количество элементов в множестве

(Mx ×My) ∩ E.



23

Так как σ регулярно по отношению к E, мы получаем

|Mx| degE(x,My) = N = |My| degE(y,Mx).

Следовательно,

π̃xãxy =
πσ(x)

|Mx|
aσ(x)σ(y)

degE(x,My)
=
πσ(x)aσ(x)σ(y)

N
=

=
πσ(y)aσ(y)σ(x)

N
=
πσ(y)

|My|
aσ(y)σ(x)

degE(y,Mx)
= π̃yãyx.

Значит мы действительно корректно определили стационарную обратимуюМар-

ковскую цепь Z̃.

Нам остается показать, что Z̃ является поднятием Z вдоль σ. Из опреде-

ления π̃ мы получаем

AZ̃(σ−1(s)) = πs, для любого s ∈ S,

а определение ã влечет

P Z̃(x, σ−1(s)) = aσ(x)s, для любых x ∈ S̃, s ∈ S.

Для завершения доказательства достаточно применить Лемму 3.5.

3.3 Накрытия и доказательство Теоремы 1.6(1)

Следующая лемма влечет Теорему 1.6(1).

Лемма 3.7. Пусть X, Y геодезические пространства и χ : X → Y k-листное

локально изометрическое накрытие. Тогда каждое Марковское блуждание на

Y допускает метрическое поднятие вдоль χ (см. Определение 3.1).

Доказательство. ПустьW Марковское блуждание на Y , заданное в видеWt =

f(Zt), где {Zt}∞t=0 стационарная обратимая Марковская цепь на конечном мно-

жестве S, и f отображение из S в Y .
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Определим S̃ = {(s, x) ∈ S ×X : χ(x) = f(s)}. Обозначим проекции с S̃

на S и X при помощи σ и f̃ . Для каждой неупорядоченной пары {s1, s2} (не

обязательно различных) элементом S зафиксируем минимизирующую геодези-

ческую γs1s2, соединяющую f(s1) и f(s2). Пусть E множество всевозможных

пар (x1, x2) ∈ S̃ × S̃ таких, что существует поднятие γσ(x1)σ(x2), соединяющее

f̃(x1) и f̃(x2). Заметим, что для любых (x1, x2) ∈ E

dX(f̃(x1), f̃(x2)) = dY (f(σ(x1)), f(σ(x2))). (3.3.1)

Существование и единственность накрывающего пути влечет, что

degE(x, σ−1(s)) = 1,

для любых x ∈ S̃, s ∈ S. Следовательно, σ является регулярным отображением

по отношению к E. Лемма 3.6 влечет существование стационарной обратимой

Марковской цепи Z̃t on S̃, такой, что

1. Z̃t является поднятием Zt вдоль σ,

2. Z̃ подчинена E (см. Определение 3.3).

Определим W̃ равенством W̃t = f̃(Z̃t). Определения S̃ и f̃ влекут, что

χ ◦ f̃ = f ◦ σ.

Следовательно, эквивалентность σ(Z̃) и Zt влечет эквивалентность χ(W̃ ) иW .

Осталось заметить, что W̃ является метрическим поднятием W , что следует

из свойств (1), (2) и (3.3.1).

Отметим, что в предыдущем доказательстве условие конечнолистности

(k < ∞) используется для того, чтобы для s ∈ S множество σ−1(s) было

конечно. Это позволяет сконструировать стационарное распределение для Z̃t.

Доказательство Теоремы 1.6(1). Утверждение следует из Леммы 3.7 и Пред-

ложения 3.2.
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3.4 Фактор-пространства по действиям конечных групп

Напомним, что конечная группа G, действующая изометриями на метрическом

пространстве X, индуцирует фактор-метрику на X/G, задаваемую формулой

dX/G(x̄, ȳ) = minx∈x̄,y∈ȳ dX(x, y). Следующая лемма является аналогом Леммы

3.7 для фактор-отображений.

Лемма 3.8. Пусть X метрическое пространство. Пусть G конечная под-

группа Iso(X), и пусть χ : X → X/G соответствующее фактор-отображение.

Тогда любое Марковское блуждание на X/G допускает метрическое поднятие

вдоль χ.

Доказательство. Доказательство близко к доказательству Леммы 3.7, един-

ственное отличие в конструкции множества E. Пусть Wt Марковское блужда-

ние на X/G, заданное как Wt = f(Zt), где {Zt}∞t=0 стационарная обратимая

Марковская цепь на конечном множестве S, и f отображение из S в X/G.

Определим S̃ = {(s, x) ∈ S×X : χ(x) = f(s)}. Обозначим проекции с S̃ на

S иX при помощи σ и f̃ . Пусть E множество всевозможных пар (x1, x2) ∈ S̃×S̃

таких, что dX(f̃(x1), f̃(x2)) = dX/G(f(σ(x1)), f(σ(x2))).

Пусть s1, s2 ∈ S и x1, x2 ∈ σ−1(s1). Так как σ−1(s1) и σ−1(s2) являются

орбитами изометрического действия конечной группы, то

degE(x1, σ
−1(s2)) = degE(x2, σ

−1(s2)) 6= 0.

Следовательно, σ является регулярным отображением по отношению к E.

Оставшаяся часть доказательства совпадает с завершением доказатель-

ства Леммы 3.7.

Теперь мы можем получить Теорему 1.6(2), см. следующее предложение.

Предложение 3.9. Пусть X метрическое пространство и G конечная под-

группа Iso(X). Тогда для любого p ≥ 1 и любого T ∈ N выполняетсяMp(X,T ) ≥

Mp(X/G, T ) и Mp(X) ≥Mp(X/G).

Доказательство. Утверждение следует из Леммы 3.8 и Предложения 3.2.
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3.5 Пространства Вассерштейна

Напомним, что, для метрического пространства X мы обозначаем, через Xn
p , p-

степень X и через Xn
p /Sn фактор-пространство Xn

p по действию перестановка-

ми координат. Следующая лемма позволяет получить Теорему 1.6(3) как след-

ствие Предложения 3.9, см. Предложение 3.11.

Лемма 3.10. Пусть X метрическое пространство, n ∈ Z и p ≥ 1. Отобра-

жение Φn : n−
1
p (Xn

p /Sn)→Pp(X), определяемое как

Φn(x1, . . . , xn) =
1

n
δ(x1) + · · ·+ 1

n
δ(xn),

сохраняет расстояния.

Доказательство. Обозначим n−
1
p (Xn

p /Sn) за Y . Зафиксируем две точки w =

(w1, . . . , wn) и q = (q1, . . . , qn) в Y . Расстояние между w и q выражается равен-

ством

dpY (w, q) =
1

n
inf
s∈Sn

n∑
i=1

dp(wi, qs(i)).

Пусть Pn обозначает множество всех n × n матриц перестановок, а D n × n

матрицу, заданную как Dij = dp(wi, qj). Формула для расстояния может быть

переписана как

dpY (w, q) =
1

n
inf
A∈Pn

D ◦ A,

где D ◦ A обозначает Tr(DA).

Пусть D обозначает множество всех n×n дважды стохастических матриц.

Тогда расстояние по Вассерштейну между Φn(w) и Φn(q) может быть записано

как

dpWp
(Φn(w),Φn(q)) =

1

n
inf
A∈D

D ◦ A.

По теореме Биркгофа — Фон Неймана D является выпуклой оболочкой Pn.

Так как ”D ◦ ” является линейным функционалом, мы заключаем, что

1

n
inf
A∈D

D ◦ A =
1

n
inf
A∈Pn

D ◦ A.

И следовательно dY (w, q) = dWp
(Φ(w),Φ(q)).
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Предложение 3.11. Пусть X метрическое пространство, p ≥ 1 и T ∈ N.

Тогда Mp(Pp(X), T ) = Mp(X,T ) и Mp(Pp(X)) = Mp(X).

Доказательство. Для k ∈ N мы обозначаем при помощи Ik образ Φ2k , где Φ2k

отображение, определенное в Лемме 3.10. Заметим, что Ik ⊂ Ik+1 для любого

k ∈ N. Так как объединение ∪∞k=1Ik плотно в Pp(X) (см. [47]), мы получаем

Mp(Pp(X), T ) = sup
k∈N

Mp(Ik, T ).

Применяя Лемму 3.10, Предложение 3.9 и Предложение 2.9, мы заключаем,

что

Mp(Ik, T ) = Mp((2
k)
− 1
p (X(2k)

p /S2k), T ) ≤Mp(X,T ).

Следовательно, Mp(Pp(X), T ) ≤ Mp(X,T ). Существование изометрической

копии X в Pp(X) влечет неравенство в обратную сторону.

3.6 Доказательства следствий 1.7 и 1.10 и

контрпримеры

Доказательство Следствия 1.7(1). Для p > 2 и T ∈ N известна следующая

верхняя оценка для Mp(R, T ):

Mp(R, T ) ≤ 16p
1
2T

1
2−

1
p ,

см. [38, Theorem 4.5]. Предложение 2.9 влечет, что

Mp(Rd
p, T ) ≤ 16p

1
2T

1
2−

1
p .

Так как для любого x ∈ Rd выполняется неравенство ||x||p ≤ ||x||2 ≤ d
1
2−

1
p ||x||p,

мы получаем

Mp(Rd, T ) ≤ 16d
1
2−

1
pp

1
2T

1
2−

1
p .

Наконец, применяя Предложение 3.11, мы получаем верхнюю оценку:

Mp(Pp(Rd), T ) ≤ 16d
1
2−

1
pp

1
2T

1
2−

1
p .
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Определение 3.12 (см. [12]). Пусть X и Y метрические пространства и

D ∈ [1,∞]. Говорят, что отображение f : X → Y имеет искажение не

более, чем D, если существует s ∈ (0,∞) такое, что для любых x, y ∈ X

выполняется

sdX(x, y) ≤ dY (f(x), f(y)) ≤ DsdX(x, y).

Инфимум D ∈ [1,∞], удовлетворяющих этому условию, называется искаже-

нием f и обозначается dist(f). Инфимум dist(f) на множестве всех отоб-

ражений f : X → Y обозначается при помощи cY (X, dX).

Для удобства читателя мы напоминаем, что для метрического простран-

ства (X, dX) и α ∈ (0, 1] метрическое пространство (X, dαX) называется α-сно-

уфлейком (X, dX).

Доказательство Следствия 1.10. Следующая лемма предоставляет ограниче-

ние на билипшицеву вложимость сноуфлейков в пространства с ограниченны-

ми константами Марковского типа.

Лемма 3.13 ([12], Lemma 16). Зафиксируем метрическое пространство Y ,

T ∈ N, K, p ∈ [1,∞) и ζ ∈ [0, 1]. Предположим, что

Mp(Y, T ) ≤ KT
ζ(p−1)
p .

Обозначим n = 24T . Тогда существует n-точечное метрическое простран-

ство (X, dX) такое, что

cY (X, dαX) ≥ C
1

K
(log n)α−

1+ζ(p−1)
p , для любого α ∈

[1 + ζ(p− 1)

p
, 1
]
,

где C > 0 абсолютная константа.

Лемма 3.13 так, как она сформулирована, не утверждает, что (X, dX)

не зависит от p, но ее доказательство дано для 4T -мерного дискретного ку-

ба (куба Хэмминга), т.е. (X, dX) = ({0, 1}4T , || · ||1). Применяя Лемму 3.13 с

Y = Pp(Rd), ζ =
p
2−1

p−1 и K = 16d
1
2−

1
pp

1
2 , мы получаем Следствие 1.10.
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Доказательство Следствия 1.7(2). Основой для доказательства является сле-

дующее предложение:

Предложение 3.14 ([38], Theorem 1.2). Для p ≥ 2 выполняется M2(Lp) ≤

4
√
p− 1.

Для x ∈ Rd мы имеем ||x||p ≤ ||x||2 ≤ d
1
2−

1
p ||x||p. Что влечет, что для мер

µ, ν с конечным p-ым моментом наRd выполняется dPp(Rdp)(µ, ν) ≤ dPp(Rd)(µ, ν) ≤

d
1
2−

1
pdPp(Rdp)(µ, ν). Таким образом

M2(Pp(Rd)) ≤ d
1
2−

1
pM2(Pp(Rd

p)).

Оставшаяся часть доказательства схожа с доказательством Предложения

3.11. Предложение 3.10 предоставляет нам семейство изометрий

Φn : n−
1
p ((Rd

p)
n
p/Sn)→Pp(Rd

p).

Мы обозначаем при помощи Ik образ Φ2k . Для любого k ∈ N выполняется

Ik ⊂ Ik+1. Так как объединение ∪∞k=1Ik плотно в Pp(Rd
p), мы получаем

M2(Pp(Rd
p)) = sup

k∈N
M2(Ik) = sup

k∈N
M2((Rd

p)
2k

p /S2k).

Из Предложения 3.9 мы получаемM2((Rd
p)

2k
p /S2k) ≤M2((Rd

p)
2k
p ) = M2(Rd2k

p ).

Предложение 3.14 влечет, что M2(Rd2k
p ) ≤ 4

√
p− 1. Следовательно,

M2(Pp(Rd
p)) ≤ 4

√
p− 1.

Следующий пример показывает, что пункты Теоремы 1.6 (1) и (2) не вы-

полняются в общем случае для бесконечнолистных накрытий и бесконечных

групп, действующих изометриями.

Пример 3.15. Рассмотрим d-мерный куб Хэмминга Ωd, т.е. множество

{0, 1}d с L1 метрикой. Для констант Марковского типа M2(Ω
d) выполня-

ется

M2(Ω
d) −−−→

d→∞
∞,
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см. [36, подраздел 9.4].

Куб Хэмминга Ωd может быть превращен в метрический граф G(Ωd)

при помощи добавления ребер длины 1 между каждыми двумя точками x, y ∈

Ωd такими, что d(x, y) = 1. Рассмотрим универсальное накрытие G̃(Ωd)

графа G(Ωd). Граф G̃(Ωd) является метрическим деревом, и следовательно,

M2(G̃(Ωd)) ≤ 30, см. [38].

Следовательно, для достаточно большого d выполняется M2(G̃(Ωd)) ≤

30 < M2(G(Ωd)).

Определение 3.16 (см. [16]). Пусть X и Y метрические пространства.

Отображение χ : X → Y является субметрией, если и только если для

любого x ∈ X и любого r > 0 выполняется

χ(B(x, r)) = B(χ(x), r),

где B(x, r) обозначает замкнутый шар с центром x и радиусом r.

Положительное решение следующей гипотезы предоставило бы однород-

ный подход к частям (1) и (2) Теоремы 1.6.

Гипотеза 3.17. Пусть X и Y метрические пространства такие, что суще-

ствует субметрия χ : X → Y , такая, что для любого y ∈ Y множество

χ−1(y) является конечным. Тогда M2(X) ≥M2(Y ).

Нам не удалось отыскать доказательство или опровержение данной гипо-

тезы. Но нам удалось построить пример, который показывает, что наш метод,

т.е., поднятие Марковских блужданий, не дает решения, см. Предложение 3.18

и Пример 3.19.

Предложение 3.18. Существуют конечные метрические пространства X̃,

X, субметрия χ : X̃ → X, стационарная обратимая Марковская цепь {Zt}∞t=0

на конечном множестве S, и инъективное отображение f : S → X такие,

что f(Zt) не допускает метрического поднятия вдоль χ.
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Остаток данной секции посвящен доказательству Предложения 3.18. Необ-

ходимая конструкция описана в следующем примере:

Пример 3.19. Пусть X = {x1, x2, x3, x4}, GX граф на множестве вершин

X, имеющий 5 пять ребер, которые соединяют все пары вершин кроме x2

и x4. Мы рассматриваем X как метрическое пространство с метрикой, ин-

дуцированной GX , т.е расстояние между любой парой точек кроме {x2, x4}

равняется 1. И расстояние между x2 и x4 равняется 2.

Пусть {Zt}∞t=0 Марковская цепь на множестве S = X = {x1, . . . , x4} со

стационарным распределением ( 3
10 ,

2
10 ,

3
10 ,

2
10) и переходной матрицей

A =


0 1

3
1
3

1
3

1
2 0 1

2 0

1
3

1
3 0 1

3

1
2 0 1

2 0

 ,

и пусть f = id.

Пусть X̃ = {x̃1, . . . , x̃12}, GX̃ граф на множестве вершин X̃, и имеющий

16 ребер. Первая группа ребер образует цикл x̃1, . . . , x̃12. Вторая группа состо-

ит из оставшихся 4 ребер, соединяющих следующие пары вершин: {x̃3, x̃1},

{x̃3, x̃5}, {x̃9, x̃7}, {x̃9, x̃11}. Так же как, и в случае с X, мы рассматриваем

X̃, как метрическое пространство с метрикой, индуцированной GX̃ .

Пусть r4 : Z+ → {1, 2, 3, 4} отображение, сопоставляющее числу его

остаток по модулю 4. Пусть χ : X̃ → X, определяемое равенством

χ(x̃i) = xr4(i).

Заметим, что χ это гомоморфизм графов между GX̃ и GX . Также χ локаль-

но сюръективно, т.е. для любой вершины u в GX̃ выполняется f(NGX̃
(u)) =

NGX(f(u)), где N обозначает окрестность вершины. Следовательно, χ явля-

ется субметрией.
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Лемма 3.20. Пусть {Z̃t}∞t=0 и {Zt}∞t=0 стационарные обратимые Марковские

цепи на конечных множествах S̃ и S. Предположим, что Z̃ является подня-

тием Z вдоль отображения σ : S̃ → S. Тогда выполняется P Z̃(s̃1, σ
−1(s2)) =

PZ(σ(s̃1), {s2}), для любого s̃1 = S̃ и любого s2 ∈ S.

Доказательство. Доказательство опирается на следующее равенство, которое

следует из Определения 2.6

AZ̃(σ−1(s2), σ
−1(s1), σ

−1(s2)) = AZ(s2, s1, s2), (3.6.1)

где s1, s2 ∈ S.

Зафиксируем s2 ∈ S, раскрываем левую и правую часть (3.6.1), мы полу-

чаем ∑
s̃1∈σ−1(s1)

(AZ̃(σ−1(s2), {s̃1})P Z̃(s̃1, σ
−1(s2))) = AZ({s2}, {s1})PZ(s1, {s2}).

(3.6.2)

Обратимость Марковских цепей влечет, что AZ({s1}, {s2}) = AZ({s2}, {s1}) и

AZ̃(σ−1(s2), {s̃1}) = AZ̃({s̃1}, σ−1(s2)). Теперь мы можем переписать (3.6.2) как

∑
s̃1∈σ−1(s1)

AZ̃(σ−1(s2), {s̃1})2

AZ̃({s̃1})
=
AZ({s2}, {s1})2

AZ({s1})
. (3.6.3)

Из Определения 2.6 мы получаем

AZ({s1}) =
∑

s̃1∈σ−1(s1)

AZ̃({s̃1}), (3.6.4)

AZ({s2}, {s1}) =
∑

s̃1∈σ−1(s1)

AZ̃(σ−1(s2), {s̃1}). (3.6.5)

Подставляя последние два неравенства в (3.6.3) и перемещая знаменатель пра-

вой части в левую, мы получаем

∑
s̃1∈σ−1(s1)

AZ̃({s̃1})
∑

s̃1∈σ−1(s1)

AZ̃(σ−1(s2), {s̃1})2

AZ̃({s̃1})
=
( ∑
s̃1∈σ−1(s1)

AZ̃(σ−1(s2), {s̃1})
)2

.

(3.6.6)
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Заметим, что последнее равенство является случаем равенства в неравенстве

Коши-Шварца. Следовательно, существует константа C̃ = C̃(s1, s2) такая, что

AZ̃(σ−1(s2), {s̃1})
AZ̃({s̃1})

= P Z̃(s̃1, σ
−1(s2)) = C̃,

для любого s̃1 ∈ σ−1(s1). Из равенств (3.6.4) и (3.6.5) следует, что

AZ({s2}, {s1})
AZ({s1})

= PZ(s1, {s2}) = C̃.

Лемма 3.21. Пусть {Z̃t}∞t=0 и {Zt}∞t=0 стационарные обратимые Марковские

цепи на конечных множествах S̃ и S. Предположим, что Z̃ является подня-

тием Z (см. Определение 3.1) вдоль отображения σ : S̃ → S. Пусть s1, s2 ∈ S

такие, что AZ({s1}, {s2}) 6= 0. Пусть S̃1 ⊂ σ−1(s1), S̃2 ⊂ σ−1(s2) такие, что

AZ̃(S̃1, σ
−1(s2) \ S̃2) = 0, (3.6.7)

AZ̃(S̃2, σ
−1(s1) \ S̃1) = 0. (3.6.8)

Тогда
AZ̃(S̃1)

AZ({s1})
=

AZ(S̃2)

AZ({s2})
.

Доказательство. Пусть s̃1 ∈ S̃1, Лемма 3.20 влечет, что

P Z̃(s̃1, σ
−1(s2)) = PZ(s1, {s2}).

Применяя предположение (3.6.7), мы можем переписать это равенство как

AZ̃({s̃1}, S̃2) = AZ̃(s̃1)
AZ({s1}, {s2})
AZ({s1})

.

Суммируя предыдущие равенства для всех s̃1 ∈ S̃1, получаем

AZ̃(S̃1, S̃2) = AZ̃(S̃1)
AZ({s1}, {s2})
AZ({s1})

.

Аналогичный аргумент показывает, что

AZ̃(S̃2, S̃1) = AZ̃(S̃2)
AZ({s2}, {s1})
AZ({s2})

.
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Так как AZ({s1}, {s2}) 6= 0, мы заключаем, что

AZ̃(S̃1)

AZ({s1})
=

AZ̃(S̃2)

AZ({s2})
.

Доказательство предложения 3.18. Пусть X, X̃ и χ такие, как в Примере

3.19. От противного допустим, что существует {Z̃t}∞t=0 стационарная обратимая

Марковская цепь на конечном множестве S̃ и отображение f̃ : S̃ → X̃, такие,

что Марковское блуждание f̃(Z̃t) является метрическим поднятием f(Zt) вдоль

χ. Заметим, что так как f инъективно, Марковская цепь Z̃t является поднятием

Марковской цепи Zt вдоль отображения σ : S̃ → S, определяемого равенством

σ = f−1 ◦χ◦ f̃ . Для 1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ j ≤ 12 мы обозначаем AZ({xi}) при помощи

pi и AZ̃(f̃−1(x̃j)) при помощи qj.

Пусть i = 1, . . . , 11, рассмотрим x̃i и x̃i+1. По Лемме 3.21, примененной с

s1 = xr4(i), s2 = xr4(i+1), S̃1 = f̃−1(x̃i), S̃2 = f̃−1(x̃i+1), мы получаем

qi
pr4(i)

=
qi+1

pr4(i+1)
. (3.6.9)

Эти равенства влекут, что

q3 = q1 = q5 6= 0. (3.6.10)

Лемма 3.21, примененная с s1 = x3, s2 = x1, S̃1 = f̃−1(x̃3), S̃2 = f̃−1({x̃1, x̃5})

влечет, что
q3

p3
=
q1 + q5

p1
.

Так как p3 = p1 = 3
10 , мы получаем

q3 = q1 + q5.

Что противоречит (3.6.10).
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4 Конечно-плоские метрические пространства

4.1 Доказательство Теоремы 1.3

Для удобства доказательства Теоремы 1.3 мы переформулируем ее с использо-

ванием понятия почти изометрического вложения. Напомним, что мы говорим,

что конечное метрическое пространство допускает почти изометрическое вло-

жение в класс метрических пространств C, если для любого ε > 0 существует

вложение X в одно из пространств из класса C с билипшицевым искажением,

не превосходящим 1 + ε.

Теорема 4.1. Пусть X конечное метрическое пространство. Предположим,

что X допускает почти изометрическое вложение в один из следующих клас-

сов пространств:

1. 2-пространства Вассерштейна над Евклидовыми пространствами,

2. факторы Евклидовых пространств по изометрическим действиям конеч-

ных групп,

3. компактные плоские орбиобразия,

4. компактные плоские многообразия,

5. факторы связных компактных групп Ли с би-инвариантными метрика-

ми по компактным подгруппам их групп изометрий,

6. 2-пространства Вассерштейна над связными компактными группами Ли

с би-инвариантными метриками.

Тогда X допускает почти изометрическое вложение в каждый из этих клас-

сов пространств.

Схема доказательства циклическая (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4)⇒ (5)⇒ (6)⇒

(1), и наиболее важная стрелка это: (6)⇒ (1).
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Стрелка (1)⇒ (2) является следствием Леммы 3.10 и аргумента про плот-

ное подмножество из доказательства Предложения 3.11.

Теперь мы переходим к обоснованию стрелки (2)⇒ (3). ПустьX конечное

подпространство фактор-пространства Rn/G, где G конечная группа, действу-

ющая изометриями. Существует Евклидово пространство Rm и действие ρ1

группы G на Rm перестановками координат такое, что X может быть вложено

изометрически в Rm/ρ1, см., например, [1, Corollary 1]. Для M > 0 мы обозна-

чаем при помощи ρ(M)
2 действие Zm на Rm сдвигами, масштабированное в M

раз, т.е.

(ρ
(M)
2 (a1, . . . , am))(x1, . . . , xm) = (x1 +Ma1, . . . , xm +Mam).

Заметим, что действие ρ1 × ρ(M)
2 является дискретным и имеет ограниченную

фундаментальную область. Следовательно Rm/(ρ1 × ρ(M)
2 ) является компакт-

ным плоским орбиобразием. Если M достаточно велико, то Rm/(ρ1 × ρ
(M)
2 )

содержит изометрическую копию X.

Импликация (3) ⇒ (4) получается из следующего предложения, см. [17,

Proposition 3.3].

Предложение 4.2. Каждое плоское орбиобразие является пределом по Гро-

мову-Хаусдорфу последовательности замкнутых плоских многообразий.

Слудующая стрелка это (4)⇒ (5). По теореме Бибербаха [18, 19] компакт-

ное плоское многообразие может быть представлено как фактор плоского тора

по изометрическому действию конечной группы. Таким образом мы получаем

(4)⇒ (5).

Для того, чтобы обосновать (5)⇒ (6), мы применяем следующее предло-

жение, см. [25, Theorem 3.2].

Предложение 4.3. Пусть M компактное риманово многообразие и ρ : G→

Iso(M) действие изометриями компактной группы Ли G на M . Пусть N
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обозначает соответствующее фактор-пространство. Существует отобра-

жение поднятия

Λ : P(N)→ P(M),

такое, что для любых µ, ν ∈ P(N) выполняется

dW2
(Λ(µ),Λ(ν)) = dW2

(µ, ν),

ρ](Λ(µ)) = µ,

где ρ : M → N каноническая проекция.

Наконец, мы можем перейти к доказательству (6)⇒ (1).

Лемма 4.4. Пусть G связная группа Ли с би-инвариантной метрикой. Рас-

смотрим действие

ρ : G→ Iso(
√

2G×
√

2G),

заданное равенством

ρ(g)(g1, g2) = (gg1, gg2).

Тогда соответствующее фактор-пространство (
√

2G×
√

2G)/G изометрич-

но G.

Доказательство. Во-первых заметим, что в каждом классе эквивалентности

(g1, g2) существует единственный элемент вида (1, x). Этот x выражается как

x = g−1
1 g2.

Остается показать, что

d(
√

2G×
√

2G)/G((1, x1), (1, x2)) = dG(x1, x2).

Сначала покажем, что

d(
√

2G×
√

2G)/G((1, x1), (1, x2)) ≥ dG(x1, x2).

Мы имеем

d(
√

2G×
√

2G)/G((1, x1), (1, x2)) =
√

2 min
g∈G

√
d2
G(1, g) + d2

G(x1, gx2).



38

По неравенству треугольника мы получаем√
d2
G(1, g) + d2

G(x1, gx2) ≥
√
d2
G(1, g) + (dG(x1, x2)− dG(1, g))2

Из выпуклости функции x2 + (1− x)2 следует, что√
d2
G(1, g) + (dG(x1, x2)− dG(1, g))2 ≥

√
2
(1

2
dG(x1, x2)

)2

=
1√
2
dG(x1, x2).

Теперь перейдем к доказательству того, что

d(
√

2G×
√

2G)/G((1, x1), (1, x2)) ≤ dG(x1, x2).

Снова запишем

d(
√

2G×
√

2G)/G((1, x1), (1, x2)) =
√

2 min
g∈G

√
d2
G(1, g) + d2

G(x1, gx2).

Пусть h ∈ G элемент, переводящий x2 в середину кратчайшей соединяющей x1

и x2. Тогда

min
g∈G

√
d2
G(1, g) + d2

G(x1, gx2) ≤
√
d2
G(1, h) + d2

G(x1, hx2) =

=

√
2
(1

2
dG(x1, x2)

)2

=
1√
2
dG(x1, x2).

Мы обозначаем при помощи En Евклидово пространство размерности n.

Зафиксируем G связную компактную группу Ли с би-инвариантной мет-

рикой. Мы построим последовательность отображений Λ̃m : P(G)→P(En(m)),

проиндексированных натуральными числами m = 1, 2, 3 . . . , такую, что би-

липшицевы искажения отображений Λ̃m стремятся к нулю.

Шаг 1: Конструкция отображений Λ̃m. Для m ∈ N мы обозначаем M =

M(m) = 2
m
2 . Лемма 4.4 предоставляет нам башню групп:

. . .
pm+1→ (MG)M

2 pm→ . . .
p3→ 2G× 2G× 2G× 2G

p2→
√

2G×
√

2G
p1→ G.
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При помощи Предложения 4.3 мы конструируем башню поднимающих отобра-

жений:

. . .
Λm+1← P((MG)M

2

)
Λm← . . .

Λ3←P(2G×2G×2G×2G)
Λ2←P(

√
2G×

√
2G)

Λ1←P(G).

Для метрического пространстваX, некоторого Евклидового пространства

E, отображения A : X → E и C > 0 мы обозначаем при помощи A(C) : CX →

E отображение, заданное равенством A(C)(x) = CA(x). По теореме Нэша о

вложимости (см. [40]) существует k ∈ N и биективное риманово изометрическое

C1-отображение f : G → Ek. Мы определяем отображение Fm : (MG)M
2 →

EkM2 равенством

Fm(g1, . . . , gM2) = (f (M)(g1), . . . , f
(M)(gM2)).

Мы завершаем построение отображения Λ̃m : P(G)→P(EkM2

), опреде-

ляя его формулой

Λ̃m = (Fm)] ◦ Λm ◦ · · · ◦ Λ1.

Шаг 2: Доказательство того, что би-липшицевы искажения Λ̃m стре-

мятся к 1. Заметим, что Λ1, . . . ,Λm и (Fm)] являются 1-липшицевыми. Следо-

вательно, Λ̃m также 1-липшицево.

Мы определяем отображение p̃m : Im(Fm)→ G равенством p̃m = p1 ◦ · · · ◦

pm ◦ F−1
m . Заметим, что (p̃m)] ◦ Λ̃m = id. Таким образом для того, чтобы по-

казать, что би-липшицевы искажения Λ̃m стремятся к 1, достаточно показать,

что limm→∞ |p̃m|Lip ≤ 1.

Мы обозначаем при помощиD диаметрG и при помощи |·|En стандартную

норму в En. Для пары точек x, y ∈ Im(Fm) таких, что |x − y|EkM2 > d, мы

очевидно имеем

|x− y|EkM2 > D ≥ dG(p̃m(x), p̃m(y)).

Заметим, что так как f является риманово изометрическим C1-отображе-

нием и G компактна, то существует L > 0 такое, что |f−1|Lip < L. Из конструк-

ции Fm мы получаем, что |Fm−1|Lip < L для любого m ∈ N.
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Таким образом, для любой пары точек x, y ∈ Im(Fm) таких, что |x −

y|EkM2 ≤ D, выполняется

dG(Fm
−1(x), Fm

−1(y)) < LD.

Следовательно,

|x− y|EkM2 ≥

≥ d(MG)M2(Fm
−1(x), Fm

−1(y)) inf
x̃,ỹ∈(MG)M2 ,d

(MG)M
2 (x̃,ỹ)<LD

|Fm(x̃)− Fm(ỹ)|EkM2

d(MG)M2(x̃, ỹ)
≥

≥ dG(p̃m(x), p̃m(y)) inf
x̃,ỹ∈(MG)M2 ,d

(MG)M
2 (x̃,ỹ)<LD

|Fm(x̃)− Fm(ỹ)|EkM2

d(MG)M2(x̃, ỹ)
≥

≥ dG(p̃m(x), p̃m(y)) inf
x̃,ỹ∈(MG),dMG(x̃,ỹ)<LD

|f (M)(x̃)− f (M)(ỹ)|Ek
dMG(x̃, ỹ)

=

= dG(p̃m(x), p̃m(y)) inf
x̃,ỹ∈G,dG(x̃,ỹ)<LD

M

|f(x̃)− f(ỹ)|Ek
dG(x̃, ỹ)

.

Заметим, что так как f риманово изометрическое C1-отображение, и G

компактна, то

inf
x̃,ỹ∈G,dG(x̃,ỹ)<LD

M

|f(x̃)− f(ỹ)|Ek
dG(x̃, ỹ)

→
m→∞

1.

4.2 Доказательство Теоремы 1.5

Доказательство. Пусть M метрическое пространство из одного из классов,

указанных в формулировке данной теоремы.

Для Марковской цепи {Zt}∞t=0 и отображения f : {1, . . . , n} → M мы

должны показать, что

E d2(f(Zt), f(Z0)) ≤ tE d2(f(Z1), f(Z0)), для любого t ∈ N.

Зафиксируем ε > 0. По Теореме 4.1 существует m ∈ N и отображение в

пространство Вассерштейна над Евклидовым пространством fε : {1, ..., n} →

P(Rm) такое, что для любых i, j ∈ {1, . . . , n} выполняется

1

(1 + ε)
dMε

(fε(i), fε(j)) ≤ dM(f(i), f(j)) ≤ (1 + ε)dMε
(fε(i), fε(j)). (4.2.1)
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Хорошо известно (см. [36]), что Евклидовы пространства обладают Мар-

ковским типом 2 c константой 1, а значит по Теореме 1.6 пространства Вассер-

штейна над Евклидовыми пространствами тоже обладают Марковским типом

2 c константой 1. Мы заключаем, что

E d2(fε(Zt), fε(Z0)) ≤ tE d2(fε(Z1), fε(Z0)), для любого t ∈ N.

Комбинируя последнее неравенство с (4.2.1), получаем

E d2(f(Zt), f(Z0)) ≤ (1 + ε)2tE d2(f(Z1), f(Z0)), для любого t ∈ N.

Так как ε произвольно, мы заключаем, что

E d2(f(Zt), f(Z0)) ≤ tE d2(f(Z1), f(Z0)), для любого t ∈ N.
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5 Заключение

В работе показано, что следующие классы пространств Александрова кривиз-

ны ≥ 0 являются конечно-плоскими: (а) 2-пространства Вассерштейна над Ев-

клидовыми пространствами, (б) факторы Евклидовых пространств по изомет-

рическим действиям конечных групп, (в) компактные плоские орбиобразия,

(г) факторы связных компактных групп Ли с би-инвариантными метриками

по компактным подгруппам их групп изометрий.

Компактные плоские многообразия и пространства, принадлежащие клас-

сам (а)–(г), удовлетворяют свойству биполярного сравнения и свойству T -дре-

вовидного сравнения для любого дерева T на конечном наборе вершин. (Эти

свойства были введены и изучены в [4].) Данные свойства тесно связаны с

непрерывностью переноса массы и так называемым MTW-условием Ма–Тру-

дингера–Ванга (см. [4]) и, вообще говоря, не выполняются для более общих

Александровских пространств неотрицательной кривизны, см. [33].

Определение 5.1. Пусть T неориентированное дерево с конечным набором

вершин V (T ) и ребер E(T ). Мы говорим, что метрическое пространство X

удовлетворяет свойству T -древовидного сравнения, если для любого отобра-

жения f : V (T ) → X существует отображение в Гильбертово простран-

ство h : V (T )→ H такое, что

1. dX(f(v1), f(v2)) ≤ ||h(v1)− h(v2)||, для любых v1, v2 ∈ V (T ).

2. dX(f(v1), f(v2)) = ||h(v1)− h(v2)||, для любого ребра {v1, v2} ∈ E(T ).

Следующий вопрос о внутренней характеризации конечных подмножеств

компактных плоских многообразий остался открытым.

Вопрос 5.2. Пусть X конечное метрическое пространство, удовлетворяю-

щее свойству T -древовидного сравнения для любого дерева T на конечном на-

боре вершин. Верно ли, что X допускает почти изометрическое вложение в
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класс компактных плоских многообразий? (По Теореме 1.3 почти изометри-

ческая вложимость в класс компактных плоских многообразий равносильна

почти изометрической вложимости в любой из классов (a)–(г)).

В работе показано, что компактные плоские многообразия и пространства,

принадлежащие классам (а)–(г), обладают Марковским типом 2 с константой 1.

В частности было показано, что сферы в Евклидовых пространствах, рассмат-

риваемые с внутренней метрикой, обладают Марковским типом 2 с константой

1. Однако, полный ответ на Вопрос 1.4 получен не был. В частности не известен

ответ для плоских конусов.

Вопрос 5.3. Пусть 0 < α < 2π и α 6= 2π
k для любого k = 1, 2, 3, .... Рассмот-

рим Kα плоский конус с углом при вершине равным α. При каких α конус Kα

обладает Марковским типом 2 с константой 1?

Ответ неизвестен ни для одного α. Но известно, что при α, близких к

2π, существуют конечные подмножества Kα, не допускающие почти изометри-

ческих вложений в классы пространств, рассматриваемых в Теореме 1.3, см.

[33].

Получены верхние оценки на константы Марковского типа пространств

Вассерштейна над Евклидовыми пространствами. В качестве следствия полу-

чена нижняя оценка на достаточное билипшицево искажение для вложения

сноуфлейков в пространства Вассерштейна. Для дальнейших вопросов о вло-

жимости в пространства Вассерштейна см. [12].
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[18] Bieberbach, Ludwig. “Über die bewegungsgruppen der euklidischen räume.”
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