
На правах рукописи

Матвеенко Сергей Георгиевич

ЭФФЕКТ ЛОКАЛИЗАЦИИ СОБСТВЕННЫХ
ФУНКЦИЙ

НЕКОТОРЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ
ОПЕРАТОРОВ

Специальность 1.1.2 —
«Дифференциальные уравнения и математическая физика»

Автореферат
диссертации на соискание учёной степени

кандидата физико-математических наук

Санкт-Петербург — 2025



Работа выполнена в Междисциплинарной исследовательской лаборатории
им. П.Л. Чебышева ФГБОУ ВО «Санкт-Петербургский государственный уни­
верситет».

Научный руководитель: Бахарев Федор Львович,

кандидат физико-математических наук, доцент,
главный математик «Квантори».

Официальные оппоненты: Пятницкий Андрей Львович,
доктор физико-математических наук, главный на­
учный сотрудник ФГАОУ ВО «Московский фи­
зико-технический институт (национальный иссле­
довательский университет)».

Филонов Николай Дмитриевич,

кандидат физико-математических наук, веду­
щий научный сотрудник ФГБУН Санкт-Петер­
бургское отделение Математического института
им. В.А. Стеклова Российской академии наук.

Ведущая организация: ФГБОУ ВО «Московский государственный уни­
верситет имени М.В. Ломоносова».

Защита состоится 15 декабря 2025 года в часов минут на заседании
диссертационного совета 24. 1. 207. 02 при ФГБУН Санкт-Петербургское отде­
ление Математического института им. В.А. Стеклова Российской академии
наук по адресу: 191023, Санкт-Петербург, наб. р. Фонтанки, д. 27, к. 311.

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке и на сайте
ФГБУН Санкт-Петербургское отделение Математического института
им. В.А. Стеклова Российской академии наук
https://www.pdmi.ras.ru/pdmi/diss-council-24.1.207.02/ .

Автореферат разослан « » 2025 года.

Ученый секретарь
диссертационного совета 24. 1. 207. 02,
кандидат физико-математических наук

К.С. Рядовкин



3

Общая характеристика работы
Актуальность темы исследования. Изучение квантовых волново­

дов является областью активных научных исследований с 1990-х годов, когда
стало возможным создание наноэлектронных устройств в масштабах наномет­
ров, в которых существенной оказывается волновая природа электрона. Кван­
товые эффекты, приводящие к захвату электрона в окрестности пересечения
двух тонких волноводов, описаны в [52]. В работе [29] сформулирована ма­
тематическая модель двумерного квантового волновода: движение электрона
внутри микроструктуры может быть смоделировано свободной (бесспиновой)
частицей, перемещающейся в соответствующей пространственной области с
условием Дирихле на ее границе; член взаимодействия должен быть добав­
лен только в том случае, если вся структура помещена во внешнее поле. В
последние годы значительное внимание уделяется также изучению спектров
задач в более сложных геометриях, таких как слои Дирихле и их сочленения,
которые структурно могут быть устроены разнообразнее волноводов.

Явление захвата частиц в микроструктурах с математической точки
зрения объясняется эффектом локализации собственных функций, заключа­
ющимся в их экспоненциальном затухании при удалении от определенных об­
ластей. В ряде работ этот эффект используется как для построения собствен­
ных чисел под порогом непрерывного спектра (см., например, [7; 59; 17; 33]),
так и для обоснования раскрытия лакун в непрерывном спектре волноводов
различной геометрии (см., например, [8; 33; 43]). Кроме того, подобные эф­
фекты находят прикладное применение в задачах квантовой механики, тео­
рии упругости и нанотехнологий. Например, в механике сплошных сред они
определяют распределение напряжений в тонких пластинах и оболочках, что
актуально для аэрокосмической инженерии и микроэлектромеханических си­
стем. В статье [34] предлагается использовать два слабосвязанных квантовых
волновода для квантовых вычислений. В этой статье с помощью эффекта ло­
кализации описываются интерпретации квантового кубита.

Степень разработанности темы исследования. В.П. Маслов в
работе [6] вычислил асимптотику волновой функции, отвечающей основному
состоянию, в двумерном тонком изогнутом квантовом волноводе. Простей­
шие спектральные свойства двумерных квантовых волноводов изложены в
публикациях П. Экснера, П. Шебы и П. Стовичека ([28–30]), где, в частно­
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сти, доказано, что у оператора Лапласа с граничными условиями Дирихле
при изгибе или изломе волновода ниже точки отсечки непрерывного спек­
тра Λ† возникают собственные числа. В статье [16] В. Булла, Ф. Гестези,
В. Ренгер и Б. Саймон, используя принцип Бирмана–Швингера, доказали
существование и единственность собственного числа Λ1 ниже Λ† = 𝜋2 в дву­
мерном волноводе ̃︀Ω, полученном из бесконечной единичной полосы Ω ма­
лым локальным возмущением положительной площади (Ω ⊂ ̃︀Ω), и построи­
ли асимптотику Λ1 = 𝜋2 − 𝜋4|̃︀Ω ∖ Ω|2 + 𝑂(|̃︀Ω ∖ Ω|3), см. также [3]. В [29] для
изломанного волновода Ω(𝜃) при угле излома 𝜃 = 𝜋/2 доказано, что первое
собственное число единственно, и получена его оценка Λ1 ≈ 0.93Λ†. В рабо­
те [50] К. Панкрашкиным уточняется, что единственность сохраняется при
𝜃 > 2 arctg(

√
3/4). Тем не менее, в статьях [10; 18] доказывается, что ниже Λ†

образуется сколь угодно много собственных чисел при 𝜃 → 0, а благодаря
публикации М. Дож и соавторов [22] известно, что собственные числа и их
количество монотонно зависят от 𝜃. В работе [24] построена их асимптотика
при 𝜃 → 0. В статье [49] получена оценка снизу для общей кратности дискрет­
ного спектра при малых 𝜃. Аналогичные результаты для крестообразных вол­
новодов продемонстрированы в публикациях [15; 45; 52]. Используя подход,
основанный на особенностях геометрии сочленений волноводов, С.А. Назаров
в серии работ (см. [44] и ссылки в ней) вывел асимптотики Λ1 при 𝜃 → 𝜋−0, а
также исследовал условия существования дискретного спектра в более слож­
ных геометриях (двумерных коленчатых, изломанных, плавно изогнутых и
периодических волноводах). Данный подход получил развитие в ряде работ
(см., например, [47; 48]), где обсуждаются вопросы существования дискрет­
ного спектра и его полной кратности в Y-, Z-, и С-образных волноводах. В
многомерном случае в статьях [7] и [53] для некоторых типов волноводов, их
сечений и сочленений устанавливаются аналогичные результаты.

Слои Дирихле и их сочленения структурно сложнее волноводов, при
этом их спектральные свойства схожи. Это объясняется похожим строением
выходов на бесконечность: как в слои, так и в волноводы можно вписать счет­
ное число дизъюнктных кубов, при этом нельзя вписать сколь угодно боль­
шой куб. Это приводит к тому, что существенный спектр занимает луч с по­
ложительной точкой отсечки, при этом под его порогом может существовать
дискретный спектр, соответствующий захваченным волнам. Их появление за­



5

частую является следствием строения рассматриваемой области в шаре конеч­
ного радиуса (формы сочленения), тогда как характеристики существенного
спектра определяются строением волновода или слоя на бесконечности.

Для слоев Дирихле известны следующие результаты. В статье [25] ав­
торы изучают спектры слоев Дирихле постоянной толщины, построенных
около специального вида двумерных гладких поверхностей в R3, предпола­
гая, что на бесконечности поверхность “уплощается”, то есть ее кривизна
стремится к нулю, и приводят достаточные условия появления захваченных
волн для таких слоев. В работе [19] авторы развивают идеи [25], отказыва­
ясь от ряда предположений, и рассматривают более сложные топологические
структуры и более широкий класс слоев. Тем не менее, уплощение образую­
щей поверхности на бесконечности остается ключевым предположением. В
статьях [40; 42] эти результаты развиваются и обобщаются, в частности, на
многомерный случай. В работе [31] авторы для конического слоя доказали,
что ниже точки отсечки существенного спектра образуется бесконечно много
собственных чисел. Асимптотика поведения этих собственных чисел опубли­
кована в статье [23]. Аналогичный результат оказывается верен и для доста­
точно гладких слоев в широком классе случаев, например, в тонком парабо­
лическом слое (см. [37], [27]). В статье [21] про трехмерные слои в форме угла
изучается вопрос о структуре существенного спектра слоя Фикера (слоя, по­
строенного по трехгранному углу, все плоские углы которого равны по 90∘)
и устанавливается конечность количества собственных чисел под порогом.
В работе [12] результат уточняется, доказано наличие захваченной волны, и
аналогичный результат установлен во всех старших размерностях. Единствен­
ность собственного числа ниже существенного спектра в указанной ситуации
остается открытым вопросом, проверенным лишь численно (см. [21]).

Задачи локализации собственных функций для оператора Лапласа в
ограниченных областях были хорошо изучены в работах последних лет. Для
двумерной криволинейной трапеции с единственным максимумом у профиль­
ной функции и условиями Дирихле на границе построены асимптотики соб­
ственных пар в публикациях [33] и [14]. Многомерные обобщения были отча­
сти даны в статье [13] и в большей общности в [43]. В последней при этом
реализован подход, основанный на априорных весовых оценках. Этот подход
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также использовался в серии работ (см. статью [46] и ссылки в ней) для изу­
чения разных аспектов локализации собственных функций.

Для бесконечной области с периодической границей в статьях [4; 5] эф­
фект локализации собственных функций в окрестности возмущения границы
наблюдался для оператора Лапласа с условиями Неймана при описании паде­
ния плоской волны на жесткое сплошное периодическое препятствие. Стоит
отметить, что условия Неймана играют важную роль: для оператора Лапласа
с условиями Дирихле на периодической границе в работах [51] и [26] выведе­
ны условия отсутствия захваченных волн.

Несмотря на обилие работ, описывающих упомянутый эффект и его
использование для оператора Лапласа, аналогичных исследований для би­
гармонического оператора мало. В физической статье [32] изучается эффект
локализации собственных функций билапласиана около защемленной точки.
Априорные весовые оценки ранее использовались в статье [11] для доказа­
тельства гладкости решения задачи Дирихле для бигармонического операто­
ра в окрестности пика. Отчасти отсутствие публикаций объясняется техни­
ческими трудностями, возникающими при работе с операторами четвертого
порядка, а отчасти наличием ряда эффектов нехарактерных для лапласиана
и характерных для бигармонического оператора (см., например, [35]). Одним
из таких эффектов является отсутствие возможности разделения перемен­
ных, поэтому даже поиск асимптотики собственных чисел в тонком прямо­
угольнике является содержательной задачей (см. [1]).

Стоит отметить, что у эллиптической задачи собственные функции,
отвечающие различным частотным диапазонам, могут быть локализованы в
разных регионах области (см., например, [36; 41]), более того, в некоторых
диапазонах эффект локализации может отсутствовать. В качестве примера
последнего можно привести теорему Зельдича–Шнирельмана–Колена де Вер­
дье ([9; 20; 54]), утверждающую, что почти все собственные функции опера­
тора Бельтрами – Лапласа, определенного на компактной гиперболической
поверхности без края, в высокочастотных диапазонах приближаются равно­
мерным распределением.

Цели и задачи. Цель диссертационной работы — изучение эффекта
локализации собственных функций, заключающегося в их экспоненциальном
затухании при удалении от наиболее широкого региона области. Для лапла­
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сиана и бигармонического оператора этот эффект исследован для разных
геометрий.

В главе 1 рассмотрены спектральные свойства оператора Лапласа на
бесконечном и усеченном крестообразных волноводах Ω(𝜃;𝜔) и Ω𝑅(𝜃;𝜔) с
различными формами сечений 𝜔 и углами 𝜃 между цилиндрами. За счет кон­
центрации собственной функции в “сердцевине” обоснованы существование и
единственность собственного числа в Ω(𝜋/2;𝜔∘) с круглым сечением 𝜔 = 𝜔∘

и получены оценки спектра и первой собственной функции задачи на его усе­
чении Ω𝑅(𝜋/2;𝜔∘). Используя эффект локализации собственных функций,
построены примеры множественного дискретного спектра ниже Λ†.

В главе 2 получены результаты, продолжающие исследование из рабо­
ты [12]. Для задачи Дирихле для оператора Лапласа в слое постоянной тол­
щины, построенном по трехмерному многогранному углу, описанному около
сферы, установлена структура существенного спектра, при этом приводимое
доказательство отличается от предложенных в статьях [12; 21] и является бо­
лее элементарным. Используя эффект локализации собственных функций в
окрестности вершины слоя, обоснована конечность дискретного спектра. Для
правильных слоев доказано, что дискретный спектр лапласиана не пуст.

Глава 3 посвящена спектральным задачам для бигармонического опе­
ратора. В §1 построена асимптотика собственных чисел и обоснована локали­
зация собственных функций для тонкой пластины Кирхгофа с жестко защем­
ленными краями (задача Дирихле для бигармонического оператора), когда
ширина пластины пропорциональна малому параметру и имеет единствен­
ный локальный максимум. В §2 изучена задача о возникновении захваченной
волны при падении под углом плоской волны на тонкую полубесконечную
пластину Кирхгофа с неровной свободной периодической границей.

Научная новизна. Выносимые на защиту положения являются но­
выми и получены автором самостоятельно.

Теоретическая и практическая значимость работы. Работа но­
сит теоретический характер. Результаты представляют интерес для специа­
листов по спектральной теории дифференциальных и интегральных операто­
ров. Приложения подобных результатов встречаются в задачах, касающихся
теории случайных процессов (см., например, [39] и [12]), а также в задачах
механики сплошных сред в рамках теории пластин и оболочек (см. [38]).
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Методология и методы исследования. При доказательстве ос­
новных результатов данной диссертации использованы классические методы
спектральной теории операторов в гильбертовых пространствах, вариацион­
ные методы, асимптотические методы, в частности, для обосновании асимпто­
тики использовалась лемма о “почти собственных” числах и векторах (см. [2]).

Положения, выносимые на защиту.
1. Для оператора Лапласа с граничными условиями Дирихле

в Ω(𝜋/2;𝜔∘) доказано, что собственное число ниже Λ† единственно. Для
других геометрий крестообразного волновода (при вытягивании сечения и
уменьшении угла между цилиндрами) обосновано возникновение сколь угод­
но большого числа собственных чисел ниже Λ†.

2. Для оператора Лапласа в усеченном волноводе Ω𝑅(𝜋/2;𝜔∘) для раз­
личных граничных условий на торцах (Дирихле, Неймана и квазипериодич­
ности) получены двухсторонние оценки собственных чисел, доказана экспо­
ненциальная близость первых собственных функций задач в Ω(𝜋/2;𝜔∘) и
Ω𝑅(𝜋/2;𝜔∘) по норме соболевского пространства функций с квадратично сум­
мируемыми частными производными.

3. Для задачи Дирихле для оператора Лапласа в трехмерных слоях по­
стоянной толщины, построенных по многогранным углам описан существен­
ный спектр, доказана конечность дискретного спектра, для правильных слоев
доказано существование собственного числа ниже точки отсечки.

4. Для спектральной задачи Дирихле для бигармонического оператора
в узкой двумерной области (тонкой пластине Кирхгофа с жестко защемлен­
ными краями), когда ее ширина стремится к нулю, при этом функция шири­
ны имеет единственный максимум, получены асимптотики собственных пар,
установлен эффект локализации собственных функций.

5. Для спектральной задачи для бигармонического оператора в плос­
кой полубесконечной полосе с квазипериодическими условиями на сторонах
и условием Неймана на торце описан существенный спектр и в случае, когда
условия на сторонах не периодические, доказано, что при любом возмуще­
нии торцевой границы, отличном от прямых трещин параллельных краю,
дискретный спектр ниже точки отсечки не пуст.

Степень достоверности и апробация. Все результаты диссертации
снабжены подробными доказательствами и опубликованы в ведущих научных
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изданиях. Результаты диссертации докладывались на следующих семинарах
и конференциях:

– Семинар В.М. Бабича по дифракции и распространению волн в
Санкт-Петербургском отделении математического института им.
В.А. Стеклова РАН (СПб, 2024, рук.: Бабич В.М., Белишев М.И.).

– International conference Days on Diffraction 2018 (СПб, 2018).
– International conference Days on Diffraction 2015 (СПб, 2015).
Личный вклад Основные результаты главы 1 получены диссертан­

том в совместных с Ф.Л. Бахаревым и С.А. Назаровым работах [56; 57; 59].
Теоремы из этих работ, представленные в диссертации, доказаны диссер­
тантом самостоятельно. Результаты главы 2 опубликованы в совместной с
Ф.Л. Бахаревым статье [55]. Определяющий вклад в этой работе принад­
лежит диссертанту. Научному руководителю принадлежит постановка зада­
чи, общий план исследования и построение примера отсутствия дискретного
спектра задачи в слое, доказательства остальных утверждений принадлежат
диссертанту. Результаты §1 главы 3 представлены в совместной с Ф.Л. Ба­
харевым статье [58]. Определяющий вклад в этой работе принадлежит дис­
сертанту. Научному руководителю принадлежит постановка задачи и общий
план исследования, все доказательства теорем принадлежат диссертанту. Ре­
зультаты §2 главы 3, опубликованные в статье [61], получены диссертантом
самостоятельно.

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в рабо­
тах [55–59; 61], а также [62; 63]. Статьи [55–58; 61] опубликованы в журналах
из перечня ВАК. Статья [59] опубликована в издании, удовлетворяющем до­
статочному условию включения в перечень ВАК (входит в систему цитирова­
ния Scopus). Также опубликована связанная с темой диссертации совместная
с Ф.Л. Бахаревым статья [60], в которой доказывается монотонность по уг­
лу собственных чисел и их количества для суженного дробного лапласиана с
условиями Дирихле на изломанном волноводе. Однако материал этой работы
выходит за рамки диссертационного исследования.

Структура работы. Полный объем диссертации составляет 156 стра­
ниц с 12 рисунками. Список литературы содержит 92 наименование. Диссер­
тация состоит из введения, четырех глав, содержащих 18 параграфов, заклю­
чения и списка литературы.
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Во введении описаны актуальность темы исследования и степень ее
разработанности, поставлены цели и задачи, аргументирована научная но­
визна, достоверность, теоретическая и практическая значимость результатов,
перечислены использованные методы, выносимые на защиту положения, пуб­
ликации и доклады по теме диссертации, кратко изложена структура работы.

В главе 0 изложены определения основных объектов исследования, их
свойства, а также некоторые вспомогательные утверждения, не принадлежа­
щие автору, со ссылками на первоисточники.

В главе 1 исследованы спектральные свойства задачи Дирихле для
оператора Лапласа на крестообразных волноводах. Крестообразным волново­
дом Ω(𝜃;𝜔) с углом 𝜃 ∈ (0,𝜋/2) и сечением 𝜔 называется фигура, образован­
ная объединением двух, расположенных под углом 𝜃, цилиндров с поперечны­
ми сечениями 𝜔. Здесь 𝜔 ⊂ R2 — область с кусочно 𝐶2-гладкой границей 𝜕𝜔,
содержащей начало координат. Рассмотрены два частных случая сечения 𝜔:

– круг единичного диаметра 𝜔∘ = {(𝑥1,𝑥2) ∈ R2 : |𝑥1|2 + |𝑥2|2 < 1/4},
– ромб с единичной диагональю 𝜔♢ = {(𝑥1,𝑥2) ∈ R2 : |𝑥1|+|𝑥2| < 1/2}.

Оператор Лапласа с условиями Дирихле ℒΩ(𝜃;𝜔)
𝐷 задан замкнутой положитель­

но определенной полуторалинейной формой (ℒΩ(𝜃;𝜔)
𝐷 𝑢, 𝑣)Ω(𝜃;𝜔)=(∇𝑢,∇𝑣)Ω(𝜃;𝜔),

определенной на cоболевском пространстве
∘
𝐻1(Ω(𝜃;𝜔)) функций с нуле­

вым следом и с квадратично суммируемыми частными производными. Здесь
(· , ·)Ω — стандартное скалярное произведение функций в 𝐿2(Ω). Известно,
что существенный спектр ℒΩ(𝜃;𝜔)

𝐷 занимает луч [Λ†, + ∞), где Λ† = Λ†(𝜔) —
наименьшее собственное число задачи Дирихле для оператора Лапласа в 𝜔.

Теорема 1. При всех 𝜃 ∈ (0,𝜋/2] дискретный спектр оператора ℒΩ(𝜃;𝜔)
𝐷 име­

ет по крайней мере одно собственное число Λ1 = Λ1(Ω(𝜃;𝜔)) ∈ (0,Λ†).

Теорема 2. Полная кратность дискретного спектра ℒΩ(𝜋/2;𝜔∘)
𝒟 равна 1.

Обозначим через (Λ1, 𝑤1) первую собственную пару ℒΩ(𝜋/2;𝜔∘)
𝒟 . Усеченным вол­

новодом Ω𝑅(𝜃;𝜔) называется ограниченная часть Ω(𝜃;𝜔), являющаяся объ­
единением цилиндров высоты 2𝑅 с основаниями 𝜔. Рассмотрены спектраль­
ные задачи для лапласиана ℒ𝑅

♯ на Ω𝑅 = Ω𝑅(𝜋/2;𝜔∘) с различными гранич­
ными условиями на торцах: ♯ = 𝐷, 𝑁, 𝜂 для условий Дирихле, Неймана и ква­
зипериодических. Спектр оператора ℒ𝑅

♯ дискретный и образует монотонную
неограниченную последовательность {Λ𝑅

𝑘,♯}𝑘∈N. Собственная функция 𝑤𝑅
1,♯,
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отвечающая Λ𝑅
1,♯, ортонормирована в 𝐿2(Ω

𝑅) и (𝑤1,𝑤
𝑅
1,♯)Ω𝑅 > 0. Обоснованы

двухсторонние оценки для спектра и собственных функций.

Теорема 3. Существуют такие 𝑅* > 1/2 и 𝑐𝑁 > 0, что для всех 𝑅 > 𝑅*

справедливы неравенства Λ𝑅
𝑘,𝑁 ⩾ Λ† + 𝑐𝑁𝑅

−2, 𝑘 ⩾ 2.

Теорема 4. Существуют такие 𝐶Λ
1 > 0 и 𝜈 <

√︀
Λ† − Λ1, что при 𝑅 > 1/2

выполнено неравенство |Λ𝑅
1,♯ − Λ1| ⩽ 𝐶Λ

1 𝑒
−𝜈𝑅.

Теорема 5. Существует такая постоянная 𝐶𝑤
1 > 0, что при 𝑅 > 1/2

выполнено неравенство ‖𝑤1 − 𝑤𝑅
1,♯;𝐻

1(Ω𝑅)‖ ⩽ 𝐶𝑤
1 𝑒

−𝜈𝑅/2.

Далее рассмотрены два механизма появления собственных чисел ниже
точки отсечки: уменьшение угла между цилиндрами и вытягивание профиля
сечения. В первом случае множественность спектра обусловлена увеличением
объема области пересечения цилиндров, во втором — эффектом околовершин­
ной локализации собственных функций лапласиана на сечении. Доказана

Теорема 6. Полная кратность дискретного спектра ℒΩ(𝜃;𝜔∘)
𝐷 неограниченно

возрастает при 𝜃 → 0.

Для формулировки следующего результата определим “вытянутый” кресто­
образный волновод. Рассмотрим волновод Ω(𝜋/2;𝜔H) = Ω(𝜔H), у которого
сечение 𝜔H получается растяжением области 𝜔 в H раз вдоль одной из осей:

𝜔H = {(𝑦,𝑧) ∈ R2 : (𝑦,H−1𝑧) ∈ 𝜔}.
Для собственных чисел 0 < ΛH

1 < ΛH
2 ⩽ . . . ⩽ ΛH

#𝜎H
𝑑
< ΛH

† оператора Лапла­

са ℒΩ(𝜔H)
𝐷 для случаев 𝜔 = 𝜔♢ и 𝜔 = 𝜔∘ получен следующий результат

Теорема 7. Для любого 𝑁 ∈ N существуют такие положительные величи­
ны H𝑁 и 𝐶𝑁 , что при всех H > H𝑁 дискретный спектр ℒΩ(𝜔H)

𝒟 содержит
по крайней мере 𝑁 собственных чисел, при этом ΛH

𝑁 <𝜆0+𝐶𝑁H
−𝛼<𝜋2<ΛH

† ,

где 𝛼 = 𝛼♢ = 2/3 при 𝜔 = 𝜔♢ и 𝛼 = 𝛼∘ = 1/2 при 𝜔 = 𝜔∘, а 𝜆0 — первое
собственное число задачи Дирихле для оператора Лапласа в плоском прямо­
угольном крестообразном волноводе с единичной шириной “рукавов”.

В главе 2 изучены свойства спектра оператора Лапласа в трехмерных
многогранных слоях постоянной толщины. Слоем единичной толщины назы­
вается область внутри выпуклого трехмерного многогранного угла, состоя­
щая из точек, удаленных от границы этого угла менее, чем на 1. Рассмотре­
ны слои, внутрь которых можно вписать шар, то есть такие слои, у которых
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“внешняя” граница получается из “внутренней” сдвигом. Исследована спек­
тральная задача Дирихле для оператора Лапласа

AΠ𝑢(𝑥) := −Δ𝑢(𝑥) = Λ𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Π; 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π,

в различных слоях Π. Лапласиан задан через полуторалинейную форму
aΠ[𝑢,𝑣] = (∇𝑢,∇𝑣)Π, определенную в пространстве Соболева

∘
𝐻1(Π) ⊂ 𝐻1(Π)

функций c нулевым следом на 𝜕Π. Основные результаты главы 2 следующие:

Теорема 8. Существенный спектр AΠ занимает луч [Λ†, + ∞), где Λ† —
первое собственное число задачи Дирихле для оператора Лапласа в плоском
волноводе с единичной шириной “рукавов”, изломанном под углом, равным
наименьшему из двугранных углов границы 𝜕Π. Дискретный спектр AΠ в
угловом слое Π конечный и лежит ниже точки отсечки Λ†.

Теорема 9. В правильном угловом слое дискретный спектр AΠ не пуст.

Глава 3 посвящена задачам теории упругости. В §1 изучена асимпто­
тика собственных пар задачи Дирихле для бигармонического оператора в
узкой двумерной области (тонкой пластине Кирхгофа с жестко защемленны­
ми краями), когда ее ширина стремится к нулю. Рассмотрена узкая пластина
Ω𝜀 = {𝑥 = (𝑦,𝑧) ∈ R2 : 𝑦 ∈ (−ℓ,ℓ), 𝑧 ∈ 𝜔𝜀(𝑦)}, 𝜔𝜀(𝑦) = (−𝜀H−(𝑦), 𝜀H+(𝑦)),

где функции H± ∈ 𝐶2([−ℓ,ℓ]), а 𝜀 > 0 — малый параметр. Предположим, что
функция толщины H = H− +H+ отделена от нуля, достигает своего макси­
мума H0 только в нуле и H(𝑦) = H0−𝐴|𝑦|2+𝑂(|𝑦|3), 𝐴 > 0. Для упрощения
вычислений полагаем H0 = 2. Математическая модель, описывающая сво­
бодные изгибные колебания однородной и изотропной пластины Кирхгофа –
Лява с жестко защемленными краями, сводится к изучению спектральной
задачи Дирихле для бигармонического оператора

BΩ𝜀𝑈 𝜀 := Δ2
𝑥𝑈

𝜀 = Λ𝜀𝑈 𝜀(𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝜀, 𝑈 𝜀(𝑥) = 𝜕𝑛𝑈
𝜀(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝜀.

Оператор BΩ𝜀 порожден замкнутой положительно определенной полуторали­
нейной формой bΩ𝜀[𝑈, 𝑉 ] := (Δ𝑥𝑈,Δ𝑥𝑉 )Ω𝜀, 𝑈,𝑉 ∈

∘
𝐻2(Ω𝜀), где

∘
𝐻2(Ω) — подпро­

странство функций из 𝐻2(Ω) с нулевым следом, у которых частные производ­
ные первого порядка также имеют нулевой след. Собственные числа BΩ𝜀 упо­
рядочены с учетом кратности: 0 < Λ𝜀

0 ⩽ Λ𝜀
1 ⩽ . . . ⩽ Λ𝜀

𝑘 ⩽ . . . → +∞, а отвеча­
ющие им вещественные собственные функции 𝑈 𝜀

𝑘 ортонормированы в 𝐿2(Ω
𝜀).

Через (𝑀1, 𝜙1) обозначена первая собственная пара задачи 𝜕4
𝜁𝜙(𝜁) = 𝑀𝜙(𝜁),
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𝜁 ∈ (−1,1), 𝜙(±1) = 𝜕𝜁𝜙(±1) = 0. Считая собственную функцию 𝜙1 норми­
рованной в 𝐿2(−1,1), определяем 𝐵 = ‖𝜕𝜁𝜙1;𝐿2(−1,1)‖2, 𝒜 = 𝐴𝐵−1𝑀1. Для
описания младших членов асимптотики спектра нам понадобятся собствен­
ные числа m𝑘 =

√
𝒜(2𝑘 + 1), 𝑘 ⩾ 0, и функции w𝑘 квантового гармониче­

ского осциллятора ℒw(𝜂) :=−𝜕2
𝜂w(𝜂)+𝒜𝜂2w(𝜂) = mw(𝜂), w ∈ 𝐿2(R). В §1

главы 3 доказаны поточечные оценки собственных функций, демонстрирую­
щие эффект локализации:

Теорема 10. Для 𝑘⩾ 0 существуют такие положительные величины 𝜀𝑘,
𝛼𝑘 и 𝐶𝛼𝑘

, что при 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] для 𝑥 ∈ Ω𝜀 верна оценка |𝑒𝜀−1𝛼𝑘𝑦
2

𝑈 𝜀
𝑘(𝑥)|⩽𝐶𝛼𝑘

𝜀−2.

Обоснована асимптотика собственных чисел:

Теорема 11. При 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные величины 𝜀𝑘

и C𝑘, что при 𝜀∈(0,𝜀𝑘] верно неравенство |Λ𝜀
𝑘−𝑀1𝜀

−4−2𝐵m𝑘𝜀
−3| ⩽ C𝑘𝜀

−5/2.

Собственные подпространства в 𝐿2(Ω
𝜀), отвечающие собственным числам Λ𝜀

𝑘,
почти совпадают с одномерными подпространствами, порожденными функ­
циями U𝜀

𝑘(𝑦,𝑧) = w𝑘(𝜂
𝜀(𝑦))𝜙1(𝜁

𝜀(𝑥)), где (𝜂𝜀,𝜁𝜀) — растянутые координаты, за­
данные формулами 𝜂𝜀(𝑦) = 𝜀−1/2𝑦, 𝜁𝜀(𝑥) = 𝜀−1H−1(𝑦)

(︀
2𝑧−𝜀(H+(𝑦)−H−(𝑦))

)︀
.

Доказана следующая оценка для собственных функций:

Теорема 12. Для 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные величины 𝜀𝑘

и c𝑘, что при 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верно неравенство
⃦⃦
𝑈 𝜀
𝑘 − 𝑎𝑘(𝜀)U

𝜀
𝑘;𝐿2(Ω

𝜀)‖ ⩽ c𝑘𝜀
1/2 с

коэффициентом 𝑎𝑘(𝜀), зависящим только от малого параметра.

Используя следующую энергетическую норму в
∘
𝐻2(Ω𝜀)

|||𝑈 ;
∘
𝐻2(Ω𝜀)||| =

(︀
bΩ𝜀[𝑈,𝑈 ] +

(︀
𝜀−3 −𝑀1𝜀

−4
)︀
‖𝑈 ;𝐿2(Ω

𝜀)‖
)︀1/2

,

получено уточнение оценки для собственных функций:

Теорема 13. Для 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные величины 𝜀𝑘

и ̃︀𝒞𝑘, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] найдется собственная функция 𝒰 𝜀
𝑘 операто­

ра BΩ𝜀, нормированная |||𝒰 𝜀
𝑘 ;

∘
𝐻2(Ω𝜀)||| = 1, для которой верна оценка

|||𝒰 𝜀
𝑘 − a𝑘(𝜀)U

𝜀
𝑘;

∘
𝐻2(Ω𝜀)||| ⩽ ̃︀𝒞𝑘𝜀1/2,

где U𝜀
𝑘(𝑥) = 𝒳 (𝑦) (w𝑘(𝜂

𝜀(𝑦))𝜙1(𝜁
𝜀(𝑥)) + 𝜀𝜈(𝜁𝜀(𝑥))w′′

𝑘(𝜂
𝜀(𝑦))) , 𝒳 — специаль­

но подобранная гладкая срезающая функция, функция 𝜈 решает краевую за­
дачу 𝜕4

𝜁𝜈 − 𝑀1𝜈 = −2
(︀
𝜕2
𝜁𝜙1 +𝐵𝜙1

)︀
, на (−1,1), 𝜈(±1) = 𝜕𝜁𝜈(±1) = 0, и

удовлетворяет условиям ортогональности (𝜈, 𝜙1)(−1,1) = 0,

а a𝑘(𝜀) = |||U𝜀
𝑘;

∘
𝐻2(Ω𝜀)|||−1 — нормирующий множитель.
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В §2 падение плоской упругой волны на полубесконечную пластину
Кирхгофа Ω со свободной периодической границей описано спектральной за­
дачей для бигармонического оператора с условиями Неймана на границе. Учи­
тывая периодичность границы, эта задача сводится к спектральной задаче в
полубесконечной полосе 𝜔 = {𝑥 = (𝑦,𝑧)∈Ω: 0 < 𝑧 < 1} для бигармоническо­
го оператора B𝜔, порожденного полуторалинейной формой

𝑏𝜔[𝑢,𝑣]=

∫︁
𝜔

(Δ𝑥𝑢Δ𝑥𝑣+(1− 𝜈)(2𝜕2
𝑧𝑦𝑢𝜕

2
𝑧𝑦𝑣−𝜕2

𝑧𝑢𝜕
2
𝑦𝑣 − 𝜕2

𝑦𝑢𝜕
2
𝑧𝑣))𝑑𝑥, 0⩽𝜈<1/2,

заданной на подпространстве 𝐻2
𝑝𝑒𝑟(𝜔) функций из 𝐻2(𝜔) с условиями квази­

периодичности: 𝑢(𝑦,0) = 𝑒𝑖𝜃𝑢(𝑦,1), 𝜕𝑧𝑢(𝑦,0) = 𝑒𝑖𝜃𝜕𝑧𝑢(𝑦,1), (𝑦,0), (𝑦,1) ∈ 𝜕𝜔.

Основной результат, доказанный в этом параграфе, следующий:

Теорема 14. Если кусочно 𝐶4-гладкая граница 𝜕𝜔− не является объедине­
нием отрезков, параллельных оси 𝑧, при 𝜃 ̸= 0 ниже точки отсечки суще­
ствуют собственные числа оператора B𝜔.

В заключении перечисляются основные результаты диссертации.
Благодарности. Работа выполнена при поддержке Российского на­

учного фонда, грант 19-71-30002.

Список литературы
1. Бахарев Ф. Л., Назаров С. А. Асимптотика собственных чисел длинных пластин

Кирхгофа с защемленными краями // Математический сборник. — 2019. — Т. 210,
№ 4. — С. 3—26.

2. Вишик М. И., Люстерник Л. А. Регулярное вырождение и пограничный слой для
линейных дифференциальных уравнений с малым параметром // Успехи математи­
ческих наук. — 1957. — Т. 12, 5 (77). — С. 3—122.

3. Гадыльшин Р. Р. О локальных возмущениях квантовых волноводов // Теоретиче­
ская и математическая физика. — 2005. — Т. 145, № 3. — С. 358—371.

4. Камоцкий И. В., Назаров С. А. Расширенная матрица рассеяния и экспоненциально
затухающие решения эллиптической задачи в цилиндрической области // Записки
научных семинаров ПОМИ. — 2000. — Т. 264: Математические вопросы теории рас­
пространения волн. 29. — С. 66—82.

5. Камоцкий И. В., Назаров С. А. Экспоненциально затухающие решения задачи о ди­
фракции на жесткой периодической границе // Математические заметки. — 2003. —
Т. 73, № 1. — С. 138—140.

6. Маслов В. П. Асимптотика собственных функций уравнения Δ𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0 с крае­
выми условиями на эквидистантных кривых и рассеяние электромагнитных волн в
волноводе // Доклады Академии наук СССР. — 1958. — Т. 123, № 4. — С. 631—633.



15

7. Назаров С. А. Дискретный спектр коленчатых, разветвляющихся и периодических
волноводов // Алгебра и анализ. — 2011. — Т. 23, № 2. — С. 206—247.

8. Назаров С. А. Околовершинная локализация собственных функций задачи Дирихле
в тонких многогранниках // Сибирский математический журнал. — 2013. — Т. 54,
№ 3. — С. 655—672.

9. Шнирельман А. И. Эргодические свойства собственных функций // Успехи матема­
тических наук. — 1974. — Т. 29, 6 (180). — С. 181—182.

10. Avishai Y., Bessis D., Giraud B., Mantica G. Quantum bound states in open geome-

tries // Physical Review B. — 1991. — Vol. 44, no. 15. — P. 8028–8034.

11. Bakharev F. Spectral gaps in the Dirichlet problem for the biharmonic operator on a

plane periodically perforated by circular holes // Vestnik St. Petersburg University:

Mathematics. — 2013. — Vol. 46. — P. 76–84.

12. Bakharev F., Nazarov A. Existence of the discrete spectrum in the Fichera layers and

crosses of arbitrary dimension // Journal of functional analysis. — 2021. — Vol. 281,

no. 4. — Article 109071.

13. Borisov D., Freitas P. Asymptotics of Dirichlet eigenvalues and eigenfunctions of the

Laplacian on thin domains in R𝑑 // Journal of Functional Analysis. — 2010. — Vol.

258, no. 3. — P. 893–912.

14. Borisov D., Freitas P. Singular asymptotic expansions for Dirichlet eigenvalues and eigen-

functions of the Laplacian on thin planar domains // Annales de l’IHP Analyse non
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