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Введение

Общая характеристика работы

Актуальность темы. Рассматриваемая в работе задача электроимпедансной томогра-

фии происходит из математической физики и имеет, помимо теоретического интереса, важ-

ные приложения в акустике, геофизике, медицине, дефектоскопии и др.

Более конкретно, в диссертации рассматривается двумерная задача электроимпедансной

томографии (ЭИТ), которая состоит в восстановлении неизвестной электропроводящей обо-

лочки (поверхности) по следующим измерениям на ее границе. Наблюдатель может прикла-

дывать различные электрические потенциалы (напряжения) к границе оболочки. Они наво-

дят потенциалы внутри оболочки и индуцируют токи, текущие через нее. Индуцированные

этими потенциалами токи, текущие через границу, регистрируются наблюдателем. Прикла-

дывая всевозможные электрические потенциалы к границе, наблюдатель, образно говоря,

“просвечивает” оболочку токами. По этим измерениям требуется восстановить оболочку: ее

размеры, форму, возможное наличие внутренних отверстий и прочее.

Рисунок 1: Электроимпедансная томография поверхностей.

В приведенной выше постановке задача ЭИТ является классической обратной задачей

математической физики. С самой общей точки зрения на их содержание, эти задачи состоят в

извлечении информации об объектах или системах по их реакции на внешнее воздействие (по

соответствию “вход ↦→ выход”). В нашем случае вход – это приложенный к границе потенциал,



6

а выход – текущий через границу ток, индуцированный потенциалом. Оператор реакции

“вход ↦→ выход” называется оператором ДН (Дирихле ↦→ Нейман)-оператором подлежащей

восстановлению поверхности.

Стоит отметить, что традиционно обратные задачи математической физики подразуме-

вают восстановление неизвестной функции (коэффициентов уравнений и т.п.) в известной

области. Особенностью рассматриваемой задачи является то, что восстановлению подлежит

как сама область (поверхность), так и метрика на ней. При такой постановке решение задачи

всегда определено не однозначно, а лишь с точностью до естественных преобразований (изо-

метрических/конформных диффеоморфизмов и т.п.), и под восстановлением неизвестной си-

стемы (поверхности) подразумевается построение ее копии, которая имеет тот же оператор

реакции и, следовательно, неотличима от оригинала для наблюдателя.

Главная особенность рассматриваемого двумерного случая состоит в следующем. При

подходящей формализации задача ЭИТ в размерности 2 обнаруживает глубокую и краси-

вую связь с функциональным анализом (банаховы алгебры, теория Гельфанда) и комплекс-

ным анализом (теория римановых поверхностей, пространства модулей Тейхмюллера). В

диссертации эта связь разрабатывается и применяется в качестве инструмента для реше-

ния главных вопросов, которые ставятся в рамках обратных задач математической физики:

единственность решения, алгоритмы построения решений, характеризация данных и устой-

чивость решений. Помимо этого решается ряд вопросов, специфических для двумерной ЭИТ.

Ответы, которые настоящая диссертация дает на упомянутые выше вопросы, в существен-

ном исчерпывают задачу электроимпедансной томографии поверхностей. В этом видится ее

основной результат, который описывается ниже более подробно.

Цели и задачи работы. Целью работы является исследование корректности (по Адама-

ру) задачи электроимпедансной томографии поверхностей, включающее в себя разработку

методов построения решений, вывод условий разрешимости и исследование устойчивости

решений. Для достижения поставленных целей решаются следующие задачи:

1. Обобщить алгебраический метод решения задачи ЭИТ поверхностей на неориентиру-

емый случай, получить критерий ориентируемости поверхности в терминах ее ДН-

оператора.

2. Обобщить алгебраический метод решения задачи ЭИТ поверхностей на случай, в ко-

тором ДН-оператор поверхности задан на (произвольно малом) сегменте границы.

3. Получить характеризацию ДН-операторов (условия разрешимости задачи ЭИТ).

4. Исследовать устойчивость решений задачи ЭИТ поверхностей относительно малых воз-

мущений ее данных (в естественных топологических пространствах).

5. Разработать алгоритм вычисления конформных инвариантов поверхности по ее ДН-

оператору, который не требует построения ее конформной копии.
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Основные результаты работы, выносимые на защиту

1. Получено обобщение алгебраического метода решения задачи ЭИТ поверхностей на

неориентируемый случай. Получен критерий ориентируемости поверхности в терми-

нах ее ДН-оператора. Для неориентируемого случая получены формулы, связывающие

топологию поверхности с ее ДН-оператором.

2. Получено обобщение алгебраического метода решения задачи ЭИТ поверхностей на

случай, в котором ДН-оператор задан на (произвольно малом) сегменте границы по-

верхности, а оставшаяся (неизвестная) часть границы может быть разбита на сегмен-

ты, на каждом из которых задано либо однородное условие Дирихле, либо однородное

условие Неймана. При этом подлежащая восстановлению поверхность может быть как

ориентируемой, так и неориентируемой.

3. Получена характеризация ДН-операторов ориентируемых поверхностей с краем, то

есть условия, необходимые и достаточные для того, чтобы оператор Λ, действующий в

пространстве гладких функций на замкнутой кривой Γ, был ДН-оператором некоторой

ориентируемой поверхности с краем Γ.

4. Как в ориентируемом, так и в неориентируемом случае доказана устойчивость решений

задачи ЭИТ поверхностей относительно малых возмущений ДН-операторов. Именно,

доказан следующий результат: если (𝑀,𝑔) – произвольная фиксированная поверхность

с краем Γ и ДН-оператором Λ и (𝑀 ′,𝑔′) – диффеоморфная ей произвольная поверхность

с тем же краем и ДН-оператором Λ′, то близость Λ′ к Λ по операторной норме влечет

существование близкого к конформному диффеоморфизма между (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′), не

двигающего точки общего края Γ. Кроме того, доказаны оптимальные оценки рассто-

яния Тейхмюллера между конформными классами (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) через операторную

норму разности их ДН-операторов. В то же время предъявлены контрпримеры, пока-

зывающие, что топология поверхности неустойчива относительно малых возмущений

ее ДН-оператора.

5. Получен алгоритм вычисления матрицы 𝑏-периодов дубля поверхности (𝑀,𝑔) с краем

по ее ДН-оператору. В типичном случае матрица 𝑏-периодов содержит полную инфор-

мацию о конформном классе (𝑀,𝑔) и может быть использована для вычисления любых

других конформных инвариантов (𝑀,𝑔). Показано, что предложенный алгоритм устой-

чив к малому шуму в граничных данных.

Научная новизна и практическая значимость. Все выносимые на защиту резуль-

таты получены впервые. Развиты обобщения алгебраического подхода к ЭИТ поверхностей.

Получена характеризация ДН-операторов. Доказана устойчивость решений двумерной за-

дачи ЭИТ в релевантной метрике (метрике Тейхмюллера). Получен алгоритм вычисления

релевантных координат решения в пространстве модулей, который является устойчивым к
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шуму в граничных данных. Эти результаты (вместе с известной теоремой Лассаса и Ул-

мана о единственности решений) показывают, что задача ЭИТ поверхностей корректна по

Адамару, и в основном исчерпывают круг теоретических вопросов, связанных с двумерной

ЭИТ. Развитые в диссертации приемы могут быть использованы для разработки численных

методов решения двумерной задачи ЭИТ.

Публикации и личный вклад. Основные результаты по теме диссертации изложены

в статьях [1–12], опубликованных в журналах, рекомендованных ВАК. Вклад соискателя в

статьи [1–3] состоит в выводе ключевых критериев, определяющих граничные следы голо-

морфных функций на двулистном накрытии неизвестной поверхности в терминах ее ДН-

оператора; последнее дало возможность применить ранее развитый М. И. Белишевым в [20]

алгебраический метод для построения конформной копии накрытия. Кроме того, соискате-

лю принадлежат критерий ориентируемости поверхности в [1], способ восстановления копии

антиголоморфной инволюции на накрытии, факторизацией по которой в [1–3] находится ко-

пия неизвестной поверхности, а также сама конструкция разветвленного накрытия в [2], к

восстановлению которого сводится задача ЭИТ с данными, заданными на части границы.

В статье [5] М. И. Белишеву принадлежит наводящее соображение об использовании алгеб-

раических свойств голоморфных функций (условие i в теореме 1) в качестве характеристи-

ческих условий на ДН-операторы. Соискателю принадлежит конкретная реализация этой

идеи: условия ii-vi в теореме 1 и её доказательство, основанное на соответствии между ал-

гебраической версией принципа аргумента и классической теоремой Бишопа-Опети-Вермера

о локальной комплексной структуре на спектре банаховой алгебры. В [7] соискатель ввел

понятие проективного голоморфного вложения и развил технику доказательства близости

образов таких вложений для поверхностей с близкими ДН-операторами, основанную на обоб-

щенном принципе аргумента; эта техника предопределила результаты [7,8]. В [8] соискатель

разработал способ построения близкого к изометрическому диффеоморфизма между обра-

зами голоморфных вложений поверхностей с близкими ДН-операторами, основанный на ми-

нимизации модифицированной функции расстояния между точками указанных вложений.

Поскольку такие образы голоморфных вложений конформно эквивалентны самим поверх-

ностям, это позволило радикально улучшить результат [7] и доказать главный результат [8]

о близости поверхностей с близкими ДН-операторами по метрике Тейхмюллера. Результаты

работ [4, 6, 9–12] получены соискателем лично.

Апробация работы.Основные результаты работы докладывались на следующих конфе-

ренциях и семинарах: International Conference “Days on Diffraction” (Санкт-Петербург, 2021,

2022, 2023, 2024), International Conference “Spectral Theory and Mathematical Physics” (Санкт-

Петербург, 2021), O.A. Ladyzhenskaya centennial conference on PDE’s (Санкт-Петербург, 2022),

International Conference “Quasilinear Equations, Inverse Problems and their Applications” (Со-

чи, 2022, Москва, 2023), международная конференция “Теория и численные методы решения

обратных и некорректных задач” (Новосибирск, 2023, 2024), Петербургский семинар по ди-

фракции и распространению волн (2020, 2021, 2022, 2023, 2024, 2025), Санкт-Петербургский
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семинар по теории операторов и теории функций (2021, 2022), Общеинститутский матема-

тический семинар Санкт-Петербургского отделения Математического института им. В. А.

Стеклова РАН (2022), Петербургский геометрический семинар им. А. Д. Александрова (2022,

2025), семинар кафедры высшей математики и математической физики СПбГУ (2025), Се-

минар “Алгебры в анализе” Механико-математического факультета МГУ (2025).

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, пяти глав, заключе-

ния и приложения. Полный объем диссертации составляет 235 страниц, список литературы

содержит 69 наименований.

Содержание работы

Во введении описываются методы исследования, структура и содержание работы.

В первой главе и на протяжении всей работы рассматривается задача электроимпеданс-

ной томографии (ЭИТ) поверхностей, которая формулируется следующим образом. Пусть

(𝑀,𝑔) – компактная поверхность с краем Γ и метрикой 𝑔. Обозначим через 𝑢𝑓 гармоническую

функцию со следом 𝑓 на границе Γ и определим ДН-оператор Λ поверхности (𝑀,𝑔) правилом

Λ𝑓 := 𝜕𝜈𝑢
𝑓 |Γ, где 𝜈 – единичный вектор внешней нормали к Γ. Задача ЭИТ поверхностей со-

стоит в восстановлении неизвестной поверхности с краем по ее ДН-оператору. С физической

точки зрения задача ЭИТ состоит в восстановлении формы неизвестной тонкой однородной

проводящей оболочки путем приложения к ее границе всевозможных электрических потен-

циалов и измерения токов, текущих через границу.

Стоит отметить, что обычно обратные задачи состоят в восстановлении неизвестных

функций (например, коэффициентов дифференциальных операторов) в известной области, в

то время как в задаче ЭИТ неизвестна сама область (поверхность𝑀), на которой определена

метрика 𝑔, оператор Лапласа-Бельтрами Δ𝑔 и т.д. Поэтому неизвестная поверхность (𝑀,𝑔)

в принципе не может быть восстановлена однозначно: если 𝑀 ′ – другая поверхность с тем

же краем Γ и 𝛽 : 𝑀 ′ ↦→𝑀 – любой диффеоморфизм, не двигающий точки Γ, то поверхность

(𝑀 ′,𝛽*𝑔) имеет тот же самый ДН-оператор Λ, что и (𝑀,𝑔).

В двумерном случае имеются дополнительные степени свободы, связанные с конформной

инвариантностью уравнения Лапласа: поверхности (𝑀,𝑔) и (𝑀,𝜌𝑔), где 𝜌 – положительный

конформный множитель, равный единице на Γ, имеют одинаковые ДН-операторы. В [42] до-

казано, что любые две поверхности с общим краем и одинаковыми ДН-операторами связаны

конформным диффеоморфизмом, не двигающим точки края. Таким образом, под решени-

ем задачи ЭИТ следует понимать класс [(𝑀,𝑔)]Γ поверхности относительно вышеуказанной

конформной эквивалентности. Для того, чтобы задать такой конформный класс, достаточно

построить любую конформную копию неизвестной поверхности (𝑀,𝑔) или, что эквивалентно,

любую такую поверхность (𝑀 ′,𝑔′) с краем Γ, что ее ДН-оператор совпадает с Λ.

В первом параграфе первой главы приводятся (в основном известные) вспомога-

тельные сведения, которые используются на протяжении всей работы. В частности, изложен
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алгебраический подходМ.И. Белишева [20] к построению конформной копии неизвестной ори-

ентируемой поверхности (𝑀,𝑔) с краем по ее ДН-оператору. Идея этого подхода состоит в

том, что в качестве точек копии используются мультипликативные линейные функционалы

(характеры) 𝜒 алгебры 𝒜(𝑀) голоморфных (и непрерывных вплоть до края) функций на

𝑀 ; комплексная структура на 𝑀 однозначно определяется конформным классом метрики

𝑔 и выбором ориентации на 𝑀 . Ввиду принципа максимума модуля, 𝒜(𝑀) изоморфна ал-

гебре 𝒜(Γ) граничных следов голоморфных функций, гладкие элементы которой являются

решениями системы уравнений

𝜕𝛾 Im 𝜂 = ΛRe 𝜂, 𝜕𝛾 Re 𝜂 = −Λ Im 𝜂, (1)

полученной сужением условий Коши-Римана на Γ; здесь 𝜕𝛾 – дифференцирование по длине

в направлении единичного касательного вектора 𝛾, ориентация на 𝑀 выбрана так, что 𝛾

получается поворотом вектора внешней нормали 𝜈 на прямой угол против часовой стрелки.

Ключевым фактом является то, что спектры 𝒜(𝑀), 𝒜(Γ) (множества характеров, наде-

ленные канонической топологией Гельфанда) алгебр 𝒜(𝑀), 𝒜(Γ) являются гомеоморфными

копиями самой поверхности 𝑀 , в то время как преобразования Гельфанда

𝑎̂ : 𝜒 ↦→ 𝑎̂(𝜒) := 𝜒(𝑎)

элементов 𝑎 указанных алгебр дают локальные координаты и определяют комплексные

структуры на 𝒜(𝑀), 𝒜(Γ). Оснащенные этими комплексными структурами, спектры 𝒜(𝑀),

𝒜(Γ) биголоморфно (следовательно, конформно) эквивалентны исходной поверхности (𝑀,𝑔).

Тем самым спектр 𝑀 ′ = 𝒜(Γ) определяется по ДН-оператору Λ и дает решение задачи ЭИТ.

Во втором параграфе первой главы алгебраический подход обобщается на неориенти-

руемый случай. Прежде всего выводится критерий ориентируемости поверхности в терминах

ее ДН-оператора.

Предложение 1. Поверхность (𝑀,𝑔) с краем Γ и ДН-оператором Λ ориентируема если и

только если система (1) имеет непостоянные решения.

Если (𝑀,𝑔) неориентируема, то алгебраический метод (в своей изначальной форме) непри-

меним, поскольку на (𝑀,𝑔) отсутствуют голоморфные функции. Для того, чтобы свести дело

к применению алгебраического метода, рассматривается двулистное ориентируемое накры-

тие (M,g) поверхности (𝑀,𝑔), точками которого являются пары (𝑥,Φ), где 𝑥 ∈ 𝑀 и Φ –

локальная ориентация в точке 𝑥. Проекция 𝜋 : (𝑥,Φ) ↦→ 𝑥 является неразветвленным накры-

тием и метрика g на M определяется таким образом, чтобы 𝜋 была локальной изометрией.

Поверхность M связна если и только если 𝑀 неориентируема; в противном случае M пред-

ставляет собой несвязное объединение двух копий 𝑀 . В частности, границу Γ := 𝜕M можно

отождествить с двумя копиями Γ× {±} границы Γ = 𝜕𝑀 .
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Накрывающая поверхность M ориентируема и потому метрика g и выбор ориентации

определяют комплексную структуру на M; в частности, определена алгебра голоморфных

функций 𝒜(M) и алгебра следов 𝒜(Γ). Отображение 𝜏 : (𝑥,Φ) ↦→ (𝑥, − Φ) является ан-

тиголоморфной инволюцией на (M,g) и потому порождает инволюцию 𝑤 ↦→ 𝑤† := 𝑤 ∘ 𝜏
алгебр 𝒜(M) и 𝒜(Γ). Любой элемент 𝑤 ∈ 𝒜(M) представим в виде 𝑤 = 𝑤+ + 𝑖𝑤−, где

𝑤± = 𝑤†
± ∈ 𝒜(M). Тем самым алгебра следов 𝒜(Γ) (вместе с инволюцией на ней) определя-

ется своими эрмитовыми элементами.

Поскольку 𝑔 = 𝜋*𝑔, для четных относительно инволюции 𝜏 функций на M справедливы

соотношения Δg(𝑢∘𝜋) = (Δ𝑔𝑢)∘𝜋 и Λ(𝑓 ∘𝜋) = (Λ𝑓)∘𝜋, где Δg – оператор Лапласа-Бельтрами

на (M,g) и Λ – ДН-оператор (M,g). Тем самым ДН-оператор Λ исходной неориентируемой

поверхности (𝑀,𝑔) явным образом определяет сужение ДН-оператора Λ на четные относи-

тельно инволюции функции. В то же время не известно никаких явных формул, определяю-

щих по Λ действие Λ на нечетные относительно инволюции функции. Это является главным

препятствием на пути применения алгебраического метода для построения конформной ко-

пии накрытия (M,g). В самом деле, для определения граничных следов 𝜂 = f + 𝑖h = w|Γ
эрмитовых голоморфных функций w = w† на (M,g) приходится решать систему

𝜕𝛾h = Λf , 𝜕𝛾f = −Λh. (2)

Вещественная часть f = 𝑓 ∘ 𝜋 четна относительно инволюции 𝜏 , поэтому для решения пер-

вого уравнения в (2) достаточно знать только оператор Λ. В то же время мнимая часть

h = −h ∘ 𝜏 нечетна относительно инволюции и потому правая часть Λh второго уравне-

ния в (2) неизвестна. Поэтому ключевым элементом обобщения алгебраического метода на

неориентируемый случай является следующий критерий, позволяющий находить граничные

следы эрмитовых голоморфных функций на накрытии (M,g) как решения определенных

нелинейных уравнений, содержащих ДН-оператор Λ исходной неориентируемой поверхности

(𝑀,𝑔). Для простоты далее мы формулируем все результаты для случая связной границы Γ.

Предложение 2. Обозначим через 𝜕−1
𝛾 оператор интегрирования по длине, обращающий 𝜕𝛾

в пространстве 𝜕𝛾𝐶
∞(Γ;R) и положим 𝜎 = ±1 на Γ×{±}. Непостоянная гладкая функция

𝜂 = 𝑓 ∘ 𝜋 + 𝑖𝜎ℎ ∘ 𝜋

на Γ ≡ Γ× {+,−} является следом (эрмитовой) голоморфной функции на накрытии (M,g)

если и только если (𝑓,ℎ,𝑐𝑓 ∈ R) является решением системы

1

2
Λ[𝑓 2 − (𝜕−1

𝛾 Λ𝑓)2]− 𝑓Λ𝑓 − (𝜕−1
𝛾 Λ𝑓)𝜕𝛾𝑓 = 𝑐𝑓 (𝜕𝛾 + Λ𝜕−1

𝛾 Λ)𝑓,

ℎ = 𝜕−1
𝛾 Λ𝑓 + 𝑐𝑓 .

(3)
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При этом решения 𝑓 первого уравнения в (3) образуют линейное подпространство в

𝐶∞(Γ;R) коразмерности −𝜒(𝑀), где 𝜒(𝑀) – эйлерова характеристика 𝑀 .

Ввиду предложения 2 ДН-оператор Λ определяет алгебру 𝒜(Γ) и инволюцию † на ней

(а также топологию 𝑀). Теперь применение алгебраического метода дает копию M′ = 𝒜(Γ)

накрытия (M,g) (спектр алгебры 𝒜(Γ)), связанную с ним биголоморфизмом 𝛽 : M → M′.

Кроме того, инволюция † алгебры 𝒜(Γ) индуцирует инволюцию 𝜏 ′ на спектре M′ = 𝒜(Γ)

по правилу 𝜏 ′(𝜒)(𝜂) := 𝜒(𝜂†). Инволюция 𝜏 ′ связана с исходной инволюцией 𝜏 на (M,g)

биголоморфизмом 𝜏 ′ = 𝛽 ∘ 𝜏 ∘ 𝛽−1. Поэтому факторизация M′ по 𝜏 ′ дает поверхность 𝑀 ′ :=

M′/𝜏 ′, которая является конформной копией исходной неориентируемой поверхности 𝑀 ≡
M/𝜏 . Тем самым построено решение задачи ЭИТ.

Результаты второго параграфа первой главы получены в статьях [1, 3].

Во второй главе получен (основанный на алгебраическом методе) алгоритм восстанов-

ления неизвестной поверхности (𝑀,𝑔) в случае, когда ДН-оператор Λb : 𝑓 ↦→ 𝜕𝜈𝑢
𝑓 |Γ задан на

произвольно малой (диффеоморфной отрезку или окружности) части Γ границы 𝜕𝑀 неиз-

вестной поверхности (𝑀,𝑔), в то время как оставшаяся (неизвестная наблюдателю) часть

𝜕𝑀∖Γ границы разбита конечным числом точек на два непересекающихся открытых мно-

жества Γgr,Γis и гармоническая функция 𝑢𝑓 со следом 𝑓 на Γ удовлетворяет граничным

условиям 𝑢𝑓 = 0 на Γgr и 𝜕𝑢
𝑓 = 0 на Γis. Пара b = (Γgr,Γis) называется разбиением края 𝜕𝑀 .

С физической точки зрения задача состоит в восстановлении формы неизвестной проводя-

щей оболочки 𝑀 и типов граничных условий на 𝜕𝑀 в случае, когда наблюдателю доступна

только часть Γ ее края в то время, как неизвестные части края могут быть как заземлены,

так и электрически изолированы.

Отметим, что определение неизвестных компонент края (границ дырок) поверхности по

ДН-оператору является самостоятельной задачей (см. [14, 15]). Обычно при решении такой

задачи поверхность𝑀 вложена в известную поверхность 𝑀̃ , Γ = 𝜕𝑀̃ и целью является толь-

ко определение неизвестных компонент связности 𝜕𝑀∖Γ в 𝑀̃ . В отличие от вышеуказанной

постановки мы не предполагаем наличие какой-либо объемлющей поверхности и восстанав-

ливаем (с точностью до естественной конформной эквивалентности) как саму поверхность

(𝑀,𝑔), так и неизвестные компоненты ее края.

Результатом применения вышеуказанного алгоритма является следующее утверждение о

разрешимости задачи ЭИТ.

Предложение 3. Пусть (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) – поверхности с общей частью края Γ и Λb и

Λb′ – заданные на Γ ДН-операторы (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′), отвечающие разбиениям b = (Γgr,Γ𝑖𝑠)

и b′ = (Γ′
gr,Γ

′
𝑖𝑠) границ 𝜕𝑀 и 𝜕𝑀 ′, соответственно. Тогда Λb = Λb′ если и только если

существует конформный диффеоморфизм 𝛽 : (𝑀,𝑔) → (𝑀 ′,𝑔′), не двигающий точки Γ и

переводящий Γgr в Γ′
gr и Γis в Γ′

is (то есть (𝑀 ′,𝑔′,b′) является конформной копией (𝑀,𝑔,b)).

В первом параграфе второй главы алгоритм построения конформной копии неизвест-

ной поверхности (𝑀,𝑔) разрабатывается при дополнительных ограничениях на ее топологию
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и разбиение края: 1)𝑀 – ориентируема, 2) вся неизвестная часть 𝜕𝑀∖Γ границы либо зазем-

лена b = (Γgr,∅) =: gr либо электрически изолирована b = (∅,Γis) =: is, 3) Γ диффеоморфна

окружности. В этом случае схема построения конформной копии (𝑀,𝑔) в общих чертах повто-

ряет алгоритм восстановления неориентируемой поверхности по ее ДН-оператору, получен-

ный в первой главе. Главным отличием является то, что роль двулистного ориентируемого

накрытия играет поверхность M, полученная склеиванием двух копий 𝑀 ×{±} поверхности
(𝑀,𝑔) вдоль неизвестной части края 𝜕𝑀∖Γ. При этом проекция 𝜋̄ : (𝑥,±) ↦→ 𝑥 является

разветвленным накрытием; точками ветвления являются точки склейки (𝑥,+) ≡ (𝑥,−), где

𝑥 ∈ 𝜕𝑀∖Γ. Как и выше, M наделяется антиголоморфной инволюцией 𝜏 : (𝑥,±) ↦→ (𝑥,∓).

Как и раньше, основная сложность состоит в определении граничных следов 𝜂 эрмитовых

(относительно инволюции w ↦→ w† := w ∘ 𝜏) голоморфных функций на M. ДН-оператор Λ

накрытия M удовлетворяет соотношениям Λ(𝑓 ∘ 𝜋) = (Λis𝑓) ∘ 𝜋 и Λ(𝜎 𝑓 ∘ 𝜋) = 𝜎 (Λgr𝑓) ∘ 𝜋
(где 𝜎 = ±1 на Γ× {±}), поэтому для определения 𝜂 из условий Коши-Римана (2) на 𝜕M ≡
Γ × {−,+} требуется знать оба ДН-оператора Λgr, Λis. Вместо этого выводится следующий

критерий, позволяющий определять 𝜂 как решения определенных нелинейных уравнений,

включающих только один из операторов Λgr, Λis.

Предложение 4. Гладкая непостоянная функция 𝜂 на 𝜕M ≡ Γ × {−,+} является следом

эрмитовой голоморфной функции M если и только если 𝜂 = 𝑓∘𝜋+𝑖𝜎 ℎ∘𝜋 и для 𝑓,ℎ выполнено
любое из следующих условий: 1) 𝑓,ℎ,𝑐𝑓 ∈ R являются решениями уравнений (3) с Λis вместо

Λ; 2) (𝑓,ℎ) является решением системы

2Λgr(ℎ · 𝜕−1
𝛾 Λgrℎ) = 𝜕𝛾[(𝜕

−1
𝛾 Λgrℎ)2 − ℎ2], 𝜕𝛾𝑓 = −Λgrℎ. (4)

Используя предложение 4, наблюдатель находит алгебру 𝒜(𝜕M) следов голоморфных

функций на M и инволюцию на ней и строит биголоморфную копию M′ накрытия M как

спектр алгебры 𝒜(𝜕M). При этом инволюция алгебры 𝒜(𝜕M) определяет на спектре M′ ко-

пию 𝜏 ′ инволюции 𝜏 . Разрезая M′ вдоль множества неподвижных точек инволюции 𝜏 ′, на-

блюдатель получает две конформных копии поверхности (𝑀,𝑔) (решения задачи ЭИТ).

Во втором параграфе второй главы вышеуказанные ограничения на топологию и

разбиение края поверхности снимаются за счет усложнения алгоритма. Для простоты здесь

мы формулируем результаты в предположении о том, что 𝜕𝑀 не содержит точек смены

типа граничных условий, т.е. 𝜕Γ = 𝜕Γis = 𝜕Γgr = ∅. Сперва рассматривается двулистное

ориентируемое накрытие (M,g,𝜋,𝜏) поверхности (𝑀,𝑔). Введем множества Γ := 𝜋−1(Γ) ≡
Γ × {−,+}, Γgr := 𝜋−1(Γgr) и Γis := 𝜋−1(Γis). Граничные следы голоморфных функций на

(M,g) находятся из следующего предложения.

Предложение 5. Для гладкой непостоянной функции 𝜂 на Γ следующие утверждения

эквивалентны:
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1. 𝜂 является граничным следом некоторой эрмитовой голоморфной функции w = w† :=

w ∘ 𝜏 , принимающей вещественные значения на Γis и мнимые значения на Γgr;

2. 𝜂 = 𝑓 ∘ 𝜋 + 𝑖𝜎(𝜕−1
𝛾 Λb𝑓 + 𝑐𝑓 ), где (𝑓,𝑐𝑓 ∈ R) является решением уравнения

Λb
(︁1
3
𝑓 3 − 𝑓(𝜕−1

𝛾 Λb𝑓 + 𝑐𝑓 )
2
)︁
=
(︀
𝑓 2 − (𝜕−1

𝛾 Λb𝑓 + 𝑐𝑓 )
2
)︀
Λb𝑓 + 2𝑓(𝜕−1

𝛾 Λ𝑔𝑓 + 𝑐𝑓 )𝜕𝛾𝑓. (5)

Далее рассматривается разветвленное накрытие (M,𝜋̄,𝜏), где поверхность M получается

отождествлением точек x ∼ 𝜏(x), где 𝜋(x) ∈ 𝜕𝑀∖Γ, а проекция и инволюция удовлетворяют
условиям 𝜋̄(x/ ∼) = 𝜋(x), 𝜏(x/ ∼) = 𝜏(x)/ ∼. Тогда 𝜕M = Γ. Как обычно, инволюция 𝜏 ин-

дуцирует инволюцию w ↦→ w† := w ∘ 𝜏 на алгебрах 𝒜(M), 𝒜(𝜕M) голоморфных функций на

M и их граничных следов, соответственно. Эрмитовы (относительно инволюции †) элементы
𝒜(𝜕M) определяются из следующего критерия.

Предложение 6. Гладкая функция 𝜁 на Γ является эрмитовым элементом 𝒜(𝜕M) если и

только если для всякой функции 𝜂, удовлетворяющей условию 1 предложения 5, произве-

дение 𝜁𝜂 удовлетворяет тому же условию.

Тем самым определена алгебра 𝒜(𝜕M), а ее спектр дает биголоморфную копию M′ на-

крытия M. Инволюция † на 𝒜(𝜕M) определяет на M′ копию 𝜏 ′ инволюции 𝜏 . Поверхность

𝑀 ′ = M′/𝜏 ′ является конформной копией поверхности 𝑀 ≡ M/𝜏 и, тем самым, решением

задачи ЭИТ.

Результаты первого и второго параграфа второй главы получены в статьях [2] и [6], со-

ответственно.

В третьей главе дается характеризация ДН-операторов ориентируемых поверхностей с

краем. Именно, пусть Γ – гладкая замкнутая кривая и Λ – линейный оператор, действующий

в 𝐶∞(Γ;R). Задача характеризации ДН-операторов состоит в предъявлении условий, необхо-
димых и достаточных для того, чтобы Λ был ДН-оператором некоторой гладкой ориентиру-

емой поверхности (𝑀,𝑔) с гладкой метрикой 𝑔 и краем 𝜕𝑀 = Γ. Такие условия одновременно

являются необходимыми и достаточными условиями разрешимости двумерной задачи ЭИТ.

Результатом третьей главы является следующий критерий разрешимости задачи ЭИТ.

Пусть Γ ориентирована произвольным образом и 𝜕𝛾 – оператор дифференцирования по длине

на Γ, а 𝜕−1
𝛾 – оператор интегрирования на Γ, который аннулирует константы и обращает 𝜕𝛾

на линеале 𝜕𝛾𝐶
∞(Γ;R). Свяжем с Λ линейный оператор

ϒ : 𝜁 ↦→ ϒ𝜁 := (𝜕𝛾 − 𝑖Λ)𝜁, (6)

действующий в 𝐶∞(Γ;C). Для произвольных 𝜂 ∈ 𝐶∞(Γ;C) и 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ), введем отображение

ϒ𝜂,𝑧 : 𝜁 ↦→ ϒ𝜂,𝑧𝜁 := ϒ
(︁ 𝜁

𝜂 − 𝑧1

)︁
(7)
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в 𝐶∞(Γ;C); здесь и далее 1 – тождественная единица на Γ. Будем обозначать через ♯𝑆 мощ-

ность множества 𝑆.

Теорема 7. Оператор Λ является ДН-оператором некоторой ориентируемой поверхности

с краем (Γ,𝑑𝑙) если и только если выполнены следующие условия:

i. 1 ∈ Kerϒ и 𝜁1𝜁2 ∈ Kerϒ для любых 𝜁1,𝜁2 ∈ Kerϒ;

ii. closKerϒ ∩ 𝐶∞(Γ;C) = Kerϒ (замыкание в 𝐶(Γ;C));

iii. для любых 𝜂 ∈ Kerϒ и 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ) выполнено равенство

dim [ϒ𝜂,𝑧(Kerϒ)] =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜕𝛾𝜂

𝜂 − 𝑧1
𝑑𝑙 ; (8)

iv. для любой точки 𝑥 ∈ Γ существуют такая функция 𝜂𝑥 ∈ Kerϒ и такая односвязная

окрестность 𝑈𝑥 ∋ 𝜂𝑥(𝑥), что

a. 𝜕𝛾𝜂𝑥(𝑥) ̸= 0, число ♯ 𝜂−1
𝑥 ({𝑧}) конечно для всех 𝑧 ∈ C, а на Γ отсутствуют точки,

в которых аннулируются все производные 𝜕𝑘𝛾𝜂𝑥 (𝑘 ⩾ 1).

b. 𝑈𝑥∖𝜂𝑥(Γ) состоит из двух связных компонент, причем ϒ𝜂𝑥,𝑧1 = 0 на одной связ-

ной компоненте и ϒ𝜂𝑥,𝑧1 ̸= 0 на другой связной компоненте;

c. уравнение

ϒ
(︁ 𝜁 − 𝑐1

𝜂𝑥 − 𝑧1

)︁
= 0 на Γ (9)

разрешимо относительно 𝑐 для всех 𝑧 ∈ 𝑈𝑥 и 𝜁 ∈ Kerϒ;

v. если 𝜁1,𝜁2 ∈ Kerϒ, 𝜁1/𝜁2 ∈ 𝐶∞(Γ;C) и существует такой полином 𝑃 , deg (𝑃 ) ⩾ 1, что

𝑃 (𝜁1/𝜁2) ∈ Kerϒ, то 𝜁1/𝜁2 ∈ Kerϒ;

vi. dim(𝜕𝛾 + Λ𝜕−1
𝛾 Λ)𝐶∞(Γ;R) <∞;

vii. если 𝜁 ∈ Kerϒ и 1/𝜁 ∈ Kerϒ, то Λ log |𝜁| = 𝜕𝛾arg 𝜁.

Отметим, что частичная характеризация граничных данных задачи ЭИТ была получе-

на в [65] в терминах многомерного комплексного анализа. Грубо говоря, полученные в [65]

условия определяют, являются ли тройка {(𝑓𝑘,ℎ𝑘)}𝑘=1,2,3 тройкой граничных данных задачи

ЭИТ для некоторой поверхности, то есть, выполнены ли равенства ℎ𝑘 = Λ𝑓𝑘 для некоторого

ДН-оператора Λ поверхности с краем Γ. Однако вопрос о том, как согласованы различные

тройки {(𝑓𝑘,ℎ𝑘)}𝑘=1,2,3, {(𝑓 ′
𝑘,ℎ

′
𝑘)}𝑘=1,2,3 между собой (то есть, связаны ли ℎ𝑘,ℎ

′
𝑘 и 𝑓𝑘,𝑓

′
𝑘 действи-

ем одного и того же ДН-оператора), в [65] не обсуждается. Поэтому характеризация [65] не

является характеризацией ДН-операторов в строгом смысле.

В отличие от вышеупомянутого результата, теорема 7 дает алгебраическую характериза-

цию ДН-операторов, т.е. каждое условие теоремы 7 выражает определенное элементарное
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свойство алгебры голоморфных функций. Отсюда немедленно следует необходимость усло-

вий теоремы 7.

Именно, если Λ является ДН-оператором некоторой ориентируемой поверхности𝑀 с кра-

ем Γ, то формула (6) задает оператор ϒ, который проверяет условия Коши-Римана (1), то

есть его ядро Kerϒ (соотв., его замыкание 𝒜 := closKerϒ) является множеством всех гра-

ничных следов гладких (соотв., непрерывных) вплоть до края голоморфных функций на

поверхности. Таким образом, условие i выражает алгебраическую замкнутость множества

голоморфных функций. Условие ii вытекает из теоремы о повышении гладкости решений

эллиптических краевых задач (гармоническая функция с гладким следом является гладкой

вплоть до края). Условие iii получается из принципа аргумента для голоморфных функций

Ord(𝑤 − 𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑑𝜂

𝜂 − 𝑧1
(𝜂 = 𝑤|Γ, 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ)). (10)

Здесь Ord(𝑤−𝑧) обозначает полную кратность нулей голоморфной функции 𝑤−𝑧 на𝑀 и сов-

падает с размерностью факторалгебры 𝒜(𝑀)/(𝑤−𝑧)𝒜(𝑀) по главному идеалу (𝑤−𝑧)𝒜(𝑀)

или, что эквивалентно, с размерностью факторалгебры следов 𝒜(Γ)/(𝑤 − 𝑧)𝒜(Γ) = 𝒜/(𝜂 −
𝑧1)𝒜. Выражая последнюю в операторных терминах, получаем равенство (8). Условие iv вы-

текает из теоремы о дивизорах и выражает тот факт, что (глобально) голоморфные функции

на поверхности могут использоваться в качестве локальных координат вблизи точек края по-

верхности. Условие v выражает элементарный факт: если отношение 𝜁1/𝜁2 двух голоморф-

ных функций имеет полюсы, то любой непостоянный полином 𝑃 (𝜁1/𝜁2) от 𝜁1/𝜁2 также имеет

полюсы. Условие vi вытекает из установленной в [20] связи между топологией поверхности

и ДН-оператором: если Λ – ДН-оператор 𝑀 , то

dim(𝜕𝛾 + Λ𝜕−1
𝛾 Λ)𝐶∞(Γ;R) = dim

𝐶∞(Γ;R)
Re𝒜(Γ)

= 2gen(𝑀), (11)

где gen(𝑀) – род (число ручек) поверхности 𝑀 . Наконец, условие vii вытекает из следую-

щего факта. Если 𝑤 – голоморфная функция на 𝑀 со следом 𝜁 = 𝑤|Γ и 𝑤 не имеет нулей на

𝑀 , то ее логарифм log𝑤 является, вообще говоря, многозначной голоморфной функцией на

𝑀 (многозначность возникает при аналитическом продолжении вдоль гомологически нетри-

виальных петель на 𝑀). Тем не менее, ее вещественная часть log|𝑤| является однозначной

гармонической функцией на 𝑀 и первое из условий Коши-Римана (1) корректно определено

на Γ и имеет вид Λ log |𝜁| = 𝜕𝛾arg 𝜁.

Отметим, что каждое условие i–vii имеет смысл для произвольного линейного операто-

ра Λ на 𝐶∞(Γ;R). Доказательство достаточности условий теоремы 7 конструктивно: мы ис-

пользуем эти условия для явного построения поверхности (𝑀,𝑔) с краем Γ и ДН-оператором,

совпадающим с Λ. Именно, искомая поверхность𝑀 строится как спектр𝑀 := ̂︀𝒜 унитальной

банаховой алгебры𝒜 := clos𝐶(Γ;C)Kerϒ, существование которой обеспечивается условиями i и

ii При этом точки 𝑥 кривой Γ отождествляются с характерами 𝜂 ↦→ 𝛿𝑥(𝜂) := 𝜂(𝑥); вложенная
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таким образом кривая Γ содержит шиловскую границу b ̂︀𝒜 спектра (наименьшее замкнутое

подмножество спектра, на котором достигают максимумов все преобразования Гельфанда 𝜂

элементов алгебры 𝒜).
Главная проблема состоит в том, что в общем случае спектр является лишь хаусдорфовым

компактным топологическим пространством, а преобразования Гельфанда 𝜒 ↦→ 𝜂(𝜒) := 𝜒(𝜂)

образуют подалгебру непрерывных функций на спектре, то есть из условий i и ii не следует

существование какой-либо структуры многообразия на спектре ̂︀𝒜. Ключевым фактом, на

котором основано доказательство достаточности условий теоремы 7, является классическая

теорема Бишопа-Опети-Вермера [55] об аналитической структуре на спектре коммутатив-

ной банаховой алгебры.

Теорема (Бишоп-Опети-Вермер). Пусть 𝒜 – унитальная коммутативная банахова алгеб-

ра, 𝜂 ∈ 𝒜 и 𝑉 – связная компонента 𝜂
(︀ ̂︀𝒜)︀⧹︀𝜂(︀b ̂︀𝒜)︀. Если множество {𝑧 ∈ 𝑉 | ♯ 𝜂−1({𝑧}) <∞}

имеет ненулевую меру Лебега, то ♯ 𝜂−1({𝑧}) ⩽ 𝑁 < ∞ для всех 𝑧 ∈ 𝑉 , а прообраз

𝜂−1(𝑉 ) ⊂ ̂︀𝒜 множества 𝑉 имеет структуру одномерного комплексно-аналитического мно-

гообразия, на котором все преобразования Гельфанда 𝜁 элементов 𝜁 ∈ 𝒜 голоморфны.

Из теоремы Бишопа-Опети-Вермера и условия iii вытекает существование структуры

римановой поверхности по меньшей мере на частях 𝜂−1(C)∖𝜂−1(𝜂(Γ)) спектра 𝑀 , где 𝜂 –

произвольный элемент 𝒜. Далее, условие iv используется, во-первых, для того, чтобы пока-

зать, что вышеуказанные аналитические части покрывают весь спектр 𝑀 , за исключением

кривой Γ. Именно, если 𝜒 ∈ 𝜂−1(𝜂(Γ))∖Γ, то благодаря условию iv удается построить такую

малую деформацию 𝜂′ ∈ 𝒜 элемента 𝜂, что 𝜂′(𝜒) = 𝜒(𝜂′) ̸∈ 𝜂′(Γ). Во-вторых, благодаря

условию iii преобразования Гельфанда функций 𝜂𝑥 из условия iv дают карты в окрестности

Γ, благодаря которым спектр 𝑀 ′ наделяется структурой римановой поверхности с гладким

краем. При этом преобразования Гельфанда элементов 𝜂 ∈ 𝒜 образуют подалгебру в ал-

гебре 𝒜(𝑀) голоморфных (непрерывных вплоть до края) функций на 𝑀 , а сами элементы

𝒜 ∋ 𝜂 = 𝜂|Γ – подалгебру 𝒜 в алегбре граничных следов 𝒜(Γ) элементов 𝒜(𝑀). Поверхность

𝑀 наделяется конформной (согласованной с комплексной структурой) метрикой 𝑔, так, что-

бы вложение Γ в 𝑀 было изометрическим. Пусть Λ̃ – ДН-оператор 𝑀 . Сравнивая условия

Коши-Римана (1) (c Λ̃ вместо Λ) на Γ для функций 𝜂 (где 𝜂 ∈ 𝒜 ∩ 𝐶∞(Γ;C) = Kerϒ) с

уравнением 0 = ϒ𝜂 = (𝜕𝛾 − 𝑖Λ)𝜂, получаем, что Λ совпадает с Λ̃ на всех функциях Re 𝜂, Im 𝜂,

где 𝜂 ∈ Kerϒ.

Далее, условие v означает, что алгебра 𝒜 не допускает конечномерных расширений (то

есть не может быть вложена ни в какую другую подалгебру 𝒜′ ̸= 𝒜 в 𝐶(Γ;C) так, чтобы
размерность факторпространства 𝒜′/𝒜 была конечной). С другой стороны, условие vi озна-

чает, что алгебра 𝒜(Γ) является конечномерным расширением 𝒜. Таким образом, 𝒜 = 𝒜(Γ),

Kerϒ совпадает со множеством всех гладких граничных следов голоморфных функций на

𝑀 , а любая голоморфная (непрерывная вплоть до края) функция 𝑤 на 𝑀 является преоб-

разованием Гельфанда своего следа 𝑤|Γ ∈ 𝒜.
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Пусть𝑚 = gen(𝑀) – род поверхности𝑀 . Для завершения доказательства осталось предъ-

явить 2gen(𝑀) линейно независимых по модулю 𝒜(Γ) функций 𝑓𝑘, таких, что Λ𝑓𝑘 = Λ̃𝑓𝑘. Мы

показываем, что такие 𝑓𝑘 можно выбрать среди функций вида 𝑓 = log|𝜁|, где 𝜁 = 𝑤|Γ и 𝑤

– голоморфные функции, не имеющие нулей на 𝑀 . Для таких 𝑓 равенство Λ𝑓 = Λ̃𝑓 полу-

чается сравнением с уравнениями Λ log |𝜁| = 𝜕𝛾arg 𝜁 из vii первого условия Коши-Римана

Λ̃ log |𝜁| = 𝜕𝛾arg 𝜁 на Γ для (многозначных) голоморфных функций log𝑤. Тем самым завер-

шается доказательство равенства Λ = Λ̃ и теоремы 7.

Результат третьей главы получен в [5].

В четвертой главе исследуется устойчивость решений задачи ЭИТ относительно ма-

лых возмущений данных. Вопрос устойчивости может быть сформулирован следующим об-

разом: является ли поверхность (𝑀 ′,𝑔′) близкой (в естественном смысле) к поверхности (𝑀,𝑔)

если ее ДН-оператор Λ′ близок к ДН-оператору Λ поверхности (𝑀,𝑔)? Здесь ключевым яв-

ляется вопрос, что следует понимать под близостью поверхностей.

Для того, чтобы ввести естественную (в контексте задачи ЭИТ) меру близости поверх-

ностей, напомним, что две поверхности (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) с общим краем Γ имеют одинаковые

ДН-операторы если и только если существует конформный диффеоморфизм, который не

двигает точки Γ. Таким образом, естественно считать близкими те поверхности, между ко-

торыми существует близкий к конформному диффеоморфизм, не двигающий точки общего

края. Величиной, характеризующей отклонение диффеоморфизма от конформного, являет-

ся его дилатация, которая определяется следующим образом. Пусть 𝛽 : 𝑀 → 𝑀 ′ – диф-

феоморфизм. Напомним, что отображение 𝛽 называется конформным в точке и 𝑥 ∈ 𝑀

если его дифференциал 𝑑𝛽 : 𝑇𝑥𝑀 → 𝑇𝛽(𝑥)𝑀
′ переводит окружности в окружности (в

соответствующих касательных пространствах). В общем случае 𝛽 переводит окружность

S𝑥 := {𝑎 ∈ 𝑇𝑥𝑀 | 𝑔(𝑎,𝑎) = 1} в касательном пространстве (𝑇𝑥𝑀,𝑔) в некоторый эллипс 𝑑𝛽(S𝑥)

в (𝑇𝛽(𝑥)𝑀
′,𝑔′) с полуосями

𝑙+(𝑥) := max
𝑎∈S𝑥

√︀
𝑔′(𝑑𝛽(𝑎),𝑑𝛽(𝑎)), 𝑙−(𝑥) := min

𝑎∈S𝑥

√︀
𝑔′(𝑑𝛽(𝑎),𝑑𝛽(𝑎)).

Отношение

𝐾𝛽(𝑥) := 𝑙+(𝑥)/𝑙−(𝑥) ⩾ 1

называется дилатацией отображения 𝛽 в точке 𝑥, а его максимум по всем 𝑥 ∈ 𝑀 – дилата-

цией 𝛽. Из определения очевидно, что 𝐾𝛽 = 1 если и только если 𝛽 конформно, дилатация

композиции отображений не превосходит произведения их дилатаций, причем композиция с

конформным отображением не меняет дилатация и, наконец, дилатация обратного отобра-

жения равна дилатации исходного отображения.
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Естественной мерой близости конформных классов 𝜇 := [(𝑀,𝑔)]Γ и 𝜇
′ := [(𝑀 ′,𝑔′)]Γ поверх-

ностей (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) является расстояние Тейхмюллера между ними

𝑑𝑇 (𝜇,𝜇
′) :=

1

2
inf
𝛽
log𝐾𝛽, (12)

где инфимум берется по всем (гладким) диффеоморфизмам 𝛽 : 𝑀 →𝑀 ′ которые не двигают

точки общего края Γ. Ввиду приведенных выше свойств дилатации, величина 𝑑𝑇 (𝜇,𝜇
′) кор-

ректно определена на конформных классах (не зависит от выбора представителей (𝑀,𝑔) ∈ 𝜇

и (𝑀 ′,𝑔′) ∈ 𝜇′ этих классов) и является метрикой на ℳΓ
𝑜,𝑚. (Для отмеченных поверхностей

без края невырожденность 𝑑𝑇 (𝜇,𝜇
′) = 0 ⇒ 𝜇 = 𝜇′ метрики 𝑑𝑇 следует из теоремы Тейхмюл-

лера [16]; короткое и независимое доказательство того же факта для поверхностей с краем

приведено в диссертации).

Введем множество ℳΓ
𝑜,𝑚 конформных классов 𝜇 = [(𝑀,𝑔)]Γ поверхностей (𝑀,𝑔) с фик-

сированным краем (Γ,𝑑𝑙) заданного топологического типа (𝑜,𝑚), где 𝑚 := gen(𝑀) – род 𝑀

(число ручек/вклеенных листов Мебиуса на 𝑀), 𝑜 = + если 𝑀 ориентируема и 𝑜 = − если

𝑀 неориентируема. Пространство ℳΓ
𝑜,𝑚, наделенное метрикой Тейхмюллера 𝑑𝑇 , является

естественным пространством решений задачи ЭИТ. Отметим, что пространство (ℳΓ
𝑜,𝑚,𝑑𝑇 )

является естественным обобщением классических пространств модулей римановых поверх-

ностей (см., напр, [61, 68]) на случай поверхностей с фиксированным непустым краем.

Пусть 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) – пространство ограниченных операторов, действую-

щих из 𝐻1/2(Γ;R) в 𝐻−1/2(Γ;R). Подмножество 𝒟Γ
𝑜,𝑚 ⊂ 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) всех ДН-

операторов поверхностей (𝑀,𝑔) с общим краем Γ топологического типа (𝑜,𝑚) наделяется

индуцированной метрикой

𝑑𝑜𝑝(Λ
′,Λ) :=‖ Λ′ − Λ ‖𝐻1/2(Γ;R)→𝐻−1/2(Γ;R) . (13)

Тогда (𝒟Γ
𝑜,𝑚,𝑑𝑜𝑝) является естественным пространством данных задачи ЭИТ. “Решающее”

отображение R : 𝒟Γ
𝑜,𝑚 → ℳΓ

𝑜,𝑚, которое сопоставляет ДН-оператору Λ поверхности (𝑀,𝑔) ее

конформный класс [(𝑀,𝑔)]Γ, является биекцией.

Главным результатом четвертой главы является следующая теорема об устойчивости ре-

шений задачи ЭИТ.

Теорема 8. Решающее отображение

R : (𝒟Γ
𝑜,𝑚,𝑑𝑜𝑝) → (ℳΓ

𝑜,𝑚,𝑑𝑇 ) (14)

непрерывно. Более того, это отображение поточечно билипшицево, то есть для всех

Λ,Λ′ ∈ 𝒟Γ
𝑜,𝑚 справедливы двусторонние оценки

𝑐(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ
′,Λ) ⩽ 𝑑𝑇 (R(Λ′),R(Λ)) ⩽ 𝐶(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ

′,Λ) (15)
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с положительными константами, зависящими только от Λ.

Теорема 8 утверждает следующее: если поверхность (𝑀 ′,𝑔′) диффеоморфна (𝑀,𝑔), име-

ет тот же край Γ, что и (𝑀,𝑔), и её ДН-оператор Λ′ близок по операторной норме к ДН-

оператору Λ поверхности (𝑀,𝑔), то между (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) существует диффеоморфизм, ко-

торый не двигает точки Γ и близок к конформному (имеет близкую к единице дилатацию).

Таким образом, решения задачи ЭИТ устойчивы (в естественном смысле) относительно ма-

лых возмущений данных (при дополнительном условии, что топология рассматриваемых

поверхностей фиксирована).

Отметим, что, хотя существует множество результатов об устойчивости восстановления

потенциала/электропроводности в известной области по ДН-оператору, заданному на гра-

нице области (см., напр., [13, 18, 19, 34, 41, 57]), известные результаты об устойчивости вос-

становления неизвестной поверхности по ДН-оператору отсутствуют или крайне немного-

численны. Именно, Алессандрини и др. ( [14, 15]) были получены оценки устойчивости (по

хаусдорфову расстоянию) восстановления границ неизвестных дырок 𝜔1, . . . ,𝜔𝑘 с заданными

на них однородными условиями Неймана в фиксированной области Ω в C (с фиксированной

анизотропной электропроводностью 𝜎) по ДН-оператору поверхности
(︀
Ω∖
(︀⋃︀

𝑘 𝜔𝑘

)︀
,𝜎
)︀
. Отме-

тим, что методы [14, 15] применимы только в такой упрощенной постановке, а полученные

в [14,15] оценки недостаточно информативны, чтобы получить из них аналог теоремы 8 даже

в случае gen(𝑀) = gen(𝑀 ′) = 0.

В первом параграфе четвертой главы теорема 8 доказывается в ориентируемом слу-

чае 𝑜 = +. Доказательство является конструктивным. Именно, пусть (𝑀,𝑔) – поверхность с

краем Γ и ДН-оператором; будем писать (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), если (𝑀 ′,𝑔′) – поверхность с тем

же краем Γ, 𝑀 ′ диффеоморфна (𝑀,𝑔) и ее ДН-оператор Λ′ удовлетворяет неравенству

‖Λ− Λ′‖𝐻1/2(Γ;R)→𝐻−1/2(Γ;R) ⩽ 𝑡. (16)

Для достаточно малого 𝑡0 = 𝑡0(Λ) > 0 и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡0(Λ)) строятся “почти кон-

формные” диффеоморфизмы 𝛽𝑀,𝑀 ′ : 𝑀 ↦→ 𝑀 ′, которые не двигают точки общего края Γ и

дилатация которых удовлетворяет неравенству

log𝐾𝛽𝑀,𝑀′ ⩽ 𝐶(Λ)𝑡 ∀(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑡0). (17)

Сначала исследуется устойчивость решений уравнений (1), определяющих следы голо-

морфных функций, относительно малых возмущений Λ′ ДН-оператора Λ. Пусть ⟨𝑓⟩ обозна-
чает среднее значение функции 𝑓 на Γ. Обозначим через Tr𝒜∞(𝑀) пространство граничных

следов гладких (вплоть до края) голоморфных функций на (𝑀,𝑔) и введем ортопроектор 𝑃

в 𝐿2(Γ;R) на замыкание линеала ReTr𝒜∞(𝑀). Здесь и далее все объекты, относящиеся к

поверхности (𝑀 ′,𝑔′), обозначаются штрихованными символами.
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Предложение 9. При достаточно малом 𝑡0 = 𝑡0(Λ) формула

𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 := 𝑃 ′Re 𝜂 + 𝑖𝜕−1
𝛾 Λ′𝑃 ′ Re 𝜂 + ⟨Im 𝜂⟩, (18)

определяет семейство {𝜄𝑀,𝑀 ′ | (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡0)} вещественно-линейных отображений

𝜄𝑀,𝑀 ′ : ReTr𝒜∞(𝑀) → ReTr′ 𝒜∞(𝑀 ′), удовлетворяющих оценкам

‖𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 − 𝜂‖𝐶𝑙(Γ;C) ⩽ 𝑐(Λ,𝑙)‖𝜂‖𝐶𝑙+1(Γ;C)𝑡 ∀ (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), 𝜂 ∈ Tr𝒜∞(𝑀), 𝑙 = 0,1, . . . .

(19)

Отметим, что именно на этом шаге используется предположение о диффеоморфности𝑀 ′

и 𝑀 : предложение 9 неверно при 𝜒(𝑀 ′) ̸= 𝜒(𝑀).

Далее рассматриваются голоморфные вложения

ℰ = (𝑤1, . . . ,𝑤𝑛) : 𝑀 → C𝑛, ℰ ′ = (𝑤′
1, . . . ,𝑤

′
𝑛) : 𝑀

′ → C𝑛; (20)

здесь 𝑤𝑘 и 𝑤′
𝑘 – гладкие (вплоть до края) голоморфные функции на (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′), соот-

ветственно. Ключевым свойством голоморфных вложений является то, что их образы ℰ(𝑀),

ℰ(𝑀 ′), наделенные метриками, индуцированными объемлющим пространством C𝑛, конформ-

но эквивалентны самим поверхностям (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′), соответственно. Вложения (20) под-

чиняются дополнительному условию проективности. Именно, введем проекции

p𝜉 : C𝑛 → C, p𝜉𝜉 :=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜉𝑗𝜉𝑗, (21)

где 𝜉 = (𝜉1, . . . ,𝜉𝑛) и 𝜉 = (𝜉1, . . . ,𝜉𝑛). Будем говорить, что цилиндр p−1

𝜉
(𝒟) (где 𝒟 – область в C)

проективен относительно вложения ℰ , если p−1

𝜉
(𝒟)∩ℰ(𝑀) ̸= ∅ и сужение p𝜉 на p

−1

𝜉
(𝒟)∩ℰ(𝑀)

является вложением. Будем называть вложение ℰ проективным, если любая точка 𝜉 ∈ ℰ(𝑀)

лежит в некотором проективном цилиндре. Любая компактная риманова поверхность 𝑀 с

краем допускает проективное вложение в пространство C𝑛 достаточно высокой размерности

𝑛 = 𝑛(𝑀).

Ключевым свойством проективных вложений является то, что их образы ℰ(𝑀) могут

быть восстановлены по следам 𝜂𝑘 = 𝑤𝑘|Γ голоморфных функций с помощью обобщенного

принципа аргумента:

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜐
𝑑𝑤

𝑤 − 𝑧
=

∑︁
𝑥∈𝑤−1({𝑧})

ord𝑥(𝑤 − 𝑧) 𝜐(𝑥) (𝑧 ∈ C∖𝑤(Γ)), (22)

где 𝑤,𝜐 – гладкие (вплоть до края) голоморфные функции на (𝑀,𝑔) и ord𝑥(𝑤−𝑧) обозначает
кратность нуля функции 𝑤− 𝑧 в точке 𝑥 ∈𝑀 . Если p−1

𝜉
(𝒟) – проективный цилиндр относи-

тельно ℰ , то можно взять проекцию 𝑧 = p𝜉𝜉 в качестве координаты точки 𝜉 ∈ p−1

𝜉
(𝒟)∩ℰ(𝑀)
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и найти все компоненты 𝜉𝑘 с помощью (22),

𝜉𝑘 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜂𝑘
𝑑𝜂𝜉
𝜂𝜉 − 𝑧

(︀
𝜂𝜉 = p𝜉 ∘ ℰ|Γ =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜉𝑗𝜂𝑗, 𝑧 ∈ 𝒟 ∩ 𝑤𝜉(𝑀)∖𝑤𝜉(Γ)
)︀
. (23)

Если замыкание цилиндра p−1

𝜉
(𝒟) не пересекается с ℰ(Γ), а следы 𝜂′𝑘 = 𝑤′

𝑘|Γ голоморфных

функций на (𝑀 ′,𝑔′) и их первые производные близки к 𝜂𝑘, то из обычного принципа аргумента

(10) следует, что цилиндр p−1

𝜉
(𝒟) проективен и относительно вложения ℰ ′, а из формул (23)

(после замены всех объектов на штрихованные) – что точка 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) c той же проекцией,

что и 𝜉, 𝑧 = p𝜉𝜉
′ = p𝜉𝜉, близка к 𝜉 в C𝑛. Тем самым из близости граничных следов 𝜂′𝑘 = 𝑤′

𝑘|Γ
и 𝜂𝑘 = 𝑤′

𝑘|Γ вытекает близость частей поверхностей ℰ ′(𝑀 ′) и ℰ(𝑀), лежащих в цилиндре

p−1

𝜉
(𝒟). Применение вышеуказанного аргумента для частей ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′), лежащих близко

к ℰ(Γ), усложняется из-за малого знаменателя в интеграле в левой части (23) и включает в

себя (довольно технические) оценки интегралов типа Коши и специальный выбор локальных

координат для точек ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′).

Индуцированное вложение ℰ ′ := (𝑤′
1, . . . ,𝑤

′
𝑛) поверхности (𝑀 ′,𝑔′) определяется правилом

𝑤′
𝑘|Γ := 𝜄𝑀,𝑀 ′

(︀
𝑤𝑘|Γ

)︀
(𝑘 = 1, . . . ,𝑛). (24)

Напомним, что расстоянием Хаусдорфа 𝑑𝐻(𝐾,𝐿) между двумя компактными подмножества-

ми 𝐾 и 𝐿 в C𝑛 называется такое наименьшее число 𝜖 ⩾ 0, что 𝜖-окрестность 𝐾 содержит 𝐿

и 𝜖-окрестность 𝐿 содержит 𝐾.

Предложение 10. Пусть ℰ := (𝑤1, . . . ,𝑤𝑛) – произвольное проективное голоморфное вло-

жение (𝑀,𝑔). При достаточно малом 𝑡0 = 𝑡0(Λ,ℰ) и любых (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡0) отображение

ℰ ′ := (𝑤′
1, . . . ,𝑤

′
𝑛), определенное правилом (24), также является проективным вложением

и его образ ℰ ′(𝑀 ′) близок к ℰ(𝑀) по метрике Хаусдорфа

𝑑𝐻(ℰ(𝑀),ℰ ′(𝑀 ′)) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ)𝑡 ∀(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑡0). (25)

Полученные на предыдущих шагах результаты используются для построения почти изо-

метрического диффеоморфизма

𝛼𝑀,𝑀 ′ : ℰ(𝑀) → ℰ ′(𝑀 ′). (26)

Естественно взять в качестве 𝛼𝑀,𝑀 ′ отображение, которое переводит точку 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) в бли-

жайшую к ней точку 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) в C𝑛. Однако такое отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ , вообще говоря, плохо

определено вблизи края ℰ(Γ) (и потому не инъективно и не сюръективно). По этой причине
𝜉′ = 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) определяется как точка минимума некоторой модифицированной функции

расстояния

E : ℰ(𝑀)× ℰ ′(𝑀 ′) → [0,+∞),
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которая совпадает с с квадратом расстояния между 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) и 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) в C𝑛 если 𝜉

отделено от ℰ(Γ). Если же 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) и 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) достаточно близки к ℰ(Γ), то E(𝜉,𝜉′) совпа-

дает с квадратом расстояния между полугеодезическими координатами (𝜍,𝑟) ∈ Γ× [0, +∞)

точки 𝜉 на ℰ(𝑀) (здесь ℰ(𝜍) есть ближайшая к 𝜉 точка края ℰ(Γ) и 𝑟 – длина кратчай-

шей геодезической между 𝜉 и ℰ(𝜍)) и соответствующими полугеодезическими координатами

(𝜍 ′,𝑟′) ∈ Γ× [0,+∞) точки 𝜉′ на поверхности ℰ ′(𝑀 ′).

Предложение 11. Пусть ℰ := (𝑤1, . . . ,𝑤𝑛) – произвольное проективное голоморфное вло-

жение (𝑀,𝑔) и ℰ ′ := (𝑤′
1, . . . ,𝑤

′
𝑛) – индуцированное вложение (𝑀 ′,𝑔′). Тогда при достаточно

малом 𝑡0 = 𝑡0(Λ,ℰ) и любых (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡0) отображение (26) корректно определено

(то есть функция расстояния E(𝜉,·) имеет единственную точку минимума при каждом

𝜉 ∈ ℰ(𝑀)) и является диффеоморфизмом между поверхностями ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′), причем

𝛼𝑀,𝑀 ′ ∘ ℰ(𝑥) = ℰ ′(𝑥) ∀𝑥 ∈ Γ. (27)

Более того, 𝛼𝑀,𝑀 ′ отображение (26) почти изометрично при малых 𝑡 ⩽ 𝑡0(Λ), то есть

sup
𝜉∈ℰ(𝑀), 𝐴∈𝑇𝜉ℰ(𝑀)

⃒⃒⃒⃒
⃒‖𝑑𝛼M,M′ [𝐴]‖𝑇𝛼M,M′ (𝜉)C𝑛

‖𝐴‖𝑇𝜉C𝑛

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝑐(Λ)𝑡, ∀(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑡0). (28)

Отсюда, в частности, следует, что

|𝐾𝛼𝑀,𝑀′ − 1| ⩽ 𝑐(Λ)𝑡, ∀(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑡0). (29)

“Почти конформные” диффеоморфизмы 𝛽𝑀,𝑀 ′ : 𝑀 ↦→𝑀 ′ вводятся правилом

𝛽𝑀,𝑀 ′ := ℰ ′−1 ∘ 𝛼𝑀,𝑀 ′ ∘ ℰ . (30)

Поскольку отображения ℰ : 𝑀 → ℰ(𝑀) и ℰ ′ : 𝑀 ′ → ℰ ′(𝑀 ′) конформны, справедливы равен-

ства𝐾𝛽𝑀,𝑀′ = 𝐾𝛼𝑀,𝑀′ . Отсюда и из (29) вытекает требуемая оценка (17). Кроме того, 𝛽𝑀,𝑀 ′ не

двигают точки Γ ввиду равенства (27). Предъявлением диффеоморфизмов 𝛽𝑀,𝑀 ′ : 𝑀 ↦→𝑀 ′

завершается доказательство неравенства 𝑑𝑇 (𝜇
′,𝜇) ⩽ 𝐶(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ

′,Λ) в (15). Обратное неравен-

ство 𝑑𝑇 (𝜇
′,𝜇) ⩾ 𝑐(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ

′,Λ) в (15) выводится непосредственно из определения (12) (пред-

положение об ориентируемости поверхностей при этом не используется); при 𝑑𝑇 (𝜇
′,𝜇) = 0 из

последнего неравенства легко следует невырожденнность метрики 𝑑𝑇 в случае поверхностей

с краем.

Во втором параграфе четвертой главы теорема 8 доказывается в неориентируе-

мом случае 𝑜 = −. Поскольку на неориентируемых поверхностях отсутствуют голоморф-

ные функции (следовательно, голоморфные вложения), описанная выше схема рассуждений

должна применяться к двулистным ориентируемым накрытиям (M,g) и (M′,g′) поверхностей

(𝑀,𝑔), (𝑀 ′,𝑔′). Основная сложность состоит в построении “почти тождественного” соответ-
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ствия 𝜄M,M′ : Tr𝒜∞(M) → Tr𝒜∞(M′) между следами голоморфных функций, удовлетворя-

ющего оценкам

sup
(𝑀 ′,𝑔′)∈B(𝑀,𝑡)

‖𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 − 𝜂‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(Λ,𝜂,𝑙) 𝑡 ∀𝜂 ∈ Tr𝒜∞(M). (31)

Поскольку отсутствуют явные выражения для ДН-операторов накрытий в терминах ДН-

операторов самих неориентируемых поверхностей, для построения𝜄M,|𝑏𝑓𝑀 ′ применяется пред-

ложение 2. Тем самым построение 𝜄M,|𝑏𝑓𝑀 ′ сводится к исследованию устойчивости решений

системы(3) относительно малых возмущений Λ′ ДН-оператора Λ.

Хотя первое уравнение (3) нелинейно, оно обладает следующими свойствами, которые

обеспечивают устойчивость решений: 1) его можно переписать в форме 𝒢(𝑓) = 0, где 𝒢 –

положительно однородное отображение порядка 𝛼 = 3, т.е. 𝒢(𝑐𝑓) = 𝑐𝛼𝒢(𝑓) для всех 𝑐 > 0 и 2)

решения уравнения 𝒢(𝑓) = 0 образуют линейное пространство (пространство вещественных

частей граничных следов на Γ ≡ Γ × {+} эрмитовых голоморфных функций на (M,g))

конечной коразмерности 𝜒 = −𝜒(𝑀) = −𝜒(𝑀 ′). Нелинейные отображения 𝒢 : 𝐸 → 𝐹 между

нормированными пространствами со свойствами 1) и 2) называются (𝜒,𝛼)-допустимыми, а

множество Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ) всех таких отображений наделяется метрикой

𝜖(𝒢 ′,𝒢) = sup
‖𝑓‖𝐸=1

‖𝒢 ′(𝑓)− 𝒢(𝑓)‖𝐹 .

Ключевым фактом, обеспечивающим устойчивость решений уравнения (3), является следу-

ющая лемма.

Лемма 12. Пусть 𝛼 ⩾ 1 и 𝜒 ∈ N. Для всех 𝒢 ∈ Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ), существует такое положи-

тельное число 𝑡0 = 𝑡0(𝒢) и такое семейство {Y𝒢,𝒢′ | 𝒢 ∈ Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ), 𝜖(𝒢 ′,𝒢) ⩽ 𝑡0} линейных
отображений Y𝒢,𝒢′ : 𝒢−1({0}) → 𝒢 ′−1({0}), что

sup
𝜖(𝒢′,𝒢)⩽𝑡

‖Y𝒢,𝒢′𝑓 − 𝑓‖𝐸 −→
𝑡→0

0, ∀𝑓 ∈ 𝒢−1({0}).

Если при этом 𝒢 допускает разложение 𝒢(𝑓 + ℎ)−𝒢(𝑓) =
∑︀𝑛

𝑘=1 𝒢𝑓,(𝑘)(ℎ), где каждый 𝒢𝑓,(𝑘)

является непрерывным положительно однородным отображением степени однородности

𝑘 и 𝒢𝑓,(1) – линейный оператор с ядром Ker𝒢𝑓,(1) = 𝒢−1({0}), то справедливы оценки

sup
𝜖(𝒢′,𝒢)⩽𝑡

‖Y𝒢,𝒢′(𝑓)− 𝑓‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(𝒢,𝑓,𝑙) 𝑡 ∀ 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}). (32)

Благодаря лемме 12 удается построить отображения 𝜄M,M′ : Tr𝒜∞(M) → Tr𝒜∞(M′), удо-

влетворяющие оценкам (31) и тем самым корректно определить индуцированное вложение

“возмущенной” поверхности (M′,g′). Далее повторение схемы рассуждений из ориентируе-

мого случая приводит к построению почти изометрического диффеоморфизма 𝛼M,M′ между

ℰ(M) и ℰ ′(M′) и почти конформного диффеоморфизма 𝛽M,M′ между накрытиями (M,g),
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(M′,g′). Для того, чтобы 𝛽M,M′ индуцировало почти конформный диффеоморфизм 𝛽M,M′

между самими неориентируемыми поверхностями (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′), необходимо выполнение

условия 𝛽M,M′ ∘ 𝜏 = 𝜏 ′ ∘𝛽M,M′ , где 𝜏 и 𝜏 ′ – антиголоморфные инволюции на (M,g) и (M′,g′),

соответственно. С этой целью все голоморфные вложения ℰ , ℰ ′, функции расстояния и т.п.,

подчиняются дополнительным условия симметрии; в частности, ℰ ∘ 𝜏 = ℰ и ℰ ′ ∘ 𝜏 ′ = ℰ ′,

где верхняя черта обозначает покомпонентное комплексное сопряжение в C𝑛. Последние два

равенства означают, что все вложения должны осуществляться с помощью эрмитовых (от-

носительно соответствующих инволюций) голоморфных функций. Это возможно благодаря

тому, что по построению каждое отображение 𝜄M,M′ : Tr𝒜∞(M) → Tr𝒜∞(M′) переводит эр-

митовы элементы в эрмитовы. Отслеживая выполнение условий симметрии на каждом этапе

доказательства, мы выводим оценку (15) в случае 𝑜 = −.
В конце параграфа мы обобщаем результат об устойчивости на случай, в котором ДН-

оператор Λb задан на одной связной компоненте Γ края 𝜕𝑀 поверхности (𝑀,𝑔) в то время,

как остальная часть края заземлена (b = gr) или электрически изолирована (b = is). Про-

странство конформных классов ℳΓ,b
𝑜,𝑚,𝛽0

(относительно конформных диффеоморфизмов, не

двигающих точки Γ) поверхностей фиксированного топологического типа (𝑜,𝑚,𝛽0) (где 𝑜 –

ориентируемость, 𝑚 – род и 𝛽0 – число связных компонент края) наделяется метрикой Тейх-

мюллера (12). Пространство 𝒟Γ,b
𝑜,𝑚,𝛽0

соответствующих ДН-операторов Λb наделяется метри-

кой (13). Будем писать [(𝑀,𝑔,b)] = R(Λb) если Λb является ДН-оператором (𝑀,𝑔,b).

Предложение 13. Пусть b = gr или b = is. Отображение R : (𝒟Γ,is
𝑜,𝑚,𝛽0

,𝑑𝑜𝑝) → (ℳΓ,is
𝑜,𝑚,𝛽0

,𝑑𝑇 )

непрерывно и для любого Λb ∈ 𝒟Γ,b
𝑜,𝑚,𝛽0

и всех Λ
′b ∈ 𝒟Γ,b

𝑜,𝑚,𝛽0
, достаточно близких к Λb по

метрике 𝑑𝑜𝑝, справедливы оценки

𝑐(Λb)𝑑𝑜𝑝(Λ
′b,Λb) ⩽ 𝑑𝑇 (R(Λ

′b),R(Λb)) ⩽ 𝐶(Λb)𝑑𝑜𝑝(Λ
′b,Λb)1/𝛼(b), (33)

где 𝛼(is) = 1, 𝛼(gr) = 2 и константы зависят только от Λb.

В третьем параграфе четвертой главы показано, что сколь угодно малые возмущения

ДН-оператора могут приводить к изменению топологии поверхности.

Предложение 14. Пусть Λ есть ДН-оператор поверхности (𝑀,𝑔) с краем (Γ,𝑑𝑙) (ориен-

тируемого или неориентируемого) рода 𝑚. Тогда справедливы следующие утверждения:

1. Если 𝑀 ориентируема, то любая окрестность Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) содер-
жит ДН-операторы ориентируемых поверхностей любого рода 𝑚′ > 𝑚 и неориен-

тируемых поверхностей любого рода 𝑚′ > 2𝑚. Если 𝑀 неориентируема, то любая

окрестность Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) содержит ДН-операторы неориентируе-

мых поверхностей любого рода 𝑚′ > 𝑚.

2. Если 𝑀 ориентируема, то существует окрестность оператора Λ в

𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)), которая не содержит ДН-операторы ориентируемых
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поверхностей любого рода 𝑚′ < 𝑚 и неориентируемых поверхностей любого (неори-

ентируемого) рода 𝑚′ ⩽ 2𝑚.

3. Если 𝑀 неориентируема, то существует окрестность Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)),
которая не содержит ДН-операторы неориентируемых поверхностей рода 𝑚′ < 𝑚.

Кроме того, для каждого 𝑚′ ⩾ 0 существует достаточно малая окрестность Λ в

𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)), которая не содержит ДН-операторы ориентируемых по-

верхностей рода 𝑚′.

Явная конструкция возмущенной поверхности (𝑀𝜀,𝑔𝜀), используемая при доказательстве

предложения 14, 1, следующая. Из внутренности 𝑀 удаляется малая 𝜀–окрестность (в лю-

бых голоморфных локальных координатах) некоторой точки 𝑥0 ∈𝑀∖Γ и к образовавшемуся

краю приклеивается фиксированная (ориентируемая или неориентируемая) поверхность 𝑀̃ ,

гомеоморфная диску со вклеенными ручками, листами Мебиуса или внутренними (зазем-

ленными или электрически изолированными) дырками, и снабженная метрикой вида 𝜀2𝑔.

Асимптотика гармонических функций 𝑢𝑓𝜀 на (𝑀𝜀,𝑔𝜀) при 𝜀 → 0 выводится методом состав-

ных асимптотических разложений (см. [45]). Из полученных таким способом асимптотик

вытекает сходимость ДН-оператора Λ𝜀 поверхности (𝑀𝜀,𝑔𝜀) к Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R))
при 𝜀→ 0.

Вышеуказанным способом можно вклеить в поверхность любое число малых ручек или

листов Мебиуса (тем самым превратив ориентируемую поверхность в неориентируемую),

сколь угодно мало возмущая ее ДН-оператор. Однако таким способом нельзя удалить уже

существующие ручки/листы Мебиуса. Утверждения 2 и 3 предложения 14 показывают, что

последнее невозможно в принципе. Их доказательство основано на связи (11) топологии

поверхности и ее ДН-оператора и ее обобщения на неориентируемый случай из предложения

2.

Результаты четвертой главы получены в статьях [7–9] (первый параграф), [9] (второй

параграф) и [4,9, 12] (третий параграф).

Первый параграф пятой главы посвящен вычислению конформных инвариантов

ориентируемой поверхности (𝑀,𝑔) рода 𝑚 со связным краем 𝜕𝑀 ≡ Γ в терминах ее ДН-

оператора Λ. Здесь под конформными инвариантами понимаются любые характеристики по-

верхности, которые не меняются при конформных преобразованиях (в том числе тех, которые

двигают точки края Γ). С этой целью рассматривается дубль ШотткиM поверхности (𝑀,𝑔),

который получается склеиванием двух экземпляров (𝑀,𝑔) (наделенных противоположными

ориентациями) вдоль общего края Γ. Дубль M наделен антиголоморфной инволюцией 𝜏 , та-

кой, что 𝑀 ≡ M/𝜏 . Такие дубли образуют страт вещественной размерности 3g− 3 = 6𝑚− 3

в пространстве ℳg ≡ ℳ∅
+,g модулей (конформных классов) римановых поверхностей рода

g = gen(M) = 2𝑚 (без края). Отметим, что модули римановых поверхностей, допускающих

больше одной антиголоморфной инволюции, образуют страт еще меньшей размерности в

ℳg ≡ ℳ∅
+,g. Таким образом, в типичном случае конформный класс дубля M однозначно
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определяет конформный класс поверхности (𝑀,𝑔) (но не правило отождествления точек Γ с

точками 𝜕𝑀). Таким образом, задача о вычислении конформных инвариантов поверхности

(𝑀,𝑔) в основном сводится к вычислению координат ее дубля в пространстве модулей ℳg

по ее ДН-оператору Λ.

В качестве координат дубляM рассматриваются элементы матрицы 𝑏-периодов B поверх-

ности M, которая определяется следующим образом. Пусть [𝑙·] – какой-нибудь канонический

базис гомологий на M и 𝜔1, . . . ,𝜔𝑚 – базис в пространстве 𝐻0(M;𝐾) абелевых дифферен-

циалов (голоморфных (1,0)-форм) на M, двойственный базису [𝑙·], т.е.
∫︀
𝑎𝑗
𝜔𝑖 = 𝛿𝑖𝑗 (𝑖,𝑗 =

1, . . . ,g). Тогда матрица 𝑏-периодов B (размеченной) поверхности (M,[𝑙·]) имеет следующие

элементы

B𝑖𝑗 :=

∫︁
𝑏𝑗

𝜔𝑖 (𝑖,𝑗 = 1, . . . ,g).

В силу теоремы Торелли [60] матрица 𝑏-периодов B однозначно определяет конформный

класс [(M,[𝑙·])] размеченной поверхности (M,[𝑙·]); тем самым ее элементы дают локальные

координаты на ℳg. Хотя матрица B зависит от выбора [𝑙·], матрицы 𝑏-периодов B поверхно-

сти M, отвечающие разным выборам базиса гомологий на M, связаны действием элемента

𝑆𝑝(2g,C). Поэтому вычисление одной из матриц 𝑏-периодов поверхности M автоматически

дает всех остальные. Отметим, что при g > 3 элементы B𝑖𝑗 (𝑗 ⩾ 𝑖) матриц периодов B не

являются независимыми, а сами B образуют страт меньшей размерности в пространстве

симметричных матриц с положительно определенными мнимыми частями. Поэтому прибли-

женное вычисление матрицы 𝑏-периодов B поверхности M, вообще говоря, дает матрицу

B(app), которой не соответствует никакая риманова поверхность.

Результатом первого параграфа является алгоритм для вычисления матриц 𝑏-периодов

дубля поверхности с краем по ее ДН-оператору. Алгоритм основан на установленной в первой

главе связи между абелевыми дифференциалам на дублеM и нормальными гармоническими

дифференциалам 𝜐 на (𝑀,𝑔); здесь 𝑑𝜐 = 𝑑 ⋆ 𝜐 = 0 на 𝑀 (где ⋆ – оператор Ходжа) и 𝜐(𝛾) = 0

на Γ для любого касательного к Γ вектора 𝛾. Благодаря этой связи вычисление матрицы B
сводится к вычислению вспомогательной матрицы периодов

B =

∫︁
𝑙𝑗

⋆𝜐𝑖,

где 𝜐1, . . . ,𝜐2𝑚 – базис в пространстве нормальных гармонических дифференциалов на (𝑀,𝑔),

двойственный к некоторому каноническому базису гомологий {𝑙𝑗}2𝑚𝑗=1 = (𝑎1, . . . ,𝑎𝑚,𝑏1, . . . ,𝑏𝑚)

на 𝑀 ; здесь двойственность понимается как выполнение соотношений
∫︀
𝑙𝑗
𝜐𝑖 = 𝛿𝑖𝑗.

Ключевым элементом алгоритма является способ определения граничных следов гармо-

нических нормальных дифференциалов с целыми периодами на поверхности (𝑀,𝑔) в терми-

нах ее преобразования Гильберта 𝐻 := −Λ−1𝜕𝛾.

Предложение 15.
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1. Граничные следы 𝜐(𝜈) гармонических нормальных дифференциалов на (𝑀,𝑔) имеют

вид 𝜐(𝜈) = 𝜕𝛾(𝐻 +𝐻−1)𝑓𝜐, где 𝑓𝜐 =
∑︀𝑚

±𝑘=1 𝑓𝑘𝜂𝑘, 𝑓−𝑘 = 𝑓𝑘 ∈ C и 𝜂1 = 𝜂−1, . . . ,𝜂𝑚 = 𝜂−𝑚 –

базис из собственных функций преобразования Гильберта 𝐻, отвечающих отличным

от ±𝑖 собственным значениям. При этом справедливы соотношения

(𝜐,𝜐′)𝐿2(𝑀,𝑇 *𝑀) = −
∫︁
Γ

𝜐(𝜈)𝑓𝜐′𝑑𝑙, (⋆𝜐,𝜐′)𝐿2(𝑀,𝑇 *𝑀) = −
∫︁
Γ

𝜐(𝜈)𝐻𝑓𝜐′𝑑𝑙.

2. Гармонический нормальный дифференциал 𝜐 имеет целые периоды если и только если

𝑓𝜐 является решением уравнения

𝜕𝛾(𝐻 + 𝑖)
[︀
𝑒2𝜋(𝐻−𝑖)𝑓𝜐

]︀
= 0 на Γ. (34)

3. Пусть 𝜐· = {𝜐1, . . . ,𝜐2𝑚} – базис в пространстве гармонических нормальных диффе-

ренциалов на (𝑀,𝑔) и каждый дифференциал 𝜐𝑘 имеет целые периоды. Тогда базис 𝜐·

является двойственным к некоторому каноническому базису гомологий на 𝑀 если и

только если ∫︁
Γ

𝜐𝑖(𝜈)𝐻𝑓𝜐𝑗𝑑𝑙 = −(Ω𝑚)𝑖𝑗,

где Ω(𝑚) – каноническая симплектическая 2𝑚×2𝑚-матрица. При этом вспомогатель-

ная матрица периодов находится из соотношений

(Ω(𝑚)B)𝑖𝑗 = −
∫︁
Γ

𝜐𝑖(𝜈)𝑓𝜐𝑗𝑑𝑙.

Таким образом, вычисление матрицы 𝑏-периодов дубля M в основном сводится к реше-

нию нелинейных уравнений (34), включающих преобразование Гильберта 𝐻. В конце пара-

графа установлена устойчивость решений уравнений (34) относительно малых (по оператор-

ной норме) оператора 𝐻 (при этом возмущенный оператор может не являться преобразо-

ванием Гильберта никакой поверхности). Благодаря этому алгоритм вычисления матрицы

𝑏-периодов дубляM по ДН-оператору Λ является устойчивым к малому шуму в данных (хотя

его применение требует априорных оценок уровня шума).

Предложение 16. Пусть Λ – ДН-оператор римановой поверхности (𝑀,𝑔) рода 𝑚 с кра-

ем Γ. Тогда существуют такие достаточно малые 𝜀0 = 𝜀0(Λ) > 0 и 𝑐0 = 𝑐0(Λ) > 0, что

применение вышеописанного алгоритма к любому оператору Λ′ ∈ 𝐵(𝐻1(Γ;R);𝐿2(Γ;R), удо-
влетворяющему неравенству ‖Λ′−Λ‖𝐻1(Γ;R)→𝐿2(Γ;R = 𝜀 < 𝜀0, дает матрицу B′, подчиненную

оценке ‖B′ − B‖𝑀2𝑚(C) ⩽ 𝑐0𝜀, где B – некоторая матрица 𝑏-периодов дубля M поверхности

(𝑀,𝑔).

Во втором параграфе пятой главы изучается спектр простейшей некоммутативной

алгебры, которая определяется ДН-оператором Λ поверхности (𝑀,𝑔) – подалгебры O в ал-

гебре 𝐵(ℋ(𝑀)) ограниченных операторов в пространствеℋ(𝑀) квадратично интегрируемых
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гармонических потенциальных векторных полей на поверхности (𝑀,𝑔), порожденной опера-

торными интегралами (эйконалами) вида
∫︀
𝑡𝑑𝑃Γ𝑡 , где 𝑡 ↦→ Γ𝑡 это расширяющееся семейство

дуг на 𝜕𝑀 и 𝑃Γ𝑡 – проектор на подпространство в ℋ(𝑀), образованное векторными полями,

нормальными к 𝜕𝑀∖Γ𝑡. Доказывается, что спектр O гомеоморфен 𝜕𝑀⊔{0} и, следовательно,
алгебра O не несет информации о внутренних точках поверхности (𝑀,𝑔).

Результаты первого и второго параграфа пятой главы получены в [11] и [10], соответ-

ственно.

Заключение содержит основные результаты диссертации и описание их практической

значимости.
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Глава 1

Восстановление неориентируемой

поверхности с краем по ее ДН-оператору

Всюду далее будем понимать под поверхностью двумерное 𝐶∞-гладкое (связное, если не

оговорено обратное) многообразие с гладким краем или без края. Пусть (𝑀,𝑔) – компактная

поверхность с краем 𝜕𝑀 =: Γ и гладкой метрикой 𝑔. Введем оператор Лапласа-Бельтрами

Δ𝑔 : 𝑢 ↦→ Δ𝑔𝑢 =
1
√
𝑔
𝜕𝑖
(︀√

𝑔 𝑔𝑖𝑗𝜕𝑗𝑢
)︀

(1.0.1)

на (𝑀,𝑔). Пусть 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R) обозначим через 𝑢𝑓 гармоническое продолжение 𝑓 внутрь 𝑀 ,

т.е. гладкое на 𝑀 решение задачи

Δ𝑔𝑢 = 0 в 𝑀∖Γ; 𝑢 = 𝑓 на Γ. (1.0.2)

Оператором Дирихле-в-Нейман (далее – ДН-оператором) поверхности (𝑀,𝑔) называется ли-

нейный оператор

Λ : 𝑓 → 𝜕𝜈𝑢
𝑓 |Γ; (1.0.3)

здесь и далее 𝜈 есть единичный вектор внешней нормали к Γ.

Из теорем о гладкости решений краевых задачи для эллиптических уравнений и из теоре-

мы о следе вытекает, что Λ распространяется по непрерывности до ограниченного оператора,

действующего из 𝐻1/2(Γ;R) в 𝐻1/2(Γ;R). Обозначим через 𝑑𝑙 элемент длины, индуцирован-

ный 𝑔 на Γ, и введем пространство 𝐿2(Γ;R) – пространство квадратично интегрируемых

вещественнозначных функций на (Γ,𝑑𝑙) со скалярным произведением (𝑓,ℎ)Γ =
∫︀
Γ
𝑓ℎ𝑑𝑙. То-

гда Λ допускает замыкание в 𝐿2(Γ;R) (обозначаемое тем же символом), которое является

неотрицательным самосопряженным оператором с областью определения DomΛ = 𝐻1(Γ;C),
причем KerΛ = {const ∈ R}, RanΛ = 𝐿2(Γ;R) ⊖ {const ∈ R}. Вне зависимости от выбора

пространств, ДН-оператор Λ является псевдодифференциальным оператором (ПДО) первого

порядка, причем

Λ ≃ |𝜕𝛾|+ сглаживающий ПДО (1.0.4)
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(см. [44,59]); здесь 𝜕𝛾 есть оператор дифференцирования по естественному параметру 𝑙 на Γ

(при произвольном выборе ориентации на Γ). В частности, Λ распространяется по непрерыв-

ности до ограниченного оператора, действующего из 𝐻 𝑙+1(Γ;R) в 𝐻 𝑙(Γ;R), где 𝑙 = 0,1, . . . .

Неформально говоря, задача электроимпедансной томографии (далее – задача ЭИТ) со-

стоит в восстановлении поверхности (𝑀,𝑔) по известному краю Γ и ДН-оператору Λ. Физиче-

ская интерпретация задачи следующая. Пусть 𝑀 – тонкая однородная проводящая оболоч-

ка неизвестной формы. С точностью до непрерывной деформации 𝑀 это сфера с конечным

числом дырок и вклеенных ручек/листов Мебиуса. Сама поверхность 𝑀 , за исключением

ее границы Γ, недоступна для наблюдения. Тем не менее, внешний наблюдатель может при-

кладывать произвольный потенциал 𝑓 к Γ, который наводит потенциал 𝑢𝑓 и ток ∇𝑢𝑓 внутри
оболочки. Измеряя ток 𝜕𝜈𝑢

𝑓 |Γ = Λ𝑓 , текущий через границу, наблюдатель получает опера-

тор реакции Λ. Целью наблюдателя является определение формы оболочки по известному

оператору реакции.

Отметим, что обычно обратные задачи состоят в определении неизвестных функций (на-

пример, коэффициентов дифференциальных операторов) в известных областях, в то время

как в задаче ЭИТ неизвестна сама область (поверхность 𝑀), на которой определена метри-

ка 𝑔. Отсюда немедленно вытекает тот факт, что ДН-оператор не определяет поверхность

однозначно: изометрические поверхности с общим краем имеют одинаковые ДН-операторы.

В двумерном случае возникают дополнительные степени свободы, связанные с конформной

инвариантностью уравнения Лапласа.

Пусть (𝑀 ′,𝑔′) – еще одна поверхность с тем же краем 𝜕𝑀 ′ = Γ, пусть 𝑢
′𝑓 есть гармониче-

ское продолжение 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R) внутрь (𝑀 ′,𝑔′), и пусть Λ′ – ДН-оператор (𝑀 ′,𝑔′). Предпо-

ложим, что существует (гладкий) конформный диффеоморфизм

𝛽 : 𝑀 →𝑀 ′, 𝛽*𝑔′ = 𝜌𝑔, 𝜌 ∈ 𝐶∞(𝑀 ; (0,+∞)).

Тогда из (1.0.1) следует, что

(Δ𝑔′𝑢 ∘ 𝛽−1) ∘ 𝛽 = Δ𝜌𝑔𝑢 =
1

𝜌
Δ𝑔𝑢.

Отсюда 𝑢
′𝑓∘𝛽−1

= 𝑢𝑓 ∘ 𝛽−1 Отсюда

[Λ′(𝑓 ∘ 𝛽−1)] ∘ 𝛽 =
1
√
𝜌
Λ𝑓 (𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R)). (1.0.5)

Будем говорить, что (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) конформно эквивалентны с учетом края и писать

(𝑀,𝑔) ∼
Γ

(𝑀 ′,𝑔′), если существует конформный диффеоморфизм 𝛽 : (𝑀,𝑔) → (𝑀 ′,𝑔′), не

двигающий точки края Γ и изометричный на Γ. Тогда из (1.0.5) следует, что Λ = Λ′. Обрат-

ное утверждение было доказано М.Лассашом и Г.Улманом (2001).
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Теорема 1.0.1 (см. [42]). Пусть (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) – поверхности с общим краем Γ. Тогда их

ДН-операторы совпадают если и только если (𝑀,𝑔) ∼
Γ
(𝑀 ′,𝑔′).

Таким образом, ДН-оператор Λ определяет лишь конформный класс [(𝑀,𝑔)]Γ :=

{(𝑀 ′,𝑔′) | (𝑀 ′,𝑔′) ∼
Γ
(𝑀,𝑔)} поверхности (𝑀,𝑔). Естественно считать этот конформный класс

решением задачи ЭИТ. Поскольку для задания [(𝑀,𝑔)]Γ достаточно предъявить какой-нибудь

его представитель (𝑀 ′,𝑔′) ∈ [(𝑀,𝑔)]Γ, решение задачи ЭИТ состоит в построении копии по-

верхности (𝑀,𝑔), т.е. любой поверхности (𝑀 ′,𝑔′) с краем Γ, чей ДН-оператор совпадает с Λ

(такая поверхность неотличима от (𝑀,𝑔) для внешнего наблюдателя). При этом ключевой

вопрос состоит в том, какие объекты будут использоваться в качестве точек копии 𝑀 ′.

В подходе, предложенном М.Лассашом и Г.Улманом [42], точки 𝑀 ′ это классы эквива-

лентности одновременных аналитических продолжений всех ростков гармонических функ-

ций в локальных координатах, образованных самими гармоническими функциями (соответ-

ственно, эквивалентность относительно замены координат). В алгебраическом подходе, пред-

ложенным М.И.Белишевым, в качестве точек копии рассматриваются мультипликативные

линейные функционалы (характеры) алгебры голоморфных функций на (𝑀,𝑔); последняя

определяется с точностью до изоморфизма по ДН-оператору Λ. Отметим также конструк-

тивный (но, по всей видимости, неустойчивый) метод Г.Хенкина и В.Мишеля [49, 65, 66],

основанный на многомерном комплексном анализе и погружении (𝑀,𝑔) в проективное про-

странство C𝑃 3; образ этого погружения есть сингулярная (нодальная) поверхность, которая

и дает искомую копию (𝑀 ′,𝑔′).

Отметим, что элемент длины на Γ определяется из символа ДН-оператора Λ по формуле

(1.0.4). Поэтому всюду далее при постановке задачи ЭИТ мы можем считать, что 𝑑𝑙 известен.

Главным результатом этого главы является обобщение алгебраического подхода (см. ал-

горитм §1.2.4) на случай неориентируемых поверхностей с краем. В этом случае на (𝑀,𝑔) от-

сутствует алгебра голоморфных функций, которая необходима для построения копии. Тем не

менее, такая алгебра 𝒜(M) имеется на двулистном ориентируемом накрытии (M,g) поверх-

ности (𝑀,𝑔) (ориентируемой поверхности с краем и изометрической инволюцией 𝜏 , такой,

что (𝑀,𝑔) ∼= (M,g)/𝜏). Главная сложность заключается в том, что ДН-оператор Λ накры-

тия (M,g) неизвестен (грубо говоря, по Λ можно определить действие Λ на функция, чет-

ных относительно инволюции). Поэтому ключевым элементом обобщения является прием

(предложение 1.2.3), позволяющий определять следы голоморфных функций на накрытии,

используя только ДН-оператор Λ исходной поверхности (𝑀,𝑔). Используя этот прием, уда-

ется восстановить алгебру 𝒜(M) с точностью до изоморфизма и построить копию накрытия

(M,g), используя в качестве точек характеры 𝒜(M). При этом удается восстановить и копию

инволюции 𝜏 , факторизация по которой дает копию (𝑀,𝑔).

Другие результаты этой главы – критерий ориентируемости поверхности в терминах ее

ДН-оператора (предложение 1.2.1) и вычисление эйлеровой характеристики неориентируе-

мой поверхности в терминах ее ДН-оператора (предложение 1.2.6).
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1.1 Предварительные сведения

В этом разделе вводятся обозначения и приводится вспомогательные сведения, которые

будут использованы на протяжении всей работы. Последние включают в себя как извест-

ные факты, так и технические утверждения и описаны довольно детально, что позволяет в

последующих главах опускать многие технические подробности.

Все поверхности, рассматриваемые в этом разделе, предполагаются ориентируемыми.

1.1.1 Конформные и комплексные структуры

Комплексные структуры. Пусть 𝑀 – компактная ориентированная поверхность (с кра-

ем или без края). Тогда 𝑀 гомеоморфна сфере с gen(𝑀) вклеенными ручками и 𝛽0(𝜕𝑀)

дырками; число ручек gen(𝑀) называется родом 𝑀 . Эйлерова характеристика 𝑀 равна

𝜒(𝑀) = 2− 2gen(𝑀)− 𝛽0(𝜕𝑀).

Комплексной картой (совместимой с гладкой структурой) на 𝑀 называется сохраня-

ющее ориентацию гладкое вложение 𝑧 : 𝑈 → C открытого подмножества 𝑈 ⊂ 𝑀 . Го-

ворят, что карты 𝑧 : 𝑈1 → 𝑉1 и 𝑧2 : 𝑈2 → 𝑉2 биголоморфно согласованы, если отоб-

ражение 𝑧2 ∘ 𝑧−1
1 : int(𝑧1(𝑈1 ∩ 𝑈2)) → int(𝑧2(𝑈1 ∩ 𝑈2)) биголоморфно. Семейство карт

A = {𝑧𝛼 : 𝑈𝛼 → C}𝛼∈ℐ называется комплексным атласом на 𝑋 (совместимым с гладкой

структурой на 𝑀), если любые две карты из него биголоморфно согласованы, а 𝑈𝛼, 𝛼 ∈ ℐ
образуют открытое покрытие 𝑀 . Два комплексных атласа называются биголоморфно эк-

вивалентными, если их объединение также является комплексным атласом. Комплексной

структурой называется класс эквивалентности комплексных атласов или, что эквивалент-

но, максимальный комплексный атлас на𝑀 . Гладкая ориентированная поверхность𝑀 , снаб-

женная комплексной структурой, называется римановой поверхностью.

Отметим, что в литературе довольно трудно найти строгое определение римановой по-

верхности с краем и в качестве таковой обычно рассматривают область в римановой по-

верхности без края, ограниченную гладкими или аналитическими кривыми (см., напр., [30]).

Одно из строгих определений (см. §2, [40]) отличается от вышеприведенного тем, что ком-

плексная карта должна быть диффеоморфизмом из 𝑈 на круг D := {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1} или

полукруг D+ := {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1, Im 𝑧 ⩾ 0} (такие карты будем называть стандартными).

Разница между всеми определениями несущественна. Во-первых, максимальный атлас на

𝑀 всегда содержит податлас, составленный из стандартных карт. Этот факт вытекает из

следующей “гладкой” версии теоремы Римана.

Лемма 1.1.1 (см. теорему 3.1, [26] и теоремы 3.2 и 3.5, [56]). Пусть 𝒟 – односвязная область

на сфере Римана, ограниченная гладкой кривой. Тогда любой биголоморфизм из круга D на

круг D продолжается до гладкого (вплоть до границ) диффеоморфизма между 𝒟 и D.

В самом деле, для любой 𝑥 ∈ 𝜕𝑀 максимальный атлас содержит такую карту 𝑧 : 𝑈 → C,
что 𝑈 ∋ 𝑥 односвязна и ограничена гладкой кривой (последнего можно добиться сужением
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окрестности 𝑈). Пусть 𝛽 – биголоморфизм из 𝑧(𝑈) на верхнюю полуплоскость, такой что

𝛽(𝑧(𝑥)) = 0 и 𝛽(𝑧(𝑈 ∩ Γ)) ⊃ [−1,1]; тогда сужение 𝛽 ∘ 𝑧 на 𝑧−1 ∘ 𝛽−1(D+) есть стандартная

карта, которая определенная в окрестности 𝑥 и содержится в максимальном атласе на 𝑀 .

(Есть конструкция стандартной карты, не использующую Лемму 1.1.1. Пусть ϒ := 𝜕(𝑧(𝑈))

и 𝐺(·,𝑧0) – функция Грина задачи Дирихле для оператора Лапласа в области 𝑉 := 𝑧(𝑈)∖ϒ,
где 𝑧0 ∈ 𝑉 ; тогда существует голоморфная многозначная функция 𝑊 = 𝐺(·,𝑥0) + 𝑖𝐻 в

𝑉 ∖{𝑧0}, отображающая 𝑉̇ в верхнюю полуплоскость. Ввиду теорем о повышении гладко-

сти для решений эллиптических краевых задач функция 𝑊 гладкая вплоть до ϒ, а ввиду

леммы Зарембы о нормальной производной 𝜕𝑧𝑊 не имеет нулей на ϒ и, следовательно, в

малой окрестности ϒ в 𝑧(𝑈). Тем самым любая ветвь 𝑊 , определенная в достаточно ма-

лой окрестности 𝑉 ∋ 𝑧(𝑥) в 𝑧(𝑈), является вложением; зафиксируем такую ветвь условием

𝐻(𝑧(𝑥)) = 0. Сужение (1/𝜖)𝑊 ∘ 𝑧 на 𝑧−1 ∘ (𝑊 |𝑉 )−1(𝜖D+) при достаточно малом 𝜖 > 0 и есть

искомая стандартная карта.)

Во-вторых, любую риманову поверхность 𝑀 с краем можно вложить в ее дубль M,

который определяется следующим образом. Пусть 𝑀± = 𝑀 × {±1} – два экземпляра

𝑀 с различными ориентациями. Дубль M поверхности 𝑀 получается склеиванием 𝑀+ с

𝑀− вдоль краев, т.е. отождествлением точек (𝑥,+) ∼ (𝑥,−) для всех 𝑥 ∈ 𝜕𝑀 ; при этом

gen(M) = 2gen(𝑀) + 𝛽0(𝜕𝑀) − 1 и 𝜒(M) = 2𝜒(𝑀). Отождествляя точки 𝑦 ∈ 𝑀 с соответ-

ствующими точками (𝑦,+)/ ∼∈ M, можно рассматривать 𝑀 как подмножество M. Введем

инволюцию

𝜏 : (𝑦,±) ↦→ (𝑦,∓)

на M. Пусть A = {𝑧𝛼 : 𝑈𝛼 → C}𝛼∈ℐ есть комплексный атлас на 𝑀 , составленный из стан-

дартных карт. В силу принципа симметрии Шварца, карты

𝑧𝛼 : 𝑈𝛼 → C, 𝑧𝛼 ∘ 𝜏 : 𝜏(𝑈𝛼) → C (𝑈𝛼 ∩ 𝜕𝑀 = ∅),

𝑧𝛼 : 𝑈𝛼 ∪ 𝜏(𝑈𝛼) → C, где 𝑧𝛼|𝑈𝛼 = 𝑧𝛼, 𝑧𝛼|𝜏(𝑈𝛼) = 𝑧𝛼 ∘ 𝜏 (𝑈𝛼 ∩ 𝜕𝑀 ̸= ∅)

образуют комплексный атлас на M; причем 𝑀 гладко вложена в M, а край 𝜕𝑀 является

аналитической кривой в M. Отметим, что 𝜕𝑀 совпадает со множеством неподвижных точек

𝜏 . Инволюция 𝜏 антиголоморфна: если функция 𝑤 голоморфна в области 𝑈 ⊂ M, то функция

𝑤† = 𝑤 ∘ 𝜏 голоморфна в области 𝜏(𝑈).

Конформные структуры. Теперь пусть 𝑀 – гладкая компактная ориентируемая по-

верхность (с гладким краем или без края) и 𝑔 – гладкая метрика на 𝑀 . Конформный класс

метрик [𝑔] := {𝜌𝑔 | 𝜌 ∈ 𝐶∞(𝑀,(0, + ∞))} называется конформной структурой на 𝑀 . По-

скольку𝑀 ориентируема, существует два гладких семейства Φ ∈ Γ(𝑀 ; End(𝑇𝑀)) поворотов

Φ𝑥 ∈ End(𝑇𝑥𝑀) на прямой угол в касательном пространстве (т.е. Φ𝑥 удовлетворяет условиям

𝑔(Φ𝐴,Φ𝐵) = 𝑔(𝐴,𝐵), 𝑔(Φ𝐴,𝐵) = 0 (𝐴,𝐵 ∈ 𝑇𝑥𝑀). (1.1.1)
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для всех 𝑥 ∈𝑀). Поскольку уравнения (1.1.1) инвариантны относительно конформной заме-

ны метрики, повороты ±Φ зависят только от конформного класса метрики. Выбор одного из

двух семейств ±Φ фиксирует ориентацию на𝑀 , в таком случае выбранный поворот Φ связан

с оператором Ходжа ⋆ на (𝑀,𝑔) равенством Φ𝐴 = (⋆𝐴♭)♯ (здесь ♭ : 𝑇𝑀 ↦→ 𝑇 *𝑀 и ♯ := ♭−1

есть операторы опускания и поднятия индексов, т.е. 𝐴♭ := 𝑔(𝐴,·)). Поворот Φ удовлетворяет

соотношению Φ2 = −𝐼𝑑 и иногда называется почти комплексной структурой (см. [67, 68]).

Если край 𝜕𝑀 не пуст, то его ориентация задается единичным касательным вектором

𝛾 := Φ𝜈, (1.1.2)

где 𝜈 – единичный вектор внешней нормали. Поскольку мы имеем дело с ситуацией, когда

сама поверхность неизвестна, мы используем формулу (1.1.2) для выбора ориентации на 𝑀 :

именно, мы задаем касательное поле 𝛾 на одной из компонент связности 𝜕𝑀 и выбираем

поворот Φ, удовлетворяющий (1.1.2). Дифференцирование

𝑓 ↦→ 𝜕𝛾𝑓 := 𝑑𝑓 [𝛾] (1.1.3)

вдоль края 𝜕𝑀 порождает антиэрмитов оператор 𝜕𝛾 в 𝐿2(𝜕𝑀 ;R), причем Ker𝜕𝛾 состоит из

функций, постоянных на каждой компоненте связности 𝜕𝑀 . Далее 𝜕−1
𝛾 будет обозначать

оператор интегрирования вдоль 𝜕𝑀 , который является является обратным к 𝜕𝛾 на ортого-

нальном дополнении 𝐿2(𝜕𝑀 ;R)⊖Ker𝜕𝛾 и аннулирует элементы Ker𝜕𝛾.

Голоморфные функции и карты. Пусть 𝑈 – открытое подмножество 𝑀 . Гладкая ком-

плекснозначная функция 𝑤 : 𝑈 ↦→ C называется голоморфной относительно конформной

структуры [𝑔], если в 𝑈 выполнено уравнение Коши-Римана

∇ Im𝑤 = Φ∇Re𝑤 (1.1.4)

или, эквивалентно, (⋆ + 𝑖)𝑑𝑤 = 0. Ясно, что определение голоморфности не зависит от вы-

бора метрики в конформном классе [𝑔]. Тогда Im𝑤,Re𝑤 являются гармоническими в 𝑈 .

Множество 𝒜∞(𝑈) всех гладких голоморфных функций на 𝑈 является алгеброй.

Комплексная карта 𝑧 : 𝑈 → C является голоморфной относительно [𝑔] если и только

если (Re 𝑧, Im 𝑧) есть изотермические координаты на 𝑈 , т.е.

𝑔(𝑘,𝑘′) = 𝜌(𝑧)𝑑𝑧[𝑘]𝑑𝑧[𝑘′], (⋆+ 𝑖)𝑑𝑧 = 0 (1.1.5)

на 𝑈 . В этом случае функция 𝑤 голоморфна на 𝑈 относительно [𝑔] если и только если 𝑤∘𝑧−1

голоморфна на 𝑧(𝑈). В частности, любые две голоморфные (относительно одной и той же

конформной структуры) карты биголоморфно согласованы.
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Говорят, что комплексный атлас (или структура) A и конформная структура [𝑔] на 𝑀

согласованы, если любая карта из A голоморфна относительно [𝑔]. В таком случае 𝒜∞(𝑀)

совпадает с алгеброй всех голоморфных (в обычном смысле) на 𝑀∖𝜕𝑀 и гладких вплоть до

𝜕𝑀 функций на римановой поверхности (𝑀,A).

Соответствие между конформными и комплексными структурами. Следующая

лемма устанавливает каноническую биекцию между комплексными и конформными струк-

турами на поверхности.

Лемма 1.1.2. Теперь пусть 𝑀 – гладкая компактная ориентируемая поверхность (с глад-

ким краем или без края). Тогда

1. Для любой конформной структуры [𝑔] существует единственная согласованная с ней

комплексная структура U.

2. Для любой комплексной структуры на U на 𝑀 существует единственная согласован-

ная с ней конформная структура [𝑔].

При этом

Доказательство. 1. Известно (см. главу 2, [29]), что в достаточно малой окрестности лю-

бой точки 𝑥 ∈ 𝑀∖𝜕𝑀 определены изотермические координаты 𝑧𝑥 : 𝑈𝑥 ↦→ C (𝑈𝑥 ∋ 𝑥) и,

следовательно, она содержится в некоторой голоморфной карте.

Для того, чтобы доказать тот же факт для 𝑥 ∈ 𝜕𝑀 , достаточно вложить (𝑀,𝑔) в более

широкую поверхность (𝑀̃,𝑔) с гладкой метрикой 𝑔 следующим образом. Введем вблизи 𝜕𝑀

полугеодезические координаты 𝑥 ↦→ (𝑟,𝑙(𝑥)), где 𝑙 = 𝑙(𝑥) есть ближайшая к 𝑥 точка края 𝜕𝑀

и 𝑟 = 𝑟(𝑥) ⩾ 0 есть геодезическое расстояние между 𝑥 и 𝑙(𝑥) (в метрике 𝑔). Для простоты мы

отождествляем точки края 𝜕𝑀 с их естественными параметрами. В координатах 𝑟,𝑙 метрика

𝑔 имеет вид

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + 𝑞(𝑥)𝑑𝑙2,

где 𝑞 – гладкая функция, равная единице на 𝜕𝑀 . Продолжая полугеодезические координа-

ты и функцию 𝑞 гладким образом на отрицательные значения параметра 𝑟, мы получаем

искомую поверхность (𝑀̃ ≡ 𝑀 ∪
(︀
𝜕𝑀 × (0, −∞)

)︀
,𝑔), такую, что 𝑀 гладко вложена в 𝑀̃ и

𝑔|𝑀 = 𝑔.

Поскольку любые две голоморфные карты на (𝑀,𝑔) биголоморфно согласованы, изотер-

мические координаты дают комплексный атлас A на 𝑀 , согласованный с [𝑔] и любой другой

комплексный атлас с таким же свойством эквивалентен A.

2. Поскольку 𝑀 компактна, можно выделить конечный податлас U′ := {𝑧𝑘 : 𝑈𝑘 → C}𝑁𝑘=1

в U. Пусть {𝜌𝑘}𝑁𝑘=1 есть разбиение единицы на 𝑀 , подчиненное покрытию {𝑈𝑘}𝑁𝑘=1, т.е.

𝜌𝑘 ∈ 𝐶∞(𝑀,[0,+∞)), supp𝜌𝑘 ⊂ 𝑈𝑘,
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘 = 1.
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Для каждого 𝑗 = 1, . . . ,𝑁 , введем тензорное поле 𝑔𝑗 ранга (0,2) правилом 𝑔𝑗(𝑥)[𝑘] =

𝜌𝑗(𝑥)𝑑𝑧𝑗[𝑘]𝑑𝑧𝑗[𝑘] на 𝑈𝑗 и продолжим его нулем на 𝑀∖𝑈𝑗; тогда 𝑔 =
∑︀𝑁

𝑘=1 𝑔𝑘 есть гладкая

метрика на 𝑀 , такая, что каждая карта из U′ (а значит, и из U) голоморфна относительно

[𝑔]. Значит, [𝑔] согласована с U. Если [𝑔′] – еще одна конформная структура, согласованная с

A, то в любых координатах 𝑧 ∈ A имеем

𝑔 = 𝜌(𝑧)𝑑𝑧[𝑘]𝑑𝑧[𝑘′] = 𝜌′(𝑧)𝑑𝑧[𝑘]𝑑𝑧[𝑘′],

откуда [𝑔] = [𝑔′].

Ввиду вышеописанного соответствия между конформными и комплексными структура-

ми, мы будем использовать термин “риманова поверхность” для любого ориентированного

двумерного гладкого многообразия с гладкой метрикой на нем, неявно предполагая, что

комплексная структура на нем согласована с метрикой.

Метрика 𝑔 на римановой поверхности 𝑀 продолжается на ее дубль M ⊃ 𝑀 так, чтобы

инволюция 𝜏 была изометрией 𝜏 *𝑔 = 𝑔 на M. Хотя в общем случае продолженная метрика

всего лишь липшицева вблизи 𝜕𝑀 ⊂ M, она конформно эквивалентна некоторой гладкой

симметричной метрике 𝑔, т.е., 𝑔 = 𝜌𝑔, 𝜏 *𝑔 = 𝑔, где 𝜌 – положительная функция на M,

липшицева вблизи 𝜕𝑀 и гладкая вне 𝜕𝑀 (в качестве 𝑔 можно взять симметризованную

метрику 𝑔 = 𝑔 + 𝜏 *𝑔, где метрика 𝑔 строится по комплексной структуре на M так же, как в

лемме 1.1.2). При этом поворот Φ и оператор Ходжа ⋆ на𝑀 гладким образом продолжаются

до поворота и оператора Ходжа на дубле M так, что

𝑑𝜏 ∘Φ = −Φ ∘ 𝑑𝜏, 𝜏 * ∘ ⋆ = −⋆ ∘ 𝜏 *. (1.1.6)

Конформные отображения. Пусть (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) – две гладкие поверхности (не обяза-

тельно ориентируемые). Гладкое отображение 𝛽 :𝑀 ↦→𝑀 ′ называется конформным в точке

𝑥 ∈ 𝑀 (в области 𝑈 ⊂ 𝑀), если одно из эквивалентных условий выполнено в точке 𝑥 (для

всех 𝑥 ∈ 𝑈):

1. 𝛽 сохраняет углы между кривыми, т.е.

𝑔′(𝑑𝛽[𝐴],𝑑𝛽[𝐵])

‖𝑑𝛽[𝐴]‖𝑔′‖𝑑𝛽[𝐴]‖𝑔′
=: cos

(︀
𝑑𝛽[𝐴]∧𝑑𝛽[𝐵]

)︀
= cos

(︀
𝐴∧𝐵

)︀
:=

𝑔(𝐴,𝐵)

‖𝐴‖𝑔′‖𝐵‖𝑔′
∀𝐴,𝐵 ∈ 𝑇𝑥𝑀,

где ‖𝐴‖𝑔 :=
√︀
𝑔(𝐴,𝐴), ‖𝐴′‖𝑔′ :=

√︀
𝑔′(𝐴′,𝐴′).

2. Дифференциал 𝑑𝛽 : 𝑇𝑥𝑀 → 𝑇𝛽(𝑥)𝑀
′ отображает окружности в окружности, т.е. отно-

шение
𝑔′(𝑑𝛽[𝐴],𝑑𝛽[𝐴])

𝑔(𝐴,𝐴)
= 𝜌(𝑥)

не зависит от 𝐴 ∈ 𝑇𝑥𝑀∖{0}.
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3. 𝛽*𝑔′ = 𝜌(𝑥)𝑔, где 𝜌(𝑥) > 0.

Говорят, что (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) конформно эквивалентны, если существует конформный диф-

феоморфизм между ними. Если (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) – римановы поверхности, то отображение

𝛽 :𝑀 ↦→𝑀 ′ голоморфно если и только если оно конформно и сохраняет ориентацию.

1.1.2 Гармонические поля и абелевы дифференциалы; преобразова-

ние Гильберта

Гармонические векторные поля на (𝑀,𝑔). Будем обозначать через 𝐿2(𝑀 ;𝑇𝑀) гильбер-

тово пространство (вещественных) квадратично интегрируемых векторных полей на (𝑀,𝑔)

со скалярным произведением

(𝐴,𝐵) :=

∫︁
𝑀

𝑔(𝐴,𝐵)𝑑𝑆

(здесь 𝑑𝑆 – элемент площади в метрике 𝑔). Векторное поле 𝐴 называется гармоническим,

если

div(Φ𝐴) = div𝐴 = 0

в 𝑀∖𝜕𝑀 . Гармонические векторные поля образуют (замкнутое) подпространство ℋ(𝑀) в

𝐿2(𝑀 ;𝑇𝑀). Ввиду (1.1.1), семейство поворотов на 𝑀 определяет унитарный антиэрмитов

оператор Φ в 𝐿2(𝑀 ;𝑇𝑀), который сохраняет гармоничность Φℋ(𝑀) ⊂ ℋ(𝑀).

Потенциальные поля

ℰ(𝑀) := {𝐴 = ∇𝑢 | 𝑢 ∈ 𝐻1(𝑀), Δ𝑔𝑢 = 0 в 𝑀∖𝜕𝑀}

образуют замкнутое подпространство в ℋ. В силу формулы Грина

(∇𝑢𝑓 ,∇𝑢ℎ) = (Λ𝑓,ℎ)Γ =: (𝑓,ℎ)Λ, (1.1.7)

гильбертово пространство (ℰ(𝜕𝑀),(·,·)Λ), определенное формулой

ℰ(𝜕𝑀) := {𝑓 ∈ 𝐻1/2(𝜕𝑀 ;R) | (𝑓,1) = 0}, (·,·)Λ := (Λ · ,·)Γ, (1.1.8)

изометрично ℰ(𝑀); изометрией является оператор гармонического продолжения

H : 𝑓 ↦→ ∇𝑢𝑓 . (1.1.9)

Если 𝑀 односвязна, то любое гармоническое поле потенциально в силу леммы Пуанкаре; в

частности, любое гармоническое поле на (𝑀,𝑔) локально потенциально и определяется своим

следом на 𝜕𝑀 .
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В общем случае ортогональное дополнение 𝒩 (𝑀) := ℋ(𝑀) ⊖ ℰ(𝑀) к ℰ(𝑀) в ℋ(𝑀)

нетривиально. Положим 𝒟(𝑀) := Φ𝒩 (𝑀). Ввиду теоремы Стокса имеем

(𝐴,∇𝑢) =
∫︁
𝑀

div(𝑢𝐴) =

∫︁
Γ

𝑢𝐴𝜈𝑑𝑙 (𝐴 ∈ ℋ(𝑀), 𝑢 ∈ 𝐶∞(𝑀)).

Здесь и далее 𝐴𝜈 := 𝑔(𝐴,𝜈) и 𝐴𝛾 := 𝑔(𝐴,𝛾) обозначают нормальную и касательную проекции

𝐴 на 𝜕𝑀 . Таким образом, поле 𝐴 ∈ ℋ(𝑀) принадлежит 𝒩 (𝑀) (𝒟(𝑀)) если и только если

оно касательно (нормально) к 𝜕𝑀 . В частности, все поля из 𝒩 (𝑀) ∪ 𝒟(𝑀) гладкие вплоть

до границы ввиду теорем о повышении гладкости решений эллиптических краевых задач.

Пространство ℰ(𝑀) ∩𝒟(𝑀) состоит из градиентов гармонических функций, постоянных на

каждой компоненте связности 𝜕𝑀 , в частности,

dimℰ(𝑀) ∩ 𝒟(𝑀) = 𝛽0(𝜕𝑀)− 1. (1.1.10)

Абелевы дифференциалы на дубле (M,𝑔). Комплексная 1-форма 𝜔 на M называется

абелевым дифференциалом (первого рода) если

𝑖⋆𝜔 = 𝜔, 𝑑𝜔 = 0 (1.1.11)

на M(эквивалентно, если 𝜔 может быть локально представлена как дифференциал голо-

морфной функции). Абелевы дифференциалы первого рода на M образуют (комплексное)

пространство 𝐻0(M;𝐾) размерности dim𝐻0(M;𝐾) = gen(M). Поскольку инволюция дубля

𝜏 антиголоморфна, отображение

𝜔 ↦→ 𝜔† := 𝜏 *(𝜔) (1.1.12)

является инволюцией пространства 𝐻0(M;𝐾). Дифференциал 𝜔 ∈ 𝐻0(M;𝐾) называется

симметричным если 𝜔† = 𝜔. Симметричные абелевы дифференциалы образуют (веществен-

ное) пространство 𝐻0
𝑠𝑦𝑚(M;𝐾) размерности gen(M). Любой элемент 𝜔 ∈ 𝐻0(M;𝐾) может

быть представлен в виде 𝜔 = 𝜔+ + 𝑖𝜔−, где 𝜔+ = (𝜔 + 𝜔†)/2 и 𝜔− = (𝜔 − 𝜔†)/2𝑖 принадлежат

𝐻0
𝑠𝑦𝑚(M;𝐾).

Имеется следующая связь между касательными гармоническими полями на 𝑀 и абеле-

выми дифференциалами на ее дубле M.

Предложение 1.1.3. Векторное поле 𝐴 на 𝑀 принадлежит 𝒩 если и только если

(𝐴 + 𝑖Φ𝐴)♭ продолжается до симметричного абелева дифференциала на 𝜔𝐴 на дубле M.

Отображение 𝐴 ↦→ 𝜔𝐴 из 𝒩 (𝑀) на 𝐻1
𝑠𝑦𝑚(M;𝐾) биективно.

Доказательство. 1) Пусть 𝐴 ∈ 𝒩 (𝑀). Определим 1-форму 𝜔𝐴 := (𝐴 + 𝑖Φ𝐴)♭ на 𝑀 ⊂ M и

продолжим ее на 𝜏(𝑀) ⊂ M по симметрии 𝜔†
𝐴 = 𝜔𝐴.

Пусть 𝑈 – односвязная окрестность в 𝑀 . Поскольку поля 𝐴 и Φ𝐴 гармонические, из

леммы Пуанкаре следует, что их можно представить в виде 𝐴 = ∇𝑢, Φ𝐴 = ∇𝑣 в 𝑈 . Тогда
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функция 𝑤 = 𝑢+𝑖𝑣 голоморфна в 𝑈 и 𝑑𝑤 = (∇𝑤)♭ = 𝜔𝐴 in 𝑈 . Из симметричности 𝜔𝐴 следует,

что 𝜔𝐴 = 𝜏 *𝑑𝑤 = 𝑑𝑤 ∘ 𝜏 = 𝑑𝑤† в 𝜏(𝑈), где функция 𝑤† = 𝑤 ∘ 𝜏 голоморфна в 𝜏(𝑈). Таким

образом, форма 𝜔𝐴 голоморфна на M∖𝜕𝑀 .

Пусть 𝑈 ∩ 𝜏(𝑈) представляет собой сегмент кривой 𝜕𝑀 . Ввиду равенства 0 = 𝐴𝜈 = 𝜕𝜈𝑢 =

𝜕𝛾𝑣 функцию 𝑣. Тогда из принципа симметрии Шварца следует, что функция 𝑤̃, которая

совпадает с 𝑤 на 𝑈 и с 𝑤† на 𝜏(𝑈), голоморфна на 𝑈 ∪ 𝜏(𝑈). В частности, форма 𝜔𝐴 = 𝑑𝑤̃

является гладкой на 𝑈∪𝜏(𝑈). В силу произвольности 𝑈 отсюда следует, что 𝜔 ∈ 𝐻1
𝑠𝑦𝑚(M;𝐾).

Инъективность отображения 𝐴 ↦→ 𝜔𝐴 вытекает из теоремы о единственности аналитиче-

ского продолжения.

2) Теперь пусть 𝜔 ∈ 𝐻1
𝑠𝑦𝑚(M;𝐾), тогда 𝜔♯ = 𝐴+ 𝑖𝐵 и поля 𝐴 и 𝐵 гармонические

div(𝐴+ 𝑖𝐵) = ⋆𝑑⋆𝜔 = −𝑖⋆𝑑𝜔 = 0, div(Φ(𝐴+ 𝑖𝐵)) = −⋆𝑑𝜔 = 0

ввиду (1.1.11). Кроме того,

𝐴+ 𝑖𝐵 = 𝜔♯ = (𝑖⋆𝜔)♯ = 𝑖(Φ𝐴+ 𝑖Φ𝐵) = −Φ𝐵 + 𝑖Φ𝐴,

откуда 𝐵 = Φ𝐴 и 𝜔 = (𝐴+ 𝑖Φ𝐴)♭. Из равенства

𝜔(𝜈) = 𝜔†(𝜈) = 𝜔(𝑑𝜏(𝜈)) = −𝜔(−𝜈)

имеем 𝐴𝜈 = Re𝜔(𝜈) = −Re𝜔(𝜈) = 0. Таким образом, 𝐴 ∈ 𝒩 (𝑀) and 𝜔 = 𝜔𝐴. В частности,

отображение 𝐴 ↦→ 𝜔𝐴 сюръективно.

В частности, из предложения 1.1.3 следует, что

dim𝒩 (𝑀) = dim𝒟(𝑀) = dim𝐻1
𝑠𝑦𝑚(M;𝐾) = gen(M) = 2gen(𝑀) + 𝛽0(𝜕𝑀)− 1 = 1− 𝜒(𝑀),

(1.1.13)

где 𝜒(𝑀) – эйлерова характеристика 𝑀 .

Преобразование Гильберта

Всюду далее будем обозначать через HC комплексификацию вещественного гильбертова

пространства H и предполагать, что все линейные операторы 𝐴 в H продолжены на HC по

правилу 𝐴(𝑓 + 𝑖ℎ) = 𝐴𝑓 + 𝑖𝐴ℎ, 𝑓,ℎ ∈ H (тогда (𝐴𝜂)‡ = 𝐴𝜂‡, где ‡ : (𝑓 + 𝑖ℎ)‡ = 𝑓 − 𝑖ℎ –

естественная инволюция на HC).

Рассмотрим преобразование Гильберта на единичной окружности T,

𝐻𝑓(𝑒𝑖𝜙) :=
1

2𝜋
p.v.

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑒𝑖𝜙
′
)cot

(︁𝜙− 𝜙′

2

)︁
𝑑𝜙′ = −|𝜕𝜙|−1𝜕𝜙𝑓(𝑒

𝑖𝜙) (𝑓 ∈ 𝐿C
2 (T)). (1.1.14)
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Это непрерывный оператор в 𝐿C
2 (T), такой, что а) 𝐻* = −𝐻 и Ker𝐻 = C и б) Ker(𝐻 + 𝑖)⊕C

есть замыкание в 𝐿C
2 (T) пространства граничных следов гладких голоморфных функций на

единичном круге D. Свойства а) и б) можно рассматривать, как определение преобразования
Гильберта, т.к. они однозначно задают 𝐻.

Далее мы определяем естественное обобщение преобразования Гильберта для ориенти-

рованной поверхности (𝑀,𝑔) с краем 𝜕𝑀 =: Γ, такое, что множество гладких элементов

Ker(𝐻 + 𝑖) ⊕ C совпадает с множеством граничных следов гладких голоморфных функций

на (𝑀,𝑔).

Обозначим через 𝑃ℰ ортопроектор на подпространство ℰ(𝑀) в 𝐿2(𝑀 ;𝑇𝑀). Введем “ре-

дуцированный” оператор поворота

Φ̂ := 𝑃ℰΦ𝑃ℰ . (1.1.15)

Поскольку поворот Φ антиэрмитов, таковым является и Φ̂. Поскольку (Φ̂𝐴)‡ = Φ̂𝐴‡, спектр Φ̂

симметричен относительно комплексного сопряжения. Операторная норма Φ̂ не превосходит

единицы. Таким образом, спектр Φ сосредоточен на отрезке [−𝑖,𝑖] мнимой оси.

Лемма 1.1.4. Спектр Φ̂ состоит из нуля (с собственным подпространством (𝐿2(Γ;C) ⊖
ℰC(𝑀)) ∪ (𝒟C(𝑀) ∩ ℰC(𝑀))), −𝑖 и +𝑖 (с собственные подпространства состоят из гради-

ентов голоморфных/антиголоморфных в 𝑀∖Γ функций, соответственно) и собственных

значений

𝜆±𝑘 = 𝑖𝜇±𝑘 (𝜇±𝑘 = −𝜇∓𝑘 ∈ (−1,1)∖{0} 𝑘 = 1, . . . ,gen(𝑀)). (1.1.16)

(перечисленных с учетом кратности).

Доказательство. 1) Ясно, что Φ̂ ≡ 0 на 𝐿2(Γ;C) ⊖ ℰC(𝑀). Теперь пусть ∇𝑤 ∈ ℰC(𝑀).

Ввиду разложения ℋC(𝑀) = ℰC(𝑀)⊕𝒩 C(𝑀), равенство Φ̂∇𝑤 = 0 эквивалентно включению

Φ∇𝑤 ∈ 𝒩 C(𝑀) т.е. ∇𝑤 ∈ 𝒟C(𝑀). Отсюда KerΦ̂ = (𝐿2(Γ;C)⊖ ℰC(𝑀)) ∪ (𝒟C(𝑀) ∩ ℰC(𝑀)).

2) Равенство (Φ̂ + 𝑖)∇𝑤 = 0 эквивалентно уравнениям

Φ∇Re𝑤 = ∇ Im𝑤 + 𝐴, Φ∇ Im𝑤 = −∇Re𝑤 +𝐵, (1.1.17)

где 𝐴,𝐵 ∈ 𝒩 (𝑀). Поскольку Φ2 = −𝐼𝑑, второе уравнение можно переписать в виде

Φ∇Re𝑤 = ∇ Im𝑤 + Φ𝐵, т.е. уравнения (1.1.17) совместны если и только если 𝐴 = Φ𝐵.

Поскольку оба поля 𝐴,𝐵 касательны к Γ, последнее уравнение выполнено если и только

если 𝐴 = 𝐵 = 0 в 𝑀 . Таким образом, уравнения (1.1.17) выполнены если и только если

Φ∇Re𝑤 = ∇ Im𝑤, т.е. 𝑤 – голоморфна в𝑀∖Γ. Итак, ∇𝑤 ∈ Ker(Φ̂+𝑖) (∇𝑤 ∈ Ker(Φ̂−𝑖)) если
и только если 𝑤 – голоморфна в 𝑀∖Γ (тогда, в частности, ∇Re𝑤,∇ Im𝑤 ∈ ℰ(𝑀) ∩Φℰ(𝑀)).

3) Из уже доказанного вытекает разложение ℰ(𝑀) = ℰ𝑖𝑛𝑣(𝑀)⊕ ℰ𝑒𝑥𝑡(𝑀), где

ℰ𝑖𝑛𝑣(𝑀) := ℰ(𝑀) ∩ Φℰ(𝑀), ℰ𝑒𝑥𝑡(𝑀) := (ℰ(𝑀) ∩ 𝒟(𝑀))⊕ ℰ̃(𝑀)
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и комплексифицированное пространство ℰ̃C(𝑀) совпадает с ортогональным дополнением к

прямой сумме подпространств KerΦ̂, Ker(Φ̂ ± 𝑖). Поскольку ℋ(𝑀) и ℰ𝑖𝑛𝑣(𝑀) инвариантны

относительно Φ, пространство ℰ𝑒𝑥𝑡(𝑀) ⊕ 𝒩 (𝑀) также инвариантно относительно Φ. При

этом ℰ𝑒𝑥𝑡(𝑀) и 𝒩 (𝑀) не содержат подпространств, инвариантных относительно Φ (в самом

деле, если 𝐴 ∈ Φ𝒩 (𝑀) ∩ 𝒩 (𝑀), то 𝐴 одновременно нормален и касателен к Γ, откуда 𝐴 =

0). Отсюда и из (1.1.13) имеем dimℰ𝑒𝑥𝑡(𝑀) = dim𝒩 (𝑀) = 2gen(𝑀) + 𝛽0(𝜕𝑀) − 1. Тогда

dimℰ̃(𝑀) = dimℰ𝑒𝑥𝑡(𝑀)−dimℰ(𝑀)∩𝒟(𝑀) = 2gen(𝑀) в силу (1.1.10). Следовательно, спектр

Φ̂ дискретен вне 0, ± 𝑖 и полная кратность отличных от 0, ± 𝑖 собственных значений равна

2gen(𝑀).

Следствие 1.1.5. Отображение

(Φ− Φ̂) : ℰ(𝑀)⊖ ℰ𝑖𝑛𝑣(𝑀) → 𝒩 (𝑀) (1.1.18)

является изоморфизмом; в частности, (Φ− Φ̂)ℰ(𝑀) = 𝒩 (𝑀).

Доказательство. Включение (Φ − Φ̂)ℰ(𝑀) ⊂ 𝒩 (𝑀) очевидно из разложения ℋ(𝑀) =

ℰ(𝑀)⊕𝒩 (𝑀). Если (Φ− Φ̂)∇𝑢 = 0, то Φ∇𝑢 = ∇𝑣 ∈ ℰ(𝑀) и 𝑢 ∈ ℰ𝑖𝑛𝑣(𝑀). Значит, отображе-

ние (1.1.18) инъективно; в частности, dim(Φ − Φ̂)(ℰ(𝑀) ⊖ ℰ𝑖𝑛𝑣(𝑀)) = dim(ℰ(𝑀) ⊖ ℰ𝑖𝑛𝑣(𝑀)).

Последнее число равно сумме полной кратности 2gen(𝑀) собственных значений (1.1.16)

и размерности пространства 𝒟(𝑀) ∩ ℰ(𝑀) (последнее состоит из градиентов гармониче-

ских функций, постоянных на каждой компоненте связности 𝜕𝑀 и потому его размер-

ность равна 𝛽0(𝜕𝑀) − 1). Отсюда и из (1.1.13) получаем dim(Φ − Φ̂)(ℰ(𝑀) ⊖ ℰ𝑖𝑛𝑣(𝑀)) =

dim(ℰ(𝑀)⊖ ℰ𝑖𝑛𝑣(𝑀)) = dim𝒩 . Таким образом, отображение (1.1.18) сюрьъективно.

Будем называть преобразованием Гильберта ориентированной поверхности (𝑀,𝑔) с краем

𝜕𝑀 =: Γ изометрическую копию

𝐻 := H−1Φ̂H (1.1.19)

редуцированного оператора поворота Φ̂ (посредством изометрии (1.1.9)). Отметим, что смена

ориентации поверхности меняет знак ее оператора Гильберта.

Предложение 1.1.6. Преобразование Гильберта 𝐻 ориентированной поверхности (𝑀,𝑔) с

краем 𝜕𝑀 =: Γ связано с ее ДН-оператором Λ равенством

𝐻 = −Λ−1𝜕𝛾, (1.1.20)

где 𝜕𝛾 есть оператор дифференцирования (1.1.3) и Λ−1 : Λℰ(Γ) → ℰ(Γ) является обратным
оператором к Λ. В частности, 𝐻 является непрерывным оператором на всех простран-

ствах Соболева 𝐻 𝑙(Γ;C) (𝑙 = 1,2, . . . ).

Спектр комплексифицированного оператора 𝐻 (рассматриваемого в пространстве

ℰC(Γ), см. (1.1.8)) состоит из собственных значений 0, ± 𝑖 с собственными подпростран-
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ствами Ker𝐻 = Ker𝜕𝛾 и

Ker(𝐻 + 𝑖) =
{︀
𝜂 := 𝑤|Γ | 𝑤 ∈ 𝐻1(𝑀 ;C) голоморфна в 𝑀∖Γ

}︀
∩ ℰ(Γ); (1.1.21)

и Ker(𝐻 − 𝑖) = Ker(𝐻 + 𝑖) (комплексное сопряжение), а также собственных значений

(1.1.16) с гладкими собственными функциями

𝜂±𝑘 = 𝜂∓𝑘 (𝑘 = 1, . . . ,gen(𝑀)) (1.1.22)

(в дальнейшем мы предполагаем, что элементы (1.1.22) нормированы в 𝐻1(Γ;C), причем
элементы с одинаковыми собственными значениями ортогональны в 𝐻1(Γ;C)). В частно-

сти,

Ker(𝐻2 + 𝐼) = {𝑓+ + 𝑖𝑓− | 𝑓± = Re𝑤±|Γ, 𝑤± ∈ 𝐻1(𝑀 ;C) голоморфны в 𝑀∖Γ
}︀
∩ ℰ(Γ).

(1.1.23)

Оператор, обращающий 𝐻 на ортогональном дополнении к Ker𝐻 в ℰ(Γ), есть

𝐻−1 = −𝜕−1
𝛾 Λ, (1.1.24)

причем Ker𝐻−1 = Λ−1(Ker𝐻).

Доказательство. Утверждения о спектре 𝐻 следуют непосредственно из определения

(1.1.19) и леммы 1.1.4. Из формулы Стокса и тождества (Φ𝐴)𝜈 = −𝐴𝛾 следует, что

(Λ𝐻𝑓,ℎ)Γ = (𝐻𝑓,ℎ)Λ = (Φ̂𝑢𝑓 ,𝑢ℎ) = (𝑃ℰΦ𝑃ℰ∇𝑢𝑓 ,∇𝑢ℎ) = (Φ∇𝑢𝑓 ,∇𝑢ℎ) =

=

∫︁
𝑀

div(𝑢ℎΦ∇𝑢𝑓 )𝑑𝑆 = (−𝜕𝛾𝑓,ℎ)Γ (𝑓,ℎ ∈ ℰ(Γ)),

откуда вытекает (1.1.20) и (1.1.24). Непрерывность оператора𝐻 в соболевских пространствах

𝐻 𝑙(Γ;C) вытекает из теорем о повышении гладкости решений эллиптических краевых задач.

Отметим, что в случае, когда𝑀 есть единичный круг D ⊂ C, справедливы равенства 𝜕𝛾 = 𝜕𝜙,

Λ = |𝜕𝜙| (𝜙 = arg𝑧) и потому 𝐻 = −|𝜕𝜙|−1𝜕𝜙 совпадает с классическим преобразованием

Гильберта (1.1.14).

Ввиду (1.0.4), равенство

𝐻−1 ≃ −𝜕−1
𝛾 |𝜕𝛾| (1.1.25)

выполнено с точностью до сглаживающего оператора. В частности, оператор 𝐼 + 𝐻−2 –

сглаживающий и потому гладкость собственных функций (1.1.22) вытекает из равенства

0 ̸= (1− 𝜇−2
±𝑘)𝜂±𝑘 = (𝐼 +𝐻−2)𝜂±𝑘.

Следствие 1.1.7 (см. [20]). Справедливы следующие утверждения:
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1. Род ориентированной поверхности (𝑀,𝑔) с краем Γ определяется по ее оператору

Гильберта 𝐻 из равенства

dim
𝐶∞(Γ;R)

ReTrΓ𝒜∞(𝑀)
= dim(𝐻−2 + 𝐼)𝜕𝛾𝐶

∞(Γ;R) = dim𝜕𝛾(𝐻
2 + 𝐼)𝐶∞(Γ;R) = 2gen(𝑀)

(1.1.26)

(здесь TrΓ : 𝑤 ↦→ 𝑤|Γ есть оператор следа). При этом 𝐻2 + 𝐼 не зависит от выбора

ориентации (направления единичного вектора 𝛾) на компонентах связности Γ. Если

Γ связна, то формула (1.1.26) упрощается,

dim(𝜕𝛾 + Λ𝜕−1
𝛾 Λ)𝐶∞(Γ;R) = 2gen(𝑀).

2. Функция 𝜂 ∈ 𝐶∞(Γ;C) является следом голоморфной функции на 𝑀 если и только

если 𝜂 является решением уравнения

(𝜕𝛾 − 𝑖Λ)𝜂 = 0 (1.1.27)

на Γ или, эквивалентно, функции 𝑓 = Re 𝜂, ℎ = Im 𝜂 являются решением системы

𝜕𝛾ℎ = Λ𝑓, 𝜕𝛾𝑓 = −Λℎ. (1.1.28)

на Γ.

3. Справедливо равенство

Re𝒜∞(Γ) = {𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R) | (𝐼 − 𝑃R +𝐻2)𝑓 = 0 на Γ}, (1.1.29)

где 𝑃R есть ортопроектор на константы, а 𝐼 – единичный оператор в 𝐿2(Γ;R). Если
край Γ связен, то в формуле (1.1.29) можно заменить 𝐻2 на 𝐻−2.

Доказательство. Утверждения 1 и 2 немедленно следуют из предложения 1.1.6. Докажем

утверждение 3. Интегрируя уравнения (1.1.28), получаем эквивалентную систему

ℎ = −Λ−1𝜕𝛾𝑓 + const, (Λ + 𝜕𝛾Λ
−1𝜕𝛾)𝑓 = 0,

причем последнее уравнение эквивалентно условию (𝑃0+𝐻
2)𝑓 = 0 ввиду (1.1.20) и равенства

Λ−1Λ = 𝑃0 на 𝐶
∞(Γ;R). Если край Γ связен, то Ker𝜕𝛾 = Ker𝜕−1

𝛾 = KerΛ = {const ∈ R} в

𝐿2(Γ;R) и интегрирование (1.1.28) дает эквивалентную систему

ℎ = 𝜕−1
𝛾 Λ𝑓 + const, (𝜕𝛾 + Λ𝜕−1

𝛾 Λ)𝑓 = 0;

последнее уравнение эквивалентно условию (𝑃0 + 𝐻−2)𝑓 = 0 ввиду (1.1.24) и равенства

𝜕−1
𝛾 𝜕𝛾 = 𝑃0 на 𝐶

∞(Γ;R).
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Отметим, что результат [20] о связи ДН-оператора с топологией поверхности имеет мно-

гомерные обобщения (см. [25, 69]).

1.1.3 Коммутативные банаховы алгебры

Алгебры. Напомним основные определения и факты из теории коммутативных банаховых

алгебр (см., напр., [39, 46]). Банаховой алгеброй называется банахово пространство (здесь и

далее – над полем C) (𝒜,‖ · ‖) с заданной на нем билинейной операцией 𝑎,𝑏 ↦→ 𝑎𝑏, такой, что

(𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐) (ассоциативность) и ‖𝑎𝑏‖ ⩽ ‖𝑎‖ ‖𝑏‖ для всех 𝑎,𝑏,𝑐 ∈ 𝒜 (субмультипликативность

нормы). Алгебра 𝒜 называется коммутативной, если 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 для всех 𝑎,𝑏 ∈ 𝒜 и унитальной,

если она содержит такой элемент 𝑒 (единицу алгебры), что 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎 = 𝑎 для всех 𝑎 ∈ 𝒜.
Линейное отображение 𝜑 : 𝒜 → ℬ между алгебрами 𝒜 и ℬ называется гомоморфизмом,

если оно сохраняет умножение 𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏) (𝑎,𝑏 ∈ 𝒜). Если при этом 𝜑 – биекция, то 𝜑

называется изоморфизмом. Ненулевой гомоморфизм 𝜒 : 𝒜 ↦→ C (иными словами, ненулевой

линейный мультипликативный функционал на 𝒜) называется характером над алгеброй 𝒜
(тогда 𝜒(𝑒) = 1 и inv𝒜 ∩Ker𝜒 = ∅, если 𝒜 унитальна).

Далее, если не оговорено обратное, под алгеброй понимается унитальная коммутативная

алгебра. Говорят, что элемент 𝑎 ∈ 𝒜 обратим, если существует такой 𝑎−1 ∈ 𝒜, что 𝜂−1𝜂 = 𝑒.

Множество Sp(𝑎) всех 𝑧 ∈ C, для которых 𝑎− 𝑧𝑒 необратим, называется спектром элемента

𝑎 число 𝑟(𝑎) := sup𝑧∈Sp(𝑎) |𝑧| – его спектральным радиусом. Множество Rad𝒜 элементов с

нулевым спектральным радиусом называется радикалом 𝒜 (примером элементов 𝑝 ∈ Rad𝒜
могут служить нильпотентные элементы 𝑝 ∈ 𝒜, 𝑝𝑛 = 0). Если 𝒜 банахова, то множество

inv𝒜 всех обратимых элементов банаховой алгебры 𝒜 открыто, при этом 𝑟(𝑎) ⩽ ‖𝑎‖ для всех
𝑎 ∈ 𝒜. Если 𝜒 – характер, то 𝜒(𝑎) ∈ Sp(𝑎) и выполнено неравенство

|𝜒(𝑎)| ⩽ ‖𝑎‖, (1.1.30)

т.е. все характеры банаховой алгебры автоматически непрерывны.

Линейное пространство ℐ ⊂ 𝒜, замкнутое относительно линейных операций и умножения,
называется подалгеброй 𝒜. Если при этом 𝑎𝑏 ∈ ℐ для любых 𝑎 ∈ ℐ, 𝑏 ∈ 𝒜, то ℐ называется

идеалом алгебры 𝒜. Примером является главный идеал 𝑎𝒜, состоящий из всех элементов

𝒜, которые делятся на 𝑎. Замыкание подалгебры/идеала банаховой алегбры 𝒜 также явля-

ется подалгеброй/идеалом в ней. Если ℐ – (замкнутый) идеал в (банаховой) алгебре 𝒜, то
факторпространство 𝒜/ℐ является (банаховой) алгеброй с умножением

(𝑎+ ℐ)(𝑏+ ℐ) := 𝑎𝑏+ ℐ

и нормой

‖𝑎+ ℐ‖ = inf
𝑎̃∈ℐ

‖𝑎+ 𝑎̃‖.
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Ядро Ker𝜑 любого гомоморфизма 𝜑 : 𝒜 → ℬ (в частности, любого характера) является

идеалом в 𝒜, причем образ 𝜑(𝒜) ⊂ ℬ есть подалгебра, изоморфная 𝒜/Ker𝜑.

Собственный (не совпадающий с {0} и 𝒜) идеал ℐ в алгебре 𝒜 называется максималь-

ным, если он не содержится ни в каком другом собственном идеале (тогда ℐ автоматически

замкнут, если 𝒜 банахова). Из леммы Цорна следует, что любой идеал коммутативной ал-

гебры содержится в некотором максимальном идеале. Ядро любого ℐ = Ker𝜒 характера 𝜒

имеет коразмерность 1 в 𝒜 и потому является максимальным идеалом, причем 𝜒 однознач-

но определяется по ℐ из условия 𝑎 − 𝜒(𝑎)𝑒 ∈ ℐ. Ввиду теоремы Гельфанда-Мазура, ядрами

характеров исчерпываются все максимальные идеалы, т.е. имеет место биекция 𝜒↔ Ker𝜒.

Спектр алгебры. Множество ̂︀𝒜 всех характеров банаховой алгебры 𝒜 называется спек-

тром 𝒜. Каждый элемент 𝑎 алгебры 𝒜 реализуется в виде комплекснозначной функции

𝜒 ↦→ G[𝑎](𝜒) := 𝜒(𝑎)

на спектре ̂︀𝒜 ∋ 𝜒, которая называется преобразованием Гельфанда элемента 𝑎. Легко видеть,

что

G[𝑎]( ̂︀𝒜) = Sp(𝑎). (1.1.31)

В частности, ядро KerG преобразования Гельфанда есть радикал Rad𝒜.
Спектр ̂︀𝒜 оснащается слабейшей топологией, относительно которой все преобразования

Гельфанда непрерывны (топологией Гельфанда); предбазу этой топологии образуют прооб-

разы G[𝑎]−1(𝑈) всевозможных открытых множеств 𝑈 в 𝒞 относительно всевозможных преоб-

разований Гельфанда G[𝑎], 𝑎 ∈ 𝒜. Сходимость 𝜒𝑘 → 𝜒 в топологии Гельфанда эквивалентна

*-слабой сходимости в сопряженном пространстве 𝒜* ⊃ ̂︀𝒜 алгебры 𝒜. Непосредственно из

определений вытекает, что спектр ̂︀𝒜 есть хаусдорфово пространство и G(𝒜) есть замкну-

тая подалгебра в 𝐶( ̂︀𝒜) которая разделяет точки ̂︀𝒜, причем преобразование Гельфанда не

увеличивает нормы ‖G[𝑎]‖𝐶( ̂︀𝒜) ⩽ ‖𝑎‖ (𝑎 ∈ 𝒜). Спектр ̂︀𝒜 компактен если и только если 𝒜
унитальна.

Как легко видеть, любой изоморфизм 𝜑 : 𝒜 → ℬ банаховых алгебр 𝒜 и ℬ индуцирует

гомеоморфизм

𝜑* : ̂︀ℬ ↦→ ̂︀𝒜, 𝜑*(𝜒) := 𝜒 ∘ 𝜑 (1.1.32)

их спектров. Аналогично, инволюция † алгебры 𝒜 (т.е. такое антилинейное отображение

† : 𝒜 → 𝒜, что (𝑎†)† = 𝑎 и (𝑎𝑏)† = 𝑏†𝑎† для всех 𝑎,𝑏 ∈ 𝒜) индуцирует непрерывную инволюцию

ее спектра

†* : ̂︀ℬ ↦→ ̂︀𝒜, (†*𝜒)(𝑎) := 𝜒(𝑎†). (1.1.33)

Алгебры голоморфных функций. Пусть 𝑀 – компактная риманова поверхность с

(гладким) краем 𝜕𝑀 =: Γ. Непрерывные на 𝑀 и голоморфные в 𝑀∖Γ функции образу-
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ют замкнутую подалгебру 𝒜(𝑀) в 𝐶(𝑀 ;C) (следовательно, банахову алгебру (𝒜(𝑀),‖ · ‖) с
нормой ‖𝑤‖ := supM |𝑤|).

Пусть поверхность ℳ вложена гладким образом в некомпактную риманову поверхность

𝑀̃ без края (пример такого вложения приведен в доказательстве леммы 1.1.2). Тогда сужения

на 𝑀 голоморфных функций на 𝑀̃ образуют плотную подалгебру в 𝒜(𝑀) (см. следствие 2

на стр. 48, [28]). В частности, алгебра 𝒜∞(𝑀) = 𝒜(𝑀) ∩ 𝐶∞(𝑀 ;C) гладких голоморфных

функций на 𝑀 плотна в 𝒜(𝑀).

Напомним, что дивизором на римановой поверхности 𝑀̃ называют целочисленную функ-

цию 𝒟 на 𝑀̃ , носитель которой есть дискретное подмножество 𝑀̃ . Дивизором мероморфной

функции 𝑤 на 𝑀̃ называется функция 𝒟[𝑤], такая, что 𝒟[𝑤] = 0 вне нулей и полюсов 𝑤,

𝒟[𝑤] = 𝑘, если 𝑥 есть нуль 𝑤 кратности ord𝑥(𝑤) = 𝑘, и 𝒟[𝑤] = −𝑘, если 𝑥 есть полюс 𝑤

порядка 𝑘.

Лемма 1.1.8 (см. предложение 26.5, [63]). На некомпактной римановой поверхности (без

края) любой дивизор является дивизором некоторой мероморфной функции.

В частности, для любой точки 𝑥 некомпактной римановой поверхности 𝑀̃ (в том числе,

для любой 𝑥 ∈𝑀) найдется голоморфная функция 𝑤𝑥 на 𝑀̃ , имеющая единственный и про-

стой нуль в точке 𝑥. Отсюда, в частности, следует, что элементы алгебры 𝒜∞(𝑀) (следова-

тельно, и алгебры 𝒜(𝑀)) разделяют точки поверхности 𝑀 . Отсюда же вытекает следующее

утверждение.

Лемма 1.1.9. Комплексная структура на 𝑀 содержит комплексный атлас {𝑤𝑘|𝑉𝑘
}𝐾𝑘=1,

составленный из конечного числа сужений (глобально) голоморфных функций 𝑤𝑘 ∈ 𝒜∞(𝑀)

на открытые подмножества 𝑉𝑘 ⊂ 𝑀 . Любой топологический атлас {𝑤𝛼|𝑉𝛼}𝛼, где 𝑤𝛼 ∈
𝒜∞(𝑀) и дифференциал 𝑑𝑤𝛼 невырожден на 𝑉𝛼 ∩ Γ при каждом 𝛼, является комплексным

атласом на 𝑀 .

Доказательство. В самом деле, любая построенная выше функция 𝑤𝑥 ∈ 𝒜∞(𝑀) осуществ-

ляет диффеоморфизм из достаточно малой окрестности 𝑈𝑥 точки 𝑥 в 𝑀̃ на ее образ в C,
причем любые две карты 𝑤𝑥 : 𝑈𝑥 → C, 𝑤𝑦 : 𝑈𝑦 → C (𝑥,𝑦 ∈ 𝑀̃) автоматически биголоморфно

согласованы. Тогда {𝑤𝑥|𝑈𝑥∩𝑀}𝑥∈𝑀 есть комплексный атлас на 𝑀 и, ввиду компактности 𝑀 ,

из этого атласа можно выбрать конечный податлас. Последнее утверждение леммы легко

следует из того факта, что любая голоморфная инъективная функция на открытом подмно-

жестве в C имеет на нем невырожденный дифференциал.

Утверждение леммы 1.1.9 можно переформулировать следующим образом: запас 𝒜∞(𝑀)

голоморфных функций на римановой поверхности𝑀 определяет ее комплексную структуру.

Опишем спектр алгебры 𝒜(𝑀). Ясно, что меры Дирака 𝛿𝑥 : 𝑤 ↦→ 𝑤(𝑥) (𝑥 ∈𝑀) являются

характерами над 𝒜(𝑀) (в частности, Rad𝒜(𝑀) = {0}) и отображение

𝛿· : 𝑥 ↦→ 𝛿𝑥 (1.1.34)
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непрерывно (т.к. сходимость 𝑥𝑘 → 𝑥 влечет сходимость 𝑤(𝑥𝑘) → 𝑤(𝑥) для каждой 𝑤 ∈ 𝒜(𝑀)).

Верно и обратное ( [17], см. также [32,58]): любой характер 𝜒 ∈ 𝒜(𝑀) является мерой Дирака

некоторой точки 𝑥 ∈𝑀 . Поскольку алгебра 𝒜(𝑀) разделяет точки 𝑀 , отображение (1.1.34)

биективно. Поскольку 𝑀 и спектр 𝒜(𝑀) хаусдорфовы и компактны, отсюда следует, что

отображение (1.1.34) является гомеоморфизмом из𝑀 на 𝒜(𝑀). Итак, спектр алгебры 𝒜(𝑀)

гомеоморфен самой поверхности 𝑀 .

Алгебры следов голоморфных функций. В силу принципа максимума модуля опера-

тор следа TrΓ : 𝑤 ↦→ 𝑤|Γ является изометрическим изоморфизмом 𝒜(𝑀) и подалгебры

𝒜(Γ) := TrΓ𝒜(𝑀) = {𝜂 = 𝑤|Γ
⃒⃒
𝑤 ∈ 𝒜(𝑀)}. (1.1.35)

в 𝐶(Γ;C). Следовательно, спектры 𝒜(𝑀) и 𝒜(Γ) гомеоморфны; тем самым, спектр 𝒜(Γ)

является гомеоморфной копией поверхности 𝑀 .

Алгебра

𝒜∞(Γ) := TrΓ𝒜∞(𝑀) = {𝑤|Γ | 𝑤 ∈ 𝒜∞(𝑀)} (1.1.36)

изоморфна 𝒜∞(𝑀). Из принципа максимума и плотности 𝒜∞(𝑀) в 𝒜(𝑀) следует, что

clos𝐶(Γ;C)𝒜∞(Γ) = 𝒜(Γ). (1.1.37)

Справедливо равенство

𝒜∞(Γ) = 𝒜(Γ) ∩ 𝐶∞(Γ;C). (1.1.38)

В само деле, пусть 𝑤 ∈ 𝒜(Γ) и 𝑤|Γ =: 𝜂 ∈ 𝐶∞(Γ;C). Положим 𝑓 = Re 𝜂, ℎ = Im 𝜂; тогда

функция 𝑤̃ = 𝑢𝑓 + 𝑖𝑢ℎ гладкая (вплоть до края) на 𝑀 ввиду теорем о повышении гладкости

решений эллиптических краевых задач. Поскольку функции Re(𝑤 − 𝑤̃), Im(𝑤 − 𝑤̃) гармо-

нические в 𝑀∖Γ и непрерывны на 𝑀 , они достигают своих максимумов и минимумов на

границе Γ. Поскольку 𝑤 − 𝑤̃ = 0 на Γ, отсюда следует, что 𝑤 = 𝑤̃ и 𝑤 гладкая (вплоть до

края) на 𝑀 . Тем самым, 𝑤 ∈ 𝒜∞(𝑀) и 𝜂 ∈ 𝒜∞(Γ).

Напоследок отметим, что для элементов 𝑤 ∈ 𝒜(𝑀) справедлива теорема о единственности

аналитического продолжения с произвольно малого сегмента границы: если Γ̃ ⊂ Γ – сегмент

ненулевой длины и 𝑤|Γ̃ = 0, то 𝑤 ≡ 0 на𝑀 . В самом деле, по принципу симметрии Шварца 𝑤

продолжается до голоморфной функции на M∖(Γ∖Γ̃), где M – дубль𝑀 . Тогда 𝑤 голоморфна

и равна нулю на Γ̃ и, следовательно, всюду на M∖(Γ∖Γ̃).

1.1.4 Алгебраический подход М.И.Белишева к решению задачи

ЭИТ

Пусть (𝑀,𝑔) – неизвестная ориентируемая поверхность с известным краем 𝜕𝑀 =: Γ и

ДН-оператором Λ. Напомним, что под решением задачи ЭИТ понимается построение любой
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копии поверхности (𝑀,𝑔), т.е. такой поверхности (𝑀 ′,𝑔′), что 𝜕𝑀 ′ = Γ и ДН-оператор (𝑀 ′,𝑔′)

есть Λ′ = Λ. Алгоритм построения такой поверхности (𝑀 ′,𝑔′), основанный на свойствах ал-

гебр голоморфных функций, был предложен М.И.Белишевым [20]. Ниже мы описываем этот

алгоритм, для простоты предполагая, что край Γ связен.

Шаг 1) Выберем любую ориентацию на Γ и введем оператор дифференцирования 𝜕𝛾

(если Γ несвязен, то для выбора правильной ориентации на Γ можно воспользоваться пред-

ложением 1.2.1 ниже). Решая уравнение (1.1.27), найдем граничные следы всех (гладких)

голоморфных функций на (𝑀,𝑔) (т.е. определим алгебру 𝒜∞(Γ)). Замыкая 𝒜∞(Γ) в 𝐶(Γ;C),
найдем алгебру следов 𝒜(Γ) непрерывных на 𝑀 и голоморфных в 𝑀∖Γ функций.

Шаг 2) Возьмем спектр 𝒜(Γ) =: 𝑀 ′ алгебры 𝒜(Γ) в качестве гомеоморфной копии 𝑀 ;

здесь гомеоморфизм 𝛽 : 𝑀 →𝑀 ′ задается формулой

𝛽(𝑥) := (Tr−1
Γ )*(𝛿𝑥).

Отождествим точки 𝑥 ∈ Γ края с соответствующими характерами характеры 𝛿𝑥 ∈ 𝑀 ′ (тем

самым вложив Γ в 𝑀 ′); тогда отображение 𝛽 тождественно на Γ.

Шаг 3) Определим подалгебру 𝒜∞ := G(𝒜∞(Γ)) в 𝐶(𝑀 ′;C), образованную преобразо-

ваниями Гельфанда гладких элементов 𝒜(Γ). Отметим, что

G[𝜂](𝛽(𝑥)) = [𝛽(𝑥)](𝜂) = [(Tr−1
Γ )*(𝛿𝑥)](𝜂) = 𝛿𝑥(𝑤) = 𝑤(𝑥), 𝑤 = Tr−1

Γ 𝜂 ∈ 𝒜∞(𝑀), (1.1.39)

т.е. элементы 𝜔 ∈ 𝒜∞ представляют собой копии 𝜔 = 𝑤 ∘ 𝛽−1 неизвестных голоморфных

функций 𝑤 ∈ 𝒜∞(𝑀) на 𝑀 .

Шаг 4) Построим (топологический) атлас A′ = {𝜔𝑘 : 𝑈𝑘 → C}𝑛𝑘=1 на 𝑀 ′, используя

в качестве локальных координат функции 𝜔𝑘 = G[𝜂𝑘] из 𝒜∞. При будем выбирать карты

𝜔𝑘 : 𝑈𝑘 → C так, чтобы выполнялись дополнительные условия 𝜕𝛾𝜂𝑘 ̸= 0 на 𝑈𝑘 ∩ Γ. Такой

атлас A′ всегда существует: примером может служить атлас

A′ = {𝜔𝑘|𝑉𝑘
}𝑛𝑘=1, 𝜔𝑘 := G[𝑤𝑘|Γ], 𝑉𝑘 := 𝛽(𝑈𝑘),

который является копией атласа A := {𝑤𝑘|𝑉𝑘
}𝑛𝑘=1 (𝑤𝑘 ∈ 𝒜∞(𝑀)) из леммы 1.1.9.

Любой построенный вышеописанным образом атлас A′ = {𝜔𝑘 : 𝑈𝑘 → C}𝑛𝑘=1 автома-

тически является (гладким) комплексным атласом на 𝑀 ′ (в частности, он задает гладкую

и комплексную структуру на 𝑀 ′). В самом деле, обозначим через 𝑤𝑘 такие голоморфные

функции на 𝑀 , что 𝜔𝑘 = G[𝑤𝑘|Γ] и положим 𝑉𝑘 := 𝛽−1(𝑈𝑘); тогда из (1.1.39) следует, что

𝑤𝑘 = 𝜔𝑘 ∘ 𝛽. (1.1.40)

Поэтому A := {𝑤𝑘|𝑉𝑘
}𝑛𝑘=1 является топологическим атласом на 𝑀 , причем 𝑤𝑘 ≡ 𝜔𝑘 ∘ 𝛽 –

гладкие вплоть до края Γ и 𝜕𝛾𝑤𝑘 ̸= 0 на 𝑉𝑘 ∩ Γ ≡ 𝑈𝑘 ∩ Γ. Поскольку 𝑤𝑘 голоморфны на
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𝑀 , отсюда следует, что A является комплексным атласом на 𝑀 . Ввиду (1.1.40) оба атласа

A′,A имеют одинаковые функции склейки: 𝜔𝑘 ∘𝜔−1
𝑗 = 𝑤𝑘 ∘𝑤−1

𝑗 . Значит, все функции склейки

𝜔𝑘 ∘ 𝜔−1
𝑗 голоморфны int(𝜔𝑗(𝑈𝑘 ∩ 𝑈𝑗)) = int(𝑤𝑗(𝑉𝑘 ∩ 𝑉𝑗)) и гладкие на 𝜔𝑗(𝑈𝑘 ∩ 𝑈𝑗).

Итак, A′ задает комплексную структуру на𝑀 ′. При таком выборе комплексной структуры

отображение 𝛽 является (гладким) биголоморфизмом𝑀 и𝑀 ′ ввиду (1.1.40). Таким образом,

𝑀 ′ является биголоморфной копией 𝑀 .

Шаг 5) Построим (какую-нибудь) гладкую метрику 𝑔′, совместимую с комплексной

структурой на 𝑀 ′ (например, воспользовавшись конструкцией с разбиением единицы, ко-

торая использовалась в доказательстве леммы 1.1.2, 2) Метрика 𝑔′ задает элемент длины 𝑑𝑙′

на Γ. Пусть 𝜌 – такая гладкая положительная функция на 𝑀 , что 𝑑𝑙 = 𝜌𝑑𝑙′ на Γ. Положим

𝑔′ = 𝜌𝑔′ и возьмем поверхность (𝑀 ′,𝑔′) в качестве искомого решения задачи ЭИТ.

Поскольку 𝛽 есть биголоморфизм 𝑀 и 𝑀 ′, 𝛽 является конформным диффеоморфизмом

(𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′). По построению 𝛽 не двигает точки общего края Γ, причем обе метрики 𝑔,𝑔′

индуцируют один и тот же элемент длины на Γ. Ввиду (1.0.5), ДН-оператор Λ′ поверхности

(𝑀 ′,𝑔′) совпадает с Λ. Тем самым, [(𝑀 ′,𝑔′)]Γ есть решение задачи ЭИТ.

Доказательство теоремы 1.0.1 (ориентируемый случай). Если 𝜕𝑀 = 𝜕𝑀 ′ =: Γ и Λ есть

ДН-оператор (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′), то вышеописанный алгоритм Шаг 1-Шаг 5 определяет по

(Γ,𝑑𝑙),Λ такую поверхность (𝑀̃,𝑔) (спектр алгебры 𝒜(Γ)), что (𝑀,𝑔) ∼
Γ
(𝑀̃,𝑔) ∼

Γ
(𝑀 ′,𝑔′).

Отметим, что алгебраический подход (в другой форме) также применялся при решении

обратных задач акустической и электромагнитной томографии многообразий [21,23], а также

обратных задач на графах [24].

1.2 Восстановление неориентируемой поверхности с кра-

ем по ее ДН-оператору

1.2.1 Критерий ориентируемости поверхности в терминах ее ДН-

оператора

Предложение 1.2.1. Пусть 𝑀 – поверхность с (не обязательно связным) краем 𝜕𝑀 =:

Γ. Пусть Γ̃ ⊂ Γ – открытое подмножество Γ ненулевой длины и 𝛾 – поле единичных

касательных векторов на Γ̃.

Пусть 𝜂 ∈ 𝐶∞(Γ;C) отлична от константы. Уравнение (1.1.27) выполнено на Γ̃ если

и только если 𝑀 ориентируема, вектор 𝛾 = Φ𝜈 для некоторого поворота Φ на (𝑀,𝑔), а 𝜂

является следом некоторой голоморфной гладкой (вплоть до края) функции 𝑤 на (𝑀,𝑔).

Доказательство. В одну сторону утверждение доказано в следствии 1.1.7, 2.

Обратно, пусть (1.1.27) выполнено на Γ̃ и 𝑥0 - произвольная точка 𝑀 . Выберем окрест-

ность в𝑀 , диффеоморфную кругу и содержащую 𝑥0 и сегмент Γ̃ ненулевой длины (в качестве
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𝑈 можно взять малую метрическую окрестность простой замкнутой кривой, соединяющей

𝑥0 с одной из точек Γ̃). Тогда 𝑈 ориентируема и метрика 𝑔|𝑈 определяет на 𝑈 комплексную

структуру и поворот Φ𝑈 , такой, что Φ𝑈𝜈 = 𝛾. Отметим, что коэффициенты Φ𝑈 (в локальных

координатах) гладкие вплоть до Γ ∩ 𝑈 .
Пусть 𝑢 = 𝑢Re 𝜂 и 𝑣 = 𝑢Im 𝜂 есть гармонические продолжения Re 𝜂 и Im 𝜂 внутрь 𝑀 ,

соответственно (тогда 𝑢 и 𝑣 гладкие вплоть до края ввиду теоремы о повышении гладкости

решений эллиптических краевых задач); положим 𝑤 = 𝑢+𝑖𝑣. Поскольку 𝑢 – гармоническая и

𝑈 – односвязна, из леммы Пуанкаре вытекает существование такой (гармонической) функции

𝑣𝑈 на 𝑈 , что

∇𝑣𝑈 = Φ∇𝑢 на 𝑈. (1.2.1)

Поскольку 𝑢 и коэффициенты Φ гладкие вплоть до Γ∩𝑈 , из (1.2.1) следует, что 𝑣𝑈 гладкая

вплоть до Γ ∩ 𝑈 . Сужая уравнение (1.2.1) на Γ ∩ 𝑈 , получаем

𝜕𝛾𝑢 = −𝜕𝜈𝑣𝑈 , 𝜕𝜈𝑢 = 𝜕𝛾𝑣𝑈

на Γ ∩ 𝑈 . С другой стороны, уравнение (1.1.27) можно переписать в виде

𝜕𝛾𝑢 = −Λ Im 𝜂 = −𝜕𝜈𝑣, 𝜕𝜈𝑢 = ΛRe 𝜂 = 𝜕𝛾 Im 𝜂 = 𝜕𝛾𝑣

на Γ ∩ 𝑈 . Сравнивая две последние формулы, получаем 𝑣𝑈 = 𝑣 + const, 𝜕𝜈𝑣𝑈 = 𝜕𝜈𝑣 на Γ ∩ 𝑈 .
Поскольку обе функции 𝑣, 𝑣𝑈 – гармонические на 𝑈 , отсюда и из теоремы о единственности

гармонического продолжения следует, что 𝑣𝑈 = 𝑣 + const на 𝑈 . Тогда уравнение (1.2.1)

означает, что функция 𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣 голоморфна на (𝑈,𝑔|𝑈 ,Φ𝑈).

Определим глобальное семейство поворотов Φ на 𝑀 правилом Φ|𝑈 = Φ𝑈 , где 𝑈 – любая

из рассмотренных выше окрестностей. Покажем, что Φ определено корректно, т.е. поворот

Φ в точке 𝑥 не зависит от выбора 𝑈 . Пусть 𝑈 и 𝑉 – две такие окрестности и 𝑥 ∈ 𝑈 ∩𝑉 . Тогда
Φ𝑈∇𝑢 = ∇𝑣 = Φ𝑉∇𝑢 на 𝑈 ∩ 𝑉 , откуда Φ𝑈 = Φ𝑉 всюду на 𝑈 ∩ 𝑉 , возможно, за исключением
нулей ∇𝑢. Поскольку 𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣 голоморфна и отлична от константы на 𝑈 , множество нулей

∇𝑢 в 𝑈∖Γ дискретно. Отсюда и из непрерывности Φ𝑈 , Φ𝑉 следует, что Φ𝑈 = Φ𝑉 на 𝑈 ∩ 𝑉 .
Тем самым поверхность 𝑀 ориентирована непрерывным семейством поворотов Φ, причем

Φ𝜈 = 𝛾, а функция 𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣 голоморфна на (𝑀,𝑔,Φ) и ее граничный след есть 𝑤|Γ = 𝜂.

Если априори известно, что 𝑀 ориентируема, то предложение 1.2.1 обобщает критерий

принадлежности 𝜂 пространству следов голоморфных функций на Γ из следствия 1.1.7, 2.

Следствие 1.2.2. Поверхность 𝑀 ориентируема если только если поле 𝛾 единичных ка-

сательных векторов можно выбрать так, чтобы уравнение (1.1.27) имело нетривиальные

(отличные от константы) гладкие решения. Если край Γ = 𝜕𝑀 связен, 𝑀 неориентируема

и 𝑓 ̸= const, то (𝜕𝛾 + Λ𝜕−1
𝛾 Λ)𝑓 не может аннулироваться ни на каком сегменте Γ.
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Доказательство. Обозначим, 𝜂 = 𝑓 + 𝑖𝜕−1
𝛾 Λ𝑓 , тогда (𝜕𝛾 − 𝑖Λ)𝜂 = (𝜕𝛾 + Λ𝜕−1

𝛾 Λ)𝑓 . Остальное

вытекает из предложения 1.2.1.

1.2.2 Алгебры голоморфных функций на ориентируемом накрытии

Двулистное ориентируемое накрытие (M,g). Препятствием к применению алгебраи-

ческого метода §1.1.4 в неориентируемом случае является отсутствие голоморфных функ-

ций на поверхности (за исключением констант). Для того, чтобы обойти это препятствие,

мы применяем алгебраический подход не к самой поверхности (𝑀,𝑔), а к ее двулистному

ориентируемому накрытию (M,g).

Напомним конструкцию (M,g) (см.,напр., [43, Глава 15]). Пусть 𝜋 : End(𝑇𝑀) → 𝑀 есть

расслоение эндоморфизмов над 𝑀 ; слоем End(𝑇𝑀) над точкой 𝑥 ∈ 𝑀 является End(𝑇𝑥𝑀).

Каждой точке 𝑥 ∈𝑀 соответствует два поворота±Φ𝑥 ∈ End(𝑇𝑥𝑀), удовлетворяющих (1.1.1),

причем 𝑥 ↦→ ±Φ𝑥 есть гладкие сечения над любой односвязной окрестностью 𝑈 ⊂𝑀 . Таким

образом, множество M = {±Φ𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑀} есть гладкое подмногообразие End(𝑇𝑀), сужение

проекции 𝜋 на M

𝜋 : M →𝑀, 𝜋 : ±Φ𝑥 ↦→ 𝑥 (1.2.2)

есть двулистное неразветвленное накрытие, а каноническая инволюция 𝜏 на M

𝜏 : ±Φ𝑥 ↦→ ∓Φ𝑥, (1.2.3)

является гладкой и удовлетворяет равенству 𝜋 ∘ 𝜏 = 𝜋. Поскольку накрытие 𝜋 неразветвлен-

ное, эйлеровы характеристики 𝑀 и M связаны равенством

𝜒(M) = 2𝜒(𝑀). (1.2.4)

Метрика

g := 𝜋*𝑔

наM выбрана таким образом, что проекция 𝜋 является локальной изометрией (𝑀,𝑔) и (M,g),

то есть distg(𝑥,𝑦) = dist𝑔(𝜋(𝑥),𝜋(𝑦)) для достаточно близких точек 𝑥,𝑦 ∈ M; в частности,

𝜏 *g = g. Отметим, что M связна если и только если 𝑀 ориентируема, в противном случае

(M,g) состоит из двух изометрических копий (𝑀,𝑔).

Поверхность (M,g) ориентирована гладким семейством Φ ∈ Γ(M; End(𝑇M)) вращений

𝑑𝜋[Φk] = ±Φ𝑑𝜋[k] (k ∈ 𝑇±Φ𝑥M, 𝑥 ∈𝑀), (1.2.5)

причем инволюция 𝜏 антиголоморфна, т.е.

𝑑𝜏 ∘Φ = −𝑑Φ ∘ 𝜏. (1.2.6)
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Поскольку каждая компонента связности Γ ориентируема, край 𝜕M = 𝜋−1(Γ) =: Γ пред-

ставляет собой две изометрические копии Γ × {±} края Γ, причем внешняя нормаль на Γ

удовлетворяет равенствам

𝜈 = 𝑑𝜋[𝜈], 𝑑𝜏 [𝜈] = 𝜈. (1.2.7)

Будем считать, что край Γ ориентирован полем единичных касательных векторов 𝛾 = Φ𝜈;

тогда из (1.2.6) и (1.2.7) следует, что 𝑑𝜏 [𝛾] = −𝛾. Пусть край Γ ориентирован любым по-

лем единичных касательных векторов 𝛾; тогда Γ можно разбить на две непересекающиеся

замкнутые компоненты Γ±, такие, что 𝛾 = ±𝑑𝜋[𝛾] на Γ± и 𝜏(Γ±) = Γ∓. Введем функцию 𝜎

на Γ правилом 𝜎|𝜕ℳ± = ±1, тогда равенства

𝜕𝛾(f ∘ 𝜏) = −(𝜕𝛾f) ∘ 𝜏, 𝜕𝛾(ℎ ∘ 𝜋) = 𝜎 (𝜕𝛾ℎ) ∘ 𝜋 (1.2.8)

справедливы для функций на Γ и Γ, соответственно. Далее будем отождествлять точки 𝑥 ∈
Γ± с точками (𝜋(𝑥),±) ∈ Γ× {+,−}; тогда 𝜋(𝑦,±) = 𝑦, 𝜏(𝑦,±) = (𝑦,∓) для всех 𝑦 ∈ Γ.

Алгебра голоморфных функций на (M,g). Пусть 𝒜(M) – (замкнутая) подалгебра в с

𝐶(M;C), состоящая из голоморфных в M∖Γ функций и 𝒜∞(M) – (плотная) подалгебра в

𝒜(M), состоящая из функций, гладких вплоть до края Γ. Антиголоморфная инволюция 𝜏

на M индуцирует инволюцию

† : w ↦→ w† := w ∘ 𝜏 (w ∈ 𝒜(M)) (1.2.9)

алгебр 𝒜(M) и 𝒜∞(M) (в частности, (𝒜(M),‖ · ‖𝐶(M;C),†) есть инволютивная банахова алгеб-
ра). Обозначим через

H(M) := {w ∈ 𝒜(M) | w† = w}, H∞(M) := H(M) ∩ 𝐶∞(M;C) (1.2.10)

множества эрмитовых (относительно инволюции †) элементов в 𝒜(M) и 𝒜∞(M), соответ-

ственно. Тогда любой элемент w ∈ 𝒜(M) допускает представление

w = w1 + 𝑖w2, где w1 =
w +w†

2
∈ H(M), w2 =

w −w†

2𝑖
∈ H(M). (1.2.11)

Аналогично, алгебры следов 𝒜(Γ) = TrΓ𝒜(M) и 𝒜∞(Γ) = TrΓ𝒜∞(M) оснащены инволюцией

‡ := TrΓ ∘ † ∘ Tr−1
Γ : 𝜂 ↦→ w† := 𝜂 ∘ 𝜏 (𝜂 ∈ 𝒜(Γ)), (1.2.12)

которая является изоморфной копией инволюции на 𝒜(M). Эрмитовы (относительно инво-

люции ‡) элементы 𝒜(M) и 𝒜∞(Γ) образуют множества

H(Γ) = TrΓH(M), H∞(Γ) = H(Γ) ∩ 𝐶∞(M;C) = TrΓH
∞(M),
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соответственно, причем

𝒜∞(Γ) = {𝜂+ + 𝑖𝜂− | 𝜂± ∈ H∞(Γ)}, 𝒜(Γ) = clos𝐶(Γ;C)𝒜∞(Γ). (1.2.13)

ДН-оператор поверхности (M,g). Будем называть функцию u на M или Γ четной

(нечетной), если u ∘ 𝜏 = u (u ∘ 𝜏 = −u). Если u – четная функция на M (Γ), то u = 𝑢 ∘ 𝜋,
где 𝑢 – некоторая функция на 𝑀 (Γ).

Пусть Δg есть оператор Лапласа-Бельтрами поверхности (M,g); ввиду равенств g =

𝜋*𝑔 = 𝜏 *g имеем

Δg(𝑢 ∘ 𝜋) = (Δ𝑔𝑢) ∘ 𝜋, Δg(𝑣 ∘ 𝜏) = (Δg𝑣) ∘ 𝜏, (1.2.14)

в частности Δg сохраняет четность.

Пусть Λ : f ↦→ 𝜕𝜈u
f |Γ есть ДН-оператор поверхности (M,g); здесь uf есть решение задачи

Δgu = 0 в M∖Γ, u = f на Γ, (1.2.15)

Из соотношений (1.2.14) и (1.2.7) следует, что

u𝑓∘𝜋 = 𝑢𝑓 ∘ 𝜋, Λ(𝑓 ∘ 𝜋) = (Λ𝑓) ∘ 𝜋. (1.2.16)

Из (1.2.16) следует, что ДН-оператор Λ определяет сужение Λ на четные функции.

Если элемент w ∈ 𝒜(M) (𝜂 ∈ 𝒜(Γ)) эрмитов, то u = Rew (f = Re𝜂) и v = Imw

(p = Im𝜂) являются четной и нечетной функциями, соответственно. Перепишем условия

Коши-Римана (1.1.27) на границе Γ в виде

𝜕𝛾p = Λf , 𝜕𝛾f = −Λp.

Поскольку f четная, мы можем проверять первое условие, используя только (известный)

ДН-оператор Λ исходной поверхности𝑀 . Однако мы не можем проверить таким же образом

второе условие, поскольку в нем ДН-оператор Λ применяется к нечетной функции p.

Таким образом препятствие к применению алгебраического метода §1.1.4 сводится к сле-

дующему: как определить граничные следы эрмитовых голоморфных функций на (M,g),

используя только ДН-оператор Λ исходной (неориентируемой) поверхности (𝑀,𝑔)? Крите-

рий, позволяющий сделать это, описан в следующем параграфе.

1.2.3 Определение следов голоморфных функций на ориентируе-

мом накрытии поверхности по ее ДН-оператору

Предложение 1.2.3. Пусть граница Γ связная и 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R). Тогда следующие условия
эквивалентны:

i. 𝑢𝑓∘𝜋 ∈ ReH∞(M);
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ii. уравнение

1

2
Λ[𝑓 2 − (𝜕−1

𝛾 Λ𝑓)2]− 𝑓Λ𝑓 − (𝜕−1
𝛾 Λ𝑓)𝜕𝛾𝑓 = 𝑐𝑓 (𝜕𝛾 + Λ𝜕−1

𝛾 Λ)𝑓 (1.2.17)

выполнено на Γ при некотором 𝑐𝑓 ∈ R.

Доказательство. Поскольку Λconst = 0, утверждение тривиально при 𝑓 = const. Поэтому

в дальнейшем мы предполагаем, что 𝑓 ̸= const. Обозначим f := 𝑓 ∘ 𝜋.

i ⇒ ii Предположим, что функция w = uf + 𝑖up принадлежит H∞(M). Тогда ее мнимая

часть нечетная и имеет вид p = 𝜎 𝑝 ∘ 𝜋, где 𝑝 ∈ 𝐶∞(Γ;R). Поскольку w2 голоморфна на

(M,g), ее вещественная часть Rew2 = (uf )2 − (up)2 гармоническая в (M,g), то есть

(uf )2 − (up)2 = uf2−p2

.

Отсюда следует, что

Λ(f2 − p2) = 𝜕𝜈 [(u
f )2 − (up)2] = 2 (fΛf − pΛp) (1.2.18)

на 𝜕M. Поскольку f2 и p2 четные и Λ сохраняет четность, имеем

f2 − p2 = [𝑓 2 − 𝑝2] ∘ 𝜋, Λ(f2 − p2) = [Λ(𝑓 2 − 𝑝2)] ∘ 𝜋, fΛf = (𝑓Λ𝑓) ∘ 𝜋. (1.2.19)

Сужая условия Коши-Римана Φ∇uf = ∇up на границу 𝜕M, получаем

Λf = 𝜕𝛾p, Λp = −𝜕𝛾f . (1.2.20)

Ввиду (1.2.8) и равенства 𝜎2 = 1 имеем 𝜕𝛾f = 𝜎 (𝜕𝛾𝑓) ∘ 𝜋, а из второго уравнения (1.2.20)

следует, что

−pΛp = (𝜎 𝑝 ∘ 𝜋) 𝜕𝛾f = (𝑝 𝜕𝛾𝑓) ∘ 𝜋. (1.2.21)

Ввиду (1.2.19) и (1.2.21), уравнение (1.2.18) принимает вид

Λ(𝑓 2 − 𝑝2) = 2(𝑓Λ𝑓 + 𝑝𝜕𝛾𝑓). (1.2.22)

Интегрируя первое уравнение (Λ𝑓) ∘ 𝜋 = Λf = 𝜕𝛾p = (𝜕𝛾𝑝) ∘ 𝜋 в (1.2.20), получаем

𝑝 = 𝜕−1
𝛾 Λ𝑓 + 𝑐𝑓 , (1.2.23)

где 𝑐𝑓 ∈ R. Подставляя (1.2.23) в (1.2.22), получаем

Λ [𝑓 2 − (𝜕−1
𝛾 Λ𝑓)2 + 2𝑐𝑓𝜕

−1
𝛾 Λ𝑓 + 𝑐2𝑓 ] = 2 [𝑓Λ𝑓 + (𝜕−1

𝛾 Λ𝑓 + 𝑐𝑓 )𝜕𝛾𝑓 ]. (1.2.24)

Поскольку Λconst = 0, последнее равенство эквивалентно (1.2.17).
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ii ⇒ i . Положим p := 𝜎 [(𝐽Λ𝑓) ∘ 𝜋 + 𝑐𝑓 ]. Ввиду (1.2.16) and (1.2.8), уравнение (1.2.17)

переписывается в виде

Λ (f2 − p2) = 2 (fΛf + p𝜕𝛾f). (1.2.25)

Выберем сегмент Γ̃ ⊂ 𝜕𝑀+ ненулевой длины. Пусть 𝑈 – произвольная односвязная окрест-

ность в M, содержащая Γ̃. В силу леммы Пуанкаре существует такая (определенная с точ-

ностью до аддитивной константы) функция v𝑈 , что

Φ∇uf = ∇v𝑈 (1.2.26)

в 𝑈 , причем ∇v𝑈 гармоническая в 𝑈 и гладкая вплоть до Γ ∩ 𝑈 ввиду гладкости Φ и uf .

Сужая последнее уравнение на Γ ∩ 𝑈 , получаем particular,

𝜕𝛾p = Λf = 𝜕𝜈u
f = 𝜕𝛾v𝑈 , −𝜕𝛾f = 𝜕𝜈v𝑈 (1.2.27)

на Γ̃. Из первого уравнения в (1.2.27) следует, что v𝑈 можно выбрать таким образом, чтобы

на Γ̃ выполнялось равенство v𝑈 = p. Второе уравнение в (1.2.27) означает, что

𝜕𝜈((u
f )2 − v2

𝑈) = 2 (fΛf + v𝑈𝜕𝜈v𝑈) = 2 (fΛf − p𝜕𝛾f) (1.2.28)

на Γ̃. Сравнивая (1.2.28) с (1.2.25), находим

𝜕𝜈 [(u
f )2 − v2

𝑈 ] = Λ(f2 − p2) = 𝜕𝜈u
f2−p2

(1.2.29)

на Γ̃. Поскольку функция uf+𝑖v𝑈 =: w𝑈 голоморфна на 𝑈 , ее квадратw2
𝑈 также голоморфен

на 𝑈 . В частности, вещественная часть (uf )2−v2
𝑈 = Rew2

𝑈 гармоническая в 𝑈 . Итак, функции

(uf )2 − v2
𝑈 и uf2−p2

гармонические и имеют одинаковые данные Коши на Γ̃ ввиду (1.2.29).

Следовательно,

(uf )2 − v2
𝑈 = uf2−p2

(1.2.30)

на 𝑈 ввиду теоремы о единственности решений задачи Коши для эллиптических уравнений

второго порядка.

Определим функцию v на M правилом v(𝑥) := v𝑈(𝑥), где 𝑈 – любая односвязная окрест-

ность в M, содержащая 𝑥 и Γ̃. Проверим, что такое определение не зависит от выбора 𝑈 .

Пусть 𝑈1,𝑈2 – две такие окрестности. Тогда из (1.2.30) следует, что

v2
𝑈1

= (uf )2 − uf2−𝑝2

= v2
𝑈2

и, следовательно, v𝑈1 = 𝑠v𝑈2 на 𝑈1∩𝑈2, где 𝑠 = 1 или 𝑠 = −1. К тому же, из (1.2.26) следует,

что

∇v𝑈1 = Φ∇uf = ∇v𝑈2 = 𝑠∇v𝑈1
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на 𝑈1∩𝑈2, откуда (поскольку 𝑓 и uf непостоянны) 𝑠 = 1. Итак, v𝑈1 = v𝑈2 на 𝑈1∩𝑈2 и, значит,

функция w := uf + 𝑖v определена глобально на M. Более того, из равенств (1.2.26) вытекает

уравнение Коши-Римана Φ∇uf = ∇v, т.е. w голоморфна на M. Из этого же уравнения

следует, что

𝜕𝛾v = 𝜕𝜈u
f = Λ𝑓 = 𝜕𝛾p,

откуда v = p + 𝑐± на Γ±. Равенство v = p на Γ̃ означает, что 𝑐+ = 0. Из (1.2.30) вытекает

равенство

v2 = (uf )2 − uf2−p2

= p2

наM, которое означает, что (p+𝑐−)
2 = p2 на Γ−, откуда 𝑐− = 0 или p|Γ− = −𝑐−/2. Последнее

равенство исключено, поскольку 𝑓 отлична от константы и, следовательно, 0 ̸= [Λ𝑓 ] ∘ 𝜋 =

Λf = 𝜕𝛾p на Γ−. Значит, 𝑐− = 0 и v = p = −v ∘ 𝜏 на Γ. Ввиду гармоничности v, отсюда

имеем v ∘ 𝜏 = −v на M. Таким образом, w ∘ 𝜏 = w и, следовательно, w ∈ H∞(M).

Замечание 1.2.4. Если граница Γ несвязная, то условие ii предложения 1.2.3 следует за-

менить на следующее: ii’. уравнение (1.2.24) выполнено на Γ при некотором 𝑐𝑓 ∈ Ker𝜕𝛾. При

этом доказательство предложения 1.2.3 остается без изменений. Кроме того, уравнения

(1.2.17) или (1.2.24) достаточно проверять на произвольном сегменте Γ̃ ⊂ Γ.

Следствие 1.2.5. Из предложения 1.2.3 следует, что

H∞(Γ) ≡
{︁
𝑓 ∘ 𝜋 + 𝑖𝜎 h(𝑓)

[︀
(𝜕−1

𝛾 Λ𝑓) + 𝑐𝑓
]︀
∘ 𝜋

⃒⃒
𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ); 𝑐𝑓 ∈ Ker𝜕𝛾 – решения (1.2.17)

}︁
,

(1.2.31)

где h аннулируется на константах и h(𝑓) = 1 для любых 𝑓 ̸= const. (Если Γ несвязна, то

следует заменить (1.2.17) на (1.2.24))

1.2.4 Алгоритм восстановления неориентируемой поверхности по ее

ДН-оператору

Пусть (𝑀,𝑔) – неизвестная поверхность с известным краем Γ и ДН-оператором Λ. Ввиду

(1.0.4) можно считать известным элемент длины 𝑑𝑙, индуцированный метрикой 𝑔 на Γ. (Отме-

тим, что формула (1.0.4) справедлива и в неориентируемом случае, поскольку в этом случае

ДН-оператор Λ связан с ДН-оператором ориентируемого накрытия формулой (1.2.16).) На-

помним, что под решением задачи ЭИТ понимается построение любой поверхности (𝑀 ′,𝑔′),

такой, что 𝜕𝑀 ′ = Γ и ее ДН-оператор есть Λ′ = Λ. Алгоритм построения (𝑀 ′,𝑔′) состоит из

следующих шагов:

Шаг 1) Используя критерий из следствия 1.2.2, определим, является ли 𝑀 ориентируе-

мой. Если 𝑀 ориентируема, то далее применяется алгоритм §1.1.4.

Шаг 2) Пусть𝑀 неориентируема. Выберем любое гладкое поле касательных единичный

векторов 𝛾 на Γ (касательный единичный вектор 𝛾) и введем оператор дифференцирования



58

𝜕𝛾. Отождествим Γ := Γ × {+,−} с границей двулистного ориентируемого накрытия (M,g)

поверхности (𝑀,𝑔). Определим множество H∞(Γ) эрмитовых элементов алгебры 𝒜∞(Γ) из

формулы (1.2.31). Найдем алгебры 𝒜∞(Γ) и 𝒜(Γ) из формулы (1.2.13). Найдем инволюцию

‡ на 𝒜(Γ) из формулы

‡(w+ + 𝑖w−) = w+ − 𝑖w− (w± ∈ H(Γ)).

Шаг 3) Применяя алгебраический метод (Шаг 2-Шаг 5, §1.1.4), построим конформную

копию (M′,g′′) ориентируемого накрытия (M,g) поверхности (𝑀,𝑔). Здесь M′ := 𝒜(Γ) есть

спектр алгебры 𝒜(Γ), преобразования Гельфанда G[𝜂] элементов 𝜂 ∈ 𝒜∞(Γ) голоморфны

на M′, граница Γ отождествлена с границей 𝜕M′ и существует такой конформный диффео-

морфизм 𝛽 : M → M′, не двигающий точки Γ и изометричный на Γ, что

G[𝜂](𝛽(x)) = w(x) (𝜂 = w|Γ, w ∈ 𝒜(Γ),x ∈ M). (1.2.32)

Шаг 3) Используя формулу (1.1.33), определим инволюцию 𝜏 ′ := ‡* на спектре M′ :=

𝒜(Γ) по инволюции ‡ алгебры 𝒜(Γ). Тогда из (1.1.33), (1.2.12) и (1.2.32) имеем

w(𝛽−1 ∘ 𝜏 ′ ∘ 𝛽(x)) = G[𝜂](𝜏 ′(𝛽(x))) = [𝜏 ′(𝛽(x))](𝜂) = [𝛽(x)](𝜂‡) =

= [𝛽(x)](w†|Γ) = w†(𝑥) = w(𝜏(x)) (𝜂 = w|Γ, w ∈ 𝒜(Γ),x ∈ M).

Поскольку алгебра 𝒜(M) голоморфных функций на M разделяет точки, из последнего ра-

венства следует, что

𝜏 ′ = 𝛽 ∘ 𝜏 ∘ 𝛽−1 (1.2.33)

Таким образом, инволюция 𝜏 ′ является копией канонической инволюции (1.2.3) на накры-

тии (M,g), связанной с ней конформным диффеоморфизмом 𝛽. В частности, инволюция 𝜏 ′

гладкая, антиголоморфная и не имеет неподвижных точек на M′.

Шаг 4) Выберем симметричную метрику

g′ =
g′′ + 𝜏

′*g′′

2

на M′. Поскольку инволюция 𝜏 ′ антиголоморфная, метрика g′ конформно эквивалентна g′′.

Более того, переход к новой метрике не меняет элемент длины на Γ. Следовательно, ДН-

оператор Λ′ поверхности (M′,g′) совпадает с ДН-оператор Λ накрытия (M,g).

Шаг 5) Введем факторпространство

𝑀 ′ := M′/𝜏 ′
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с факторпроекцией 𝜋′ : x ↦→ {x,𝜏 ′(x)}. Поскольку инволюция 𝜏 ′ гладкая и не имеет непо-

движных точек,𝑀 ′ является гладкой поверхностью, а 𝜋′ – гладким неразветвленным накры-

тием. Отождествим край 𝜕𝑀 ′ = 𝜋′(Γ) с Γ правилом 𝜋′((𝑥,±)) ∼= 𝑥 (𝑥 ∈ Γ). Ввиду (1.2.33),

диаграмма

M
𝛽−→ M′

𝜋 ↓ ↓ 𝜋′

𝑀
𝛽−→ 𝑀 ′

(1.2.34)

определяет гладкий диффеоморфизм 𝛽 между 𝑀 и 𝑀 ′, причем 𝛽 не двигает точки Γ ∼=
𝜋′(Γ). Поскольку метрика g′ симметрична 𝜏

′*g′ = g′, она определяет метрику 𝑔′ на 𝑀 ′,

такую, что 𝜋
′*𝑔′ = g′. Поскольку отображения 𝜋 : (M,g) → (𝑀,𝑔) и 𝜋 : (M′,g′) → (𝑀 ′,𝑔′) в

(1.2.34) являются локальными изометриями, а отображение 𝛽 : (M,g) → (M′,g′) конформно

и изометрично на Γ, отображение 𝛽 : (𝑀,𝑔) → (𝑀 ′,𝑔′) также конформно и изометрично на

Γ ∼= 𝜋′(Γ). Таким образом, (𝑀 ′,𝑔′) ∼
Γ
(𝑀,𝑔), т.е. [(𝑀 ′,𝑔′)]Γ есть решение задачи ЭИТ.

Доказательство теоремы 1.0.1 (неориентируемый случай). Если 𝜕𝑀 = 𝜕𝑀 ′ =: Γ и Λ есть

ДН-оператор (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′), то 𝑀,𝑀 ′ (не)ориентируемы только одновременно в силу след-

ствия 1.2.2. Если 𝑀,𝑀 ′ неориентируемы, то вышеописанный алгоритмШаг 1-Шаг 5 опре-

деляет по (Γ,𝑑𝑙),Λ такую поверхность (𝑀̃,𝑔), что (𝑀,𝑔) ∼
Γ
(𝑀̃,𝑔) ∼

Γ
(𝑀 ′,𝑔′).

1.2.5 Определение топологии неориентируемой поверхности по ее

ДН-оператору

Напомним, что неориентируемая поверхность с краем гомеоморфна сфере с gen(𝑀) вкле-

енными листами Мёбиуса и 𝛽0(𝜕𝑀) дырками. Число gen(𝑀) называется неориентируемым

родом 𝑀 . Эйлерова характеристика 𝑀 равна 𝜒(𝑀) = 2 − gen(𝑀) − 𝛽0(𝜕𝑀). Род накрытия

M равен gen(M) = gen(𝑀)− 1.

Гармонические поля на накрытии (M,g). Поскольку инволюция 𝜏 является изометри-

ей на (M,g), 𝜏 *g = g, ее дифференциал 𝑑𝜏 является унитарной инволюцией на 𝐿2(M;𝑇M),

сохраняющей гармоничность 𝑑𝜏ℋ(M) = ℋ(M) и потенциальность (𝑑𝜏∇u = ∇(u∘𝜏). Отсюда
и из унитарности 𝑑𝜏 и равенства (1.2.6) следует, что 𝑑𝜏𝒩 (M) = 𝒩 (M) и 𝑑𝜏𝒟(M) = 𝒟(M).

Будем говорить, что векторное поле A ∈ 𝐿2(M;𝑇M) симметрично (антисимметрично)

относительно инволюции 𝜏 и писать если 𝑑𝜏A = A (𝑑𝜏A = −A). Симметричные и анти-

симметричные поля ортогональны в 𝐿2(M;𝑇M). Любое векторное поле A ∈ 𝐿2(M;𝑇M)

допускает ортогональное разложение

A = A+ +A−, A+ :=
A+ 𝑑𝜏A

2
, A− =

A− 𝑑𝜏A

2
,

где A+ симметрично, а A− антисимметрично. Поэтому справедливы ортогональные разло-

жения 𝒴(M) = ℰ+(M) ⊕ 𝒴−(M) (𝒴 = ℰ ,𝒩 ,𝒟), где значки + и − обозначают подпростран-
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ства симметричных и антисимметричных элементов, соответственно. Из (1.2.6) следует, что

Φ𝒩±(M) = 𝒟∓(M), откуда

dim𝒩±(M) = dim𝒟∓(M). (1.2.35)

Поскольку пространство ℰ(M) ∩ 𝒟(M) состоит из градиентов гармонических функций,

постоянных на каждой компоненте связности 𝜕M, имеем

dim(ℰ(M) ∩ 𝒟(M))+ = 𝛽0(𝜕𝑀)− 1, dim(ℰ(M) ∩ 𝒟(M))− = 𝛽0(𝜕𝑀), (1.2.36)

где 𝛽0(𝜕𝑀) – число компонент связности 𝜕𝑀 = Γ.

Введем ортопроекторы 𝑃𝒩 и 𝑃𝒟 в 𝐿2(M;𝑇M) на подпространства 𝒩 (M) и 𝒟(M), со-

ответственно. Тогда 𝑃𝒩 и 𝑃𝒟 коммутируют с 𝑑𝜏 и, в частности, сохраняют симметрич-

ность/антисимметричность. ПустьA ∈ 𝒟(M); из разложенияℋ(M) = ℰ(M)⊕𝒩 (M) следует,

что

A = ∇u+ 𝑃𝒩A. (1.2.37)

Отметим, что равенство 𝑃𝒩A = 0 эквивалентно включению A ∈ 𝒟(M) ∩ ℰ(M). Пусть

y – гармоническая функция в M, постоянная на каждой компоненте связности 𝜕M, т.е.,

∇y ∈ 𝒟(M) ∩ ℰ(M). Умножим обе части (1.2.37) скалярно на Φ∇y. Из теоремы Стокса и

ортогональности Φ∇y ∈ Φℰ(M) и A ∈ 𝒟(M) = Φ𝒩 (M) получаем

(𝑃𝒩A,Φ∇y) = 0− (∇u,Φ∇y) = −
∫︁
M

div
(︁
uΦ∇y

)︁
𝑑S =

=−
∫︁
𝜕M

ug(Φ∇y,𝜈)𝑑l =

∫︁
𝜕M

u𝜕𝛾y𝑑l = 0.

Таким образом,

𝑃𝒩𝒟(M) ⊂ 𝒩 (M)⊖ (𝒩 (M) ∩Φℰ(M)) =: 𝒩̃ (M), Ker(𝑃𝒩 |𝒟(M)) = 𝒟(M) ∩ ℰ(M).

Аналогично, из разложения ℋ(M) = Φℰ(M)⊕𝒟(M) и теоремы Стокса следует, что

𝑃𝒟𝒩 (M) ⊂ 𝒟(M)⊖ (𝒟(M) ∩ ℰ(M)) =: 𝒟̃(M), Ker(𝑃𝒟|𝒩 (M)) = 𝒩 (M) ∩Φℰ(M).

В частности, операторы 𝑃𝒟|𝒩̃ (M) и 𝑃𝒩 |𝒟̃(M) инъективны, откуда

dim𝒩̃±(M) = dim𝒟̃±(M). (1.2.38)

Наконец, из (1.1.13) и (1.2.4) следует, что

dim𝒩 (M) = dim𝒟(M) = gen(M) = 1− 2𝜒(𝑀).
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Комбинируя последнее равенство с (1.2.35), (1.2.36), (1.2.38), получаем

dim𝒟̃±(M) = 1− 𝜒(𝑀)− 𝛽0(𝜕𝑀),

откуда

dim𝒩− = dim𝒟+ = −𝜒(𝑀), dim𝒩+ = dim𝒟− = 1− 𝜒(𝑀). (1.2.39)

Вычисление эйлеровой характеристики неориентируемой поверхности в терми-

нах ее ДН-оператора.

Предложение 1.2.6. Коразмерность пространства гладких решений 𝑓 уравнения (1.2.24)

(уравнения (1.2.17) в случае связной границы Γ) в 𝐶∞(Γ;R) равна −𝜒(𝑀).

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R). Из разложения ℋ(M) = ℰ(M) ⊕ 𝒩 (M) и формулы

(1.2.6) имеем

Φ∇(𝑢𝑓 ∘ 𝜋) = ∇v +𝐴, v ∘ 𝜏 = −v, 𝐴 ∈ 𝒩−(M).

Напомним (см. предложение 1.2.3 и замечание 1.2.4), что 𝑓 является решением (1.2.24) (при

некоторых 𝑐𝑓 ∈ Ker𝜕−1
𝛾 ) если и только если 𝑢𝑓 ∘ 𝜋 есть вещественная часть голоморфной

функции на M, т.е. 𝐴 = 0. Последнее равенство эквивалентно ортогональности Φ𝐴 подпро-

странству Φ𝒩−(M) = 𝒟+(M) в 𝐿2(M;𝑇M). Пусть B ∈ 𝒟+(M), тогда нормальная компо-

нента B𝜈 на Γ четная B𝜈 = 𝑏 ∘ 𝜋; обозначим через 𝐿 линейное пространство, образованное

такими 𝑏. Тогда dim𝐿 = −𝜒(𝑀) ввиду (1.2.39). Из теоремы Стокса имеем

(A,ΦB) = (Φ∇(𝑢𝑓 ∘ 𝜋),ΦB) = (∇(𝑢𝑓 ∘ 𝜋),B) =

=

∫︁
M

div
(︀
𝑢𝑓 ∘ 𝜋 ·B

)︀
𝑑S =

∫︁
Γ

𝑓 ∘ 𝜋 ·B𝜈𝑑𝑙 = 2

∫︁
Γ

𝑓𝑏𝑑𝑙.

В частностиA = 0 если и только если 𝑓 ортогональна 𝐿 в 𝐿2(Γ;R). Таким образом, множество

решений (1.2.24) совпадает с линеалом гладких элементов 𝐿2(Γ;R) ⊖ 𝐿; последний имеет

коразмерность dim𝐿 = −𝜒(𝑀) в 𝐶∞(Γ;R).
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Глава 2

Восстановление поверхности с

неизвестными компонентами края по ее

ДН-оператору

Пусть (𝑀,𝑔) – гладкая компактная гладкая поверхность с (гладким) краем 𝜕𝑀 и (глад-

ким) метрическим тензором 𝑔. Пусть также 𝜈 есть единичный вектор внешней нормали к

𝜕𝑀 , а Λ – ДН-оператор (𝑀,𝑔). Будем называть разбиением края 𝜕𝑀 пару b = (Γgr,Γis),

где Γgr,Γis – непересекающиеся открытые подмножества в 𝜕𝑀 , границы которых состоят из

конечного числа точек (“точки смены типа граничных условий”). (Как границы 𝜕Γgr,𝜕Γis и

сами множества Γgr, Γis могут быть пустыми.) Дополнение Γ к замыканиям Γgr и Γis в 𝜕𝑀

будет называться внешней частью края (и всегда будет считаться непустым). Гладкое поле

единичных касательных векторов 𝛾 на Γ выбирается произвольным образом; если 𝑀 ори-

ентируема, то семейство поворотов Φ на 𝑀 выбирается так, чтобы Φ𝜈 = 𝛾 на Γ (последнее

правило доопределяет 𝛾 на 𝜕𝑀∖Γ), в противном случае 𝛾 продолжается на 𝜕𝑀∖Γ произволь-

ным образом с сохранением гладкости. Далее 𝜕−1
𝛾 означает оператор интегрирования в 𝐿1(Γ),

который является правым обратным к 𝜕𝛾 на подпространстве функций с нулевыми средними

значениями на каждой связной компоненте Γ и аннулирует функции, постоянные на каждой

связной компоненте Γ. (Такое определение 𝜕−1
𝛾 согласовано с определением, данным после

формулы (1.1.3).)

Пусть 𝑢𝑓 – решение задачи

Δ𝑔𝑢 = 0 в 𝑀 ∖ 𝜕𝑀, 𝑢 = 𝑓 на Γ,

𝑢 = 0 на Γgr, 𝜕𝜈𝑢 = 0 на Γis,
(2.0.1)

где 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ⌟;R). Будем называть линейный оператор

Λb : 𝑓 ↦→ 𝜕𝜈𝑢
𝑓 |Γ
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частичным ДН-оператором поверхности (𝑀,𝑔), ассоциированным с разбиением края b. Бу-

дем говорить, что неизвестная часть 𝜕𝑀∖Γ края заземлена (электрически изолирована) и

писать b = gr (b = is), если Γis = ∅ (Γis = ∅).
Если 𝜕Γ = ∅, то оператор Λb определен на 𝐶∞(Γ;R). Если же 𝜕Γ ̸= ∅, то задача (2.0.1)

и оператор Λb корректно определены для всех 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R), для которых справедливы

асимптотические разложения

𝑓(𝑥) ≃
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘(𝑦)𝑑
𝑘/2, (𝑑 = dist(Γ,𝑑𝑙)(𝑥,𝑦) → 0 𝑦 ∈ 𝜕Γ), (2.0.2)

причем 𝑐0 = 0 на 𝜕Γ ∪ 𝜕Γgr. Множество таких 𝑓 далее будет обозначаться через 𝐶∞(Γ⌟;R).
Легко видеть, что функции {𝑓,Λb𝑓} можно доопределить на 𝜕𝑀∖Γ так, чтобы продол-

женный таким образом график оператора Λb стал подграфиком (полного) ДН-оператора

Λ : 𝐻1/2(𝜕𝑀 ;R) → 𝐻−1/2(𝜕𝑀 ;R) поверхности (𝑀,𝑔). Отсюда следует, что Λb есть ПДО

первого порядка и формула (1.0.4) справедлива для Λb.

Пусть кривая Γ и оператор Λb известны (поскольку для Λb справедлива формула (1.0.4),

то элемент длины 𝑑𝑙, индуцированный метрикой 𝑔 на Γ, также можно считать известным).

Задача ЭИТ с данными на части границы состоит, грубо говоря, в восстановлении поверх-

ности (𝑀,𝑔) и ее граничного разбиения b = (Γgr,Γis) по Γ и Λb.

Физическая интерпретация задачи такова. Пусть𝑀 - тонкая однородная проводящая обо-

лочка неизвестной формы. Наблюдателю доступна только “внешняя” часть Γ края поверхно-

сти, к которой он может прикладывать произвольные потенциалы 𝑓 и измерять вытекающие

при этом токи 𝜕𝜈𝑢
𝑓 |Γ = Λb𝑓 . Недоступные части края могут быть либо заземлены (Γgr), либо

электрически изолированы (Γis). Целью наблюдателя является определение формы оболочки

𝑀 и типов граничных условий на частях 𝜕𝑀∖Γ по известному оператору реакции Λb.

Отметим, что определение дырок в поверхности по ДН-оператору является самостоя-

тельной задачей (см. [14, 15]). Обычно при решении такой задачи поверхность 𝑀 вложена

в известную поверхность 𝑀̃ , Γ = 𝜕𝑀̃ и целью является только определение неизвестных

дырок, или, эквивалентно, компонент связности 𝜕𝑀∖Γ в 𝑀̃ . В отличие от вышеуказанной

постановки мы не предполагаем наличие какая-либо объемлющей поверхности и восстанав-

ливаем (с точностью до естественной конформной эквивалентности) как саму поверхность

(𝑀,𝑔), так и неизвестные компоненты ее края.

Пусть (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) – две поверхности с общей внешней частью края Γ, b = (Γgr,Γis),

b′ = (Γ′
gr,Γ

′
is) – их разбиения границ, а Λ

b, Λb′ — их частичные ДН-операторы, соответственно.

Будем называть эти поверхности конформно эквивалентными с учетом разбиений границ и

писать (𝑀,𝑔,b) ∼Γ (𝑀 ′,𝑔′,b′), если существует конформный диффеоморфизм 𝛽 между (𝑀,𝑔)

и (𝑀 ′,𝑔′), не двигающий точки Γ и такой, что 𝛽(Γgr) = Γ′
gr 𝛽(Γis) = Γ′

is. Тогда, как несложно

видеть, их частичные ДН-операторы совпадают: Λb′ = Λb (с физической точки зрения обо-
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лочки 𝑀 и 𝑀 ′ неразличимы для внешнего наблюдателя). Ниже мы докажем, что обратное

тоже верно.

Предложение 2.0.1. Пусть (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) – две поверхности с общей внешней частью

края Γ и b = (Γgr,Γis) и b′ = (Γ′
gr,Γ

′
is) – разбиения краев 𝜕𝑀 и 𝜕𝑀 ′, соответственно. Пусть

также Λb и Λb′ – частичные ДН-операторы (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′), ассоциированные с разбиениями

краев b и b′, соответственно. Тогда Λb = Λb′ если и только если (𝑀,𝑔,b) ∼Γ (𝑀 ′,𝑔′,b′).

Ввиду вышеуказанной неоднозначности определения (𝑀,𝑔) по Λb, под “восстановлением

неизвестной поверхности (𝑀,𝑔) и ее граничного разбиения g по ее частичному ДН-оператору

Λb” мы опять понимаем построение их копий, т.е., любой поверхности (𝑀 ′,𝑔′) и граничного

разбиения g′, таких, что внешняя часть края 𝑀 ′ есть Γ, а ее частичный ДН-оператор Λb′

совпадает с Λb.

Результатом этой главы является версия алгебраического метода для построения копии

поверхности и ее граничного разбиения по ее частичному ДН-оператору. В разделе 2.1 та-

кой алгоритм разрабатывается для упрощенной ситуации: а) неизвестная поверхность (𝑀,𝑔)

предполагается ориентированной, б) вся неизвестная часть границы 𝜕𝑀∖Γ предполагает-

ся либо заземленной, либо электрически изолированной и в) точки смены типа граничных

условий отсутствуют. Как и раньше, в качестве “материала” для изготовления копии исполь-

зуются характеры некоторой алгебры 𝒜(Γ), которая восстанавливается по частичному ДН-

оператору. Оказывается, что даже при предположении об ориентируемости 𝑀 подлежащая

восстановлению алгебра изоморфна алгебре голоморфных функций не на самой поверхно-

сти (𝑀,𝑔), а на ее двулистном накрытии (M,g), которое получается склеиванием двух копий

𝑀 по неизвестной части края. При этом для непосредственного восстановления (полного)

ДН-оператора Λ накрытия (M,g) требуется знать оба ДН-оператора Λis и Λgr. Поскольку

известен только один из них, для восстановления алгебры 𝒜(Γ) требуется прием, во многом

аналогичный тому, который был использован в предыдущей главе при построении копии

неориентируемой поверхности с краем. Далее, как и раньше, копия накрытия (M,g) строит-

ся из спектра алгебры 𝒜({Γ}); при этом восстанавливается копия инволюции на накрытии,

которая позволяет разрезать его на две копии (𝑀,𝑔).

В разделе 2.2 ограничения а)–c) снимаются за счет усложнения алгоритма. В частности,

(усложненный) алгоритм работает в случае, когда наблюдателю известен лишь произвольно

малый сегмент границы и (частичный) ДН-оператор на нем.
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2.1 Восстановление ориентируемой поверхности с неиз-

вестной заземленной/электроизолированной частью

края

В этом разделе, если не оговорено обратное, предполагается, что условия а),б),с) выпол-

нены, т.е. поверхность 𝑀 ориентируема, b = gr, b = is или b = {∅,∅} и точки смены типа

граничных условий отсутствуют. Более того, для простоты в этом разделе предполагается,

что Γ диффеоморфна окружности.

2.1.1 Определение следов голоморфных функций по частичным

ДН-операторам

Тест на наличие недоступной части края. Прежде всего выпишем критерий нетриви-

альности граничного разбиения b в терминах частичного ДН-оператора Λb.

Лемма 2.1.1. Справедливы следующие утверждения:

1. Уравнение

(𝜕𝛾 − 𝑖Λb)𝜂 = 0 (𝜂 ∈ 𝐶∞(Γ;C)) (2.1.1)

имеет нетривиальные (отличные от константы) решения если и только если 𝑀

ориентируема, ориентация Γ согласована с одной из ориентаций 𝑀 и b = {∅,∅};

2. Оператор Λb в 𝐿2(Γ;R) положительно определен если и только если Γgr ̸= ∅.

Доказательство. 1. В одну сторону утверждение вытекает из следствия 1.1.7, 2. Теперь

пусть 𝜂 ∈ 𝐶∞(Γ;C) – непостоянное решение уравнения (𝜕𝛾 − 𝑖Λb)𝜂 = 0 на Γ и 𝑓 = Re 𝜂,

ℎ = Im 𝜂. Повторяя рассуждения из доказательства предложения 1.2.1, находим, что 𝑀

ориентируема, и функция 𝑤 = 𝑢𝑓 + 𝑖𝑢ℎ голоморфна в 𝑀∖𝜕𝑀 . Если Γgr ̸= ∅, то 𝑤 = 0 на Γgr.

Если же Γis ̸= ∅, то, сужая уравнение Коши-Римана Φ∇𝑢𝑓 = ∇𝑢ℎ на Γgr, получаем

𝜕𝛾𝑤 = 𝑔(Φ(−∇𝑢ℎ + 𝑖∇𝑢𝑓 ),Φ𝜈) = 𝑖(𝜕𝜈𝑢
𝑓 + 𝑖𝜕𝜈𝑢

ℎ) = 0,

откуда 𝑤 = const на любой компоненте связности Γis. Ввиду теоремы о единственности

аналитического продолжения 𝑤 постоянна на всей поверхности 𝑀 , противоречие. Отсюда

Γis = Γgr = ∅.
2. Из формулы Грина и равенства 𝜕𝜈𝑢

𝑓 · 𝑢𝑓 = 0 на Γis ∪ Γgr следует, что ‖∇𝑢𝑓‖2𝐿2(𝑀 ;𝑇𝑀) =

(Λb𝑓,𝑓)Γ. Пусть Λb𝑓 = 0, тогда 𝑢𝑓 = const в 𝑀 и неравенство 𝑓 ̸= 0 возможно если и только

если Γgr = ∅.

Ввиду леммы 2.1.1 при предположениях а)-с) имеет место следующая альтернатива (здесь

Λb рассматривается как оператор в 𝐿2(Γ;R)):
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- Ker(𝜕𝛾 − 𝑖Λb) ̸= {const} при некотором выборе гладкого поля единичных касательных

векторов 𝛾 на Γ; тогда Λb = Λ, b = {∅,∅}.

- Ker(𝜕𝛾− 𝑖Λb) = KerΛb = {const} при любом выборе гладкого поля единичных касатель-

ных векторов 𝛾 на Γ; тогда b = is.

- KerΛb = {0}; тогда b = gr.

Алгебра голоморфных функций, ассоциированная с разбиениями b = gr,is. Далее

мы предполагаем, что b = gr или b = is. Как и раньше, применение алгебраического подхо-

да для восстановления (𝑀,𝑔) должно предваряться определением следов на Γ голоморфных

функций на (𝑀,𝑔) по оператору Λb. Поскольку мы работаем с гармоническими продолжени-

ями 𝑢𝑓 (решениями задачи (2.0.1)), удовлетворяющими дополнительным краевым условиям

на 𝜕𝑀∖Γ, голоморфные функции, следы которых мы находим, также ограничены дополни-

тельными краевыми условиями на 𝜕𝑀∖Γ. Именно, мы рассматриваем подалгебру (над полем

R)
H(𝑀) := {𝑤 ∈ 𝒜(𝑀) | Im𝑤 = 0 на 𝜕𝑀∖Γ} (2.1.2)

алгебры𝒜(𝑀), образованную функциями, принимающими вещественные значения на 𝜕𝑀∖Γ.
Пусть H∞(𝑀) := H(𝑀) ∩ 𝐶∞(𝑀 ;C) есть подалгебра гладких элементов H(𝑀) и 𝑤 ∈

H∞(𝑀). Обозначим 𝑢 = Re𝑤, 𝑣 = Im 𝑣, 𝑓 = 𝑢|Γ, ℎ = 𝑣|Γ. Поскольку 𝑣 = 0 на 𝜕𝑀∖Γ,
имеем 𝜕𝜈𝑣 = Λgrℎ на Γ. Сужая уравнение Коши-Римана Φ∇𝑢 = ∇𝑣 на 𝜕𝑀∖Γ, получаем
𝜕𝜈𝑢 = 𝜕𝛾𝑣 = 0 на 𝜕𝑀∖Γ, откуда 𝜕𝜈𝑢 = Λis𝑓 . Теперь сужение тех же уравнений Коши-Римана

на Γ дает

𝜕𝛾ℎ = Λis𝑓, 𝜕𝛾𝑓 = −Λgrℎ на Γ. (2.1.3)

Повторяя рассуждения из доказательства предложения 1.2.1, можно доказать, что эти урав-

нения эквивалентны голоморфности функции 𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣, где

Δ𝑔𝑢 = Δ𝑔𝑣 = 0 в 𝑀∖𝜕𝑀, 𝑢 = 𝑓, 𝑣 = ℎ на Γ, 𝜕𝜈𝑢 = 𝑣 = 0 на 𝜕𝑀∖Γ.

Для того, чтобы использовать уравнения (2.1.3) для поиска следов голоморфных функций

на (𝑀,𝑔), необходимо знать оба оператора Λis, Λgr. Таким образом препятствие к примене-

нию алгебраического метода §1.1.4 аналогично тому, которое возникало в неориентируемом

случае в §1.2.3: как определить граничные следы голоморфных функций на (𝑀,𝑔), принима-

ющих вещественных значения на 𝑀∖Γ, используя только один из ДН-операторов Λis или

Λgr? Прием, позволяющий сделать это (и во многом аналогичный использованному в §1.2.3),

описан далее, а пока вернемся к описанию свойств алгебры H(𝑀).

Рассмотрим комплексифицированную алгебру

HC(𝑀) = H(𝑀) + 𝑖H(𝑀). (2.1.4)
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Это инволютивная алгебра с инволюцией

† : 𝑤1 + 𝑖𝑤2 ↦→ 𝑤1 − 𝑖𝑤2 (𝑤1,𝑤2 ∈ H(𝑀)). (2.1.5)

Если 𝑤 ∈ H(𝑀) ∩ 𝑖H(𝑀), то 𝑤 = 0 на 𝜕𝑀∖Γ и, значит, 𝑤 = 0 на 𝑀 . Ввиду теоремы о

единственности аналитического продолжения, оператор следа TrΓ : 𝑤 ↦→ 𝑤|Γ является изо-

морфизмом HC(𝑀) и алгебры следов

HC(Γ) := {𝑤|Γ | 𝑤 ∈ HC(𝑀)}.

Отметим, что HC(Γ) = H(Γ)∔ 𝑖H(Γ), где

H(Γ) = {𝑤|Γ | 𝑤 ∈ H(𝑀)} (2.1.6)

и инволюция (2.1.5) индуцирует инволюцию ‡ = TrΓ†Tr−1
Γ на HC(Γ), причем

‡ : 𝜂1 + 𝑖𝜂2 ↦→ 𝜂1 − 𝑖𝜂2 (𝜂1,𝜂2 ∈ H(Γ)). (2.1.7)

Простейшие примеры (𝑀 – кольцо и Γ есть внешняя границы𝑀) показывают, что подал-

гебра HC(𝑀) не замкнута в 𝒜(𝑀). Таким образом, помимо поиска алгоритма определения

алгебры следов HC(Γ) через ДН-оператор Λb, для применения алгебраического подхода сле-

дует решить следующие два вопроса: 1. какой выбор норм превращает HC(𝑀) и HC(Γ) в

банаховы алгебры? 2. каков спектр алгебр HC(𝑀) и HC(Γ) и как он связан с поверхностью

𝑀? Мы отложим решение этих вопросов до §2.1.2.

Определение следов голоморфных функций в терминах одного из ДН-операторов

Λgr,Λ𝑖𝑠.

Предложение 2.1.2. Пусть b = gr и ℎ ∈ 𝐶∞(Γ;R). Тогда следующие условия эквивалент-
ны:

1. 𝑢ℎ является мнимой частью некоторой голоморфной функции 𝑤 ∈ H∞(𝑀);

2. ℎ является решением уравнения

2Λgr(ℎ · 𝜕−1
𝛾 Λgrℎ) = 𝜕𝛾[(𝜕

−1
𝛾 Λgrℎ)2 − ℎ2]. (2.1.8)

Доказательство. 1 ⇒ 2 . Предположим, что функция 𝑤 = 𝑣 + 𝑖𝑢ℎ голоморфна на (𝑀,𝑔) и

обозначим 𝑓 = 𝑣|Γ. Тогда 𝑤2 также голоморфна на (𝑀,𝑔) и, в частности, функция Im𝑤2 =

2𝑢ℎ𝑣 гармоническая на (𝑀,𝑔). Поскольку 2𝑢ℎ𝑣 = 0 на 𝜕𝑀∖Γ, имеем 2𝑢ℎ𝑣 = 𝑢2ℎ𝑓 и

2Λgr(ℎ𝑓) = 2𝜕𝜈(𝑢
ℎ𝑣) = 2(ℎ𝜕𝜈𝑣 + 𝑓Λgrℎ). (2.1.9)
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Из уравнения Коши-Римана Φ∇𝑣 = ∇𝑢ℎ на (𝑀,𝑔) следует, что

Λgrℎ = −𝜕𝜈𝑢ℎ = 𝜕𝛾𝑓, 𝜕𝜈𝑣 = 𝜕𝛾ℎ на Γ. (2.1.10)

Интегрируя первое равенство в (2.1.10), получаем 𝑓 = −𝜕−1
𝛾 Λgrℎ + 𝑐, где 𝑐 – некоторая кон-

станта. Поскольку 𝑤 остается голоморфной при замене 𝑣 на 𝑣 − 𝑐, далее будем считать, что

выбрана 𝑣 таким образом, что

𝑓 = −𝜕−1
𝛾 Λgrℎ (2.1.11)

Подставляя (2.1.11) и второе равенство из (2.1.10) в формулу (2.1.9), получаем

2Λgr(ℎ · 𝜕−1
𝛾 Λgrℎ) = 2(Λgrℎ · 𝜕−1

𝛾 Λgrℎ− ℎ𝜕𝛾ℎ) = 𝜕𝛾[(𝜕
−1
𝛾 Λgrℎ)2 − ℎ2].

2 ⇒ 1 . Пусть Γ̃ – сегмент Γ ненулевой длины и 𝑈 – односвязная область в𝑀 , содержащая

Γ̃. Поскольку 𝑈 односвязна, из леммы Пуанкаре вытекает существование гармонической в

𝑈 (и гладкой вплоть до Γ̃) функции 𝑣𝑈 , удовлетворяющей уравнению Φ∇𝑣𝑈 = ∇𝑢ℎ в 𝑈 ; эта
функция определена с точностью до аддитивной константы. В частности,

−𝜕𝛾𝑣𝑈 = 𝜕𝜈𝑢
ℎ = Λgrℎ, 𝜕𝜈𝑣𝑈 = 𝜕𝛾ℎ на Γ̃. (2.1.12)

Ввиду первого равенства в (2.1.12), функция 𝑣𝑈 может быть выбрана так, чтобы на Γ̃ выпол-

нялось уравнение 𝑣𝑈 = −𝜕−1
𝛾 Λgrℎ. Комбинируя это уравнение вместе со вторым равенством

из (2.1.12), находим

𝜕𝜈(𝑢
ℎ𝑣𝑈) = 𝑢ℎ𝜕𝜈𝑣𝑈 + 𝑣𝑈𝜕𝜈𝑢

ℎ = −𝜕−1
𝛾 Λgrℎ · Λgrℎ+ ℎ𝜕𝛾ℎ = −1

2
𝜕𝛾[(𝜕

−1
𝛾 Λgrℎ)2 − ℎ2]. (2.1.13)

Сравнивая (2.1.13) с условием 2 , получаем

𝜕𝜈(𝑢
ℎ𝑣𝑈) = −Λgr(ℎ · 𝜕−1

𝛾 Λgrℎ) = 𝜕𝜈𝑢
ℎ·(−𝜕−1

𝛾 Λgrℎ).

Поскольку функция

𝑤𝑈 := 𝑣𝑈 + 𝑖𝑢ℎ

голоморфна в 𝑈 , ее квадрат 𝑤2
𝑈 также голоморфен в 𝑈 ; в частности, 1

2
Im𝑤2

𝑈 = 𝑢ℎ𝑣𝑈 –

гармоническая в 𝑈 функция. Итак, функции

𝑢ℎ𝑣𝑈 , 𝑢ℎ·(−𝜕−1
𝛾 Λgrℎ)

гармонические в 𝑈 и имеют одинаковые данные Коши на Γ̃. Ввиду теоремы о единственности

решений задачи Коши для эллиптических уравнений отсюда следует, что

𝑢ℎ𝑣𝑈 ≡ 𝑢ℎ·(−𝜕−1
𝛾 Λgrℎ) в 𝑈.
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Таким образом, функция

𝑤 :=
𝑢ℎ·(−𝜕−1

𝛾 Λgrℎ)

𝑢ℎ
+ 𝑖𝑢ℎ (2.1.14)

корректно определена вне нулей 𝑢ℎ и совпадает с 𝑤𝑈 на любой односвязной области 𝑈 ⊂
𝑀 , содержащей Γ̃. Поскольку каждая 𝑤𝑈 голоморфна на 𝑈 , функция 𝑤 продолжается по

непрерывности до голоморфной функции на (𝑀,𝑔), причем Im𝑤 ≡ 𝑢ℎ.

Предложение 2.1.3. Пусть b = is и 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R). Тогда следующие условия эквивалент-

ны:

1. 𝑢𝑓 является вещественной частью некоторой голоморфной функции 𝑤 ∈ H∞(𝑀);

2. существует такое число 𝑐𝑓 ∈ R, что

1

2
Λis[𝑓 2 − (𝜕−1

𝛾 Λis𝑓)2]− 𝑓Λis𝑓 − 𝜕−1
𝛾 Λis𝑓 · 𝜕𝛾𝑓 = 𝑐𝑓 (𝜕𝛾 + Λis𝜕−1

𝛾 Λis)𝑓 на Γ. (2.1.15)

Доказательство. Утверждение очевидно при 𝑓 = const, поэтому далее мы считаем, что 𝑓

непостоянна.

1 ⇒ 2 . Пусть функция 𝑤 = 𝑢𝑓 + 𝑖𝑣 голоморфна на (𝑀,𝑔) и 𝑣 = 0 на 𝜕𝑀∖Γ; обозначим
ℎ = 𝑣|Γ. Тогда 𝑤2 также голоморфна на (𝑀,𝑔); в частности, функция Re𝑤2 = (𝑢𝑓 )2 − 𝑣2 –

гармоническая в (𝑀,𝑔). К тому же

𝜕𝜈 [(𝑢
𝑓 )2 − 𝑣2] = 2(𝑢𝑓𝜕𝜈𝑢

𝑓 − 𝑣𝜕𝜈𝑣) = 0 на 𝜕𝑀∖Γ,

откуда имеем (𝑢𝑓 )2 − 𝑣2 = 𝑢𝑓
2−ℎ2

; в частности, справедливо равенство

Λis(𝑓 2 − ℎ2) = 𝜕𝜈 [(𝑢
𝑓 )2 − 𝑣2] = 2(𝑓Λis𝑓 − ℎ𝜕𝜈𝑣) на Γ. (2.1.16)

Сужая уравнение Коши-Римана Φ∇𝑢𝑓 = ∇𝑣 в 𝑀 на Γ, получаем

𝜕𝛾ℎ = Λis𝑓, 𝜕𝜈𝑣 = −𝜕𝛾𝑓 на Γ. (2.1.17)

Интегрируя первое равенство в (2.1.17), находим ℎ = 𝜕−1
𝛾 Λis𝑓+𝑐𝑓 , где 𝑐𝑓 – некоторая констан-

та. Отсюда и из второго равенства в (2.1.17) следует, что формулу (2.1.16) можно переписать

в виде

Λis(𝑓 2 − (𝜕−1
𝛾 Λis𝑓 + 𝑐𝑓 )

2) = 2[ 𝑓Λis𝑓 + (𝜕−1
𝛾 Λis𝑓 + 𝑐𝑓 )𝜕𝛾𝑓 ].

Поскольку Λis(𝑐2𝑓 ) = 0, из последнего равенства вытекает (2.1.15).

2 ⇒ 1 . Поскольку Λis(𝑐2ℎ) = 0, условие (2.1.15) можно переписать в виде

Λis(𝑓 2 − ℎ2) = 2(𝑓Λis𝑓 + ℎ𝜕𝛾𝑓), (2.1.18)
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где ℎ := 𝜕−1
𝛾 Λis𝑓 + 𝑐𝑓 . Пусть Γ̃ – сегмент Γ ненулевой длины и 𝑈 – окрестность в 𝑀 , содержа-

щая Γ̃. Ввиду леммы Пуанкаре существует гармоническая в 𝑈 и гладкая вплоть до Γ̃функция

𝑣𝑈 , удовлетворяющая уравнению Коши-Римана Φ∇𝑢𝑓 = ∇𝑣𝑈 в 𝑈 ; функция 𝑣𝑈 определена с

точностью до аддитивной константы. Сужая последнее уравнение на Γ̃, получаем

𝜕𝛾𝑣𝑈 = 𝜕𝜈𝑢
𝑓 = Λis𝑓 = 𝜕𝛾ℎ, −𝜕𝛾𝑓 = 𝜕𝜈𝑣𝑈 на Γ̃. (2.1.19)

Ввиду первого равенства в (2.1.19), функцию 𝑣𝑈 можно выбрать так, чтобы на Γ̃ выполнялось

равенство 𝑣𝑈 = 𝑓 . Тогда второе равенство в (2.1.19) означает, что

𝜕𝜈 [(𝑢
𝑓 )2 − 𝑣2𝑈 ] = 2(𝑓Λis𝑓 − ℎ𝜕𝜈𝑣𝑈) = 2(𝑓Λis𝑓 + ℎ𝜕𝛾𝑓) на Γ̃. (2.1.20)

Сравнивая (2.1.20) с (2.1.18), получаем

𝜕𝜈((𝑢
𝑓 )2 − 𝑣2𝑈) = Λis(𝑓 2 − ℎ2) = 𝜕𝜈𝑢

𝑓2−ℎ2

на Γ̃.

Поскольку функция

𝑤𝑈 := 𝑢𝑓 + 𝑖𝑣𝑈

голоморфная 𝑈 , ее квадрат 𝑤2
𝑈 также голоморфен в 𝑈 ; в частности, Re𝑤𝑈 = (𝑢𝑓 )2 − 𝑣2𝑈 –

гармоническая функция в 𝑈 . Таким образом, функции

(𝑢𝑓 )2 − 𝑣2𝑈 , 𝑢𝑓
2−ℎ2

являются гармоническими в 𝑈 и имеют одинаковые данные Коши на Γ̃. Отсюда (𝑢𝑓 )2− 𝑣2𝑈 =

𝑢𝑓
2−ℎ2

в 𝑈 ввиду единственности решений задачи Коши для эллиптических уравнений.

Введем функцию 𝑣 на 𝑀 правилом 𝑣|𝑀 := 𝑣𝑈 для любой односвязной окрестности 𝑈 ⊂
𝑀 , содержащей Γ̃. Покажем, что такое определение не зависит от выбора окрестностей 𝑈 .

Пусть 𝑈1,𝑈2 – две окрестности в 𝑀 , содержащие Γ̃. Тогда 𝑣2𝑈1
= (𝑢𝑓 )2 − 𝑢𝑓

2−ℎ2
= 𝑣2𝑈2

, откуда

𝑣𝑈1 = 𝑠𝑣𝑈2 на 𝑈1 ∩ 𝑈2, где 𝑠 = 1 или 𝑠 = −1. Из уравнения Коши-Римана

∇𝑣𝑈1 = Φ∇𝑢𝑓 = ∇𝑣𝑈2 = 𝑠∇𝑣𝑈1

и непостоянства 𝑓,𝑢𝑓 следует, что 𝑠 = 1 и 𝑣𝑈1 = 𝑣𝑈2 на 𝑈1 ∩ 𝑈2. Таким образом, 𝑣 определена

глобально и функция

𝑤 := 𝑢𝑓 + 𝑖𝑣

удовлетворяет уравнению Коши-Римана Φ∇𝑢𝑓 = ∇𝑣 в 𝑀∖𝜕𝑀 . Поскольку 𝑢𝑓 гладкая

вплоть до границы 𝜕𝑀 , последнее уравнение означает, что таковой является и 𝑣, причем

𝜕𝛾𝑣 = 𝜕𝜈𝑢
𝑓 = 0 на 𝜕𝑀∖Γ. В частности, 𝑤 голоморфна на (𝑀,𝑔). Отметим, что 𝜕𝜈𝑣 не мо-

жет аннулироваться ни на одном сегменте 𝜕𝑀∖Γ ненулевой длины (в противном случае из



71

уравнения Коши-Римана следует, что 𝑤 постоянна на этом сегменте, а значит, и на всей

поверхности 𝑀 ; последнее противоречит предположению 𝑓 ̸= const, принятому в начале

доказательства). Отсюда и из равенства

0 = 𝜕𝜈𝑢
𝑓2−ℎ2

= 𝜕𝜈((𝑢
𝑓 )2 − 𝑣2) = 2(𝑢𝑓𝜕𝜈𝑢

𝑓 − 𝑣𝜕𝜈𝑣) = 2𝑣𝜕𝜈𝑣 на 𝜕𝑀∖Γ

следует, что Im𝑤 = 𝑣 = 0 на 𝜕𝑀∖Γ.

Из предложений 2.1.2 и 2.1.3 вытекает критерий, позволяющий определять граничные

значения функций 𝑤 ∈ H∞(𝑀), используя для этого только один из ДН-операторов Λgr,Λis.

Следствие 2.1.4. Пусть 𝜂 ∈ 𝐶∞(Γ;C). Тогда 𝜂 ∈ H(Γ) (где H(Γ) задана формулой (2.1.6))

если и только если выполнены следующие (эквивалентные) условия:

1. 𝜂 = −𝜕−1
𝛾 Λgrℎ+ 𝑐+ 𝑖ℎ, где 𝑐 ∈ R и ℎ ∈ 𝐶∞(Γ;R) является решением уравнения (2.1.8);

2. 𝜂 = 𝑓 + 𝑖(𝜕−1
𝛾 Λis𝑓 + 𝑐𝑓 ), где пара (𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R), 𝑐𝑓 ∈ R) является решением уравнения

(2.1.15).

2.1.2 Двулистное накрытие M

В этом параграфе мы покажем, что спектры алгебр HC(𝑀) и HC(Γ) (заданные формулами

(2.1.2) и (2.1.4)) гомеоморфны некоторому (разветвленному) двулистному накрытию M по-

верхности 𝑀 , конструкция которого приведена ниже. В ориентируемом случае поверхность

M получается, грубо говоря, склеиванием двух копий 𝑀 (наделенных противоположными

ориентациями) вдоль недоступных частей границ. Поскольку конструкция M понадобится в

общем случае, при построении M мы не будем требовать ориентируемости 𝑀 и отсутствия

точек смены типа граничных условий.

Конструкция накрытия. Пусть 𝜋 : M → 𝑀 есть двулистное ориентируемое накрытие

𝑀 , описанное в S1.2.2 и 𝜏 , g – инволюция и метрика на M, g = 𝜋*𝑔, 𝜋 ∘ 𝜏 = 𝜋 (если 𝑀

ориентируема, то M состоит из двух изометрических копий (𝑀,𝑔), наделенных противопо-

ложными ориентациями). Поверхность M получается из M отождествлением точек x ∼ 𝜏(x)

с x ∈ 𝜋−1(𝜕𝑀∖Γ). Введем проекции

𝜛 : M ↦→ M ≡ M/ ∼, 𝜛(𝑥) := 𝑥/ ∼ ,

𝜋̄ : M ↦→𝑀, 𝜋̄(𝑥/ ∼) := 𝜋(𝑥)

и инволюцию

𝜏 : M ↦→ M, 𝜏(𝑥/ ∼) := 𝜏(𝑥)/ ∼ . (2.1.21)

Тогда 𝜋̄ : M ↦→𝑀 есть двулистное разветвленное накрытие, множество его точек разветвле-

ния совпадает с 𝜋−1(𝜕𝑀∖Γ).
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Если 𝜕Γ = ∅ в 𝜕𝑀 , то комплексный атлас на M строится таким же образом, как и атлас

на дублеM. Именно, если 𝑧 : 𝑈 ↦→ C есть комплексная карта наM и 𝑈∩𝜕M = ∅, то правило

𝑧 ∘𝜛 = 𝑧 на 𝑈

определяет комплексную карту на 𝑧 : 𝜛(𝑈) ↦→ C на M. Если же 𝑈 ∩ C ̸= ∅ и карта 𝑧

стандартна, то правило

𝑉 = 𝜛(𝑈 ∪ 𝜏(𝑈)), 𝑧 ∘𝜛 = 𝑧 на 𝑈, 𝑧 ∘𝜛 = 𝑧 ∘ 𝜏 на 𝜏(𝑈)

определяет стандартную комплексную карту 𝑧 : 𝑉 ↦→ C на M в силу принципа симметрии

Шварца. Построенные таким образом карты образуют атлас на M.

Если 𝜕Γ ̸= ∅ в 𝜕𝑀 , то конструкция атласа усложняется. Напомним, что каждая точка

𝜕Γ это точка смены типа граничных условий и число таких точек конечно. Пусть x ∈ 𝑉 и

𝜋̄(x) ̸∈ 𝜕Γ. Тогда, уменьшая окрестность 𝑉 , можно добиться того, чтобы окрестность 𝜋̄(𝑉 )

не пересекалась с 𝜕Γ. В этом случае 𝑧 : 𝑉 ↦→ C есть комплексная карта на M. Теперь пусть

x ∈ 𝑉 и 𝜋̄(x) ∈ 𝜕Γ; уменьшая окрестность 𝑈 , можно считать, что 𝜋̄(𝑉 ) не содержит других

точек 𝜕Γ, кроме 𝜋̄(x). Отображение 𝑧 не инъективно в окрестности x: оно склеивает точки

y ∈ 𝜋̄−1(Γ) и 𝜏(y), близкие к x (для всех таких точек выполнено s𝑧(y) > 0, где s = +1 или

s = −1). Тем не менее, отображение
√
s𝑧 (2.1.22)

дает комплексную карту на M. Построенные таким образом карты автоматически биголо-

морфно согласованы и образуют комплексный атлас на M.

Итак, M наделена структурой римановой поверхности с краем, причем по построению

инволюция 𝜏 антиголоморфна на M, а проекция 𝜋̄ – гладкая. Метрика g := 𝜋̄*𝑔 на M вы-

брана так, что проекции 𝜛, 𝜋̄ являются локальным изометриями. Хотя метрика g имеет

особенности на множестве 𝜋̄−1(𝜕𝑀∖Γ) (образованном точками склейки на M), она конформ-

но эквивалентна любой гладкой метрике g′, согласованной с комплексной структурой на M;

т.е., g = 𝜌g′, где конформный множитель 𝜌 наследует все особенности g (в частности, 𝜌 ан-

нулируется на 𝜋̄−1(𝜕Γ)). Гладкое семейство поворотов Φ̂ на M, согласованное с метрикой g и

ориентацией, удовлетворяет равенствам

Φ̂𝑑𝜛(A) = 𝑑𝜛(ΦA) (A ∈ 𝑇xM, x ∈ M∖𝜋−1(𝜕Γ)). (2.1.23)

и

𝑑𝜏 Φ̂ = −Φ̂𝑑𝜏 . (2.1.24)

Далее пусть 𝜈 – есть единичная внешняя нормаль на 𝜕M∖𝜋̄−1(𝜕Γ) и 𝛾 := Φ̂𝜈. Пусть также Γ

ориентирована произвольным выбором гладкого поля единичных касательных векторов 𝛾.
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Пусть Γ′ получается из (Γ∪𝜕Γ)×{+,−} отождествлением точек (𝑥,+) ∼0 (𝑥,−) с 𝑥 ∈ 𝜕Γ.

Далее будем отождествлять (𝑥,±)/ ∼0∈ Γ′ с x ∈ 𝜕M если 𝜋̄(x) = 𝑥 ∈ Γ и 𝑑𝜋̄[𝛾] = ±𝛾 в 𝑇𝑥M

либо 𝑥 ∈ 𝜕Γ. Тем самым пространство Γ′ отождествлено с границей 𝜕M.

Соответствие между алгебрами HC(𝑀) и 𝒜(M). Теперь пусть𝑀 ориентирована семей-

ством поворотов Φ и Γ диффеоморфна окружности. Тогда 𝑀 можно вложить как подмно-

гообразие в M, отождествляя точки 𝑥 ∈ 𝑀 и x ∈ M, такие, что 𝜋̄(x) = 𝑥 и 𝑑𝜋̄Φ̂x = Φ𝑥𝑑𝜏 .

Тогда M = 𝑀 ∪ 𝜏(𝑀) и 𝜕𝑀∖Γ = 𝑀 ∩ 𝜏(𝑀) есть множество неподвижных точек инволюции

𝜏 ; разрезание M вдоль 𝜕𝑀∖Γ дает две изометрические копии 𝑀 .

Пусть 𝒜(M) есть алгебра непрерывных на M и голоморфных в M∖𝜕M функций. Ввиду

(2.1.24), отображение

†̄ : w ↦→ w†̄ := w ∘ 𝜏 (w ∈ 𝒜(M)) (2.1.25)

является инволюцией алгебры 𝒜(M). Обозначим через H(M) множество эрмитовых (относи-

тельно инволюции †̄) элементов алгебры 𝒜(M); тогда

𝒜(M) = H(M) + 𝑖H(M). (2.1.26)

Ввиду принципа максимума, 𝒜(M), H(M) изометрически изоморфны алгебрам следов

𝒜(𝜕M) := {w|Γ | w ∈ 𝒜(M)} = H(𝜕M) + 𝑖H(𝜕M), H(𝜕M) := {w|Γ | w ∈ H(M)}, (2.1.27)

соответственно, причем инволюция †̄ индуцирует инволюцию ‡̄ := Tr−1
𝜕M ∘†̄ ∘ Tr−1

𝜕M,

‡̄ : 𝜂1 + 𝑖𝜂2 ↦→ 𝜂1 − 𝑖𝜂2 (𝜂1,𝜂2 ∈ H∞(𝜕M)). (2.1.28)

Как обычно, множества гладких элементов в вышеупомянутых алгебрах будут обозначаться

теми же символами с дополнительным верхним индексом ∞.

Пусть w ∈ H(M) и 𝑤 = w|𝑀 , тогда 𝑤 голоморфна на 𝑀 . Если 𝑥 ∈ 𝜕𝑀∖Γ, то 𝑥 = 𝜏(𝑥)

и w(𝑥) = w†̄(𝑥) = w(𝑥). Таким образом, 𝑤 принимает вещественные значения на 𝜕𝑀∖Γ.
Отсюда 𝑤 ∈ H(𝑀). Обратно, пусть 𝑤 ∈ H(𝑀) и w есть симметричное продолжение 𝑤 на M,

т.е. w(𝑥) = 𝑤(𝑥) и w(𝜏(𝑥)) = 𝑤(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑀 ⊂ M. Тогда w ∈ 𝐶(M;C) и ↦→ w†̄ = w.

Ввиду (2.1.24) функция w голоморфна на (𝑀∖𝜕𝑀) ∪ 𝜏((𝑀∖𝜕𝑀)). Отсюда и из принципа

симметрииШварца следует, чтоw голоморфна на 𝜕𝑀∖Γ. Поэтомуw ∈ H(M). Таким образом,

имеем

H(𝑀) = {w|𝑀 | w ∈ H(M)} =: Tr𝑀H(M) (2.1.29)

и

HC(𝑀) = {(w1 + 𝑖w2)|𝑀 | w1,w2 ∈ H(M)} = {w|𝑀 | w ∈ 𝒜(M)} =: Tr𝑀𝒜(M). (2.1.30)
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Отсюда и из единственности аналитического продолжения следует, что оператор сужения

Tr𝑀 : 𝒜(M) → HC(𝑀) является изоморфизмом инволютивных алгебр. В частности, справед-

ливо тождество

†̄ = Tr−1
𝑀 †Tr𝑀 . (2.1.31)

Выберем норму |||·||| на алгебре HC(𝑀) таким образом, чтобы изоморфизм Tr𝑀 : 𝒜(M) →
HC(𝑀) стал изометрическим; тогда алгебра (HC(𝑀),||| · |||) банахова. Пусть w1,w2 ∈ H(M) и

𝑤1 := w1|𝑀 , 𝑤2 := w2|𝑀 ; тогда из равенства M =𝑀 ∪ 𝜏(𝑀) следует, что

|||𝑤1 + 𝑖𝑤2||| = ‖ w1 + 𝑖w2 ‖𝐶(M;C)=

= max{‖ w1 + 𝑖w2 ‖𝐶(𝑀 ;C) , ‖ w1 ∘ 𝜏 + 𝑖w2 ∘ 𝜏 ‖𝐶(𝑀 ;C)} =

= max{‖ w1 + 𝑖w2 ‖𝐶(M;C) , ‖ w1 − 𝑖w2 ‖𝐶(𝑀 ;C)} =

= max{‖ 𝑤1 + 𝑖𝑤2 ‖𝐶(M;C) , ‖ 𝑤1 − 𝑖𝑤2 ‖𝐶(𝑀 ;C)}.

Отсюда следует, что

|||𝑤||| = max{‖ 𝑤 ‖𝐶(𝑀 ;C) , ‖ 𝑤† ‖𝐶(𝑀 ;C)}.

Алгебра HC(Γ). Из (2.1.30), (2.1.7) и единственности аналитического продолжения следует,

что оператор следа

TrΓ : 𝒜(M) → TrΓ𝒜(M) = HC(Γ) (2.1.32)

является изоморфизмом инволютивных алгебр; в частности,

‡ = Tr−1
Γ †̄TrΓ.

Определим норму на HC(Γ) правилом

|||𝜂||| = max{‖ 𝜂 ‖𝐶(Γ;C) , ‖ 𝜂‡ ‖𝐶(Γ;C)}. (2.1.33)

Пусть w ∈ 𝒜(M) и 𝜂 = w|Γ Из принципа максимума модуля и равенства 𝜕𝑀 = Γ ∪ 𝜏(Γ)

имеем

‖w‖𝐶(M;C) = ‖w|𝜕M‖𝐶(𝜕M;C) = max{‖w|Γ‖𝐶(Γ;C),‖w ∘ 𝜏 |Γ‖𝐶(Γ;C)} = |||𝜂|||.

Таким образом, изоморфизм (2.1.32) является изометрией, а алгебра (HC(Γ),||| · |||) – банахо-
вой. В частности, множества

HC,∞(Γ) := HC(Γ)∩𝐶∞(Γ;C) = TrΓ𝒜∞(M), H∞(Γ) := H(Γ)∩𝐶∞(Γ;C) = TrΓH
∞(M) (2.1.34)

плотны в HC(Γ) и H(Γ) относительно норм ||| · ||| и ‖ · ‖𝐶(Γ;C), соответственно.
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Предложение 2.1.5. Коразмерность пространства гладких решений уравнения (2.1.8) в

𝐶∞(Γ;R) равна 1−𝜒(𝑀), а коразмерность пространства гладких решений уравнения (2.1.15)

равна −𝜒(𝑀).

Доказательство. Доказательство предложения 2.1.5 почти дословно повторяет рассужде-

ния из §1.2.5 (требуется заменить только (M,g) на (M,g) и 𝛽0(𝜕𝑀) на 𝛽0(Γ)). Отметим, что

предложение 2.1.5 не требует предположений об ориентируемости/неориентируемости по-

верхности 𝑀 .

2.1.3 Алгоритм восстановления поверхности с неизвестными компо-

нентами края по Λis или Λgr

Пусть (𝑀,𝑔) – неизвестная ориентируемая поверхность и Γ – известная часть края 𝜕𝑀 .

Пусть граничное разбиение имеет вид b = is или b = gr и ДН оператор Λb известен (тогда Λb

определяет элемент длины 𝑑𝑙, индуцированный метрикой 𝑔 на Γ). Задача ЭИТ с данными

Λb на Γ состоит в построении такой поверхности (𝑀 ′,𝑔′) с граничным разбиением b′, что ее

внешняя часть края и частичный ДН-оператор совпадают с Γ и Λb, соответственно. Алгоритм

построения (𝑀 ′,𝑔′,b′) следующий:

Шаг 1) Используя альтернативу, описанную после леммы 2.1.1, определить тип гранич-

ного разбиения b. Далее мы предполагаем, что b = is или b = gr (если b = {∅,∅}, то далее
следует применять алгоритм §1.1.4).

Шаг 2) Используя критерий из следствия 2.1.4, определить алгебру все элементы ал-

гебры H∞(Γ) (т.е., все гладкие элементы H(Γ)). Замыкая H∞(Γ) в 𝐶(Γ;C), найти алгебру

H(Γ).

Шаг 3) Ввести комплексифицированные алгебры HC,∞(Γ) := H∞(Γ)+ 𝑖H∞(Γ) и HC(Γ) :=

H(Γ) + 𝑖H(Γ). Ввести инволюцию ‡ и норму ||| · ||| на HC(Γ) формулами (2.1.7), (2.1.33),

соответственно.

Шаг 4) Построить спектр M′ := ĤC(Γ) алгебры HC(Γ) и определить на нем алгебру

G(HC(Γ)) ⊂ 𝐶(M′;C) преобразований Гельфанда элементов HC(Γ). Отождествить точки 𝑥 ∈
Γ с их мерами Дирака 𝛿𝑥 ∈ M′ (тем самым вкладывая Γ в M′).

Тогда M′ является гомеоморфной копией двулистного накрытия M поверхности 𝑀 , по-

строенного в §2.1.2. В самом деле, изоморфизм (2.1.32) алгебр 𝒜(M) и HC(Γ) индуцирует

(по формуле (1.1.32)) гомеоморфизм Tr*Γ : ĤC(Γ) → 𝒜(M) их спектров. В то же время отоб-

ражение 𝛿· : x ↦→ 𝛿x, 𝛿xw = w(x) является гомеоморфизмом M и 𝒜(M). Таким образом,

композиция

𝛽 := (Tr*Γ)
−1 ∘ 𝛿·. (2.1.35)
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является гомеоморфизмом изM наM′, а преобразования Гельфанда элементов HC(Γ) связаны

с непрерывными на M и голоморфными в M∖𝜕M функциями заменой переменных

[G𝜂](𝛽(x)) = w(x) (𝜂 = w|Γ, w ∈ 𝒜(M), x ∈ M). (2.1.36)

Шаг 5) Построить комплексный атлас на M′, используя в качестве локальных координат

преобразования Гельфанда элементов HC(Γ). Доказательство существования такого атласа,

а также детали его построения приведеныШаге 4), §1.1.4; оттуда же следует, что при таком

выборе атласа на M′ гомеоморфизм 𝛽 становится биголоморфизмом.

Шаг 6) По инволюции ‡ на HC(Γ) определить индуцированную инволюцию ‡* спектра
M′ по формуле (1.1.33).

Тогда из (1.1.33), (2.1.35) и (2.1.36) следует, что

[‡*𝜒](𝜂) = 𝜒(𝜂‡) = 𝜒(Tr|Γw‡) = [Tr|*Γ𝜒](w‡) = 𝛿x(w‡) =

=w(𝜏(𝑥)) = [𝛽(𝜏(𝑥))](𝜂) (𝜂 = w|Γ, 𝜒 = 𝛽(x), w ∈ 𝒜(M), x ∈ M).

Поскольку функции w ∈ 𝒜(M) разделяют точки M, отсюда вытекает, что инволюция ‡*

является копией инволюции 𝜏 , связанной с ней биголоморфизмом 𝛽,

‡* = 𝛽𝜏𝛽−1. (2.1.37)

Шаг 7) Определим множество Γ̃′ неподвижных точек инволюции ‡* и разрежем поверх-

ность M′ вдоль Γ̃′. Поскольку Γ̃′ совпадает с образом 𝛽(𝜕𝑀∖Γ) множества неподвижных

точек инволюции 𝜏 на M ⊃𝑀 , в результате мы получим две биголоморфные копии 𝑀 . Для

определенности возьмем и обозначим через 𝑀 ′ ту копию, которая содержит Γ.

Шаг 8) Наделим 𝑀 ′ любой гладкой метрикой 𝑔′′, согласованной с комплексной струк-

турой. Тогда элемент длины 𝑑𝑙′′, индуцированный 𝑔′′ на Γ ⊂ 𝑀 ′, имеет вид 𝑑𝑙′′ = 𝜌𝑑𝑙, где

𝜌 ∈ 𝐶∞(Γ; (0, + ∞)). Продолжим 𝜌 до (любой) гладкой положительной функции на 𝑀 и

введем метрику 𝑔′ = 𝜌−1𝑔. Тогда 𝛽 := 𝛽|𝑀 есть конформное отображение из (𝑀,𝑔) на (𝑀 ′,𝑔′),

которое не двигает точки Γ и является изометрией на Γ. Положим b′ = is (b′ = gr) если

b = is (b = gr). Тогда (𝑀,𝑔,b) ∼Γ (𝑀 ′,𝑔′,b′), то есть (𝑀,𝑔,b) является решением задачи ЭИТ

с данными на части границы.

Если b = is, то вышеописанный алгоритм обобщается на неориентируемый случай. В са-

мом деле, пусть 𝑀 неориентируема и b = is. Сравнивая доказательства предложений 1.2.3

и 2.1.3, получаем, что в этом случае условие 2 из следствия 2.1.4 определяет алгебру H(Γ),

элементы которой являются граничными следами на Γ ≡ Γ × {+} голоморфных функций

w ∈ 𝒜∞(M), симметричных относительно инволюции w ∘ 𝜏 = w. Поэтому Шаги 1)-6)

вышеописанной процедуры дают биголоморфную копию (разветвленного) двулистного ори-
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ентируемого накрытия M′. Применяя далее Шаги 4)-5) из алгоритма, описанного в §1.2.4,

получаем поверхность (𝑀 ′,𝑔′), такую, что (𝑀 ′,𝑔′,is) ∼Γ (𝑀,𝑔,is).

Доказательство предложения 2.0.1 (случай b = is или b = gr, 𝑀 ориентируема). Пусть Γ

– общая внешняя часть границ 𝜕𝑀 и 𝜕𝑀 ′′ и Λb = Λb′′ есть общий частичный ДН-оператор

поверхностей (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′′,𝑔′′) с граничными разбиениями b и b′′, соответственно. Тогда из

альтернативы, описанной после леммы 2.1.1, следует, что b = is = b′′ либо b = gr = b′′. Более

того, алгоритм Шаг 1)-Шаг 8) определяет по (Γ,Λb = Λb′′) такую поверхность (𝑀 ′,𝑔′,b′)

(оснащенную граничным разбиением b′), что (𝑀,𝑔,b) ∼Γ (𝑀 ′,𝑔′,b′) ∼Γ (𝑀 ′′,𝑔′′,b′′).

2.2 Восстановление поверхности с неизвестными компо-

нентами края: общий случай

В этом разделе описывается модифицированный алгоритм восстановления поверхности

и ее граничного разбиения по ее частичном ДН-оператору. Этот алгоритм не требует допол-

нительных предположений об ориентируемости поверхности и типе граничного разбиения и,

в частности, позволяет построить релевантную копию поверхности по данным, заданным на

сколь угодно малом сегменте ее границы.

2.2.1 Определение следов голоморфных функций на ориентируе-

мом накрытии по частичным ДН-операторам

Пусть 𝜋 : M →𝑀 есть двулистное ориентируемое накрытие 𝑀 , описанное в S1.2.2 и 𝜏 , g

и Φ – антиголоморфная инволюция, метрика и семейство поворотов наM, g = 𝜋*𝑔, 𝜋∘𝜏 = 𝜋,

𝑑𝜏Φ = −Φ𝑑𝜏 . Пусть Γ⌟ – множество всех точек смены типа граничных условий. Положим

Γ := 𝜋−1(Γ), Γis := 𝜋−1(Γis), Γgr := 𝜋−1(Γgr), Γ⌟ := 𝜋−1(Γ⌟) = 𝜕Γ ∪ 𝜕Γis ∪ 𝜕Γgr.

Пусть x0 ∈ 𝜕M и 𝑧 : 𝑈 ↦→ D+ – стандартная карта в окрестности 𝑈 ∋ x0 и 𝑧(x0) =

0. Будем говорить, что функция w на M имеет особенность корневого типа в x0, если w

раскладывается в асимптотический ряд

w(x) ≃
+∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘/2, 𝑧 = 𝑧(x) → 0 (2.2.1)

в окрестности x0. Обозначим через 𝒜∞(M⌟) алгебру (гладких) голоморфных функций на

M∖Γ⌟, которые имеют особенности корневого типа в точках Γ⌟. Тогда † : w ↦→ w† := w ∘ 𝜏
является инволюцией на 𝒜∞(M⌟).
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Свяжем с задачей (2.0.1) линейное подпространство (над полем R)

A∞
b (M) :=

{︀
w ∈ 𝒜∞(M⌟) | w† = w, Rew = 0 на Γgr, Imw = 0 на Γis

}︀
(2.2.2)

в алгебре 𝒜∞(M⌟). Тогда из включения w ∈ A∞
b (M) следует, что Rew = 𝑢 ∘ 𝜋, где 𝑢 –

решение задачи (2.0.1). Нетривиальность подпространства A∞
b (M) вытекает из следующего

утверждения.

Лемма 2.2.1. Справедливы следующие утверждения:

1. A∞
b (M) ̸= {0};

2. для любой точки y ∈ Γ ∪ 𝜕Γ существует такая функция w ∈ A∞
b (M), что w(y) ̸= 0.

Доказательство. Для доказательства нам понадобится следующее четырехлистное (раз-

ветвленное) накрытие M̃ поверхности 𝑀 . Для его построения возьмем двулистное ориен-

тируемое накрытие M поверхности 𝑀 и отождествим на нем точки x ∼1 𝜏(x) с 𝜋(x) ∈ Γis.

В результате мы получим риманову поверхность Ḿ с краем. Детали построения Ḿ, включая

выбор комплексного атласа, отличаются от таковых, приведенных в §2.1.2 для поверхности

M лишь заменой Γ на Γ ∪ Γgr. Поверхность M̃ получается склеиванием двух копий Ḿ× {±}
поверхности Ḿ путем отождествления точек (x/ ∼1 ,+) ∼2 (x/ ∼1 ,−) с 𝜋(x) ∈ Γgr. Детали

построения M̃ опять-таки отличаются от таковых для поверхности M лишь заменой 𝑀 на

Ḿ в рассуждениях §2.1.2. Далее нам понадобится лишь тот факт, что комплексные карты

𝜁 вблизи точек (x0/ ∼1 ,±) ∼2, где x0 ∈ Γ⌟, связаны со стандартными картами вблизи x0

соотношениями

𝜁((x/ ∼1 ,±) ∼2) =
√︀

±𝑧(x0). (2.2.3)

Поверхность M̃ допускает две антиголоморфные инволюции

𝜏1 : (x/ ∼1 ,±) ∼2 ↦→ (𝜏(x)/ ∼1 ,±) ∼2;

𝜏2 : (x/ ∼1 ,±) ∼2 ↦→ (x/ ∼1 ,∓) ∼2 .

Тогда их композиция 𝜏1 ∘ 𝜏2 = 𝜏2 ∘ 𝜏1 это голоморфная инволюция на M̃.

Пусть 𝒜∞(M̃) – алгебра голоморфных функций на M̃. Тогда инволюции 𝜏1,𝜏2 индуцируют

соответствующие инволюции †1,†2 алгебры 𝒜∞(M̃),

𝜔 ↦→ 𝜔†1 := 𝜔 ∘ 𝜏1, 𝜔 ↦→ 𝜔†2 := 𝜔 ∘ 𝜏2 (𝜔 ∈ 𝒜∞(M̃)),
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причем †1†2 = †2†1. Любой элемент 𝜔 ∈ 𝒜∞(M̃) можно представить в виде 𝜔 = 𝜔ℎℎ + 𝜔ℎ𝑎 +

𝜔𝑎ℎ + 𝜔𝑎𝑎, где

𝜔ℎℎ = (𝜔 + 𝜔†1 + 𝜔†2 + 𝜔†1†2)/4 = 𝜔
†1
ℎℎ = 𝜔

†2
ℎℎ;

𝜔ℎ𝑎 = (𝜔 + 𝜔†1 − 𝜔†2 − 𝜔†1†2)/4 = 𝜔
†1
ℎ𝑎 = −𝜔

†2
ℎ𝑎;

𝜔𝑎ℎ = (𝜔 − 𝜔†1 + 𝜔†2 − 𝜔†1†2)/4 = −𝜔
†1
𝑎ℎ = 𝜔

†2
𝑎ℎ;

𝜔𝑎𝑎 = (𝜔 − 𝜔†1 − 𝜔†2 + 𝜔†1†2)/4 = −𝜔†1
𝑎𝑎 = −𝜔†2

𝑎𝑎.

Отсюда имеем 𝒜∞(M̃) = 𝒜∞
ℎℎ(M̃) +𝒜∞

ℎ𝑎(M̃) +𝒜∞
𝑎ℎ(M̃) +𝒜∞

𝑎𝑎(M̃), где

𝒜∞
∙ (M̃) = {𝜔 ∈ 𝒜∞(M̃) | 𝜔 = 𝜔∙} (∙ = ℎℎ,ℎ𝑎,𝑎ℎ,𝑎𝑎).

Очевидно, что

𝒜∞
ℎℎ(M̃) = 𝑖𝒜∞

𝑎𝑎(M̃), 𝒜∞
ℎ𝑎(M̃) = 𝑖𝒜∞

𝑎ℎ(M̃).

Пусть w ∈ A∞
b (M), определим функцию 𝜔 правилом

𝜔((x/ ∼1 ,+) ∼2) := w(x), 𝜔((x/ ∼1 ,−) ∼2) := −w(x) x ∈ M. (2.2.4)

Тогда из (2.2.2), принципа симметрииШварца и теоремы Римана об устранимой особой точке

следует, что 𝜔 корректно определена и голоморфна всюду на M̃ кроме, может быть, точек

(x0/ ∼1 ,±) ∼2), где x0 ∈ 𝜕Γ. Ввиду (2.2.1) и (2.2.3), в окрестности таких точек имеем

𝜔((x/ ∼1 ,±) ∼2) = ±w(x) ≃ ±
+∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘/2 = ±

+∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝜁
𝑘,

откуда 𝜔 ∈ 𝒜∞(M̃). Из (2.2.4) и (2.2.2) следует, что

𝜔†1((x/ ∼1 ,+) ∼2) = ±w(𝜏(x)) = ±w†(x) = ±w(x) = 𝜔((x/ ∼1 ,+) ∼2),

𝜔†1((x/ ∼1 ,−) ∼2) = −w(𝜏(x)) = −w†(x) = −w(x) = 𝜔((x/ ∼1 ,±) ∼2),

𝜔†2((x/ ∼1 ,+) ∼2) = 𝜔((x/ ∼1 ,−) ∼2) = −w(x) = −𝜔((x/ ∼1 ,+) ∼2),

𝜔†2((x/ ∼1 ,−) ∼2) = 𝜔((x/ ∼1 ,+) ∼2) = w(x) = −𝜔((x/ ∼1 ,−) ∼2).

Таким образом, 𝜔 ∈ 𝒜∞
ℎ𝑎(M̃).

Обратно, если 𝜔 ∈ 𝒜∞
ℎ𝑎(M̃), то правило (2.2.4) корректно определяет голоморфную на

M∖Γ⌟ функцию w. Из разложений 𝜔 в ряды Тейлора по переменным (2.2.3) вблизи точек

(x0/ ∼1 ,±) ∼2, где x0 ∈ Γ⌟, следует, что w допускает асимптотические разложения (2.2.1)

вблизи x0. Таким образом, w ∈ 𝒜∞(M⌟). Из (2.2.4), симметрии 𝜔†1 = 𝜔 и равенства

𝜏1((x/ ∼1 ,±) ∼2) = (x/ ∼1 ,±) ∼2= (𝜏(x)/ ∼1 ,±) ∼2 (x ∈ Γis)
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следует, что w† = w и Imw = 0 на Γis. Аналогично, из антисимметрии 𝜔†2 = −𝜔 и равенства

𝜏2((x/ ∼1 ,±) ∼2) = (x/ ∼1 ,+) ∼2= (x/ ∼1 ,−) ∼2 (x ∈ Γgr)

имеем w(x) = −w(x) на Γgr. Таким образом, w ∈ A∞
b (M). Итак, правило (2.2.4) устанавли-

вает биекцию между A∞
b (M) и 𝒜∞

ℎ𝑎(M̃).

Теперь мы можем перейти к доказательству леммы.

1. Допустим, что A∞
b (M) = {0}, тогда 𝒜∞

ℎ𝑎(M̃) = 𝑖𝒜∞
𝑎ℎ(M̃) = {0} и любой элемент 𝜔 ∈

𝒜∞(M̃) = 𝒜∞
ℎℎ(M̃) +𝒜∞

𝑎𝑎(M̃) симметричен относительно комбинированной инволюции †1†2,

𝜔 = 𝜔
†1†2
ℎℎ + 𝜔†1†2

𝑎𝑎 = 𝜔†1†2 = 𝜔 ∘ 𝜏1 ∘ 𝜏2.

Значит, дивизор 𝒟 = 𝒟[𝜔] любой голоморфной функции на M̃ симметричен относительно

голоморфной инволюции 𝜏1 ∘𝜏2, 𝒟∘𝜏1 ∘𝜏2 = 𝒟. Но это противоречит лемме 1.1.8 о дивизорах.
Таким образом, A∞

b (M) ̸= {0}.
2. Пусть y ∈ Γ. Для того, чтобы построить искомую функцию w ∈ A∞

b (M), выберем

любой дивизор 𝒟 на M̃, равный нулю в точке Y := (y/ ∼1 ,+) ∼2 и единице в точках 𝜏1(Y),

𝜏2(Y) и 𝜏1∘𝜏2(Y). Из леммы 1.1.8 и возможности вложения M̃ в более широкую некомпактную

поверхность следует существование такой функции 𝜔, что 𝒟[𝜔] = 𝒟. Значит, 𝜔 отлична от

нуля в точке Y и имеет простые нули в точках 𝜏1(Y), 𝜏2(Y) и 𝜏1 ∘ 𝜏2(Y). Отсюда

𝜔ℎ𝑎(Y) = (𝜔(Y) + 𝜔(𝜏1(Y))− 𝜔(𝜏2(Y))− 𝜔(𝜏1 ∘ 𝜏2(Y)))/4 = 𝜔(Y)/4 ̸= 0.

Тогда функция w ∈ A∞
b (M), связанная с 𝜔ℎ𝑎 правилом (2.2.4) (где 𝜔 заменено на 𝜔ℎ𝑎),

отлична от нуля в точке Y.

Введем пространства граничных следов

A∞
b (Γ) := TrΓA

∞
b (M) = {w|Γ | w ∈ A∞

b (M)},

A∞
b (Γ′) := {𝜁 ∈ 𝐶(Γ′;C) | 𝜁 ∘𝜛 = 𝜂, где 𝜂 ∈ A∞

b (Γ)}.
(2.2.5)

(здесь пространство Γ′ ≡ 𝜕M введено после (2.1.24)). Ввиду следующего утверждения про-

странство A∞
b (Γ) определяется по частичному ДН-оператору Λb.

Предложение 2.2.2. Пусть Γ связна. Тогда справедливы следующие утверждения:

1. Функция 𝑢𝑓 ∘ 𝜋, 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ⌟;R) является вещественной частью некоторого элемента

w ∈ A∞
b (M) если и только если 𝑓 является решением уравнения

Λb
(︁1
3
𝑓 3 − 𝑓(𝜕−1

𝛾 Λb𝑓 + 𝑐𝑓 )
2
)︁
=
(︀
𝑓 2 − (𝜕−1

𝛾 Λb𝑓 + 𝑐𝑓 )
2
)︀
Λb𝑓 + 2𝑓(𝜕−1

𝛾 Λ𝑔𝑓 + 𝑐𝑓 )𝜕𝛾𝑓 (2.2.6)

на Γ при некотором 𝑐𝑓 ∈ R;
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2. выполнено равенство

A∞
b (Γ) =

{︀
𝑓 ∘ 𝜋 + 𝑖𝜎(𝜕−1

𝛾 Λb𝑓 + 𝑐𝑓 )h(𝑓) | (𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ⌟;R),𝑐𝑓 ∈ R) − решение (2.2.6)
}︀
,

(2.2.7)

где h аннулируется на константах и h(𝑓) = 1 для любых 𝑓 ̸= const, а функция 𝜎 на

𝜕M ≡ 𝜕𝑀 × {+,−} введена задана равенством 𝜎|𝜕𝑀×{±} = ±1.

Доказательство. 1) Предположим, что w ∈ A∞
b (M) и u = Rew, v = Imw. Тогда u∘ 𝜏 = u и

v ∘ 𝜏 = −v Из условий Коши–Римана ∇v = Φ∇u следует, что функции u,v гармонические

на (M,g) и

𝜕𝜈u = 𝜕𝛾v, 𝜕𝜈v = −𝜕𝛾u на 𝜕M∖Γ⌟. (2.2.8)

Обозначим следы функций u и v на Γ через f и p соответственно. Из (2.2.8) имеем

𝜕𝜈u = 𝜕𝛾p, 𝜕𝜈v = −𝜕𝛾f на Γ. (2.2.9)

Поскольку u|Γgr = 0 и v|Γis
= 0, из (2.2.8) вытекает, что 𝜕𝜈u|Γis

= 0 и 𝜕𝜈v|Γgr = 0. Таким

образом, u и v являются решениями задач

Δgu = 0 в M∖𝜕M, u = f на Γ,

u = 0 на Γgr, 𝜕𝜈u = 0 на Γis,
(2.2.10)

и
Δgv = 0 в M∖𝜕M, v = p на Γ,

𝜕𝜈v = 0 на Γgr, v = 0 на Γis.
(2.2.11)

Ввиду условия u∘𝜏 = u функции u и f допускают представления u = 𝑢∘𝜋 и f = 𝑓∘𝜋, где 𝑢 и 𝑓
– гладкие функции на𝑀∖Γ⌟ и Γ∖Γ⌟ соответственно. В силу (1.2.14) функция 𝑢 гармоническая

в 𝑀 ∖ 𝜕𝑀 . Граничные условия задачи (2.2.10) означают, что 𝑢|Γgr = 0, 𝜕𝜈𝑢|Γis
= 0, и 𝑢|Γ = 𝑓 .

Таким образом, 𝑢 = 𝑢𝑓 , откуда

𝜕𝜈u = (𝜕𝜈𝑢) ∘ 𝜋 = (Λ𝑔𝑢) ∘ 𝜋. (2.2.12)

Аналогично, условие v ∘ 𝜏 = −v означает, что

p = 𝜎 · 𝑝 ∘ 𝜋 (2.2.13)

где 𝑝 ∈ 𝐶∞(Γ;R). Ввиду (1.2.8) имеем

𝜕𝛾f = 𝜕𝛾(𝑓 ∘ 𝜋) = 𝜎 · (𝜕𝛾𝑓) ∘ 𝜋,

𝜕𝛾p = 𝜎 · 𝜕𝛾(𝑝 ∘ 𝜋) = (𝜕𝛾𝑝) ∘ 𝜋.
(2.2.14)
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Теперь первое уравнение (2.2.9) принимает вид (Λb𝑢) ∘ 𝜋 = (𝜕𝛾𝑝) ∘ 𝜋. Отсюда

𝑝 = 𝜕−1
𝛾 Λb𝑓 + 𝑐𝑓 , (2.2.15)

где 𝑐𝑓 — вещественная постоянная.

Функция w3 снова является элементом A∞
b (M). Поэтому в предыдущих рассуждениях

можно заменить u, v на Rew3, Imw3 соответственно. В частности, функция

y := Rew3 = u3 − 3uv2

удовлетворяет равенству y ∘ 𝜏 = y и является решением задачи

Δgy = 0 в intℳ, y = f3 − 3fp2 на Γ,

y = 0 на Γgr, 𝜕𝜈y = 0 на Γis,
(2.2.16)

Отсюда следует, что

y = 𝑢𝑓
3−3𝑓𝑝2 ∘ 𝜋

и, в частности, что

𝜕𝜈y =
(︀
Λb(𝑓 3 − 3𝑓𝑝2)

)︀
∘ 𝜋 на Γ. (2.2.17)

С другой стороны, из (2.2.9) имеем

𝜕𝜈y = 𝜕𝜈(u
3 − 3uv2) =3(f2 − p2)𝜕𝜈u− 6fp𝜕𝜈v =

= 3(f2 − p2)𝜕𝜈u+ 6fp𝜕𝛾f на Γ.
(2.2.18)

Формулы (2.2.13) и (2.2.14) приводят к равенствам

p2 = 𝑝2 ∘ 𝜋, p𝜕𝛾f = 𝜎 · (𝑝 ∘ 𝜋) · 𝜎 · (𝜕𝛾𝑓 ∘ 𝜋) = (𝑝𝜕𝛾𝑓) ∘ 𝜋.

Ввиду этих равенств и формулы (2.2.12), уравнение (2.2.18) можно переписать в форме

𝜕𝜈y = 3
[︀
(𝑓 2 − 𝑝2)Λb𝑓 + 2𝑓𝑝𝜕𝛾𝑓

]︀
∘ 𝜋 на Γ. (2.2.19)

Сравнивая выражения (2.2.17) и (2.2.19), получаем

Λb
(︁𝑓 3

3
− 𝑓𝑝2

)︁
= (𝑓 2 − 𝑝2)Λb𝑓 + 2𝑓𝑝𝜕𝛾𝑓. (2.2.20)

Подставляя в последнюю формулу выражение (2.2.15) для 𝑝, приходим к (2.2.6). Итак, мы

доказали, что равенство (2.2.6) (с некоторым 𝑐𝑓 ∈ R) является необходимым условием для
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того, чтобы 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ⌟;R) была следом на Γ функции из ReA∞
b (M). Отсюда и из формул

(2.2.13), (2.2.15) вытекает включение ⊂ в формуле (2.2.7).

2) Теперь пусть 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ⌟;R) удовлетворяет условию (2.2.6) с некоторым 𝑐𝑓 ∈ R. Возь-
мем выражение (2.2.15) в качестве определения функции 𝑝; тогда условие (2.2.6) можно

переписать в виде (2.2.20). Функции

u := 𝑢𝑓 ∘ 𝜋, y := 𝑢𝑓
3−3𝑓𝑝2 ∘ 𝜋

являются решениями задач (2.2.10) и (2.2.16) соответственно; здесь

f = 𝑓 ∘ 𝜋, p = 𝜎 · 𝑝 ∘ 𝜋.

Кроме того,

𝜕𝜈u = (Λb𝑓) ∘ 𝜋

и для y справедлива формула (2.2.17). Благодаря этому, а также условию (2.2.20), правые

части равенств (2.2.17) и (2.2.18) совпадают. Поэтому

y = f3 − 3fp2, 𝜕𝜈y = 3(f2 − p2)𝜕𝜈u+ 6fp𝜕𝛾f на Γ. (2.2.21)

Выберем произвольную односвязную окрестность 𝑈 ⊂ M, такую, что 𝜕𝑈 ∩ 𝜕M содержит

сегмент Γ′ края Γ положительной длины. В силу леммы Пуанкаре, существует гармоническая

в 𝑈 функция v𝑈 , удовлетворяющая условию Коши-Римана

Φ∇u = ∇v𝑈 в 𝑈 ; (2.2.22)

эта функция определена с точностью до константы. Сужая последнее уравнение на Γ′, по-

лучаем

𝜕𝛾v𝑈 = 𝜕𝜈u = Λg𝑓 = 𝜕𝛾p на Γ′.

Поэтому функцию v𝑈 можно зафиксировать так, чтобы v𝑈 = p на Γ′. Поскольку функция

u+ 𝑖v𝑈 =: w𝑈

голоморфна в 𝑈∖Γ⌟, таковой является и функция w3
𝑈 . Отсюда следует, что функция

Rew3
𝑈 = u3 − 3uv2

𝑈

гармоническая в 𝑈∖Γ⌟; кроме того,

u3 − 3uv2
𝑈 = f3 − 3fp2 = y на Γ′.
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Из условия Коши-Римана (2.2.22) следует, что 𝜕𝜈v𝑈 = −𝜕𝛾f . Отсюда и из (2.2.21) имеем

𝜕𝜈(u
3 − 3uv2

𝑈) = 3(f2 − p2)𝜕𝜈u− 6fp𝜕𝜈v𝑈 = 3(f2 − p2)𝜕𝜈u+ 6fp𝜕𝛾f = 𝜕𝜈y на Γ′.

Таким образом, функции u3 − 3uv2
𝑈 и y удовлетворяют уравнению Лапласа–Бельтрами в

𝑈∖Γ⌟ и имеют одинаковые данные Коши на Γ′. Значит,

u3 − 3uv2
𝑈 = y в 𝑈

ввиду теоремы о единственности решения задачи Коши для эллиптических уравнений. От-

сюда

v2
𝑈 =

u3 − y

3u
в 𝑈. (2.2.23)

Отметим, что правая часть (2.2.23) не зависит от выбора 𝑈 и определена глобально на M.

Если u = const, то включение u ∈ A∞
b (M) очевидно. Поэтому далее будем считать, что

u ̸= const на M. Определим функцию v на ℳ правилом v|𝑈 := v𝑈 , где 𝑈 есть такая одно-

связная окрестность в M, что 𝜕𝑈 ∩ Γ содержит сегмент положительной длины. Проверим,

что такое определение не зависит от выбора 𝑈 . Предположим, что 𝑈1,𝑈2 — две такие окрест-

ности, как выше. Ввиду (2.2.23) имеем v2
𝑈1

= v2
𝑈2
; отсюда v𝑈1 = 𝑠v𝑈2 на 𝑈1 ∩ 𝑈2, где 𝑠 = 1

или 𝑠 = −1. Из условий Коши–Римана

∇v𝑈1 = Φ∇u = ∇v𝑈2 = 𝑠∇v𝑈1

вытекает, что 𝑠 = 1 либо ∇u = 0 в 𝑈1 ∩ 𝑈2. В силу теоремы о единственности решений

задачи Коши для эллиптических уравнений, последняя возможность означает, что u = const

на всем M и потому исключается предположением u ̸= const. Таким образом, v𝑈1 = v𝑈2 на

𝑈1 ∩ 𝑈2. Тем самым функция

w := u+ 𝑖v (2.2.24)

корректно определена и голоморфна на M.

Из (2.2.23) следует, что v2|Γ = p2, то есть v|Γ = 𝑠±𝑝 на каждой связной компоненте

Γ ≡ Γ×{+,−}; здесь 𝑠± ∈ {1,− 1}. Из условий Коши–Римана ∇v = Φ∇u и формулы (1.2.8)

имеем

𝑠±(Λ
b𝑓) ∘ 𝜋 = 𝑠±𝜎𝜕𝛾(𝜕

−1
𝛾 Λb𝑓) ∘ 𝜋 = 𝑠±𝜕𝛾p

= 𝜕𝛾v = 𝜕𝜈u = (𝜕𝜈𝑢) ∘ 𝜋 = (Λb𝑓) ∘ 𝜋 на Γ.

Отсюда 𝑠+ = 𝑠− = 1 и

v|Γ = p.
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Кроме того, уравнение ∇v = Φ∇u приводит к равенствам

𝜕𝜈v = −𝜕𝛾u, 𝜕𝛾v = 𝜕𝜈u = 0 на Γis,

𝜕𝜈v = −𝜕𝛾u = 0 на Γgr.

Отсюда следует, что 𝜕𝜈v и 𝜕𝛾u не аннулируются ни на каком отрезке Γ′ кривой Γis ненулевой

длины. В самом деле, в противном случае мы получили бы 𝜕𝜈u = 𝜕𝛾u = 0 на Γ′, откуда

u = const ввиду единственности решения задачи Коши для эллиптических уравнений.

Напомним, что y = u3 − 3uv2 на M и 𝜕𝜈y = 0, 𝜕𝜈u = 0 на Γis. Следовательно,

0 = 𝜕𝜈y = 3(u2 − v2)𝜕𝜈u− 6uv𝜕𝜈v = −6uv𝜕𝜈v

и v = 0 на Γis. Значит, v является решением задачи (2.2.11).

Пусть x0 ∈ Γ⌟ и 𝑧 : 𝑈 → D+ – стандартная карта в окрестности 𝑥 ∈ 𝑈 , такая, что

𝑧(x0) = 0. Если {x0} = 𝜕Γis ∩ 𝜕Γgr, то функция 𝑞 ↦→ w(x) =: 𝜅(𝑞) (𝑞 =
√︀
𝑧(x)) непрерывна

на секторе {𝑞 ∈ C | |𝑞| < 𝑟0, arg(𝑞) ∈ [0,𝜋/2]}, голоморфна в его внутренности, принимает

вещественнные значения на одной из сторон и мнимые - на другой. Тогда 𝜅 продолжается до

голоморфной функции в круге {𝑞 ∈ C | |𝑔| < 1} и, следовательно, w допускает разложение

в сходящийся ряд (2.2.1) вблизи x0.

Если же {x0} = 𝜕Γgr ∩ 𝜕Γ или {x0} = 𝜕Γis ∩ 𝜕Γ, то из (2.0.2) следует, что функцию f

можно представить в виде

f = ℜw𝑁 + f̃𝑁 , w𝑁 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑘/2,

где w𝑁 определена в некоторой окрестности 𝑉 ∋ x0 и принимает вещественные (мнимые)

значения на Γis ∩ 𝑉 (Γgr ∩ 𝑉 ), а остаток f̃𝑁 удовлетворяет оценкам

𝜕𝑙𝛾 f̃𝑁 = 𝑂(|𝑧|(𝑁+1)/2−𝑙) (𝑙 = 0,1, . . . , 𝑧 = 𝑧(x) → 0).

Функция 𝑞 ↦→ w(x) − f̃𝑁(x) =: 𝜅(𝑞) (𝑞 =
√︀
𝑧(x)) голоморфна во внутренности сектора

{𝑞 ∈ C | |𝑞| < 1, arg(𝑞) ∈ [0,𝜋/4]}, принимает вещественнные (мнимые) значения на одной

из его сторон (для простоты пусть arg𝑞 = 𝜋/2 на этой стороне), а сужение Im𝜅 на другой

стороне сектора убывает вместе с первыми [(𝑁 +1)/2]− 1 производными. Тогда 𝜅 допускает

продолжение на полукруг 𝑈 = {𝑞 ∈ C | |𝑞| < 𝑟0, arg(𝑞) ∈ [0,𝜋]}, которое голоморфно в его
внутренности и имеет [(𝑁 +1)/2]−1 раз дифференцируемый след на интервале (−𝑟0,𝑟0). По-
скольку Im𝜅 гармоническая во внутренности 𝑈 , отсюда и из теорем о повышение гладкости

решений эллиптических краевых задач следует, что Im𝜅 как минимум [(𝑁 + 1)/2] − 2 раз

дифференцируема внутри 𝑈 вплоть до (−𝑟0,𝑟0). Из уравненией Коши-Римана для 𝜅 следу-

ет, что самое верно для Re𝜅. Поскольку 𝑁 произвольно, отсюда вытекает, что w допускает
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асимптотическое разложение вида (2.2.1) вблизи x0. Таким образом, w имеет особенности

корневого типа во всех точках Γ⌟.

Итак, функция w является элементом A∞
b (M). Тем самым доказаны достаточность усло-

вия (2.2.6) для включения 𝑢𝑓 ∘ 𝜋 ∈ ReA∞
b (M), а также обратное включение ⊃ в формуле

(2.2.7).

Замечание 2.2.3. Если граница Γ несвязная, то уравнение (2.2.6) в предложении 2.2.2 сле-

дует заменить на систему уравнений (2.2.20), (2.2.15), где 𝑐𝑓 есть неизвестная функция,

постоянная на каждой компоненте связности Γ.

2.2.2 Определение алгебры следов голоморфных функций на дву-

листном накрытии M

Пусть M – (разветвленное) двулистное накрытие 𝑀 , построенное в §2.1.2; напомним, что

граница 𝜕M отождествлена с пространством Γ′, введенным после (2.1.24).

Лемма 2.2.4. Справедливо равенство

H∞(𝜕M) = A∞
is (Γ

′) (2.2.25)

(здесь левая и правая часть определены формулами (2.1.27) и (2.2.5), соответственно).

Доказательство. Подставляя b = is в (2.2.2), получаем

A∞
is (M) =

{︀
w ∈ 𝒜∞(M⌟) | w† = w, Imw = 0 на 𝜕M∖Γ

}︀
. (2.2.26)

Если w ∈ H∞(M), то функцияw = w∘𝜛 голоморфна наM∖𝜕Γ ввиду (2.1.23) и удовлетворяет

условию эрмитовости

w† = w ∘𝜛 ∘ 𝜏 = w ∘ 𝜏 ∘𝜛 = w†̄ ∘𝜛 = w ∘𝜛 = w

в силу (2.1.21) и (2.1.25). Поскольку 𝜛(𝜕M∖Γ) есть множество неподвижных точек инво-

люции 𝜏 , функция x ↦→ w(x) = w(𝜛(x) = w(𝜏 ∘𝜛(x)) принимает вещественные значения

на 𝜕M∖Γ. Из разложения w в ряд Тейлора в окрестностях точек 𝜛(𝜕Γ) в локальных ко-

ординатах (2.1.22) следует, что w допускает асимптотики (2.2.1) вблизи точек 𝜕Γ. Значит,

w ∈ A∞
is (M).

Обратно, пусть w ∈ A∞
is (M). Определим функцию w правилом w(𝜛(x)) = w(x) (x ∈ M).

Ввиду (2.1.23) функция w голоморфна на 𝜛(M∖(𝜕M∖Γ)) = M∖𝜛(𝜕M∖Γ). Ввиду (2.1.25) из
равенства w = w† следует, что w = w†̄. Поскольку w принимает вещественные значения на

𝜕M∖Γ, имеем
w(𝜏(x)) = w(𝜏(x)), x ∈ 𝜕M∖Γ.
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Отсюда следует, что w корректно определена, непрерывна и принимает вещественные зна-

чения на 𝜛(𝜕M∖Γ). Отсюда и из принципа симметрии Шварца следует, что w голоморфна

всюду на M∖𝜛(𝜕Γ). Из асимптотических разложений (2.2.1) для w вблизи x ∈ 𝜕Γ следует,

что w допускает разложение в ряд Тейлора в локальных координатах (2.1.22) вблизи 𝜛(x).

Это означает, что функция w бесконечно дифференцируема в точках 𝜛(𝜕Γ). Таким образом,

w ∈ H∞(M) и мы доказали, что

A∞
is (M) = {w ∘𝜛 | w ∈ H∞(M)}. (2.2.27)

Отсюда и из отождествления 𝜕M ≡ Γ′ немедленно следует (2.2.25).

В силу (2.1.26), (2.1.27) и (2.2.25), алгебра следов 𝒜(𝜕M) однозначно определяется по мно-

жеству A∞
is (Γ). Ввиду следующего утверждения, само множество A∞

is (Γ) однозначно опреде-

ляется по A∞
b (Γ) (каким бы ни было разбиение границы b).

Лемма 2.2.5. При любом b справедливо соотношение

A∞
is (Γ) =

{︀
𝜂 ∈ 𝐶∞(Γ;C) | 𝜂𝜂′ ∈ A∞

b (Γ) ∀𝜂′ ∈ A∞
b (Γ)

}︀
. (2.2.28)

Доказательство. Если w ∈ A∞
is (M), то w принимает вещественные значения на 𝜕M∖Γ.

Отсюда следует, что wA∞
b (M) ⊂ A∞

b (M); последнее соотношение доказывает включение ⊂ в

(2.2.28).

Обратно, предположим, что 𝜂 ∈ 𝐶∞(Γ;C) и 𝜂𝜂′ ∈ A∞
b (Γ) для всех 𝜂′ ∈ A∞

b (Γ). Обозначим

черезw𝜁 аналитическое продолжение следа 𝜁 ∈ A∞
b (Γ) наM и введем мероморфную вM∖𝜕M

функцию

w :=
w𝜂𝜂′

w𝜂′
. (2.2.29)

Тогда w не зависит от выбора 𝜂′ ∈ A∞
b (Γ) в силу теоремы о единственности аналитического

продолжения. В самом деле, если 𝜂′′ ∈ A∞
b (Γ), то

w𝜂𝜂′w𝜂′′ = w𝜂𝜂′′w𝜂′ = 𝜂𝜂′𝜂′′

на Γ; ввиду аналитичности функций w𝜂′ , w𝜂𝜂′ и w𝜂′′ , w𝜂𝜂′′ последнее равенство выполнено

всюду на M. Значит,
w𝜂𝜂′

w𝜂′
=

w𝜂𝜂′′

w𝜂′′
.

Ввиду леммы 2.2.1, 2 для всякой точки y ∈ Γ можно выбрать такую функцию 𝜂′ ∈
A∞

b (Γ), что 𝜂′(y) ̸= 0. Отсюда следует, что w является гладкой в окрестности любой точки

y ∈ Γ. Аналогично, если x0 ∈ 𝜕Γ⌟, то все w𝜂′ , w𝜂𝜂′ допускают асимптотические разложения

(2.2.1) вблизи x0. Ввиду леммы 2.2.1, 2, можно найти такую функцию w𝜂′ ∈ A∞
b (Γ) чтобы

коэффициент 𝑐1 разложения (2.2.1) был отличен от нуля. Тогда правая часть (2.2.29) также

допускает асимптотику в форме (2.2.1), откуда w имеет особенность корневого типа в x0.
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Пусть x ∈ M∖𝜕M. Для всякой ненулевой функции ̃︀w ∈ A∞
b (M) кратность ordx(̃︀w) нуля x

неотрицательна и конечна. Поэтому ordx(̃︀w) достигает своего минимума 𝑚x на A∞
b (M)∖{0}.

Пусть w0 = w𝜂0 ∈ A∞
b (M) – любая такая функция, что ordx(w𝜂0) = 𝑚x. Из определения 𝑚x

следует, что ordx(w𝜂𝜂0) ⩾ ordxw𝜂0 . Значит, функция w = w𝜂𝜂0/w𝜂0 не имеет полюса в точке

x. Поскольку x ∈ M∖𝜕M произвольно, мы доказали, что w голоморфна в M∖𝜕M.

Теперь пусть x ∈ Γis ∪ Γgr. Выберем стандартную комплексную карту 𝑧 : 𝑈 → D+, где

𝑈 ∋ x. В силу принципа симметрии, каждая функция w′ ∘ 𝑧−1, w′ ∈ A∞
b (M) голоморфно

продолжается на круг D := {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1}. Таким образом, для всех x ∈ 𝜕M∖Γ и w′ ∈
A∞

b (M) корректно определены и конечны кратности нулей ordx(w
′). Поэтому повторение тех

же самых рассуждений, что и выше, доказывает гладкость w вблизи Γis ∪ Γgr.

Наконец, формула (2.2.29) показывает, что w = 𝜂 на Γ, и Imw = 0 на 𝜕ℳ∖ Γ. Поэтому
w ∈ A∞

is (M) и 𝜂 ∈ A∞
is (Γ). Тем самым доказано обратное включение ⊃ в (2.2.28).

Отметим следующее элементарное свойство элементов A∞
b (M), которое пригодится при

восстановлении копии граничного разбиения b на конформной копии поверхности (𝑀,𝑔).

Лемма 2.2.6. Если w ∈ A∞
b (M), то w2 = 𝜔 ∘𝜛, где 𝜔 ∈ H(M), причем 𝜔 ⩽ 0 на Γgr, 𝜔 ⩽ 0

на Γis и 𝜔 = w2 на 𝜕M ≡ Γ ≡ Γ× {+,−}. Если w отлична от нуля, то

closMΓgr = closM{x ∈ M | 𝜏(x) = x, 𝜔(x) < 0},

closMΓis = closM{x ∈ M | 𝜏(x) = x, 𝜔(x) > 0}.
(2.2.30)

Доказательство. Из (2.2.2), (2.2.26) и (2.2.27) следует, что w2 ∈ A∞
is (M) и w2 = 𝜔 ∘𝜛, где

𝜔 ∈ H∞(M). Остальное следует из формулы (2.2.2).

2.2.3 Алгоритм восстановления поверхности с неизвестными компо-

нентами края

Пусть Λb есть ДН-оператор некоторой неизвестной поверхности (𝑀,𝑔) с известной внеш-

ней частью края Γ и неизвестным граничным разбиением b = (Γgr,Γis). Задача ЭИТ с дан-

ными Λb на Γ состоит в построении такой поверхности (𝑀 ′,𝑔′) с граничным разбиением b′,

что ее внешняя часть края и частичный ДН-оператор совпадают с Γ и Λb, соответственно.

Процедура построения копии поверхности (𝑀 ′,𝑔′,b′) следующая:

Шаг 1) Отождествить Γ с Γ × {+,−}, а границу 𝜕M (разветвленного) накрытия M по-

верхности 𝑀 – с пространством Γ′ (введенным после (2.1.24)). Найти решения уравнения

(2.2.6) и определить пространство следов A∞
b (Γ) с помощью формулы (2.2.7) (если Γ несвяз-

на, то в (2.2.7) следует заменить уравнение (2.2.6) на систему (2.2.20), (2.2.15) и считать 𝑐𝑓

постоянной на каждой компоненте связности Γ; см. замечание 2.2.3). Найти алгебру следов

H∞(𝜕M) = A∞
is (Γ

′) из формул (2.2.28), (2.2.25) и (2.2.5). Найти изоморфные копии

𝒜∞(𝜕M) = Tr𝜕M 𝒜∞(M), 𝒜(𝜕M) ≡ clos𝐶(𝜕M;C)𝒜∞(𝜕M) = Tr𝜕M 𝒜(M)



89

алгебр 𝒜∞(M) и 𝒜(M) голоморфных функций на M. Найти копию

‡̄ = Tr𝜕M ∘†̄ ∘ Tr−1
𝜕M

инволюции †̄ из формул (2.1.27) и (2.1.28).

Шаг 2) Взять спектр M′ := 𝒜(𝜕M) алгебры 𝒜(𝜕M) в качестве гомеоморфной копии

накрытия M (гомеоморфизмом задан формулой 𝛽 := (Tr*𝜕M)
−1 ∘ 𝛿·). Отождествить точки

𝑥 ∈ 𝜕M ≡ Γ′ с соответствующими характерами 𝛽(𝑥), тем самым вкладывая границу 𝜕M в

M′. Ввести инволюцию 𝜏 ′ := ‡̄* на M′, индуцированную инволюцией ‡̄ алгебры 𝒜(𝜕M). Тогда

рассуждения, приведенные перед формулой (2.1.37), показывают, что 𝜏 ′ связана с 𝜏 заменой

переменных

𝜏 ′ := 𝛽 ∘ 𝜏 ∘ 𝛽−1. (2.2.31)

Шаг 3) Применяя преобразование Гельфанда G к алгебре 𝒜(𝜕M), найдем подалгебру

G𝒜(𝜕M) в алгебре 𝐶(M′;C) непрерывных функций на спектре M′. Функции G𝜂, 𝜂 = w|𝜕M ∈
𝒜(𝜕M) играют роль копий голоморфных функций w ∈ 𝒜(M), связанных c оригиналами

композицией w = G𝜂 ∘ 𝛽.
Построить комплексный атлас на M′, выбирая в качестве локальных координат преобра-

зования Гельфанда G𝜂 (𝜂 ∈ 𝒜∞(𝜕M) (возможность такого построения обоснована в Шаге

4), §1.1.4). Тем самым M′ наделена комплексной структурой, относительно которой гомео-

морфизм 𝛽 : M → M′ становится биголоморфизмом.

Шаг 4) Выбрать любую гладкую метрику g′, согласованную с комплексной структурой

на M′, симметричную относительно инволюции 𝜏 ′*g′ = g′ и такую, что исходный (индуци-

рованный метрикой g := 𝜋̄*𝑔) элемент длины на 𝜕M ≡ Γ′ совпадает с (вырождающимся на

𝜋̄−1(𝜕Γ)) элементом длины, индуцированным метрикой g′. (Детали выбора метрики описаны

в Шаге 5), §1.1.4 и Шаге 4), §1.2.4.) Тогда отображение 𝛽 : (M,g) → (M′,g′) конформ-

но на M, а его сужение на 𝜕M ≡ 𝜕M′ является изометрией и совпадает с тождественным

отображением.

Шаг 5) Ввести множество Γ̃′ неподвижных точек инволюции 𝜏 ′. Из (2.2.31) следует, что

Γ̃′ есть образ множества неподвижных точек инволюции 𝜏 , т.е. Γ̃′ = 𝛽(Γis ∪ Γgr). Далее,

выбрать любой ненулевой элемент 𝜂 ∈ A∞
b (Γ) и ввести функцию G[𝜂2] на M′. Определить

множества Γ′
is и Γ′

gr правилом

closM′Γ′
gr := closM′{x′ ∈ Γ̃′ | G[𝜂2](x′) < 0},

closM′Γ′
is := closM′{x′ ∈ Γ̃′ | G[𝜂2](x′) > 0}.

(2.2.32)

Пустьw ∈ A∞
b (M) есть аналитическое продолжение следа 𝜂 наM; ввиду леммы 2.2.6 квадрат

𝜂2 является следом некоторой функции 𝜔 ∈ 𝒜(M) и справедливы соотношения (2.2.30).

Ввиду равенства 𝜔(x) = G[𝜂2](𝛽(x)) (x ∈ M) формулы (2.2.30), (2.2.32) копии Γgr и Γis
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определяются из соотношений

Γ′
gr = 𝛽(Γgr), Γ′

is = 𝛽(Γis).

Шаг 6) Построим поверхность 𝑀 ′ как факторпространство

𝑀 ′ := M′/𝜏 ′

с факторпроекцией 𝜋̄′ : M′ ↦→ 𝑀 ′. Тогда 𝑀 ′ есть поверхность с кусочно гладким краем:

𝑥′ = 𝜋̄′(x′) – угловая точка 𝜕𝑀 ′ если x′ ∈ 𝜕M′ ∩ 𝜕Γ̃′.

Отметим, что край 𝑀 ′ легко можно сделать гладким, дополнив атлас на 𝑀 ′ его под-

ходящими картами в окрестностях таких угловых точек 𝑥′. Именно, выберем на M′ любую

голоморфную гладкую функцию w′, имеющую простой нуль в x′ (последнее возможно в силу

леммы 1.1.8). Тогда одна из двух голоморфных функций

w′
+ =

w′ +w′ ∘ 𝜏 ′
2

, w′
− =

w′ −w′ ∘ 𝜏 ′
2𝑖

также имеет простой нуль в x′; для простоты будем считать, что такая функция совпадает

с w′. Тогда w′ = w′ ∘ 𝜏 ′ и, в частности, w′(Γ̃′) ⊂ R и образ w′(𝜕M) пересекает вещественную

ось ортогонально в начале координат. Для того, чтобы сделать край 𝜕𝑀 ′ гладким в точке

𝑥′, введем карту 𝑧′ правилом

𝑧′(𝑦′) := w
′2(y) (𝑦′ = 𝜋̄(y)). (2.2.33)

Далее мы считаем, что такие атлас на 𝑀 ′ дополнен такими картами, т.е., что 𝑀 ′ – гладкая

поверхность с гладким краем.

Диаграмма

M
𝛽−→ M′

𝜋̄ ↓ ↓ 𝜋̄′

𝑀
𝛽−→ 𝑀 ′

определяет гладкий диффеоморфизм 𝛽 между 𝑀 и 𝑀 ′, такой, что 𝛽(𝜋̄(x)) = 𝜋̄′(𝛽(x)) для

всех x ∈ M. Определим метрику 𝑔′ на 𝑀 ′ правилом 𝜋̄
′*𝑔′ = g′ (метрика определена кор-

ректно потому что g′ симметрична относительно инволюции 𝜏 ′). Тогда диффеоморфизм

𝛽 : (𝑀,𝑔) → (𝑀 ′,𝑔′) является конформным. Отметим, что, хотя метрика g′ имела точки

вырождения x′ ∈ 𝜕M′ ∩ 𝜕Γ̃′ на M′, метрика 𝑔′ является невырожденной всюду на 𝑀 ′ благо-

даря выбору координат (2.2.33) в окрестностях точек 𝑥′ = 𝜋̄′(x′).

Обозначим Γ′
∙ = 𝜋̄′(Γ′

∙), тогда Γ′
∙ = 𝛽(Γ∙) (∙ = gr,is). Отождествим точки 𝜋̄(x) и 𝜋̄′(x)

с x ∈ 𝜕M и тем самым вложим Γ в 𝑀 ′ как часть края 𝜕𝑀 ′ = Γ ∪ Γ′
gr ∪ Γ′

is. Тогда 𝛽 не

двигает точки Γ и, поскольку 𝜋̄
′*𝑔′ = g′ = g = 𝜋̄*𝑔 на Γ, 𝛽 является изометрией на Γ. Ввиду

сказанного перед предложением 2.0.1 это означает, что Λb′ = Λb и (𝑀,𝑔,b) ∼Γ (𝑀 ′,𝑔′,b′), где
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Λb′ есть частичный ДН-оператор поверхности (𝑀 ′,𝑔′) с разбиением края b′ := (Γ′
gr,Γ

′
is). Тем

самым (𝑀 ′,𝑔′,b′) является решением задачи ЭИТ с данными Λb на части границы.

Доказательство предложения 2.0.1 (общий случай). Пусть Γ – общая внешняя часть гра-

ниц 𝜕𝑀 и 𝜕𝑀 ′′ и Λb = Λb′′ есть общий частичный ДН-оператор поверхностей (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′′,𝑔′′)

с граничными разбиениями b и b′′, соответственно. Тогда приведенный выше алгоритмШаг

1)-Шаг 6) определяет по (Γ,Λb = Λb′′) такую поверхность (𝑀 ′,𝑔′,b′) (оснащенную граничным

разбиением b′), что (𝑀,𝑔,b) ∼Γ (𝑀 ′,𝑔′,b′) ∼Γ (𝑀 ′′,𝑔′′,b′′).
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Глава 3

Характеризация ДН-операторов

В предыдущих главах предполагалось, что оператор Λ, заданный в качестве данных зада-

чи ЭИТ, является ДН-оператором некоторой поверхности с краем (то есть априори известно,

что задача ЭИТ разрешима). В общем случае возникает вопрос о критерии разрешимости

задачи ЭИТ или, что эквивалентно, вопрос о характеризации ДН-операторов поверхностей

с краем.

Пусть Γ – гладкая замкнутая кривая с элементом длины 𝑑𝑙 на ней и Λ – линейный опера-

тор, действующий в 𝐶∞(Γ;R). Задача характеризации ДН-операторов состоит в предъявле-
нии условий, необходимых и достаточных для того, чтобы Λ был ДН-оператором некоторой

гладкой ориентируемой поверхности (𝑀,𝑔) с гладкой метрикой 𝑔 и краем 𝜕𝑀 = Γ (последнее

равенство предполагает, что 𝑔 индуцирует элемент длины 𝑑𝑙 на Γ). Такие условия являются

необходимыми и достаточными условиями разрешимости двумерной задачи ЭИТ.

Далее будем считать, что на Γ выбрано любое гладкое поле единичных касательных век-

торов 𝛾. Обозначим через 𝜕𝛾 оператор дифференцирования по длине в направлении век-

тора 𝛾. Пусть 𝜕𝛾𝐶
∞(Γ;R) пространство гладких вещественнозначных функций с нулевыми

средними значениями на (Γ,𝑑𝑙) и 𝜕−1
𝛾 – оператор интегрирования на Γ, который аннулирует

константы и является является обратным к 𝜕𝛾 на 𝜕𝛾𝐶
∞(Γ;R).

Свяжем с Λ линейный оператор

ϒ : 𝜁 ↦→ ϒ𝜁 := (𝜕𝛾 − 𝑖Λ)𝜁, (3.0.1)

действующий в 𝐶∞(Γ;R). Для произвольных 𝜂 ∈ 𝐶∞(Γ;C) и 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ), введем отображение

ϒ𝜂,𝑧 : 𝜁 ↦→ ϒ𝜂,𝑧𝜁 := ϒ
(︁ 𝜁

𝜂 − 𝑧1

)︁
(3.0.2)

в 𝐶∞(Γ;R); здесь и далее 1 – тождественная единица на Γ. Также мы будем обозначать через

♯𝑆 мощность множества 𝑆.

Результатом этой главы является следующий критерий разрешимости задачи ЭИТ.
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Теорема 3.0.1. Оператор Λ являеется ДН-оператором некоторой поверхности с краем

(Γ,𝑑𝑙) если и только если выполнены следующие условия:

i. 1 ∈ Kerϒ и 𝜁1𝜁2 ∈ Kerϒ для любых 𝜁1,𝜁2 ∈ Kerϒ;

ii. closKerϒ ∩ 𝐶∞(Γ;C) = Kerϒ (замыкание в 𝐶(Γ;C));

iii. для любых 𝜂 ∈ Kerϒ и 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ) выполнено равенство

dim [ϒ𝜂,𝑧(Kerϒ)] =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜕𝛾𝜂

𝜂 − 𝑧1
𝑑𝑙 ; (3.0.3)

iv. для любой точки 𝑥 ∈ Γ существуют такая функция 𝜂𝑥 ∈ Kerϒ и такая односвязная

окрестность 𝑈𝑥 ∋ 𝜂𝑥(𝑥), что

a. 𝜕𝛾𝜂𝑥(𝑥) ̸= 0, число ♯ 𝜂−1
𝑥 ({𝑧}) конечно для всех 𝑧 ∈ C, а на Γ отсутствуют точки,

в которых аннулируются все производные 𝜕𝑘𝛾𝜂𝑥 (𝑘 ⩾ 1).

b. 𝑈𝑥∖𝜂𝑥(Γ) состоит из двух связных компонент, причем ϒ𝜂𝑥,𝑧1 = 0 на одной связ-

ной компоненте и ϒ𝜂𝑥,𝑧1 ̸= 0 на другой связной компоненте;

c. уравнение

ϒ
(︁ 𝜁 − 𝑐1

𝜂𝑥 − 𝑧1

)︁
= 0 на Γ (3.0.4)

разрешимо относительно 𝑐 для всех 𝑧 ∈ 𝑈𝑥 и 𝜁 ∈ Kerϒ;

v. если 𝜁1,𝜁2 ∈ Kerϒ, 𝜁1/𝜁2 ∈ 𝐶∞(Γ;C) и существует такой полином 𝑃 порядка deg (𝑃 ) ⩾

1, что 𝑃 (𝜁1/𝜁2) ∈ Kerϒ, то 𝜁1/𝜁2 ∈ Kerϒ;

vi. dim(𝜕𝛾 + Λ𝜕−1
𝛾 Λ)𝐶∞(Γ;R) <∞;

vii. если 𝜁 ∈ Kerϒ и 1/𝜁 ∈ Kerϒ, то Λ log |𝜁| = 𝜕𝛾arg 𝜁.

Замечание 3.0.1. Условия i–vii не зависят от выбора гладкого поля единичных касатель-

ных векторов 𝛾.

Отметим, что первая характеризация граничных данных задачи ЭИТ была получе-

на Хенкиным и Мишелем (см. теоремы 3a-3c, [65]) в терминах многомерного комплекс-

ного анализа. Полученные в [65] условия характеризуют редуцированные граничные дан-

ные (тройки {𝑓𝑘,Λ𝑓𝑘}𝑘=1,2,3 дающие вложение Γ в C2) и не являются характеризацией ДН-

операторов в строгом смысле (поскольку не обсуждается вопрос о том, как с такими тройка-

ми {𝑓𝑘,Λ𝑓𝑘}𝑘=1,2,3 согласованы остальные граничные данные {𝑓,Λ𝑓}). Тем не менее, в подхо-

де [65] неизвестная поверхность восстанавливается по таким частичным граничным данным,

т.е. не требуется знание полного ДН-оператора. Поэтому теоремы 3a-3c дают критерий раз-

решимости задачи ЭИТ.
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В отличие от вышеуказанной характеризации, условия теоремы 3.0.1 дают характери-

зацию ДН-операторов и основаны на связи задачи ЭИТ с алгебраическими свойствами го-

ломорфных функций. Несмотря на кажущуюся сложность, условия теоремы 3.0.1 допуска-

ют простую интерпретацию. Именно, каждое условие теоремы 3.0.1 выражает определенное

свойство алгебры голоморфных функций: например, условия i выражает замкнутость мно-

жества голоморфных функций относительно умножения, условие iii – принцип аргумента и

т.д. Отсюда немедленно вытекает необходимость этих условий.

Для доказательства достаточности условий теоремы 3.0.1 мы используем их для явно-

го построения поверхности (𝑀,𝑔) с краем (Γ,𝑑𝑙) и ДН-оператором Λ. Искомая поверхность

𝑀 строится как спектр унитальной банаховой алгебры, существование которой вытекает из

условий i и ii теоремы 3.0.1. В случае общего положения спектр является всего лишь хау-

сдорфовым компактным топологическим пространством и из условий i и ii не следует суще-

ствование какой-либо структуры многообразия на спектре 𝑀 . Поэтому ключевым фактом,

используемым в доказательстве достаточности условий теоремы 3.0.1, является классическая

теорема Бишопа-Опети-Вермера [55] об условиях существования комплексно аналитической

структуры на спектре коммутативной банаховой алгебры. Ввиду этой теоремы, условия iii и

iv дают структуру римановой поверхности на спектре 𝑀 . Остальные условия теоремы 3.0.1

показывают, что ДН-оператор поверхности𝑀 (наделенной подходящей метрикой) совпадает

с Λ.

Оставшаяся часть главы посвящена доказательству теоремы 3.0.1. Необходимость усло-

вий i–vii доказывается в разделе 3.1 (одновременно с обсуждением их связи со свойствами

голоморфных функций), а достаточность – в разделе 3.2.

3.1 Доказательство характеризационной теоремы: необ-

ходимость

В этом разделе мы докажем, что любой ДН-оператор Λ удовлетворяет условиям i–vii

теоремы 3.0.1.

Пусть Λ это ДН-оператор некоторой ориентируемой гладкой поверхности (𝑀,𝑔) с гладкой

метрикой 𝑔 и краем (Γ,𝑑𝑙); здесь 𝑑𝑙 – это элемент длины на Γ, индуцированный метрикой

𝑔. Обозначим через 𝜈 единичный вектор внешней нормали на Γ. Выберем одно из двух

гладких полей единичных касательных векторов 𝛾 на Γ. Тогда можно считать, что (𝑀,𝑔)

ориентирована таким гладким семейством поворотов Φ, которое удовлетворяет условию Φ𝜈 =

𝛾 на Γ. Тем самым на 𝑀 выбрана ориентация и комплексная структура, согласованная с

метрикой 𝑔.
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i,ii) Обозначим через 𝒜∞(𝑀) алгебру голоморфных функций на 𝑀 , а через 𝒜(𝑀) –

алгебру непрерывных функций на 𝑀 , голоморфных в 𝑀∖Γ и введем алгебры следов

𝒜∞(Γ) = {𝑤|Γ | 𝑤 ∈ 𝒜∞(𝑀)}, 𝒜(Γ) = {𝑤|Γ | 𝑤 ∈ 𝒜∞(𝑀)}.

Из следствия 1.1.7, 2 следует, что

𝒜∞(Γ) = Kerϒ. (3.1.1)

Тем самым, условие i вытекает из того факта, что голоморфные функции на 𝑀 (соответ-

ственно, их следы на Γ) образуют алгебру 𝒜∞(𝑀) (соответственно, 𝒜∞(Γ)). Аналогично,

условие ii вытекает из формул (1.1.37), (1.1.38).

Далее, для всякой голоморфной на 𝑀 функции 𝑤 справедлив принцип аргумента

∑︁
𝑥∈𝑤−1({𝑧})

ord𝑥(𝑤 − 𝑧) = wind(𝑤(Γ),𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜕𝛾𝑤

𝑤 − 𝑧1
𝑑𝑙 (𝑧 ∈ C∖𝑤(Γ)). (3.1.2)

Здесь и далее ord𝑥(𝑤̃) обозначает кратность нуля 𝑥 ∈ 𝑀∖𝜕𝑀 голоморфной на 𝑀 функции

𝑤̃, а wind(𝑤(Γ),𝑧) обозначает число оборотов против часовой стрелки, которые совершает

кривая Γ ∋ 𝑙 ↦→ 𝑤(𝑙) ∈ C вокруг точки 𝑧. В случае римановых поверхностей с краем формула

(3.1.2) выводится простой модификацией доказательств теоремы 3.17 и следствия 3.18, [48].

iii) Покажем, что условие iii теоремы 3.0.1 вытекает из принципа аргумента (3.1.2). Пусть

𝜂 ∈ Kerϒ, то есть 𝜂 является следом 𝜂 = 𝑤|Γ некоторой голоморфной на 𝑀 функции 𝑤.

Тогда правая часть (3.1.2) совпадает с правой частью условия (3.0.3). Левая часть (3.1.2)

есть полная кратность нулей голоморфной функции 𝑤− 𝑧, которая может быть выражена в

алгебраических терминах следующим образом. Обозначим через 𝑥1, . . . ,𝑥𝑙 все нули функции

𝑤− 𝑧 и положим 𝑚𝑘 := ord𝑥𝑘
(𝑤̃). Поскольку поверхность (𝑀,𝑔) может быть вложена в более

широкую некомпактную риманову поверхность, из леммы 1.1.8 о дивизорах следует, что для

каждой точки 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, . . . ,𝑙) и любого 𝑠 = 0, . . . ,𝑚𝑘 − 1 существует такая голоморфная на

𝑀 функция 𝑤𝑘,𝑠, что

ord𝑥𝑘
(𝑤𝑘,𝑠) = 𝑠, ord𝑥𝑗

(𝑤𝑘,𝑠) ⩾ 𝑚𝑗 (𝑗 ̸= 𝑘).

Положим 𝜂𝑘,𝑠 := 𝑤𝑘,𝑠|Γ.
Любая нетривиальная линейная комбинация

∑︀
𝑘,𝑠

𝑐𝑘,𝑠𝑤𝑘,𝑠

𝑤−𝑧
имеет полюсы на 𝑀 , то есть

𝑤𝑘,𝑠 (𝑘 = 1, . . . ,𝑙, 𝑠 = 0, . . . ,𝑚𝑘 − 1) линейно независимы по модулю главного идеала ℐ∞
𝑤−𝑧 :=

(𝑤−𝑧)𝒜∞(𝑀) в𝒜∞(𝑀). С другой стороны, для любой голоморфной на𝑀 функции 𝑤′ можно

подобрать такую линейную комбинацию
∑︀

𝑘,𝑠 𝑑𝑘,𝑠(𝑤
′)𝑤𝑘,𝑠, что функция 𝑤−

∑︀
𝑘,𝑠 𝑑𝑘,𝑠𝑤𝑘,𝑠 имеет

нуль кратности не менее чем 𝑚𝑖 в 𝑥 = 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑙). Таким образом, 𝑤𝑘,𝑠 + ℐ𝑤−𝑧 ( 𝑘 =
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1, . . . ,𝑙, 𝑠 = 0, . . . ,𝑚𝑘 − 1) образуют базис в фактор-алгебре 𝒜∞(𝑀)/ℐ∞
𝑤−𝑧. В частности,

dim𝒜∞(𝑀)
⧸︁
ℐ∞
𝑤−𝑧 =

∑︁
𝑘

𝑚𝑘.

Поскольку оператор следа TrΓ : 𝑤 ↦→ 𝑤|Γ является изоморфизмом алгебр 𝒜∞(𝑀) и 𝒜∞(Γ),

имеем

dim𝒜∞(𝑀)
⧸︁
ℐ∞
𝑤−𝑧 = dim𝒜∞(Γ)

⧸︁
ℐ∞
𝜂−𝑧,

где ℐ∞
𝜂−𝑧 = (𝜂−𝑧)𝒜∞(Γ) – главный идеал в 𝒜∞(Γ). Таким образом, формула (3.1.2) принимает

вид

dim𝒜∞(Γ)
⧸︁
ℐ∞
𝜂−𝑧 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜕𝛾𝜂

𝜂 − 𝑧1
𝑑𝑙 (𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ)). (3.1.3)

Функция 𝜁 ∈ 𝒜∞(Γ) ≡ Kerϒ принадлежит идеалу ℐ∞
𝜂−𝑧 если и только если 𝜁/(𝜂 − 𝑧) =: ϒ𝜂,𝑧𝜁

принадлежит 𝒜∞(Γ) ≡ Kerϒ, то есть ϒ(ϒ𝜂,𝑧𝜁) = 0. Отсюда немедленно следует, что

dim𝒜∞(Γ)
⧸︁
ℐ∞
𝜂−𝑧 = dim [ϒ𝜂,𝑧(Kerϒ)].

Ввиду последнего равенства формула (3.1.3) принимает вид (3.0.3). Тем самым доказано

условие iii.

vi) Покажем, что условие vi вытекает из леммы 1.1.8 о дивизорах. Пусть 𝑥 – произ-

вольная точка Γ. Поскольку поверхность (𝑀,𝑔) может быть вложена в некомпактную ри-

манову поверхность 𝑀̃ , из леммы 1.1.8 следует существование такой голоморфной на 𝑀̃

функции 𝑤𝑥, что 𝑥 это единственный, и притом простой, нуль 𝑤𝑥. Положим 𝜂𝑥 := 𝑤𝑥|Γ; тогда
𝜂𝑥 ∈ 𝒜∞(Γ) ≡ Kerϒ. Поскольку 𝑥 – простой нуль 𝑤𝑥, имеем 𝜕𝛾𝜂𝑥 ̸= 0. Если множество нулей

𝑤𝑥 на 𝑀 бесконечно, то ввиду компактности 𝑀 и гладкости 𝑤𝑥|𝑀 функция 𝑤𝑥 аннулируется

на множестве с предельной точкой в 𝑀̃ ; тем самым 𝑤𝑥 тождественно равна нулю в силу прин-

ципа единственности аналитического продолжения, противоречие. Аналогично, 𝑤𝑥−const не

может иметь нули бесконечной кратности на 𝑀 . Из этих фактов вытекает условие vi, a.

Далее, поскольку 𝑥 – простой нуль 𝑤𝑥, отображение 𝑦 ↦→ 𝑤𝑥(𝑦) является биекцией (и,

следовательно, диффеоморфизмом) из достаточно малой окрестности 𝑉0 точки 𝑥 в 𝑀̃ на

окрестность 𝑤𝑥(𝑉0) начала координат. Поскольку |𝑤𝑥(𝑦)| > 0 для всех 𝑦 ∈ 𝑀̃∖{𝑥} и множе-

ство 𝑀∖𝑉0 компактно, неравенство |𝑤𝑥(𝑦)| ⩾ 𝑐0 справедливо (с некоторой константой 𝑐0 > 0)

для всех 𝑦 ∈𝑀∖𝑉0. Выберем такую достаточно малую односвязную окрестность 𝑉 ⊂ 𝑉0, что

|𝑤𝑥(𝑦)| < 𝑐0/2 для всех 𝑦 ∈ 𝑉 . Положим

𝑈𝑥 := 𝑤𝑥(𝑉 ), 𝑈𝑥,0 := 𝑈𝑥∖𝑤𝑥(𝑀), 𝑈𝑥,1 := 𝑈𝑥 ∩ 𝑤𝑥(𝑀).

Поскольку 𝑉 односвязна, кривая Γ делит 𝑉 на две компоненты связности. Поскольку 𝑤𝑥 :

𝑉 ↦→ 𝑈𝑥 – диффеоморфизм, кривая 𝜂𝑥(Γ) также делит 𝑈𝑥 на две компоненты свзяности.
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Если 𝑧 ∈ 𝑈𝑥,0, 𝑤
′ ∈ 𝒜∞(𝑀) и 𝑐 ∈ C, то функции 1/(𝑤𝑥 − 𝑧) и 𝑤′−𝑐1

𝑤𝑥−𝑧
не имеют полюсов на

𝑀 . Следовательно, 1/(𝜂𝑥 − 𝑧1) и 𝜁−𝑐1
𝜂𝑥−𝑧1

являются элементами 𝒜∞(Γ) ≡ Kerϒ, где 𝜁 = 𝑤′|Γ.
Отсюда

0 = ϒ

(︂
1

𝜂𝑥 − 𝑧1

)︂
=: ϒ𝜂𝑥,𝑧1 ϒ

(︂
𝜁 − 𝑐1

𝜂𝑥 − 𝑧1

)︂
= 0.

Тем самым условия vi b и vi, c выполнены для всех 𝑧 ∈ 𝑈𝑥,0.

Теперь пусть 𝑧 ∈ 𝑈𝑥,1 = 𝑈𝑥 ∩𝑤𝑥(𝑀); тогда функция 1/(𝑤𝑥 − 𝑧) имеет хотя бы один полюс

на 𝑀 и, следовательно, 1/(𝜂𝑥 − 𝑧1) ̸∈ Kerϒ. В частности, если 𝑧 ̸∈ 𝜂𝑥(Γ), то 1/(𝜂𝑥 − 𝑧1) ∈
𝐶∞(𝑀 ;C) и ϒ𝜂𝑥,𝑧1 = ϒ(1/(𝜂𝑥 − 𝑧1)) ̸= 0. Поскольку отображение 𝑤𝑥 : 𝑉0 ↦→ 𝑈𝑥 биективно,

функция 𝑤𝑥 − 𝑧 имеет единственный, и притом простой, нуль 𝑥0 на 𝑉0, причем включение

𝑧 ∈ 𝑈𝑥,1 ⊂ 𝑤𝑥(𝑉 ) означает, что 𝑥0 ∈ 𝑉 и |𝑤𝑥(𝑥0)| < 𝑐0/2. Поскольку |𝑤𝑥(𝑦)| ⩾ 𝑐0 для всех

𝑦 ∈ 𝑀∖𝑉0, отсюда следует, что 𝑥0 является единственным нулем 𝑤𝑥 − 𝑧 на поверхности 𝑀 .

Пусть 𝜁 ∈ Kerϒ, т.е. 𝜁 является следом на Γ некоторой голоморфной на𝑀 функции 𝑤′. Тогда

функция 𝑤′−𝑤′(𝑥0)
𝑤𝑥−𝑧

голоморфна на 𝑀 и, следовательно, 𝜁−𝑤′(𝑥0)1
𝑤𝑥−𝑧1

∈ 𝒜∞(Γ) ≡ Kerϒ. Тем самым

уравнение (3.0.4) имеет решение 𝑐 = 𝑤′(𝑥0). Таким образом, условия vi, b. и vi, c выполнены

для всех 𝑧 ∈ 𝑈𝑥,1.

v) Пусть 𝜁1,𝜁2 ∈ Kerϒ и 𝜁 = 𝜁1/𝜁2 ∈ 𝐶∞(Γ;C). Тогда 𝜁1 = 𝑤1|Γ и 𝜁2 = 𝑤2|Γ, где функции
𝑤1,𝑤2 голоморфны на Γ. Функция 𝑤1/𝑤2 является голоморфной вблизи Γ и может иметь

полюсы на 𝑀∖Γ. Условие v вытекает из следующего элементарного факта: взятие полино-

ма 𝑃 ненулевой степени от 𝑤1/𝑤2 может разве лишь увеличить порядки полюсов, поэтому

включение 𝑃 (𝑤1/𝑤2) ∈ 𝒜∞(𝑀) означает, что 𝑤1/𝑤2 голоморфна на 𝑀 .

В самом деле, пусть такой существует полином 𝑃 ненулевой степени, что 𝑃 (𝜁1/𝜁2) ∈ Kerϒ;

тогда существует такая голоморфная функция 𝑤̃′ на 𝑀 , что 𝑤̃′ = 𝑃 (𝜁1/𝜁2) = 𝑃 (𝑤1/𝑤2)

на Γ. В силу теоремы о единственности аналитического продолжения отсюда следует, что

𝑤̃′ = 𝑃 (𝑤1/𝑤2) всюду на𝑀 , т.е. 𝑃 (𝑤1/𝑤2) голоморфна на𝑀 . Тогда 𝑤1/𝑤2 также голоморфна

на 𝑀 и, следовательно, 𝜁1/𝜁2 ∈ 𝒜∞(Γ) ≡ Kerϒ.

vi) Условие vi немедленно следует из равенства (1.1.26), связывающего род поверхности

𝑀 с ее ДН-оператором.

vii) Пусть 𝜁 ∈ Kerϒ и 1/𝜁 ∈ Kerϒ. Тогда 𝜁 = 𝑤|Γ, где 𝑤 и 1/𝑤 – голоморфные функции

на 𝑀 . Поскольку функция 𝑤 не имеет нулей на 𝑀 , ее логарифм log𝑤 является голоморфной

многозначной функцией на 𝑀 (на любой односвязной окрестности 𝑈 в 𝑀 можно выбрать

голоморфную ветвь log𝑤). Функция log|𝑤| = Re log𝑤 однозначна на𝑀 и, ввиду вышесказан-

ного, гармоническая на𝑀 . Таким образом, log|𝑤| = 𝑢log|𝜁| является решением задачи (1.0.2) с

𝑓 = log|𝜁|; в частности, Λlog|𝜁| = 𝜕𝜈 log|𝑤|. Пусть 𝑈 – такая односвязная окрестность в𝑀 , что

𝑈 ∩ Γ содержит сегмент Γ′ ⊂ Γ ненулевой длины. Поскольку любая ветвь log𝑤 голоморфна

на 𝑈 из уравнения Коши-Римана (1.1.4) следует, что

𝜕𝜈 log |𝑤| = 𝜕𝜈 Re log𝑤 = 𝜕𝛾 Im log𝑤 = 𝜕𝛾arg𝑤 = 𝜕𝛾arg 𝜁
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на Γ′. Поскольку сегмент Γ′ ⊂ Γ произволен, отсюда имеем Λlog |𝜁| = 𝜕𝛾arg 𝜁 на Γ. Таким

образом, выполнено условие vii.

Итак, мы доказали, что условия i–vii теоремы 3.0.1 необходимы для того, чтобы Λ был

ДН-оператором некоторой поверхности с краем (Γ,𝑑𝑙)

3.2 Доказательство характеризационной теоремы: доста-

точность

Теперь пусть оператор Λ : 𝐶∞(Γ;R) → 𝐶∞(Γ;R) удовлетворяет условиям i–vii. Для того,
чтобы доказать достаточность условий i–vii, мы построим такую поверхность (𝑀,𝑔) с краем

(Γ,𝑑𝑙), что ее ДН-оператор совпадает с Λ.

Опишем план построения (𝑀,𝑔). Ввиду условия i множество

𝒜∞ := Kerϒ (3.2.1)

является унитальной подалгеброй в 𝐶∞(Γ;C), а его замыкание

𝒜 := clos𝐶(Γ;C)𝒜∞ ⊂ 𝐶(Γ;C) (3.2.2)

является коммутативной унитальной банаховой алгеброй с нормой ‖ 𝜁 ‖:= maxΓ |𝜁|. Ввиду
условия ii алгебра 𝒜∞ совпадает со множеством всех гладких элементов 𝒜.

Возьмем спектр ̂︀𝒜 алгебры 𝒜 в качестве искомой поверхности 𝑀 . На этом шаге известно

лишь то, что ̂︀𝒜 является хаусдорфовым компактом. Кроме того, кривую Γ можно вложить

отождествить с подмножеством

𝛿Γ := {𝛿𝑥 | 𝑥 ∈ Γ} (3.2.3)

спектра ̂︀𝒜, отождествив точки 𝑥 ∈ Γ с соответствующими мерами Дирака 𝛿𝑥, 𝛿𝑥(𝜂) := 𝜂(𝑥).

Применяя теорему Бишопа-Опети-Вермера о аналитической структуре (см. теорему 3.2.1

ниже) и условие iii, мы наделяем структурой римановой поверхности некоторое открытое

подмножество Ω𝜂 спектра ̂︀𝒜, зависящее от элемента 𝜂 ∈ 𝒜∞. В то же время условие iv дает

структуру римановой поверхности с краем на некоторых окрестностях Ω𝜂𝑥 характеров 𝛿𝑥

(𝑥 ∈ Γ). Кроме того, благодаря условию iv спектр ̂︀𝒜 покрывается подмножествами Ω𝜂 (𝜂 ∈
𝒜∞). Тем самым спектр ̂︀𝒜 =: 𝑀 наделен (глобальной) структурой римановой поверхности

с краем 𝜕𝑀 = 𝛿Γ ≡ Γ. Таким образом, для спектра 𝑀 определены семейство поворотов,

метрика, ДН-оператор и т.д.

Ввиду теоремы Бишопа-Опети-Вермера преобразования Гельфанда элементов алгебры ̂︀𝒜
голоморфны в 𝑀∖Γ. Из условий v и vi следует, что верно и обратное: любая голоморфная

функция 𝑤 на𝑀 является преобразованием Гельфанда некоторого элемента 𝜂 ∈ 𝒜∞, причем

𝜂 совпадает со следом 𝑤 на 𝜕𝑀 ≡ Γ.
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Сравнивая уравнение Коши-Римана∇ Im𝑤 = Φ∇Re на 𝜕𝑀 ≡ Γ с уравнением ϒ𝜂 = 0, мы

заключаем, что ДН-оператор𝑀 совпадает с Λ на всех функциях 𝑓 = ℜ𝑤|Γ, где 𝑤 голоморфна

на𝑀 ; такие функции образуют подпространство конечной коразмерности в 𝐶∞(Γ;𝑀). Ввиду

условия vii ДН-оператор 𝑀 совпадает с Λ на всех функциях вида log|𝜁|, где 𝜁 – граничный
след обратимой голоморфной функции на 𝑀 . Ввиду последних двух фактов, ДН-оператор

𝑀 совпадает с Λ всюду на 𝐶∞(Γ;𝑀).

Теперь приступим к построению (𝑀,𝑔).

3.2.1 Локальная структура римановой поверхности на спектре

Теорема Бишопа-Опети-Вермера об аналитической структуре. Пусть 𝒜 – униталь-

ная коммутативная банахова алгебра. Для краткости далее в главе используется обозначение

𝑎̂ для преобразования Гельфанда G[𝑎] элемента 𝑎 ∈ 𝒜. Напомним, что замкнутое подмноже-
ство 𝐵 спектра ̂︀𝒜 унитальной коммутативной банаховой алгебры 𝒜 называется его границей,

если все преобразования Гельфанда 𝑎̂ элементов 𝑎 алгебры 𝒜 достигают своего максимума на

𝐵. Пересечение b ̂︀𝒜 всех границ ̂︀𝒜 также является границей, которая называется шиловской

границей ̂︀𝒜.
Ключевым фактом для доказательства теоремы 3.0.1 является следующая теорема

Бишопа-Опети-Вермера об аналитической структуре.

Теорема 3.2.1 (см. теорему 2.2, [55] или Главу 11, [31]). Пусть 𝒜 – унитальная комму-

тативная банахова алгебра и 𝜂 ∈ 𝒜. Пусть также 𝑉 – связная компонента множества

𝜂
(︀ ̂︀𝒜)︀⧹︀𝜂(︀b ̂︀𝒜)︀. Предположим, что множество

{𝑧 ∈ 𝑉 | ♯ 𝜂−1({𝑧}) <∞}

имеет ненулевую меру Лебега. Тогда на всем множестве 𝑉 выполнена оценка

♯ 𝜂−1({𝑧}) ⩽ 𝑁 (𝑧 ∈ 𝑉 ),

где 𝑁 < ∞, а прообраз 𝜂−1(𝑉 ) ⊂ ̂︀𝒜 множества 𝑉 имеет структуру одномерного

комплексно-аналитического многообразия, на котором все преобразования Гельфанда 𝜁 (𝜁 ∈
𝒜) голоморфны.

Далее мы применяем теорему 3.2.1 к спектру алгебры 𝒜, заданной формулами (3.2.2),

(3.2.1).

Пусть 𝜒 ∈ ̂︀𝒜 и 𝜂 ∈ 𝒜; из неравенства (1.1.30) и определения нормы ‖ · ‖ на 𝒜 следует, что

|𝜂(𝜒)| = |𝜒(𝜂)| ⩽ ‖𝜂‖ = max
𝑥∈Γ

|𝛿𝑥(𝜂)|.

Таким образом, множество 𝛿Γ (заданное формулой (3.2.3)) является границей спектра ̂︀𝒜 и,

в частности, содержит шиловскую границу b ̂︀𝒜.
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Пусть 𝜂 – произвольный элемент 𝒜∞. Ввиду вышесказанного, множество

𝜔𝜂 := 𝜂
(︀ ̂︀𝒜)︀⧹︀𝜂(Γ) = 𝜂

(︀ ̂︀𝒜)︀⧹︀𝜂(︀𝛿Γ)︀ (3.2.4)

содержится в 𝜂
(︀ ̂︀𝒜)︀⧹︀𝜂(︀b ̂︀𝒜)︀. Мы собираемся показать (используя теорему 3.2.1), что прообраз

Ω𝜂 := 𝜂−1(𝜔𝜂) (3.2.5)

относительно функции 𝜂 допускает структуру римановой поверхности (без края), на кото-

рой голоморфны все преобразования Гельфанда 𝜁 (𝜁 ∈ 𝒜). Ввиду теоремы 3.2.1 для этого

достаточно показать, что множество 𝜂−1({𝑧}) конечно при любом 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ) и что каждая

связная компонента 𝜔𝜂 содержит подмножество ненулевой меры Лебега.

Факторалгебра 𝒜𝜂,𝑧. Поскольку 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ), функция 𝜂 − 𝑧1 обратима в 𝐶∞(Γ;C) (но,
вообще говоря, не обратима в 𝒜). Рассмотрим главный идеал

ℐ𝜂,𝑧 := (𝜂 − 𝑧𝑒)𝒜

в алгебре 𝒜. Идеал ℐ𝜂,𝑧 замкнут в 𝒜. В самом деле, если 𝜁𝑘 ∈ ℐ𝜂,𝑧 (то есть
𝜁𝑘

𝜂−𝑧𝑒
∈ 𝒜) и 𝜁𝑘 → 𝜁

в 𝐶(Γ;C), то из включения 1
𝜂−𝑧𝑒

∈ 𝐶∞(Γ;C) следует, что 𝜁𝑘
𝜂−𝑧𝑒

→ 𝜁
𝜂−𝑧𝑒

в 𝐶(Γ;C). Отсюда
следует, что 𝜁

𝜂−𝑧𝑒
∈ 𝒜 и 𝜁 ∈ ℐ𝜂,𝑧. Наряду с ℐ𝜂,𝑧 главный идеал

ℐ∞
𝜂,𝑧 := (𝜂 − 𝑧𝑒)𝒜∞

в алгебре 𝒜∞ := Kerϒ. Поскольку алгебра 𝒜∞ плотна в 𝒜 и умножение непрерывно, мно-

жество ℐ∞
𝜂,𝑧 плотно в ℐ𝜂,𝑧. Функция 𝜁 ∈ 𝒜∞ является элементом ℐ∞

𝜂,𝑧 если и только если
𝜁

𝜂−𝑧𝑒
∈ 𝒜∞, то есть 0 = ϒ( 𝜁

𝜂−𝑧𝑒
) = ϒ𝜂,𝑧(𝜁).

Введем факторалгебру

𝒜𝜂,𝑧 := 𝒜
⧸︀
ℐ𝜂,𝑧

и будем обозначать через 𝜁 + ℐ𝜂,𝑧 обозначает класс эквивалентности в 𝒜𝜂,𝑧, содержащий

элемент 𝜁 ∈ 𝒜. Алгебра 𝒜𝜂,𝑧, оснащенная факторнормой

‖𝜁 + ℐ𝜂,𝑧‖𝜂,𝑧 := inf
𝜁∈ℐ𝜂,𝑧

‖𝜁 + 𝜁‖,

банахова. Из определения факторнормы и плотности ℐ∞
𝜂,𝑧 в ℐ𝜂,𝑧 следует, что множество

𝒜∞
𝜂,𝑧 := {𝜁 + ℐ𝜂,𝑧 | 𝜁 ∈ Kerϒ}

плотно в 𝒜𝜂,𝑧.
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Покажем, что алгебра 𝒜𝜂,𝑧 конечномерна. Для этого введем линейное отображение G𝜂,𝑧 :

𝒜∞
𝜂,𝑧 ↦→ 𝐶∞(Γ;C), действующее по правилу

G𝜂,𝑧(𝜁 + ℐ𝜂,𝑧) = ϒ𝜂,𝑧(𝜁).

Отображение G𝜂,𝑧 корректно определено. В самом деле, из равенства 𝜁1+ℐ𝜂,𝑧 = 𝜁2+ℐ𝜂,𝑧 ∈ 𝒜∞
𝜂,𝑧

следует, что 𝜁1 − 𝜁2 ∈ ℐ𝜂,𝑧 ∩ 𝐶∞(Γ;C) = ℐ∞
𝜂,𝑧, откуда ϒ𝜂,𝑧(𝜁1)−ϒ𝜂,𝑧(𝜁2) = 0.

Аналогично, из равенства 0 = G𝜂,𝑧(𝜁 + ℐ𝜂,𝑧) = ϒ𝜂,𝑧(𝜁) вытекает, что 𝜁 ∈ ℐ∞
𝜂,𝑧 ⊂ ℐ𝜂,𝑧, то есть

𝜁 + ℐ𝜂,𝑧 является нулевым элементом в 𝒜𝜂,𝑧. Таким образом, ядро G𝜂,𝑧 тривиально.

Из определения G𝜂,𝑧 вытекает равенство G𝜂,𝑧𝒜∞
𝜂,𝑧 = ϒ𝜂,𝑧Kerϒ. Поскольку G𝜂,𝑧 биективно

отображает 𝒜∞
𝜂,𝑧 на G𝜂,𝑧𝒜∞

𝜂,𝑧, отсюда имеем

dim𝒜∞
𝜂,𝑧 = dim [ϒ𝜂,𝑧Kerϒ].

Ввиду условия iii правая часть последнего равенства совпадает с интегралом

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜕𝛾𝜂

𝜂 − 𝑧1
𝑑𝑙 = wind(𝜂(Γ),𝑧)

и является конечной, поскольку функции 𝜂 и 1
𝜂−𝑧𝑒

гладкие. Поскольку 𝒜∞
𝜂,𝑧 плотна в 𝒜𝜂,𝑧,

имеем dim𝒜𝜂,𝑧 = dim𝒜∞
𝜂,𝑧. Таким образом,

dim𝒜𝜂,𝑧 = wind(𝜂(Γ),𝑧) < +∞ (𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ)). (3.2.6)

Отметим, что число оборотов wind(𝑤(Γ),𝑧) кривой Γ ∋ 𝑙 ↦→ 𝜂(𝑙) ∈ C вокруг точки 𝑧 постоянно

на каждой связной компоненте C∖𝜂(Γ).
Пусть 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ). Элемент 𝜂− 𝑧1 обратим в 𝒜 если и только если идеал ℐ𝜂,𝑧 совпадает с

𝒜, то есть dim𝒜𝜂,𝑧 = 0. Ввиду равенств (1.1.31) и (3.2.6) отсюда имеем

𝜔𝜂 := 𝜂(𝒜)∖𝜂(Γ) = {𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ) | wind(𝑤(Γ),𝑧) > 0}.

Поскольку любая компонента связности C∖𝜂(Γ) открыта в 𝒞 (в частности, содержит малый

круг), множество 𝜔𝜂 открыто в C и любая его компонента связности содержит множество

ненулевой меры Лебега.

Поскольку 𝜔𝜂 открыто в C, из (3.2.5) и определения топологии Гельфанда (см. §1.1.3)

следует, что Ω𝜂 есть открытое (вообще говоря, несвязное) подмножество спектра ̂︀𝒜.
Если 𝜒̃ – характер алгебры 𝒜𝜂,𝑧, то формула

𝜒(𝜁) := 𝜒̃(𝜁 + ℐ𝜂,𝑧) (3.2.7)
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определяет характер 𝜒 алгебры 𝒜, причем 𝜒 аннулируется на элементах идеала ℐ𝜂,𝑧. В част-

ности, 𝜒(𝜂 − 𝑧𝑒) = 0, то есть 𝜒(𝜂) = 𝑧. Обратно, предположим, что 𝜒 ∈ 𝒜 и 𝜒(𝜂) = 𝑧. Тогда

𝜒(ℐ𝜂,𝑧) = {0} и та же самая формула (3.2.7) определяет характер 𝜒̃ алгебры 𝒜𝜂,𝑧. Итак,

формула (3.2.7) задает биекцию между множествами ̂︀𝒜𝜂,𝑧 и 𝜂
−1({𝑧}); в частности,

♯ ̂︀𝒜𝜂,𝑧 = ♯ 𝜂−1({𝑧}). (3.2.8)

Конечность 𝜂−1({𝑧}) и применение теоремы 3.2.1. Теперь покажем, что множество

𝜂−1({𝑧}) конечно при любом 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ). Достаточно рассмотреть случай 𝑧 ∈ 𝜔𝜂 (тогда

алгебра 𝒜𝜂,𝑧 унитальна). Пусть 𝜒̃1, . . . ,𝜒̃𝑁 – различные характеры из ̂︀𝒜𝜂,𝑧. Поскольку преоб-

разования Гельфанда элементов 𝜁 + ℐ𝜂,𝑧 ∈ 𝒜𝜂,𝑧 разделяют точки спектра ̂︀𝒜𝜂,𝑧, существуют

такие элементы 𝜁𝑖𝑗 ∈ 𝒜, что 𝜒̃𝑖(𝜁𝑖𝑗 + ℐ𝜂,𝑧) = 1 и 𝜒̃𝑗(𝜁𝑖𝑗 + ℐ𝜂,𝑧) = 0. Положим

𝑞𝑖 :=
∏︁
𝑗 ̸=𝑖

(𝜁𝑖𝑗 + ℐ𝜂,𝑧);

тогда 𝜒̃𝑗(𝑞𝑖) = 𝛿𝑖𝑗. В частности, 𝑞1, . . . ,𝑞𝑁 линейно независимы в 𝒜𝜂,𝑧 и 𝑁 ⩽ dim𝒜𝜂,𝑧. Отсюда

и из (3.2.8), (3.2.6) следует, что

♯ 𝜂−1({𝑧}) = ♯ ̂︀𝒜𝜂,𝑧 ⩽ dim𝒜𝜂,𝑧 = wind(𝜂(Γ),𝑧) < +∞ (𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ)). (3.2.9)

Отсюда, применяя теорему 3.2.1, приходим к следующему утверждению.

Предложение 3.2.1. Пусть оператор Λ удовлетворяет условиям i–iii теоремы 3.0.1. То-

гда каждое непустое подмножество Ω𝜂 (𝜂 ∈ 𝒜∞) спектра ̂︀𝒜 (заданное формулами (3.2.5),

(3.2.4)) открыто и допускает структуру римановой поверхности, на которой все преобра-

зования Гельфанда 𝜁 (𝜁 ∈ 𝒜) голоморфны. В частности, отображение 𝜂 : Ω𝜂 ↦→ 𝜔𝜂 является

конечнолистным (вообще говоря, разветвленным) накрытием.

3.2.2 Глобальная структура римановой поверхности с краем на

спектре

Ввиду предложения 3.2.1 спектр 𝑀 := ̂︀𝒜 можно представить в виде объединения

𝑀 =𝑀𝑎 ∪ 𝛿Γ ∪ ̃︁𝑀,

следующих не пересекающихся друг с другом множеств:

– “аналитической части” спектра

𝑀𝑎 :=
⋃︁

𝜂∈𝒜∞

Ω𝜂, (3.2.10)

наделенной структурой римановой поверхности (без края);
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– множества 𝛿Γ, заданного формулой (3.2.3) и отождествленного с кривой Γ;

– “остаточной части” спектра

̃︁𝑀 := {𝜒 ∈ ̂︀𝒜 | 𝜒(𝜂) ∈ 𝜂(Γ) ∀𝜂 ∈ 𝒜∞}. (3.2.11)

В этом параграфе мы покажем (используя условие iv), что ̃︁𝑀 = ∅, а окрестность 𝛿Γ на-

деляется структурой римановой поверхности с краем. Тем самым мы наделим весь спектр

𝑀 = ̂︀𝒜 структурой римановой поверхности с краем.

Доказательство равенства ̃︁𝑀 = ∅. Пусть 𝜒 ∈ ̃︁𝑀 . Выберем любую функцию 𝜂 ∈ 𝒜∞,

удовлетворяющую условию vi, 1 (например, любой элемент 𝜂𝑥, 𝑥 ∈ Γ из условия vi). Из

условия (3.2.11) следует, что точка 𝑧 := 𝜂(𝜒) лежит на кривой 𝜂(Γ), а из условия vi, 1 –

что множество 𝛿Γ ∩ 𝜂−1({𝑧}) = {𝛿𝑥 | 𝜂(𝑥) = 𝑧} конечно. Пусть 𝛿𝑥1 , . . . ,𝛿𝑥𝑙
– все характеры из

𝛿Γ ∩ 𝜂−1({𝑧}) и 𝜂𝑥1 , . . . ,𝜂𝑥𝑙
– соответствующие элементы 𝒜∞, удовлетворяющие условию vi.

Поскольку условие vi остается верным при замене 𝜂𝑥 на 𝜂𝑥 − 𝑐1 (𝑐 ∈ C), можно считать, что
𝜂𝑥𝑘

(𝑥𝑘) = 𝑧.

Из условия vi, 3 следует, что любую функцию 𝜁 ∈ 𝒜∞ можно представить в виде суммы

𝜁 = 𝑐𝜁,𝑘1+ 𝜁 ′𝑘,

где 𝑐𝜁,𝑘 ∈ C и ϒ𝜂𝑥𝑘 ,𝑧
(𝜁 ′𝑘) = 0. Последнее равенство означает, что 𝜁 ′𝑘 := 𝜁 ′𝑘

⧸︀
(𝜂𝑥𝑘

− 𝑧1) является

элементом Kerϒ = 𝒜∞ ⊂ 𝐶∞(Γ;C); последнее возможно только если 𝜁 ′𝑘(𝑥𝑘) = 0, то есть

𝑐𝜁,𝑘 = 𝜁(𝑥𝑘). Таким образом, предыдущая формула принимает вид

𝜁 = 𝜁(𝑥𝑘)1+ (𝜂𝑥𝑘
− 𝑧1)𝜁 ′𝑘, где 𝜁 ′𝑘 ∈ 𝒜∞

Отсюда имеем

𝜒(𝜁)− 𝜁(𝑥𝑘) = (𝜒(𝜂𝑥𝑘
)− 𝑧)𝜒(𝜁 ′𝑘).

В частности, если 𝜒(𝜂𝑥𝑘
) = 𝑧 то правая часть последнего равенства аннулируется и характер

𝜒 совпадает с мерой Дирака 𝛿𝑥𝑘
на плотном множестве 𝒜∞ алгебры 𝒜. Ввиду (1.1.30), по-

следнее означает, что 𝜒 = 𝛿𝑥𝑘
. Поэтому включение 𝜒 ∈ ̃︁𝑀 означает, что 𝜒(𝜂𝑥𝑘

) ̸= 𝑧 при всех

𝑘 = 1, . . . ,𝑙. Тогда функция

𝜃 =
𝑙∏︁

𝑘=1

(︁
𝜂𝑥𝑘

− 𝜂𝑥𝑘
(𝑥𝑘)1

)︁
удовлетворяет условиям

𝜒(𝜃) ̸= 0, 𝜃(𝑥𝑘) = 0 (𝑘 = 1, . . . ,𝑙).
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Положим

𝜂𝜀,𝜙 := 𝜂 + 𝜀2𝑒𝑖𝜙𝜒(𝜃)−1𝜃

(здесь 𝜀 > 0 и 𝜙 ∈ [0,2𝜋)).

Из условия vi, 1 следует, что каждый нуль 𝑥𝑘 функции 𝜂−𝑧1 имеет конечную кратность.

Пусть𝑚 есть максимальная из таких кратностей и 𝑈𝜀(𝑧) есть открытая 𝜀−окрестность точки
𝑧 в C. Тогда 𝜂−1(𝑈𝜀(𝑧)) содержится в метрической 𝑂(𝜀

1/𝑚)-окрестности множества {𝑥1, . . . ,𝑥𝑙}
в Γ. Отсюда вытекает оценка

|𝜂𝜀,𝜙(𝑥)− 𝜂(𝑥)| = 𝜀2|𝜒(𝜃)−1𝜃(𝑥)| = 𝜀2|𝜃(𝑥𝑘) +𝑂(dist(Γ,𝑑𝑙){𝑥,𝑥𝑘})| =

= 𝜀2|0 +𝑂(𝜀1/𝑚)| = 𝑂(𝜀2+1/𝑚) (𝑥 ∈ 𝜂−1(𝑈𝜀(𝑧))),
(3.2.12)

где 𝑥𝑘 есть ближайший к 𝑥 нуль функции 𝜂−𝑧1. Если 𝑥 ∈ Γ∖𝜂−1(𝑈𝜀(𝑧)), то |𝜂(𝑥)| ⩾ 𝜀, откуда

имеем

|𝜂𝜀,𝜙(𝑥)| = |𝜂(𝑥) + 𝜀2𝑂(1)| ⩾ 𝜀−𝑂(𝜀2) ⩾ 𝜀/2 (𝑥 ∈ Γ∖𝜂−1(𝑈𝜀(𝑧))). (3.2.13)

Ввиду оценки (3.2.12) фрагмент 𝜂𝜀,𝜙(𝜂
−1(𝐵𝜀)) кривой 𝜂𝜀,𝜙(Γ) содержится в

𝑂(𝜀2+1/𝑚)−окрестности фрагмента 𝜂(𝜂−1(𝐵𝜀)) кривой 𝜂(Γ). С другой стороны, из оцен-

ки (3.2.13) следует, что окрестность 𝑈𝜀/2(𝑧) не пересекается с фрагментом 𝜂𝜀,𝜙(Γ∖𝜂−1(𝐵𝜀))

кривой 𝜂𝜀,𝜙(Γ). Таким образом, можно выбрать 𝜀 > 0 и 𝜙 ∈ [0,2𝜋) таким образом, чтобы

точка

𝜂𝜀,𝜙(𝜒) = 𝜒(𝜂𝜀,𝜙) = 𝑧 + 𝜀2𝑒𝑖𝜙

не лежала на кривой 𝜂𝜀,𝜙(Γ). Ввиду (3.2.11), отсюда имеем 𝜒 ̸∈ 𝑀̃ . Из полученного противо-

речия следует, что ̃︁𝑀 = ∅.

Структура римановой поверхности в окрестности 𝛿Γ. Пусть 𝑥 ∈ Γ. Возьмем в каче-

стве локальной координаты в окрестности характера 𝛿𝑥 на 𝑀 отображение

𝜂𝑥 : 𝜂−1
𝑥 (𝑈𝑥) ↦→ C, (3.2.14)

где элемент 𝜂𝑥 ∈ 𝒜∞ ⊂ 𝐶∞(Γ;C) и окрестность 𝑈𝑥 ⊂ C взяты из условия iv. Ввиду условия

iv, b и формулы (3.0.2) кривая 𝜂𝑥(Γ) делит 𝑈𝑥 на две связные компоненты 𝑈𝑥,0 и 𝑈𝑥,1, причем

функция
1

𝜂𝑥 − 𝑧1
(3.2.15)

– является элементом Kerϒ ≡ 𝒜∞ при 𝑧 ∈ 𝑈𝑥,1;

– гладкая, но не является элементом 𝒜∞ при 𝑧 ∈ 𝑈𝑥,1.

– неограничена при 𝜂𝑥(Γ).
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Положим

𝑈̃𝑥 := 𝑈𝑥,1 ∪ (𝜂𝑥(Γ) ∩ 𝑈𝑥).

Пусть 𝑧 ∈ 𝜂𝑥(𝑀) ∩ 𝑈𝑥; тогда элемент 𝜂𝑥 − 𝑧1 необратим в 𝒜 ввиду (1.1.31). Отсюда следует,

что 𝑧 ∈ 𝜂𝑥(Γ) или 𝑧 ∈ 𝑈𝑥,1, откуда 𝑧 ∈ 𝑈̃𝑥. Обратно, если 𝑧 ∈ 𝑈̃𝑥, то либо 𝑧 ∈ 𝜂𝑥(Γ), либо

функция (3.2.15) гладкая и не является элементом 𝒜, то есть 𝑧 ∈ Sp(𝜂𝑥). Ввиду равенства

𝜂𝑥(Γ) = 𝜂𝑥(𝛿Γ) и формулы (1.1.31) в обоих случаях справедливо включение 𝑧 ∈ 𝜂𝑥(𝑀) ∩ 𝑈𝑥.

Тем самым доказано равенство

𝑈̃𝑥 = 𝜂𝑥(𝑀) ∩ 𝑈𝑥 = 𝜂𝑥(𝜂
−1
𝑥 (𝑈𝑥)).

Теперь пусть 𝑧 ∈ 𝑈̃𝑥 и 𝜁 – произвольный элемент 𝒜∞. Ввиду условия iv, c справедливо

разложение

𝜁 = 𝑐(𝑧,𝜁)1+ (𝜂𝑥 − 𝑧1)𝜁(1)𝑧 (𝑐(𝑧,𝜁) ∈ C, 𝜁(1)𝑧 ∈ Kerϒ ≡ 𝒜∞) (3.2.16)

Число 𝑐(𝑧,𝜁) в (3.2.16) единственно. В самом деле, если формула (3.2.16) остается в силе

после замены 𝑐(𝑧,𝜁) на 𝑐′(𝑧,𝜁) ∈ 𝒞 и 𝜁
(1)
𝑧 на 𝜁 ′𝑧 ∈ 𝒜∞, то функция

(𝑐(𝑧,𝜁)− 𝑐′(𝑧,𝜁))1

𝜂𝑥 − 𝑧1
= 𝜁 ′𝑧 − 𝜁(1)𝑧

является элементом 𝒜∞, откуда 𝑐(𝑧,𝜁) = 𝑐′(𝑧,𝜁). Легко видеть, что отображение 𝜂 ↦→ 𝑐(𝑧,𝜁)

линейно и мултипликативно. Более того, для любого характера 𝜒 ∈ 𝜂−1
𝑥 ({𝑧}) справедливо

равенство

𝜁(𝜒) = 𝜒(𝜁) = 𝜒
(︀
𝑐(𝑧,𝜁)1+ (𝜂𝑥 − 𝑧1)𝜁(1)𝑧

)︀
= 𝑐(𝑧,𝜁) + (𝜒(𝜂𝑥)− 𝑧)𝜒(𝜁(1)𝑧 ) = 𝑐(𝑧,𝜁). (3.2.17)

Ввиду произвольности 𝜁 ∈ 𝒜∞, плотности 𝒜∞ в 𝒜 и непрерывности характеров банаховой

алгебры отсюда следует, что отображение (3.2.14) инъективно, причем

𝑐(𝑧,𝜁) = 𝜁 ∘ 𝜂−1
𝑥 (𝑧). (3.2.18)

Слегка сужая окрестность 𝑈𝑥, можно считать, что отображение

𝜂𝑥 : 𝜂−1
𝑥 (closC𝑈𝑥) ↦→ closC𝑈̃𝑥 (3.2.19)

биективно. Поскольку преобразование Гельфанда 𝜂𝑥 непрерывно на спектре 𝑀 , а множество

𝜂−1
𝑥 (closC𝑈𝑥) компактно, отсюда следует, что отображение (3.2.19) является гомеоморфизмом.

Поскольку ♯𝜂−1
𝑥 ({𝑧}) для всех 𝑧 ∈ 𝑈𝑥,1, из теоремы 3.2.1 следует, что все функции 𝜁 ∘ 𝜂−1

𝑥

(𝜁 ∈ 𝒜) голоморфны на 𝑈𝑥,1. Теперь пусть 𝜁 ∈ 𝒜∞, 𝑧 ∈ 𝑈̃𝑥 и 𝑁 ∈ N. Итерируя формулу
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(3.2.16), получаем

𝜁 =𝑐(𝑧,𝜁)1+ (𝜂𝑥 − 𝑧1)𝜁(1)𝑧 =

=𝑐(𝑧,𝜁)1+ (𝜂𝑥 − 𝑧1)
(︀
𝑐(𝑧,𝜁(1)𝑧 )1+ (𝜂𝑥 − 𝑧1)𝜁(2)𝑧

)︀
= · · · =

=𝑐(𝑧,𝜁)1+ 𝑐(𝑧,𝜁(1)𝑧 )(𝜂𝑥 − 𝑧1) + · · ·+ 𝑐(𝑧,𝜁(𝑁−1)
𝑧 )(𝜂𝑥 − 𝑧1)𝑁−1 + 𝜁(𝑁)

𝑧 (𝜂𝑥 − 𝑧1)𝑁

(3.2.20)

где

𝑐(𝑧,𝜁(𝑘)𝑧 ) ∈ C, 𝜁(𝑘)𝑧 ∈ 𝒜∞ (𝑘 = 1,2, . . . ).

Применяя преобразование Гельфанда к обеим частям (3.2.20) и принимая во внимание ра-

венство (3.2.18), получаем разложение Тейлора

𝜁 ∘ 𝜂−1
𝑥 (𝑧′) = 𝜁 ∘ 𝜂−1

𝑥 (𝑧) + 𝜁(1)𝑧 ∘ 𝜂−1
𝑥 (𝑧)(𝑧′ − 𝑧) + · · ·+

+𝜁(𝑁−1)
𝑧 ∘ 𝜂−1

𝑥 (𝑧)(𝑧′ − 𝑧)𝑁−1 + 𝜁(𝑁)
𝑧 ∘ 𝜂−1

𝑥 (𝑧′)(𝑧′ − 𝑧)𝑁 (𝑧′ ∈ 𝑈̃𝑥).
(3.2.21)

Посольку отображение (3.2.19) является гомеоморфизмом, все функции 𝜁
(𝑘)
𝑧 ∘𝜂−1

𝑥 (𝑘 = 1,2, . . . )

в (3.2.21) непрерывны по 𝑧,𝑧′ ∈ 𝑈̃𝑥. Поэтому из формулы (3.2.21) следует, что все функции

𝜁 ∘ 𝜂−1
𝑥 (𝜁 ∈ 𝒜) гладкие на 𝑈̃𝑥 вплоть до 𝑈𝑥 ∩ 𝜂𝑥(Γ).

Глобальная структура римановой поверхности с краем на 𝑀 . Ввиду уже дока-

занного каждый характер 𝜒 ∈ 𝑀 := 𝐴 содержится в некотором открытом (в топологии

Гельфанда) множестве 𝑈 = 𝑈𝜒, для которого существует такое топологическое вложение

𝑧 = 𝑧𝜒 : 𝑈 → C,

что все функции 𝜁 ∘ 𝑧−1 (𝜁 ∈ 𝒜∞) являются гладкими и голоморфными на 𝑧(𝑈). Если 𝜒 ∈
𝑀∖𝛿Γ, то существование таких координат вытекает из предложения 3.2.1 и равенства𝑀∖𝛿Γ =

𝑀𝑎, причем в этом случае образ 𝑧(𝑈) открыт в C. Если же 𝜒 = 𝛿𝑥, где 𝑥 ∈ Γ, то в качестве

координаты 𝑧 берется преобразование Гельфанда 𝑧 = 𝜂𝑥, где элемент 𝜂𝑥 ∈ 𝒜∞ взят из условия

iv. Построенные таким образом координаты

𝑧𝜒 : 𝑈𝜒 → C (𝜒 ∈𝑀)

образуют топологический атлас на 𝑀 (ввиду компактности 𝑀 из него можно выбрать ко-

нечный податлас).

Пусть 𝑧 : 𝑈 → C и 𝑧′ 𝑈 ′ → C – две карты из построенного выше атласа и 𝑉 := 𝑈 ∩𝑈 ′ ̸= ∅.
Покажем, что функция склейки

𝛼 := 𝑧 ∘ 𝑧′−1 : 𝑧′(𝑈 ∩ 𝑈 ′) → 𝑧(𝑈 ∩ 𝑈 ′) (3.2.22)
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биголоморфна. Если 𝑉 ∩𝛿Γ ̸= ∅, то координаты 𝑧 и 𝑧′ имеют вид 𝑧 = 𝜂𝑥|𝑈 и 𝑧′ = 𝜂𝑦|𝑈 ′ , где 𝑥,𝑦 ∈
Γ и элементы 𝜂𝑥,𝜂𝑦 взяты из условия iv. Тогда по построению 𝛼 = 𝜂𝑥 ∘ 𝜂−1

𝑦 являетя гладкой

голоморфной функцией на 𝑧′(𝑈 ∩ 𝑈 ′). Поэтому далее мы предполагаем, что 𝑉 ∩ 𝛿Γ = ∅.
Пусть 𝜒,𝜅 ∈ 𝑉 и 𝜒 ̸= 𝜅; тогда существует такой элемент 𝜂 ∈ 𝒜, что 𝜂(𝜒) = 𝜒(𝜂) ̸= 𝜅(𝜂) = 𝜂(𝜅)

(ввиду непрерывности характеров над банаховыми алгебрами и плотности 𝒜∞ в 𝒜 можно

считать, что 𝜂 ∈ 𝒜∞). Таким образом, функции

𝜃 := 𝜂 ∘ 𝑧−1, 𝜃′ := 𝜂 ∘ 𝑧′−1

непостоянны и голоморфны на 𝑧(𝑉 ) и 𝑧′(𝑉 ), соответственно. В частности, множество нулей

𝜕𝜃 дискретно. Если 𝜉 ∈ 𝑧(𝑉 ) не является нулем 𝜕𝜃, то отображение 𝜃 является биголомор-

физмом из достаточно малой окрестности 𝑌 , содержащей 𝜉 на ее образ 𝜃(𝑌 ). Из равенства

𝜃 ∘ 𝑧 = 𝜂 = 𝜃′ ∘ 𝑧′ на 𝑉

имеем

𝛼 = 𝜃−1 ∘ 𝜃′ на 𝜃′−1(𝜃(𝑌 ));

в частности, функция 𝛼 голоморфна на 𝜃
′−1(𝜃(𝑌 )). Таким образом, 𝛼 голоморфна на всюду

𝑧′(𝑉 ), за исключением дискретного множества {𝜉′ ∈ 𝑧′(𝑉 ) | 𝜕𝜃(𝛼(𝜉′)) = 0}. Поскольку отоб-
ражение (3.2.22) является гомеоморфизмом, из теоремы Римана об устранимой особой точке

следует, что 𝛼 голоморфна на 𝑧′(𝑉 ).

Таким образом, любые две карты и построенного выше атласа гладко и биголоморфно

согласованы. Тем самым этот атлас задает гладкую и комплексную структуры на 𝑀 , при-

чем край 𝜕𝑀 совпадает с 𝛿Γ, а преобразования Гельфанда 𝜁 элементов 𝜂 ∈ 𝒜∞ (𝜂 ∈ 𝒜)
голоморфны в 𝑀∖𝜕𝑀 и бесконечно дифференцируемы (непрерывны) вплоть до 𝜕𝑀 .

Покажем, что поверхность 𝑀 связна. Предположим противное и обозначим через 𝑀0

связную компоненту 𝑀 , содержащую 𝜕𝑀 . Если 𝑀1 – связная компонента 𝑀 , отличная от

𝑀0, то по построению 𝑀1 представляет собой компактную риманову поверхность без края,

причем 𝑀1 ⊂𝑀∖𝛿Γ =𝑀𝑎, где 𝑀𝑎 – “аналитическая часть” спектра 𝑀 , введенная в (3.2.10)).

Любое преобразование Гельфанда 𝜂 (𝜂 ∈ 𝒜) голоморфно на𝑀 и, следовательно, постоянно на

𝑀1. Поскольку алгебра преобразований Гельфанда G(𝒜) разделяет точки спектра 𝒜, отсюда
следует, что 𝑀1 состоит из одной точки 𝜒. Но из включения 𝜒 ∈ 𝑀1 ⊂ 𝑀𝑎 и предложения

3.2.1 следует, что 𝜒 имеет нетривиальную окрестность, противоречие. Таким образом, 𝑀 =

𝑀0.

Отображение

𝑥 ↦→ 𝛿𝑥 (𝑥 ∈ Γ) (3.2.23)

имеет вид

𝑥 ↦→ 𝜂𝑦(𝛿𝑥) = 𝛿𝑥(𝜂𝑦) = 𝜂𝑦(𝑥)
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в локальных координатах 𝑧 = 𝜂𝑦. Ввиду условия iv, a последнее отображение бесконеч-

но дифференцируемо, инъективно и имеет инъективный дифференциал если 𝑥 достаточно

близко к 𝑦 в Γ. Отсюда и из произвольности 𝑦 ∈ Γ следует, что формула (3.2.23) определяет

гладкое вложением кривой Γ в 𝑀 . Более того, для всех 𝜁 ∈ 𝒜 справедливо равенство

𝜁(𝛿𝑥) = 𝛿𝑥(𝜁) = 𝜁(𝑥) (𝑥 ∈ Γ).

Поэтому далее можно отождествлять границу 𝑀 с кривой (по правилу Γ ∋ 𝑥 ≡ 𝛿𝑥 ∈ 𝜕𝑀) а

следы преобразований Гельфанда 𝜁 на 𝜕𝑀 ≡ Γ – с самими элементами 𝜁 ∈ 𝒜.
Ввиду леммы 1.1.2 комплексная структура определяет вращение Φ и конформный класс

гладких метрик [𝑔] на 𝑀 . Пусть 𝑔′ ∈ [𝑔] – одна из таких метрик и 𝑑𝑙′ – элемент длины,

индуцированный 𝑔′ на 𝜕𝑀 ≡ Γ. Поскольку вложение (3.2.23) гладкое, отношение 𝑑𝑙/𝑑𝑙′ (где

𝑑𝑙 – исходный элемент длины на Γ) является гладкой функцией на 𝜕𝑀 . Тогда 𝑑𝑙/𝑑𝑙′ можно

продолжить до гладкой положительной функции 𝜌 на 𝑀 . Выберем на 𝑀 метрику 𝑔 = 𝜌𝑔′,

тогда 𝑔 согласована с комплексной структурой и кривая (Γ,𝑑𝑙) изометрично вложена в 𝑀 .

Обозначим через 𝜈 вектор внешней нормали на Γ ≡ 𝜕𝑀 . Покажем, что касательное

векторное поле 𝛾′ = Φ𝜈 совпадает с исходным векторным полем 𝛾 на Γ. Поскольку оба

вектора 𝛾,𝛾′ имеют единичную длину, имеем 𝛾′ = 𝑠𝛾, где 𝑠 = 1 или 𝑠 = −1. Пусть функция

𝜂 ∈ 𝒜∞ и число 𝑧 ∈ C∖𝜂(Γ) таковы, что левая часть уравнения (3.0.3) отлична от нуля

(например, 𝜂 = 𝜂𝑥 взята из условия iv и 𝑧 ∈ 𝜂𝑥(𝑀)∖𝜂(Γ)). Поскольку 𝜂 голоморфна на 𝑀 ,

𝜂 ≡ 𝜂 на 𝜕𝑀 ≡ Γ и 𝜂 − 𝑧1 не имеет нулей на Γ, из уравнения (3.0.3) и принципа аргумента

(3.1.2) следует, что

∑︁
𝑥∈𝜂−1({𝑧})

ord𝑥(𝜂 − 𝑧) =

∫︁
Γ

1

2𝜋𝑖

𝜕𝛾′𝜂

𝜂 − 𝑧
𝑑𝛾 = 𝑠

∫︁
Γ

1

2𝜋𝑖

𝜕𝛾𝜂

𝜂 − 𝑧𝑒
𝑑𝛾 = 𝑠dim [ϒ𝜂,𝑧(Kerϒ)].

Поскольку и левая и правая части неотрицательны, отсюда следует, что 𝑠 = 1 и 𝛾 = 𝛾′ = Φ𝜈.

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Предложение 3.2.2. Пусть оператор Λ удовлетворяет условиям i–iv теоремы 3.0.1. Тогда

– спектр 𝒜 =: 𝑀 алгебры 𝒜 допускает структуру (гладкой) римановой поверхности с

краем, на которой все преобразования Гельфанда 𝜁 = G(𝜁) элементов 𝜁 ∈ 𝒜∞ голо-

морфны;

– кривая Γ допускает гладкое вложение в 𝑀 так, чтобы равенство 𝜁 = 𝜁 выполнено

на Γ для всех 𝜁 ∈ 𝒜∞, причем при таком вложении Γ совпадает с границей 𝜕𝑀

поверхности 𝑀 ;

– на 𝑀 можно выбрать метрику 𝑔, согласованную с комплексной структурой и инду-

цирующей элемент длины 𝑑𝑙 на Γ, причем внешняя нормаль 𝜈 к Γ ≡ 𝜕𝑀 связана с
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единичным касательным вектором 𝛾 из определения (3.0.1) соотношением 𝛾 = Φ𝜈,

где Φ – оператор поворота на (𝑀,𝑔).

Далее мы будем обозначать через Λ𝑔 ДН-оператор 𝐶∞(Γ;R) ∋ 𝑓 ↦→ 𝜕𝜈𝑢
𝑓 поверхности

(𝑀,𝑔) (здесь 𝑢𝑓 – гармоническое продолжение функции 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R) внутрь (𝑀,𝑔)).

3.2.3 Связь преобразований Гельфанда и голоморфных функций на

спектре

Из предложения 3.2.2 и из принципа максимума модуля вытекают вложения

G[𝒜∞] ⊂ 𝒜∞(𝑀), G[𝒜] ⊂ 𝒜(𝑀), 𝒜∞ ⊂ 𝒜∞(Γ), 𝒜 ⊂ 𝒜(Γ), (3.2.24)

где 𝒜∞(𝑀) – алгебра голоморфных на 𝑀 функций, 𝒜(𝑀) := clos𝐶(𝑀)𝒜∞(𝑀) – алгебра

непрерывных на 𝑀 и голоморфных в 𝑀∖Γ функций, а 𝒜∞(Γ) = TrΓ𝒜∞(𝑀) и 𝒜(Γ) :=

clos𝐶(Γ)𝒜∞(Γ) = TrΓ𝒜(𝑀) – соответствующие алгебры следов. В этом параграфе доказыва-

ются равенства

G[𝒜∞] = 𝒜∞(𝑀), G[𝒜] = 𝒜(𝑀), 𝒜∞ = 𝒜∞(Γ), 𝒜 = 𝒜(Γ). (3.2.25)

Об отсутствии конечномерных расширений алгебры 𝒜∞. Будем называть конечно-

мерным расширением алгебры 𝒜∞ такую подалгебру ℬ в 𝐶∞(Γ;C), что 𝒜∞ ⊂ ℬ и фак-

торпространство ℬ
⧸︀
𝒜∞ конечномерно. Покажем (используя условие v), что алгебра 𝒜∞ не

допускает нетривиальных (то есть отличных от самой 𝒜∞) конечномерных расширений.

Пусть ℬ – конечномерное расширение 𝒜∞. Выберем такие элементы 𝜃1, . . . ,𝜃𝑞 ∈ ℬ ⊂
𝐶∞(Γ;C), что набор

𝜃1 +𝒜∞, . . . ,𝜃𝑞 +𝒜∞

является базисом в ℬ
⧸︀
𝒜∞. Тогда любой элемент 𝜃 ∈ ℬ допускает единственное представление

𝜃 =

𝑞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝜃)𝜃𝑘 + 𝜃, (3.2.26)

где 𝑐𝑘(𝜃) ∈ C and 𝜃 ∈ 𝒜∞.

Выберем любой отличный от константы элемент 𝜂 ∈ 𝒜∞. Из (3.2.26) следует, что

𝜂𝜃𝑙 =

𝑞∑︁
𝑘=1

𝑇𝑘𝑙 𝜃𝑘 + 𝜃𝑙, (3.2.27)

где 𝑇 – 𝑞 × 𝑞-матрица с комплексными элементами и 𝜃𝑙 ∈ 𝒜∞. Пусть 𝜆 – любое собственное

значение 𝑇 и 𝑋 = (𝑋1, . . . ,𝑋𝑞)
𝑇 ̸= 0 – соответствующий собственный вектор, 𝑇𝑋 = 𝜆𝑋.
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Положим

Θ :=

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑋𝑙𝜃𝑙, Θ̃ :=

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑋𝑙𝜃𝑙;

тогда

Θ /∈ 𝒜∞, Θ̃ ∈ 𝒜∞. (3.2.28)

и из (3.2.27) вытекает равенство

(𝜂 − 𝜆1)Θ =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑋𝑙𝜂𝜃𝑙 − 𝜆Θ =

𝑞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑞∑︁

𝑙=1

𝑇𝑘𝑙𝑋𝑙

)︃
𝜃𝑘 − 𝜆

𝑞∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘𝜃𝑘 +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑋𝑙𝜃𝑙 = Θ̃.

Поскольку функция 𝜂 − 𝜆1 ∈ 𝒜∞ ⊂ 𝒜∞(Γ) является следом голоморфной функции на

𝑀 и отлична от тождественного нуля, она не может аннулироваться ни на каком сегменте

Γ = 𝜕𝑀 ненулевой длины. Поэтому можно поделить обе части предыдущего равенства на

𝜂 − 𝜆1, откуда

Θ =
Θ̃

𝜂 − 𝜆1
на Γ. (3.2.29)

Заметим, что и числитель и знаменатель в правой части (3.2.29) являются элементами 𝒜∞.

Аналогично, из разложения (3.2.26) получаем

Θ𝑙 =

𝑞∑︁
𝑘=1

𝑁𝑘𝑙𝜃𝑘 + Θ̃𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑞, (3.2.30)

где 𝑁 – 𝑞×𝑞−матрица в комплексными элементами и Θ̃𝑙 ∈ 𝒜∞. Если det𝑁 = 0, то существует

ненулевой вектор 𝑌 = (𝑌1, . . . ,𝑌𝑞)
𝑇 ∈ Ker𝑁 и для полинома

𝑃 (Θ) =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑌𝑙Θ
𝑙

справедливо равенство

𝑃 (Θ) =

𝑞∑︁
𝑘=1

(︀ 𝑞∑︁
𝑙=1

𝑁𝑘𝑙𝑌𝑙
)︀
𝜃𝑘 +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑌𝑙Θ̃𝑙 = 0 +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑌𝑙Θ̃𝑙.

В частности, 𝑃 (Θ) ∈ 𝒜∞. Поскольку Θ является отношением двух элементов 𝒜∞ (см. фор-

мулу (3.2.29)), из условия v следует, что Θ ∈ 𝒜∞, что противоречит (3.2.28).

Если det𝑁 ̸= 0 и 𝑁 ′ – обратная к 𝑁 матрица, то из формулы (3.2.30) вытекают соотно-

шения

𝜃𝑠 −
𝑞∑︁

𝑙=1

𝑁 ′
𝑙𝑠Θ

𝑙 =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑁 ′
𝑙𝑠Θ̃𝑙 ∈ 𝒜∞.

Таким образом, набор

Θ+𝒜∞,Θ2 . . . ,Θ𝑞 +𝒜∞
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является базисом в ℬ
⧸︀
𝒜∞. Таким образом, далее можно считать, что элементы 𝜃1, . . . ,𝜃𝑞

имеют вид 𝜃𝑘 = Θ𝑘. Тогда то же самое разложение (3.2.26) показывает, что включение

ℛ(Θ) := Θ𝑞+1 −
𝑞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘Θ
𝑘 ∈ 𝒜∞,

справедливо при некоторых 𝑐𝑘 ∈ C. Поскольку ℛ является полиномом степени 𝑞 + 1 > 0 от

отношения Θ двух элементов 𝒜∞ (см. формулу (3.2.29)), из условия v следует, что Θ ∈ 𝒜∞,

что противоречит (3.2.28). Полученное противоречие означает, что 𝑞 = dimℬ
⧸︀
𝒜∞ = 0, то

есть ℬ = 𝒜∞.

Доказательство соотношений (3.2.25). Напомним (см. следствие 1.1.7), что алгебра

𝒜∞(Γ) связана с ДН-оператором Λ𝑔 поверхности (𝑀,𝑔) формулой

𝒜∞(Γ) = {𝑓 + 𝑖𝜕−1
𝛾 Λ𝑔𝑓 + 𝑖𝑐 | 𝑓 ∈ Ker(𝜕𝛾 + Λ𝑔𝜕

−1
𝛾 Λ𝑔), 𝑐 ∈ R}, (3.2.31)

причем

dim
𝐶∞(Γ;R)
Re𝒜∞(Γ)

= dim
𝐶∞(Γ;R)

Ker(𝜕𝛾 + Λ𝑔𝜕−1
𝛾 Λ𝑔)

= 2gen(𝑀). (3.2.32)

С другой стороны, из определения (3.0.1) оператора ϒ вытекает формула

𝒜∞ = Kerϒ = {𝑓 + 𝑖ℎ | 𝑓,ℎ ∈ 𝐶∞(Γ;R), 𝜕𝛾ℎ = Λ𝑓, 𝜕𝛾𝑓 = −Λℎ} =

= {𝑓 + 𝑖𝜕−1
𝛾 Λ𝑓 + 𝑖𝑐 | 𝑓 ∈ Ker(𝜕𝛾 + Λ𝜕−1

𝛾 Λ), 𝑐 ∈ R},
(3.2.33)

а из условия vi – неравенство

dim
𝐶∞(Γ;R)
Re𝒜∞ = dim

𝐶∞(Γ;R)
Ker(𝜕𝛾 + Λ𝜕−1

𝛾 Λ)
< +∞. (3.2.34)

Из (3.2.31), (3.2.33), (3.2.32), (3.2.34) и включений (3.2.24) следует, что

dim
𝒜∞(Γ)

𝒜∞ = dim
Re𝒜∞(Γ)

Re𝒜∞ < +∞,

то есть алгебра𝒜∞(Γ) является конечномерным расширением алгебры𝒜∞. Поскольку любое

такое расширение тривиально, получаем

𝒜∞(Γ) = 𝒜∞, 𝒜(Γ) = 𝒜. (3.2.35)

В силу включений (3.2.24), теоремы о единственности голоморфного продолжения и прин-

ципа максимума отсюда вытекает следующее утверждение.
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Предложение 3.2.3. Справедливы равенства

G[𝒜∞] = 𝒜∞(𝑀), G[𝒜] = 𝒜(𝑀).

В частности, любая непрерывная на 𝑀 и голоморфная в 𝑀∖Γ функция является преобра-

зованием Гельфанда некоторого элемента алгебры 𝒜.

3.2.4 Завершение доказательства достаточности характеристиче-

ских условий.

В этом параграфе мы докажем, что ДН-оператор Λ𝑔 построенной нами поверхности (𝑀,𝑔)

совпадает с Λ.

Пусть 𝑤 – голоморфная на 𝑀 функция и 𝑓 = Re𝑤|Γ, ℎ = Im𝑤|Γ; тогда 𝑤 = 𝑢𝑓 + 𝑖𝑢ℎ.

Сужая уравнение Коши-Римана ∇ Im𝑢ℎ = Φ∇Re𝑢𝑓 на Γ, получаем

𝜕𝛾ℎ = Λ𝑔𝑓, 𝜕𝛾𝑓 = −Λ𝑔ℎ на Γ.

С другой стороны, из доказанного выше равенства (3.2.35) и формулы (3.2.33) следует, что

𝑓 ∈ 𝒜∞

𝜕𝛾ℎ = Λ𝑓, 𝜕𝛾𝑓 = −Λℎ на Γ.

Сравнивая последние два равенства, получаем Λ𝑔𝑓 = Λ𝑓 . Тем самым доказано, что Λ совпа-

дает с Λ𝑔 на подпространстве Re𝒜∞(Γ) коразмерности 2gen(𝑀) в 𝐶∞(Γ;R) (см. (3.2.32)).
Теперь пусть 𝑤 – голоморфная на𝑀 функция и 𝑤 не имеет нулей на𝑀 ; положим 𝜁 = 𝑤|Γ.

Тогда log𝑤 является многозначной голоморфной функцией на 𝑀 , причем ее вещественная

часть Re log𝑤 = log|𝑤| однозначна и гармонична на 𝑀 , то есть log|𝑤| = 𝑢log|𝜁|. Сужая урав-

нение Коши-Римана (1.1.4) для любой ветви log𝑤 на сегмент Γ′ ⊂ Γ, получаем

Λ𝑔log|𝜁| = 𝜕𝛾arg𝜁 на Γ′.

С другой стороны, поскольку 𝑤,1/𝑤 ∈ 𝒜∞(𝑀), из формулы (3.2.35) вытекает включение

𝜁,1/𝜁 ∈ 𝒜∞(Γ) = 𝒜∞. Ввиду условия vii, отсюда имеем

Λlog|𝜁| = 𝜕𝛾arg𝜁 на Γ′.

Сравнивая последние два равенства, получаем Λ𝑔log|𝜁| = Λlog|𝜁|. Таким образом, Λ совпада-

ет с Λ𝑔 на всех функциях вида log|𝜁|, где 𝜁,1/𝜁 ∈ 𝒜∞(Γ). Таким образом, для доказательства

равенства

Λ = Λ𝑔 (3.2.36)

осталось проверить следующее утверждение.
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Лемма 3.2.4. Во множестве inv(𝒜∞(Γ)) обратимых элементов алгебры 𝒜∞(Γ) можно

найти такие элементы 𝜁1, . . . ,𝜁2gen(𝑀), что набор log|𝜁1|, . . . ,log|𝜁2gen(𝑀)| линейно независим
по модулю Re𝒜∞(Γ).

Далее мы приводим вспомогательные факты, которые будут использоваться при дока-

зательстве леммы 3.2.4. Пусть 𝒟 – односвязная поверхность с краем Γ. Склеивая 𝑀 и 𝒟
вдоль общего края Γ, мы получаем риманову поверхность 𝑋 рода gen(𝑋) = gen(𝑀) без края

(детали построения комплексного атласа на 𝑋 по существу не отличаются от описанных в

§1.1.1 при построении дубля 𝑀), причем 𝑀 и 𝒟 гладко вложены в 𝑋, а метрика 𝑔 на 𝑀

продолжается до гладкой метрики на 𝑋 (обозначаемой тем же символом 𝑔).

Напомним конструкцию универсального накрытия 𝑝 : 𝑌 → 𝑋 римановой поверхности 𝑋

(см. Главу 1, §5, [63]). Пусть 𝑥0 – фиксированная точка 𝑋. Пусть 𝑙0,1 : [0,1] ↦→ 𝑋 – две кривые

в 𝑋; будем писать [𝑙0] = [𝑙1], если существует гомотопия 𝑙 : [0,1]2 ↦→ 𝑋, 𝑓(·,0) = 𝑙0, 𝑙(·,1) = 𝑙1

c фиксированным концами 𝑙(0,𝑡) = 𝑙0(0) = 𝑙1(0), 𝑙(1,𝑡) = 𝑙0(1) = 𝑙1(1) при всех 𝑡 ∈ [0,1]. Тогда

пространство 𝑌 и отображения 𝑝 определяются формулой

𝑌 := {[𝑙] | 𝑙 : [0,1] ↦→ 𝑋 –кривая, 𝑙(0) = 𝑥0}, 𝑝([𝑙]) := 𝑙(1).

Тогда 𝑌 может быть наделено такой топологией, что отображение 𝑝 : 𝑌 → 𝑋 является

(неразветвленным) накрытием, а 𝑌 хаусдорфово, линейно связно и односвязно (см. теорему

5.3, [63]). В частности 𝑝 : 𝑌 → 𝑋 является локальным гомеоморфизмом: прообраз 𝑝−1(𝑈)

любого односвязного открытого множества 𝑈 в 𝑋 есть объединение счетного числа непере-

секающихся односвзяных множеств 𝑉𝑘, таких, что 𝑝 : 𝑉𝑘 → 𝑈 является гомеоморфизомом. В

частности, гладкая структура, метрика 𝑔 и поворот Φ на 𝑋 индуцируют гладкую структуру,

метрику g := 𝑝*𝑔 и поворот Φ на 𝑌 , такие, что 𝑝 является локальным диффеоморфизмом,

локальной изометрией и биголоморфизмом, соответственно. Поверхность

𝑀̃ = 𝑝−1(𝑀)

гладко вложена в 𝑋.

Введем группы автоморфизмов накрытий

Deck(𝑌/𝑋) : = {𝜑 | 𝜑 : 𝑌 → 𝑌 – гомеоморфизм, 𝑝 ∘ 𝜑 = 𝑝};

Deck(𝑀̃/𝑀) : = {𝜑 : 𝑀̃ → 𝑀̃ | 𝜑 – гомеоморфизм, 𝑝 ∘ 𝜑 = 𝑝}.

Поскольку проекция 𝑝 является локальной изометрией и биголоморфизмом, автоморфизмы

из Deck(𝑌/𝑋) и Deck(𝑀̃/𝑀) изометричны и биголоморфны на 𝑌 и 𝑀̃ , соответственно. Ес-

ли 𝑈 – односвязная окрестность в 𝑋 и 𝑉1 ∋ 𝑦 – компонента связности 𝑝−1(𝑈), то любой
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авторморфизм 𝜑 ∈ Deck(𝑌/𝑋) (𝜑 ∈ Deck(𝑀̃/𝑀)) имеет вид

𝜑 = (𝑝|𝑉2)
−1 ∘ (𝑝|𝑉1), (3.2.37)

где 𝑉2 – компонента связности 𝑝−1(𝑈), содержащая 𝜑(𝑦). Отсюда и из теоремы о един-

ственности аналитического продолжения следует, что любой автоморфизм 𝜑 ∈ Deck(𝑌/𝑋)

(𝜑 ∈ Deck(𝑀̃/𝑀)) однозначно определяется своим значением 𝜑(𝑦0) на фиксированной точке

𝑦0 ∈ 𝑋 (𝑦0 ∈ 𝑀̃).

Поскольку область 𝒟 может быть вложена в односвязную окрестность 𝑈 в 𝑋, лю-

бой элемент 𝜑 ∈ Deck(𝑀̃/𝑀) может быть однозначно продолжается до автоморфизма

𝜑 ∈ Deck(𝑌/𝑋) на 𝑋 ⊃𝑀 тем же правилом (3.2.37). Поэтому отображение

Deck(𝑌/𝑋) ∋ 𝜑 ↦→ 𝜑|𝑀̃ ∈ Deck(𝑀̃/𝑀).

является изоморфизмом групп.

Из предложения 5.6, [63] следует, что группа Deck(𝑌/𝑋) изоморфна фундаментальной

группе 𝜋1(𝑋) поверхности 𝑋 (изоморфизмом является отображение 𝜑 ↦→ [𝑝 ∘ 𝑙𝜑], где 𝑙𝜑 –

любая кривая, соединяющая произвольную точку 𝑦 ∈ 𝑋 с точкой 𝜑(𝑦)). Отметим, что группа

𝜋1(𝑋) (а следовательно, группа Deck(𝑌/𝑋) и Deck(𝑀̃/𝑀)) порождена 2gen(𝑋) = 2gen(𝑀)

образующими.

Пусть 𝑢𝑓 – гармоническая функция на (𝑀,𝑔). Поскольку проекция 𝑝 является локальной

изометрией (𝑀̃,g) и (𝑀,𝑔), функция 𝑢𝑓 ∘ 𝑝 гармонична на (𝑀̃,g). Введем функцию

𝑉𝑓 (𝑦) =

∫︁
𝐿

g(Φ∇𝑢𝑓 ∘ 𝑝,𝛾) 𝑑𝑙, (3.2.38)

где 𝐿 – произвольная кривая в 𝑀̃ , соединяющая фиксированную точку 𝑦0 ∈ 𝑀̃ и 𝑦, 𝛾 – ее

касательный вектор, а 𝑑𝑙 – элемент длины на 𝐿, индуцированный метрикой g. Проверим, что

𝑉𝑓 (𝑦) не зависит от выбора 𝐿. Поскольку поверхность 𝑀̃ получается из𝑋 удалением счетного

числа непересекающихся односвязных окрестностей (компонент свзяности 𝑝−1(𝒟∖Γ)), для
этого достаточно показать, что ∫︁

𝜕𝑉

g(Φ∇𝑢𝑓 ∘ 𝑝,𝛾) 𝑑𝑙 = 0,

где 𝑉 – произвольная компонента связности 𝑝−1(𝒟). В самом деле, поскольку 𝑝|𝑉 : 𝑉 ↦→ 𝒟 –

гладкая изометрия и 𝑝(𝜕𝑉 ) = Γ, из формулы Грина на 𝑀 имеем∫︁
𝜕𝑉

g(Φ∇𝑢𝑓 ∘ 𝑝,𝛾) 𝑑𝑙 =
∫︁
Γ

𝑔(Φ∇𝑢𝑓 ,𝛾) 𝑑𝑙 =
∫︁
Γ

𝜕𝜈𝑢
𝑓 𝑑𝑙 =

∫︁
𝑀

Δ𝑔𝑢
𝑓 𝑑𝑆 = 0.
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Непосредственно из определения (3.2.38) функции 𝑉𝑓 следует, что ∇𝑉𝑓 = Φ∇𝑢𝑓 ∘ 𝑝. Таким
образом, функция

𝑊𝑓 := 𝑢𝑓 ∘ 𝑝+ 𝑖𝑉𝑓 (3.2.39)

голоморфна на 𝑀̃ .

Если 𝜑 ∈ Deck(𝑀̃/𝑀), то разность 𝑊𝑓 ∘𝜑−𝑊𝑓 постоянна на 𝑀̃ . В самом деле, из биголо-

морфности 𝜑 вытекает голоморфность𝑊𝑓 ∘𝜑−𝑊𝑓 , при этом𝑊𝑓 ∘𝜑−𝑊𝑓 = 𝑖(𝑉𝑓 ∘𝜑−𝑉𝑓 ) при-
нимает только мнимые значения. Пусть 𝜑1, . . . ,𝜑2gen(𝑀) – образующие группы Deck(𝑀̃/𝑀).

Введем (не зависящие от выбора точки 𝑦 ∈ 𝑀̃) периоды

𝑇𝑗[𝑊𝑓 ] :=𝑊𝑓 (𝜑1(𝑦))−𝑊𝑓 (𝑦) (𝑗 = 1, . . . ,2gen(𝑀)).

Если 𝑇𝑗[𝑊𝑓 ] = 0 для всех 𝑗 = 1, . . . ,2gen(𝑀), то функция (3.2.39) имеет вид 𝑊𝑓 = 𝑤 ∘𝑝, где 𝑤
– голоморфная функция на 𝑀 с вещественной частью Re𝑤 = 𝑢𝑓 . Обратно, если 𝑢𝑓 является

вещественной частью голоморфной функции 𝑤 на𝑀 , то𝑊𝑓 −𝑤∘𝑝 голоморфна и принимает
только мнимые значения. Тогда 𝑊𝑓 = 𝑤 ∘ 𝑝+ const и 𝑇𝑗[𝑊𝑓 ] = 0 для всех 𝑗 = 1, . . . ,2gen(𝑀).

Доказательство леммы 3.2.4. Из (3.2.32) вытекает существование такого набора гладких

функций 𝑓1, . . . ,𝑓2gen(𝑀) на Γ, линейно независимых по модулю Re𝒜∞(Γ). Последнее означа-

ет, что никакая ненулевая линейная комбинация 𝑢𝑓1 , . . . ,𝑢𝑓2gen(𝑀) не может быть вещественой

частью голоморфной функции на 𝑀 (существование такого набора вытекает из (3.2.32)).

Тогда, как показано выше, никакая ненулевая линейная комбинация 𝑊𝑓1 , . . . ,𝑊𝑓2gen(𝑀)
не ан-

нулирует все периоды 𝑇1, . . . ,𝑇2gen𝑀 . Значит, 2gen(𝑀)× 2gen(𝑀)-матрица 𝑇 с элементами

𝑇𝑖𝑗 = 𝑇𝑖(𝑊𝑓𝑗)

обратима. Пусть 𝑅 – обратная матрица к 𝑇 . Положим

ℎ𝑠 := 2𝜋
𝑟∑︁

𝑙=1

𝑅𝑙𝑠𝑓𝑙 (𝑠 = 1, . . . ,2gen(𝑀)).

Тогда ℎ1, . . . ,ℎ2gen(𝑀) линейно независимы по модулю Re𝒜∞(Γ), а функции

𝑊ℎ𝑠 = 2𝜋
𝑟∑︁

𝑙=1

𝑅𝑙𝑠𝑊𝑓𝑙

имеют целые мнимые периоды

𝑊ℎ𝑠 ∘ 𝜑1 −𝑊ℎ𝑠 = 𝑇𝑗(𝑊ℎ𝑠) = 2𝜋

2gen(𝑀)∑︁
𝑙=1

𝑇𝑗𝑙𝑅𝑙𝑠 = 2𝜋𝑖𝛿𝑗𝑠.
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Таким образом, экспоненты exp
(︀
𝑊ℎ𝑠

)︀
инвариантны относительно действия группы

Deck(𝑀̃/𝑀),

exp
(︀
𝑊ℎ𝑠

)︀
∘ 𝜑𝑗 = exp

(︀
𝑊ℎ𝑠 ∘ 𝜑𝑗

)︀
= exp

(︀
𝑊ℎ𝑠

)︀
(𝑠 = 1, . . . ,2gen(𝑀)),

и потому допускают представления в виде

exp
(︀
𝑊ℎ𝑠

)︀
= 𝑤𝑠 ∘ 𝑝,

где 𝑤𝑠 – голоморфные функции на 𝑀 (отсюда же ясно, что 𝑤𝑠 не имеют нулей на 𝑀).

Положим 𝜁𝑠 = 𝑤|Γ, тогда 𝜁𝑠 ∈ inv(𝒜∞(Γ)) и

log|𝜁𝑠 ∘ 𝜋| = Re log(𝜁𝑠 ∘ 𝜋) = Re𝑊ℎ𝑠 = ℎ𝑠 ∘ 𝜋

на 𝑝−1(Γ). Тем самым, функции log|𝜁𝑠| = ℎ𝑠 (𝑠 = 1, . . . ,2gen(𝑀)) линейно независимы по

модулю Re𝒜∞(Γ).

Из из уже доказанного и леммы 3.2.4 следует, что равенство (3.2.36) выполнено на всех

гладких функциях на Γ. Тем самым, оператор Λ, удовлетворяющий условиям i–vii, является

ДН-оператором некоторой поверхности (𝑀,𝑔) с краем Γ.

Теорема 3.0.1 доказана.
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Глава 4

Устойчивость решений задачи ЭИТ

В изучении как прямых, так и обратных задач математической физики важную часть

занимает вопрос об устойчивости решений задачи относительно малых возмущений её дан-

ных. Для задачи электроимпедансной томографии этот вопрос можно сформулировать сле-

дующим образом. Пусть (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) – поверхности с общим краем (Γ,𝑑𝑙) (метрики 𝑔 и 𝑔′

индуцируют один и тот же элемент длины 𝑑𝑙 на Γ; для простоты здесь и далее будем счи-

тать край Γ односвязным) и Λ и Λ′ – их ДН-операторы, соответственно. Влечет ли близость

ДН-операторов Λ′ и Λ по операторной норме близость (конформных классов) поверхностей

(𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′)?

Для того, чтобы дать естественное (в контексте задачи ЭИТ) определение близости по-

верхностей, напомним, что ДН-оператор Λ определяет поверхность (𝑀,𝑔) с точностью до

конформного диффеоморфизма, не двигающего точки Γ. Поэтому под близостью конформ-

ных классов поверхностей (𝑀 ′,𝑔′) и (𝑀,𝑔) следует понимать существование такого диффео-

морфизма 𝛽 между ними, который не двигает точки общего края Γ и близок к конформному.

Величиной, характеризующей отклонение диффеоморфизма 𝛽 от конформного, является его

дилатация, которая определяется ниже.

Дилатация отображения. Пусть 𝛽 : 𝑀 → 𝑀 ′ – диффеоморфизм и 𝑥 ∈ 𝑀 . Напомним,

что отображение 𝛽 конформно в 𝑥 если и только если его дифференциал 𝑑𝛽 : 𝑇𝑥𝑀 → 𝑇𝛽(𝑥)𝑀
′

отображает окружности в окружности (относительно соответствующих метрик 𝑔 и 𝑔′ на

касательных пространствах). В общем случае 𝑑𝛽 отображает единичную окружность в 𝑇𝑥𝑀

в некоторый эллипс в 𝑇𝛽(𝑥)𝑀
′ с полуосями

𝑙+(𝑥) := max
𝐴∈𝑇𝑥𝑀,‖𝐴‖𝑔=1

‖𝑑𝛽[𝐴]‖𝑔′ , 𝑙−(𝑥) := min
𝐴∈𝑇𝑥𝑀,‖𝐴‖𝑔=1

‖𝑑𝛽[𝐴]‖𝑔′

(здесь и далее ‖𝐴‖𝑔 :=
√︀
𝑔(𝐴,𝐴) и ‖𝐴′‖𝑔′ :=

√︀
𝑔′(𝐴′,𝐴′)). Отношение

𝐾𝛽(𝑥) := 𝑙+
⧸︀
𝑙− (4.0.1)
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называется дилатацией диффеоморфизма 𝛽 в точке 𝑥, а ее супремум 𝐾𝛽 := sup𝑥∈𝑀 𝐾𝛽(𝑥)

на 𝑀 – дилатацией 𝛽. Непосредственно из определения следует, что

i. 𝛽 конформно в 𝑥 если и только если 𝐾𝛽(𝑥) = 1 (в противном случае log𝐾𝛽(𝑥) есть

естественная мера “некомформности” 𝛽 в точке 𝑥);

ii. композиция с конформным отображением не меняет дилатации;

iii. 𝐾𝛽−1(𝛽(𝑥)) = 𝐾𝛽(𝑥);

iv. 𝐾𝛼∘𝛽(𝑥) ⩽ 𝐾𝛼(𝛽(𝑥))𝐾𝛽(𝑥).

Если 𝑀 и 𝑀 ′ ориентированы и 𝛽 сохраняет ориентацию, то дилатация 𝐾𝛽 допускает сле-

дующее выражение в терминах соответствующих комплексных структур на (𝑀,𝑔) и (𝑀,𝑔′).

Пусть 𝑧 есть голоморфная координата точки 𝑥 на 𝑀 , а 𝑧′ – голоморфная координата точки

𝛽(𝑥) на 𝑀 ′; тогда

𝑑𝑧′ =
𝜕𝑧′

𝜕𝑧

[︁
𝑑𝑧 + 𝜇(𝑧)𝑑𝑧

]︁
,

где

𝜇 =
𝜕𝑧′

𝜕𝑧

⧸︁𝜕𝑧′
𝜕𝑧

(4.0.2)

называется коэффициентом Бельтрами. Отметим, что 𝜇 не зависит от выбора координаты

𝑧′ и преобразуется как сечение 𝐾 ⊗ 𝐾−1 по координате 𝑧, где 𝐾 – каноническое линейное

расслоение на 𝑀 . Поэтому |𝜇| не зависит от выбора координат. Поскольку якобиан отоб-

ражения 𝛽 в локальных координатах 𝑧,𝑧′ равен |𝜕𝑧𝑧′|2 − |𝜕𝑧𝑧′|2 и 𝛽 сохраняет ориентацию,

справедливо неравенство |𝜇| < 1. Дилатация 𝐾𝛽(𝑥) связана с дифференциалом Бельтрами 𝜇

равенством

𝐾𝛽(𝑥) :=
1 + |𝜇(𝑥)|
1− |𝜇(𝑥)|

. (4.0.3)

Расстояние Тейхмюллера. Естественной мерой близости конформных классов 𝜇 :=

[(𝑀,𝑔)]Γ и 𝜇′ := [(𝑀 ′,𝑔′)]Γ является расстояние Тейхмюллера между ними

𝑑𝑇 (𝜇,𝜇
′) :=

1

2
inf
𝛽
log𝐾𝛽; (4.0.4)

здесь инфимум берется по всем диффеоморфизмам 𝛽 : 𝑀 →𝑀 ′ которые не двигают точки

общего края Γ. Ввиду свойства ii. величина 𝑑𝑇 (𝜇,𝜇
′) не зависит от выбора представителей

(𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) конформным классов 𝜇 и 𝜇′. Из свойства i. следует, что 𝑑𝑇 (𝜇,𝜇
′) ⩾ 0 и

𝑑𝑇 (𝜇,𝜇) = 0, из iii. вытекает симметричность 𝑑𝑇 (𝜇,𝜇
′) = 𝑑𝑇 (𝜇

′,𝜇′), а из iv. – неравенство

треугольника 𝑑𝑇 (𝜇,𝜇
′′) ⩽ 𝑑𝑇 (𝜇,𝜇

′) + 𝑑𝑇 (𝜇
′,𝜇′).

Пусть ℳΓ
𝑜,𝑚 – множество всех конформных классов 𝜇 = [(𝑀,𝑔)]Γ поверхностей (𝑀,𝑔) с

общим краем (Γ,𝑑𝑙) заданного топологического типа (𝑜,𝑚), где 𝑚 := gen(𝑀), 𝑜 = + если

𝑀 ориентируема и 𝑜 = − если 𝑀 неориентируема (все такие поверхности диффеоморф-

ны). Тогда расстояние Тейхмюллера 𝑑𝑇 корректно определено и является метрикой на ℳΓ
𝑜,𝑚
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(все свойства метрики, за исключением невырожденности, следуют из i.-iv., в то время как

невырожденность легко получается из неравенства (4.0.8) ниже). Пространства (ℳΓ
𝑜,𝑚,𝑑𝑇 )

являются естественными пространствами решений задачи ЭИТ.

Зафиксируем гладкое поле единичных касательных векторов 𝛾 на Γ. В ориентируемом

случае 𝑜 = + будем считать, что ориентации на всех поверхностях (𝑀,𝑔) с краем (Γ,𝑑𝑙) согла-

сованы с ориентацией края Γ правилом Φ𝜈 = 𝛾, где Φ – вращение на (𝑀,𝑔), а 𝜈 – единичная

внешняя нормаль к 𝜕𝑀 = Γ, соответственно. Тогда все диффеоморфизмы 𝛽 в формуле (4.0.4)

и определении конформных классов [(𝑀,𝑔)]Γ сохраняют ориентацию (поскольку они не дви-

гают точки Γ). Поэтому при Γ = ∅ пространствоℳΓ
+,𝑚 формально переходит в классическое

пространство ℳ𝑚 модулей (классов [𝑋] поверхностей 𝑋 относительно биголоморфной эк-

вивалентности) римановых поверхностей без края, а метрика 𝑑𝑇 – в классическую метрику

Тейхмюллера (см., напр. [16,33,50]). Отметим, что в классическом определении класс сохра-

няющих ориентацию диффеоморфизмов 𝛽 в (4.0.4) обычно расширяется до класса квази-

конформных гомеоморфизмов – гомеоморфизмов с квадратично дифференцируемыми обоб-

щенными производными (в локальных координатах) и множителями Бельтрами (4.0.2), удо-

влетворяющими неравенству ess sup𝑋 |𝜇| < 1. Такое расширение класса 𝛽 не меняет правой

части (4.0.4), однако в расширенном классе дилатация 𝐾𝛽 := ess sup
𝑥∈𝑋

𝐾𝛽(𝑥) в (4.0.4) достигает

минимума. Отметим, что любой сохраняющий ориентацию диффеоморфизм 𝛽 : 𝑀 → 𝑀 ′,

не двигающий точки общего края Γ поверхностей (𝑀,𝑔) ∈ 𝜇 и (𝑀 ′,𝑔′) ∈ 𝜇′, продолжается до

квазиконформного гомеоморфизма 𝛽 : M → M′ между их дублямии M и M′ по симметрии

𝛽∘𝜏 = 𝜏 ′∘𝛽, где 𝜏 и 𝜏 ′ – инволюции наM иM′, соответственно. Отсюда вытекает неравенство

𝑑𝑇 ([M′],[M]) ⩽ 𝑑𝑇 (𝜇,𝜇
′). (4.0.5)

Теорема об устойчивости решений задачи ЭИТ. Пусть 𝒟Γ
𝑜,𝑚 – множеств, содержащее

все ДН-операторы поверхностей (𝑀,𝑔) с общим краем (Γ,𝑑𝑙) и топологического типа (𝑜,𝑚).

Все 𝒟Γ
𝑜,𝑚 вложены в пространство 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) ограниченных операторов, дей-

ствующих из 𝐻1/2(Γ;R) в 𝐻−1/2(Γ;R); норма последнего пространства индуцирует метрику

𝑑𝑜𝑝(Λ
′,Λ) :=‖ Λ′ − Λ ‖𝐻1/2(Γ;R)→𝐻−1/2(Γ;R) (4.0.6)

на каждом 𝒟Γ
𝑜,𝑚. Метрические пространства (𝒟Γ

𝑜,𝑚,𝑑𝑂𝑝) являются естественными простран-

ствами данных задачи ЭИТ. В силу теоремы 1.0.1 определена биекция (“решающее отоб-

ражение”) R : 𝒟Γ
𝑜,𝑚 → ℳΓ

𝑜,𝑚, которая сопоставляет ДН-оператору Λ поверхности (𝑀,𝑔) ее

конформный класс [(𝑀,𝑔)]Γ.

Главным результатом этой главы является следующая теорема об устойчивости решений

задачи ЭИТ.
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Теорема 4.0.1. Решающее отображение

R : (𝒟Γ
𝑜,𝑚,𝑑𝑜𝑝) → (ℳΓ

𝑜,𝑚,𝑑𝑇 ) (4.0.7)

непрерывно. Более того, это отображение поточечно билипшицево, то есть для всех

Λ,Λ′ ∈ 𝒟Γ
𝑜,𝑚 справедливы двусторонние оценки

𝑐(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ
′,Λ) ⩽ 𝑑𝑇 (R(Λ′),R(Λ)) ⩽ 𝐶(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ

′,Λ) (4.0.8)

с положительными константами, зависящими только от Λ.

Теорема 4.0.1 означает следующее: если поверхность (𝑀 ′,𝑔′) имеет ту же самую топо-

логию и границу (Γ,𝑑𝑙), что и (𝑀,𝑔) и её ДН-оператор Λ′ близок по операторной норме к

ДН-оператору Λ поверхности (𝑀,𝑔), то между (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) существует диффеоморфизм,

который не двигает точки Γ и близок к конформному (его дилатация близка к единице). Та-

ким образом, решения задачи ЭИТ устойчивы (в естественном смысле) относительно малых

возмущений данных (при условии, что все рассматриваемые поверхности имеют одинаковую

топологию).

Отметим, что, хотя существует множество результатов об устойчивости восстановления

потенциала/электропроводности в известной области по ДН-оператору, заданному на гра-

нице, известные результаты об устойчивости восстановления неизвестной поверхности по ДН-

оператору отсутствуют или крайне немногочисленны. Именно, Алессандрини и др. ( [14,15])

были получены оценки устойчивости (по хаусдорфову расстоянию) восстановления границ

неизвестных дырок с заданными на них однородными условиями Неймана в фиксированной

области в C (с фиксированной анизотропной электропроводностью) по ДН-оператору. Отме-

тим, что методы [14, 15] применимы только в такой упрощенной постановке, а полученные

в [14, 15] оценки недостаточно информативны, чтобы получить из них аналог теоремы 4.0.1

даже в случае gen(𝑀) = gen(𝑀 ′) = 0, 𝛽0(𝜕𝑀) = 𝛽0(𝜕𝑀
′) > 1.

Неустойчивость топологии поверхности относительно малых возмущений её ДН-

оператора. В теореме 4.0.1 существование почти конформного диффеоморфизма между

поверхностями с близкими ДН-операторами получается при дополнительном предположе-

нии об их гомеоморфности. Естественно поставить вопрос о том, влечет ли близость ДН-

операторов Λ′ и Λ гомеоморфность поверхностей (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′). Следующий результат по-

казывает, что ответ на этот вопрос отрицателен, т.е., что сколь угодно малые возмущения

ДН-оператора могут приводить к изменению топологии поверхности.

Предложение 4.0.2. Пусть Λ есть ДН-оператор поверхности (𝑀,𝑔) с краем (Γ,𝑑𝑙) (ори-

ентируемого или неориентируемого) рода 𝑚. Тогда справедливы следующие утверждения:

1. Если 𝑀 ориентируема, то любая окрестность Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) содер-
жит ДН-операторы ориентируемых поверхностей любого рода 𝑚′ > 𝑚 и неориен-
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тируемых поверхностей любого рода 𝑚′ > 2𝑚. Если 𝑀 неориентируема, то любая

окрестность Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) содержит ДН-операторы неориентируе-

мых поверхностей любого рода 𝑚′ > 𝑚.

2. Если 𝑀 ориентируема, то существует окрестность оператора Λ в

𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)), которая не содержит ДН-операторы ориентируемых

поверхностей любого рода 𝑚′ < 𝑚 и неориентируемых поверхностей любого (неори-

ентируемого) рода 𝑚′ ⩽ 2𝑚.

3. Если 𝑀 неориентируема, то существует окрестность Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)),
которая не содержит ДН-операторы неориентируемых поверхностей рода 𝑚′ < 𝑚.

Кроме того, для каждого 𝑚′ ⩾ 0 существует достаточно малая окрестность Λ в

𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)), которая не содержит ДН-операторы ориентируемых по-

верхностей рода 𝑚′.

Предложение 4.0.2 можно переформулировать в виде следующих соотношений

𝒟Γ
𝑜,𝑚 ⊂ 𝒟Γ

𝑜,𝑚′∖𝒟Γ
𝑜,𝑚′ (𝑚 < 𝑚′, 𝑜 = ±);

𝒟Γ
+,𝑚 ⊂ 𝒟Γ

−,𝑚′ (2𝑚 < 𝑚′);

𝒟Γ
+,𝑚 ∩ 𝒟Γ

−,𝑚′ = ∅ (2𝑚 > 𝑚′);

𝒟Γ
+,𝑚 ∩ 𝒟Γ

−,𝑚′ = ∅ (∀𝑚,𝑚′),

где верхняя черта обозначает замыкание в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)).

Опишем структуру главы. Раздел 4.1 посвящен доказательству теоремы 4.0.1 в ориенти-

руемом случае. В неориентируемом случае теорема 4.0.1 доказывается в разделе 4.2; там же

приводятся её обобщения для задачи ЭИТ с данными на части границы. Предложение 4.0.2

доказывается в разделе 4.3.

4.1 Устойчивость восстановления ориентируемой поверх-

ности с краем по ее ДН-оператору

Пусть (𝑀,𝑔) – произвольная ориентируемая поверхность рода 𝑚 с краем (Γ,𝑑𝑙) и ДН-

оператором Λ. Здесь и далее будем писать (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), если (𝑀 ′,𝑔′) – поверхность,

диффеоморфная (𝑀,𝑔) и имеющая тот же край (Γ,𝑑𝑙), а её ДН-оператор Λ′ удовлетворяет

неравенству

‖Λ− Λ′‖𝐻1/2(Γ;R)→𝐻−1/2(Γ;R) ⩽ 𝑡. (4.1.1)

Здесь и далее штрихованные символы обозначают объекты, относящиеся к поверхности

(𝑀 ′,𝑔′). Так, например, конформный класс [(𝑀,𝑔)]Γ обозначается через 𝜇 а конформный

класс [(𝑀 ′,𝑔′)]Γ через 𝜇′.
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В этой главе для достаточно малого 𝑡0 = 𝑡0(Λ) > 0 и всех поверхностей (𝑀 ′,𝑔′) ∈
B(𝑀,𝑡0(Λ)) будут построены “почти конформные” диффеоморфизмы 𝛽𝑀,𝑀 ′ : 𝑀 ↦→𝑀 ′, кото-

рые не двигают точки общего края Γ и дилатация которых удовлетворяет неравенству

log𝐾𝛽𝑀,𝑀′ ⩽ 𝐶(Λ)𝑡 ∀(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑡0). (4.1.2)

Из последнего неравенства и определения (4.0.4) метрики Тейхмюллера немедленно следует

оценка 𝑑𝑇 (𝜇
′,𝜇) ⩽ 𝐶(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ

′,Λ), которая означает непрерывность и липшицевость отобра-

жения R в точке Λ. Обратная оценка 𝑑𝑇 (𝜇
′,𝜇) ⩾ 𝑐(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ

′,Λ) выводится непосредственно

из определения (4.0.4) (см. предложение 4.1.9). Тем самым будет получено (конструктивное)

доказательство теоремы 4.0.1 в ориентируемом случае 𝑜 = +.

4.1.1 Вспомогательные сведения и план доказательства.

В этом параграфе приводятся ключевые факты и конструкции, используемые при по-

строении отображений 𝛽𝑀,𝑀 ′ . План построения 𝛽𝑀,𝑀 ′ описан в конце параграфа.

Голоморфные погружения и вложения. Напомним, что гладкое отображение ℰ : 𝑋 →
𝑌 (где 𝑋,𝑌 – гладкие многообразия с краем или без) называется погружением если его

дифференциал всюду инъективен. Если, к тому же, ℰ : 𝑋 → ℰ(𝑋) ⊂ 𝑌 – гомеоморфизм, то

ℰ называется вложением. В таком случае образ ℰ(𝑋) является гладким подмногообразием в

𝑌 , а метрика на 𝑌 (если таковая задана) индуцирует каноническую метрику на ℰ(𝑋). Будем

называть вложение/погружение

ℰ : 𝑥 ↦→
(︀
𝑤1(𝑥), . . . ,𝑤𝑛(𝑥)

)︀
(4.1.3)

римановой поверхности 𝑀 в C𝑛 голоморфным, если его компоненты 𝑤1, . . . ,𝑤𝑛 являются

голоморфными функциями на 𝑀 .

Любая риманова поверхность с краем допускает голоморфное вложение в C3. В самом

деле, 𝑀 можно вложить в некомпактную риманову поверхность 𝑀̃ без края (см. доказа-

тельство леммы 1.1.2, 1), последняя является двумерным многообразием Штейна и потому

допускает голоморфное вложение ℰ в C3 [27, 52]. Тогда ℰ|𝑀 есть искомое голоморфное вло-

жение 𝑀 в C3.

Нам понадобится следующее свойство голоморфных вложений.

Лемма 4.1.1. Пусть (𝑀,𝑔) – ориентируемая поверхность 𝑀 с краем и ℰ : 𝑀 → C𝑛

– голоморфное вложение, а метрика на ℰ(𝑀) индуцирована метрикой объемлющего про-

странства C𝑛. Тогда отображение

ℰ : 𝑀 → ℰ(𝑀)
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есть конформный диффеоморфизм.

Доказательство. Пусть 𝑞 : [0,1] → 𝑀 есть гладкая кривая в 𝑀 , проходящая через точку

𝑥 и 𝑧 – голоморфная координата 𝑥. Ввиду (1.1.5), любая метрика 𝑔 на 𝑀 , согласованная

с комплексной структурой, имеет вид 𝜌(𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑧. Значит, квадрат длины касательного к 𝑞

вектора 𝑘 в точке 𝑥 равен

‖𝑘‖2𝑇𝑥𝑀 := 𝜌(𝑧)
⃒⃒⃒𝑑𝑧 ∘ 𝑞
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
.

С другой стороны, квадрат длины касательного вектора 𝑑ℰ [𝑘] к кривой ℰ ∘ 𝑞 в C𝑛 в точке

𝜉 := ℰ(𝑥) равен

‖𝑑ℰ [𝑘]‖2𝑇𝜉C𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝜕𝑧𝑤𝑘(𝑧)|2
⃒⃒⃒𝑑𝑧 ∘ 𝑞
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
.

Сравнивая две последние формулы, получаем, что отношение длин ‖𝑑ℰ [𝑘]‖𝑇𝜉C𝑛

⧸︀
‖𝑘‖𝑇𝑥𝑀 не

зависит от направления вектора 𝑘. Последнее означает, что отображение ℰ : 𝑀 → ℰ(𝑀)

конформно в точке 𝑥.

Проективные вложения. Будем обозначать через p𝑘𝜉 = 𝜉𝑘 компоненты точки 𝜉 =

(𝜉1, . . . ,𝜉𝑛) ∈ C𝑛. Для 𝜉 ∈ C𝑛 введем проекции

p𝜉 : C𝑛 → C, p𝜉𝜉 :=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜉𝑗𝜉𝑗. (4.1.4)

Прообраз области 𝒟 ⊂ C относительно проекции p𝜉 будет называться цилиндром и обозна-

чаться через Π(𝜉,𝒟).

Пусть ℰ : 𝑀 → C𝑛 – голоморфное вложение (4.1.3). Будем говорить, что цилиндр Π(𝜉,𝒟)

проективен (относительно вложения ℰ), если пересечение Π(𝜉,𝒟) ∩ ℰ(𝑀) непусто и сужение

проекции p𝜉 на Π(𝜉,𝒟) ∩ ℰ(𝑀) является вложением. Будем называть вложение ℰ проектив-

ным, если любая точка 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) лежит в некотором проективном цилиндре. Поскольку

образ ℰ(𝑀) компактен, отсюда вытекает, что ℰ(𝑀) можно покрыть конечным числом про-

ективных цилиндров.

Существование проективных вложений вытекает из следующей леммы.

Лемма 4.1.2. Любая компактная риманова поверхность𝑀 с краем допускает проективное

вложение ℰ : 𝑀 → C𝑛 в пространство C𝑛 достаточно большой размерности 𝑛 = 𝑛(𝑀).

Доказательство. Пусть𝑀 вложена в некомпактную риманову поверхность 𝑀̃ без края (та-

кая 𝑀̃ построена в доказательстве леммы 1.1.2, 1). Ввиду леммы 1.1.8 о дивизорах, для

любой точки 𝑥 ∈ 𝑀 найдется голоморфная функция 𝑤𝑥 на 𝑀̃ , имеющая единственный и

простой нуль в точке 𝑥. Тогда существует такая такая достаточно малая окрестность 𝑈̃𝑥 ∋ 𝑥

в 𝑀̃ , что сужение 𝑤𝑥 на 𝑈̃𝑥 инъективно. Поскольку поверхность 𝑀 компактна, функция |𝑤𝑥|
достигает минимума 𝑐𝑥 на 𝑀∖𝑈̃𝑥. Положим

𝐷𝑥 := {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 𝑐𝑥/2}, 𝑈𝑥 := 𝑤−1
𝑥 (𝐷𝑥) ∩𝑀.
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Тогда 𝑈𝑥 ⊂ 𝑈̃𝑥, прообраз любой точки 𝑧 ∈ 𝐷𝑥 ∩ 𝑤𝑥(𝑀) в 𝑀 состоит из одного элемента.

Поскольку 𝑀 компактна, множества 𝑈𝑥 образуют открытое покрытие 𝑀 , из которого

можно выбрать конечное подпокрытие 𝑈𝑥1 , . . . ,𝑈𝑥𝑛 . Пусть ℰ : 𝑀 → C𝑛 есть отображение

(4.1.3) с компонентами 𝑤𝑘 := 𝑤𝑥𝑘
|𝑀 ∈ 𝒜∞(𝑀). Тогда сужения 𝑤𝑘 на 𝑈𝑥𝑘

образуют комплекс-

ный атлас на 𝑀 . Поскольку p𝑘 ∘ ℰ = 𝑤𝑘, отсюда следует, что ℰ является вложением.

Обозначим через Π𝑘 цилиндр {𝜉 ∈ C𝑛 | p𝑘 ∈ 𝐷𝑥𝑘
}. Тогда сужение проекции p𝑘 на

Π𝑘∩ℰ(𝑀) = ℰ(𝑈𝑥𝑘
) инъективно и обратное к p𝑘|Π𝑘∩ℰ(𝑀) отображение ℰ ∘(𝑤𝑘|𝐷𝑥𝑘

)−1 голоморф-

но. Поэтому цилиндр Π𝑘 проективен относительно ℰ . Поскольку такие цилиндры образуют

покрытие ℰ(𝑀), отсюда следует, что вложение ℰ проективно.

Обобщенный принцип аргумента. Ключевым свойством проективных голоморфных

вложений ℰ : 𝑀 → C𝑛 является то, что вся поверхность ℰ(𝑀) может быть восстановлена по

вложению ℰ|Γ границы Γ = 𝜕𝑀 с помощью обобщенного принципа аргумента.

Лемма 4.1.3 (Обобщенный принцип аргумента). Для любых голоморфных функций 𝑤,𝜐 на

римановой поверхности 𝑀 с краем Γ справедливо равенство

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜐
𝑑𝑤

𝑤 − 𝑧
=

∑︁
𝑥∈𝑤−1({𝑧})

ord𝑥(𝑤 − 𝑧) 𝜐(𝑥) (𝑧 ∈ C∖𝑤(Γ)). (4.1.5)

где ord𝑥(𝑤 − 𝑧) есть порядок нуля 𝑧 функции 𝑤 − 𝑧 в точке 𝑥 ∈𝑀 .

Доказательство. Формула (4.1.5) вытекает из теоремы Стокса (см. теорему 3.16, [48]) и тео-

ремы о вычетах (см. лемму 3.12, [48]) для мероморфной (1,0)-формы 𝜐 𝑑𝑤/(𝑤− 𝑧). Отметим,

что формула (4.1.5) переходит в обычный принцип аргумента (3.1.2) при 𝜐 = 1.

Пусть ℰ = (𝑤1, . . . ,𝑤𝑛) – голоморфное вложение римановой поверхности 𝑀 с краем Γ;

обозначим через 𝜂𝑘 граничные следы 𝑤𝑘|Γ его компонент. Для 𝜉 ∈ C положим

𝑤𝜉 := p𝜉 ∘ ℰ =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜉𝑗𝑤𝑗, 𝜂𝜉 := 𝑤𝜉|Γ =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜉𝑗𝜂𝑗. (4.1.6)

Пусть 𝑥 ∈𝑀∖Γ и точка 𝜉 = ℰ(𝑥) лежит в проективном цилиндре Π(𝜉,𝒟) и 𝑧 = p𝜉𝜉. Поскольку

сужение проекции p𝜉 на Π(𝜉,𝒟) ∩ ℰ(𝑀) является вложением, функция 𝑤𝜉 − 𝑧 = p𝜉 ∘ ℰ − 𝑧

имеет единственный, и притом простой, нуль 𝑥. Поэтому применение обобщенного принципа

аргумента (4.1.5) дает

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜂𝑘
𝑑𝜂𝜉
𝜂𝜉 − 𝑧

= 𝑤𝑘(𝑥) = 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑛. (4.1.7)

Тем самым, мы можем восстановить часть ℰ(𝑀∖Γ)∩Π(𝜉,𝒟) поверхности ℰ(𝑀), выбирая про-

екцию 𝑧 = p𝜉𝜉 в качестве локальной координаты точки 𝜉 ∈ ℰ(𝑀∖Γ)∩Π(𝜉,𝒟) и восстанавливая
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все остальные проекции 𝜉𝑘 по формуле (4.1.7). Если вложение ℰ проективно, вышеуказанным

способом можно восстановить весь образ ℰ(𝑀∖Γ), используя цилиндры

Π(𝜉,𝒟(𝜉)), где 𝜉 ∈ C, 𝒟(𝜉) := {𝑧 ∈ C∖𝜂𝜉(Γ) | wind(𝜂𝜉(Γ),𝑧) = 1}

(эти цилиндры проективны в силу обычного принципа аргумента (3.1.2)).

Вычисление характеров над алгеброй голоморфных функций с помощью прин-

ципа аргумента. Пусть𝑀 – компактная риманова поверхность с гладким (не обязательно

связным) краем Γ, 𝒜(𝑀) ⊂ 𝐶(𝑀 ;C) – подалгебра функций, голоморфных в 𝑀∖Γ и 𝒜(Γ) –

изоморфная ей алгебра следов (1.1.35). Приведем некоторые явные формулы для вычисле-

ния характеров алгебры 𝒜(Γ), которые вытекают из обычного (3.1.2) или обобщенного (4.1.5)

принципа аргумента. Эти явные формулы могут не только быть использованы на Шаге 2)

процедуры построения копии неизвестной поверхности по ее ДН-оператору из §1.1.4, но и

значительно упростить ее.

Выделим в 𝒜∞(Γ) подмножество

𝒜∞
(1)(Γ) :=

{︁
𝜂 ∈ 𝒜(Γ)

⃒⃒⃒
𝜂(𝑠) ̸= 0 ∀𝑠 ∈ Γ,

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜕𝛾𝜂

𝜂
𝑑𝛾 = 1

}︁
,

образованное следами голоморфных функций, которые имеют только по одному – и притом

простому – нулю на𝑀 (последнее следует из принципа аргумента (3.1.2)). Зададим на𝒜∞
(1)(Γ)

отношение эквивалентности

𝜂1 ∼ 𝜂2 ⇔ 𝜂1
𝜂2

∈ 𝒜∞(Γ) ⇔
∫︁
Γ

𝜂2𝜕𝛾𝜂1
𝜂1

𝑑𝛾 = 0.

Ввиду (4.1.5) следы 𝜂𝑘 := 𝑤𝑘|Γ ∈ 𝒜∞
(1)(Γ) голоморфных функций 𝑤𝑘 ∈ 𝒜∞(𝑀) эквивалентны

если и только если их (единственные) нули совпадают. Тогда каждый класс эквивалентности

[𝜂] определяет характер 𝜅[𝜂] = 𝛿𝑥 на 𝒜(𝑀) и 𝜒[𝜂] = 𝜅[𝜂] ∘ Tr−1 на 𝒜(𝑀), где 𝑥 = 𝑥([𝜂]) –

общий нуль функций 𝑤, чьи следы на Γ принадлежат [𝜂] и Tr−1 : 𝒜(Γ) → 𝒜(𝑀) – оператор

голоморфного продолжения. Из обобщенного принципа аргумента (4.1.5) вытекает явная

формула

𝜒[𝜂](𝜁) = 𝜅[𝜂](𝜐) = 𝜐(𝑥([𝜂])) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜁𝜕𝛾𝜂

𝜂
𝑑𝛾. (4.1.8)

для характера 𝜒[𝜂]; здесь 𝜐 ∈ 𝒜(𝑀) и 𝜁 = 𝜐|Γ.
Ввиду теоремы о дивизорах (см. лемму 1.1.8) отображение [𝜂] → 𝑥([𝜂]) является биекцией

между 𝒜(Γ) и 𝑀∖Γ. Более того, каждое отображение

𝜓 : 𝑈 = {𝑧 ∈ C | 𝜂 − 𝑧 ∈ 𝒜∞
(1)(Γ)} → C, 𝜓(𝑧) = 𝜒[𝜂−𝑧]



126

дает комплексную карту в окрестности [𝜂] в 𝒜(1)(Γ). Все введенные таким образом карты

биголоморфно согласованы и дают комплексную структуру на 𝒜∞
(1)(Γ), вместе с которой

𝒜(1)(Γ) является биголоморфной копией 𝑀∖Γ. Вопрос о присоединении границы Γ ∼= 𝛿Γ :=

{𝛿𝑥 | 𝑥 ∈ Γ} к 𝒜∞
(1)(Γ) (с помощью предельного перехода в (4.1.8)) тривиален.

План построения диффеоморфизма 𝛽𝑀,𝑀 ′.

Всюду далее все рассматриваемые вложения считаются голоморфными и проективными.

Как обычно, 𝒜∞(𝑀) и 𝒜∞(𝑀 ′) обозначают пространства голоморфных функций на (𝑀,𝑔)

и (𝑀 ′,𝑔′), соответственно. Кроме того, Tr (соотв., Tr′) обозначает оператор следа 𝑤 ↦→ 𝑤|Γ,
где 𝑤 ∈ 𝒜∞(𝑀) (соотв., оператор 𝑤′ ↦→ 𝑤′|Γ, где 𝑤′ ∈ 𝒜∞(𝑀 ′)). Здесь и всюду далее в

главе предполагаются, что константы во всех неравенствах не зависят от малого параметра

𝑡 ∈ [0,𝑡0) и (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) (но, вообще говоря, зависят от Λ и вспомогательных параметров).

Построение 𝛽𝑀,𝑀 ′ состоит из следующих шагов.

Шаг 1. Ввиду следствия 1.1.7, 2, граничные следы голоморфных функций на (𝑀,𝑔) и

(𝑀 ′,𝑔′) являются решениями уравнений (𝜕𝛾 − 𝑖Λ)𝜂 = 0 и (𝜕𝛾 − 𝑖Λ′)𝜂′ = 0, соответственно.

Поскольку ДН-операторы Λ, Λ′ в этих уравнениях близки (см. (4.1.1)), естественно ожидать,

что решения этих уравнений также окажутся близкими. Именно, в §4.1.2 строится семейство

{𝜄𝑀,𝑀 ′ | (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡0(Λ))} “почти тождественных” вещественно-линейных отображений

𝜄𝑀,𝑀 ′ : Tr𝒜∞(𝑀) → Tr′𝒜∞(𝑀 ′),

удовлетворяющих равномерным по (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) оценкам

‖𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 − 𝜂‖𝐶𝑙(Γ;C) ⩽ 𝑐(Λ,𝑙)‖𝜂‖𝐶𝑙+1(Γ;C)𝑡 ∀𝜂 ∈ Tr𝒜∞(𝑀), 𝑙 = 0,1, . . . . (4.1.9)

Шаг 2. Зафиксируем произвольное вложение

ℰ = (𝑤1, . . . ,𝑤𝑛) : 𝑀 → C𝑛

поверхности (𝑀,𝑔) и определим индуцированное вложение

ℰ ′ = (𝑤′
1, . . . ,𝑤

′
𝑛) : 𝑀

′ → C𝑛

поверхности (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) формулой

𝑤′
𝑘 := Tr

′−1 𝜄𝑀,𝑀 ′ Tr𝑤𝑘 (𝑘 = 1, . . . ,𝑛). (4.1.10)

Несложно проверить, что образ ℰ ′(𝑀 ′) зависит только от конформного класса 𝜇′ = [(𝑀 ′,𝑔′)]Γ

поверхности (𝑀 ′,𝑔′). В самом деле, пусть (𝑀 ′′,𝑔′′) – поверхность с тем же краем (Γ,𝑑𝑙) и 𝛽

– конформный диффеоморфизм из (𝑀 ′,𝑔′) на (𝑀 ′′,𝑔′′), не двигающий точки Γ. Тогда 𝜂 ∈
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𝐶∞(Γ;C) является следом 𝑤′|Γ некоторой голоморфной функции 𝑤′ на (𝑀 ′,𝑔′) если и только

если 𝜂 является следом 𝑤′′|Γ некоторой голоморфной функции 𝑤′′ на (𝑀 ′′,𝑔′′), причем 𝑤′ =

𝑤′′ ∘ 𝛽. Отсюда и из (4.1.10) следует, что индуцированное вложение ℰ ′′ поверхности (𝑀 ′′,𝑔′′)

связано с ℰ заменой переменных ℰ ′ = ℰ ′′ ∘ 𝛽; в частности, ℰ ′′(𝑀 ′′) = ℰ ′(𝑀 ′).

Напомним, что расстоянием Хаусдорфа 𝑑𝐻(𝐾,𝐿) между двумя компактными подмноже-

ствами 𝐾 и 𝐿 в C𝑛 называется такое наименьшее число 𝜖 ⩾ 0, что 𝜖-окрестность 𝐾 содержит

𝐿 и 𝜖-окрестность 𝐿 содержит 𝐾. В §4.1.3 мы доказываем, что ℰ ′ действительно является

(проективным) вложением при достаточно малых 𝑡 < 𝑡0(Λ) и образы ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) близки

по метрике Хаусдорфа

𝑑𝐻(ℰ(𝑀),ℰ ′(𝑀 ′)) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ)𝑡 ∀(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑡0). (4.1.11)

Доказательство (4.1.11) основано на следующем наблюдении. Если проекция 𝑧 = p𝜉𝜉

точки 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) в (4.1.7) не приближется к 𝜂𝜉, то замена 𝜂𝜉 ↦→ 𝜂′
𝜉
= 𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂𝜉 и 𝜂𝑘 ↦→ 𝜂′𝑘 = 𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂𝑘

приводит к малому возмущению левой части (4.1.7). В то же время координаты 𝜉 в правой

части (4.1.7) переходят в координаты некоторой точки 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′), которая имеет ту же

проекцию p𝜉𝜉
′ = 𝑧 и ввиду вышесказанного близка к 𝜉 в C𝑛.

Применение вышеуказанного аргумента для точек ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′), лежащих близко к

ℰ(Γ), усложняется из-за малого знаменателя в интеграле в левой части (4.1.7) и включает в
себя (довольно технические) оценки интегралов типа Коши и специальный выбор локальных

координат для точек ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′).

Шаг 3. В §4.1.4 строится почти изометрический диффеоморфизм

𝛼𝑀,𝑀 ′ : ℰ(𝑀) → ℰ ′(𝑀 ′).

Естественно взять в качестве 𝛼𝑀,𝑀 ′ отображение, которое переводит точку 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) в бли-

жайшую к ней точку 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) в C𝑛. Однако такое отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ , вообще говоря,

плохо определено вблизи края ℰ(Γ) (и потому не инъективно и не сюръективно).

По этой причине мы определяем 𝜉′ = 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) как точку минимума некоторой модифи-

цированной функции расстояния

E : ℰ(𝑀)× ℰ ′(𝑀 ′) → [0,+∞),

которая совпадает с с квадратом расстояния между 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) и 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) в C𝑛 если 𝜉

отделено от ℰ(Γ). Если 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) и 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) достаточно близки к ℰ(Γ), то E(𝜉,𝜉′) совпа-

дает с квадратом расстояния между полугеодезическими координатами (𝜍,𝑟) ∈ Γ× [0, +∞)

точки 𝜉 на ℰ(𝑀) (здесь ℰ(𝜍) есть ближайшая к 𝜉 точка края ℰ(Γ) и 𝑟 – длина кратчай-

шей геодезической между 𝜉 и ℰ(𝜍)) и соответствующими полугеодезическими координатами

(𝜍 ′,𝑟′) ∈ Γ× [0,+∞) точки 𝜉′ на ℰ ′(𝑀 ′).
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Используя оценки, выведенные на предыдущем шаге, мы показываем, что отображение

𝛼𝑀,𝑀 ′ корректно определено (то есть E(𝜉,·) имеет единственную точку минимума) и является

диффеоморфизмом, причем

𝛼𝑀,𝑀 ′ ∘ ℰ(𝑥) = ℰ ′(𝑥) ∀𝑥 ∈ Γ. (4.1.12)

Более того, мы показываем, что 𝛼𝑀,𝑀 ′ является почти изометрично при малых 𝑡 ⩽ 𝑡0(Λ), то

есть

sup
𝜉∈ℰ(𝑀), 𝐴∈𝑇𝜉ℰ(𝑀)

⃒⃒⃒⃒
⃒‖𝑑𝛼M,M′ [𝐴]‖𝑇𝛼M,M′ (𝜉)C𝑛

‖𝐴‖𝑇𝜉C𝑛

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝑐(Λ)𝑡, ∀(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑡0). (4.1.13)

Отсюда немедленно имеем

|𝐾𝛼𝑀,𝑀′ − 1| ⩽ 𝑐(Λ)𝑡, ∀(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑡0), (4.1.14)

т.е. отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ почти конформно.

(Отметим, что переход от близости (4.1.11) поверхностей ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) по Хаусдорфу к

построению почти изометрического (ввиду оценки (4.1.13)) отображения 𝛼𝑀,𝑀 ′ по духу на-

поминает теорему М.Л.Громова (см. 8.19, [37]) об существенной эквивалентности расстояний

Громова-Хаусдорфа и Липшица между римановыми многообразиями ограниченной кривиз-

ны с ограниченным снизу радиусом инъективности. Однако прямое применение этой теоремы

невозможно, поскольку вложения ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) лишь локально изометричны: геодезические

расстояним между точками в ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) отличаются от соответствующих расстояний в

C𝑛.)

Шаг 4. Диффеоморфизм 𝛽𝑀,𝑀 ′ вводится правилом

𝛽𝑀,𝑀 ′ := ℰ ′−1 ∘ 𝛼𝑀,𝑀 ′ ∘ ℰ . (4.1.15)

Поскольку отображения ℰ : 𝑀 → ℰ(𝑀) и ℰ ′ : 𝑀 ′ → ℰ ′(𝑀 ′) конформны ввиду леммы 4.1.1

и композиция с конформным отображением не меняет дилатации, имеем 𝐾𝛽𝑀,𝑀′ = 𝐾𝛼𝑀,𝑀′ .

Отсюда и из (4.1.14) вытекает требуемая оценка (4.1.2). Наконец, 𝛽𝑀,𝑀 ′ не двигает точки Γ

ввиду равенства (4.1.12).

4.1.2 Близость следов голоморфных функций

В этом параграфе строится “каноническое” отображение 𝜄𝑀,𝑀 ′ : Tr𝒜∞(𝑀) → Tr′𝒜∞(𝑀 ′),

удовлетворяющее оценкам (4.1.9). Перед построением 𝜄𝑀,𝑀 ′ напомним, что любой ДН-

оператор является ПДО первого порядка (см. [44, 59]). Для ПДО первого порядка любые

две нормы

‖ · ‖𝐻𝑙(Γ;R)→𝐻𝑙−1(Γ;R), ‖ · ‖𝐻𝑙′ (Γ;R)→𝐻𝑙′−1(Γ;R) (𝑙,𝑙′ ⩾ 0)
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эквивалентны. Кроме того, вложения 𝐻 𝑙+1(Γ;R) ⊂ 𝐶 𝑙(Γ;R) ⊂ 𝐻 𝑙(Γ;R) непрерывны для всех

𝑙 ∈ N. Поэтому из (4.1.1) вытекают оценки

‖Λ− Λ′‖𝐶𝑙+2(Γ;R)→𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐𝑙𝑡 (𝑙 = 0,1, . . . ). (4.1.16)

Соответствие между пространствами ReTr𝒜∞(𝑀) и ReTr′ 𝒜∞(𝑀 ′). Операторы 𝜕−1
𝛾 Λ

и Λ𝜕−1
𝛾 являются ПДО нулевого порядка (см. (1.0.4)) и потому распространяются по непре-

рывности до ограниченных операторов в 𝐿2(Γ;R) (а также в каждом соболевском простран-

стве 𝐻 𝑙(Γ;R), где 𝑙 = 1,2, . . . ). Поскольку Λ* = Λ и 𝜕−1*
𝛾 = −𝜕−1

𝛾 в 𝐿2(Γ;R), справедливо
равенство (Λ𝜕−1

𝛾 )* = −𝜕−1
𝛾 Λ. Поскольку −𝜕−1

𝛾 Λ = 𝐻−1 это обращенный оператор Гильберта

(1.1.24), из следствия 1.1.7, 3 вытекает равенство

ReTr𝒜∞(𝑀) = 𝐶∞(Γ;R) ∩Ker𝐴. (4.1.17)

где

𝐴 := 𝐼 − 𝑃R + (𝜕−1
𝛾 Λ)2, (4.1.18)

и 𝑃R – ортопроектор на константы, а 𝐼 – единичный оператор в 𝐿2(Γ;R). Ввиду предложения
1.1.6 образ Ran𝐴 состоит из вещественных линейных комбинаций гладких функций Re 𝜂𝑘,

Im 𝜂𝑘 (𝑘 = 1, . . . ,gen(𝑀)), где 𝜂𝑘 – собственные функции (1.1.22). Поэтому

Ran𝐴 = 𝐴𝜕𝛾𝐶
∞(Γ;R), dimRan𝐴 = 2gen(𝑀) = 2gen(𝑀). (4.1.19)

Поскольку край Γ связен, на гладких функциях справедливы равенства 𝜕−1
𝛾 𝜕𝛾 = 𝐼 − 𝑃R и

𝐴(𝐼 − 𝑃R) = (𝐼 − 𝑃R)𝐴 = 𝐴. Отсюда

𝐴* = 𝐴*(𝐼 − 𝑃R) = 𝐼 − 𝑃R + 𝜕−1
𝛾

(︀
Λ𝜕−1

𝛾

)︀2
𝜕𝛾 = 𝜕−1

𝛾 𝐴𝜕𝛾. (4.1.20)

Теперь из (4.1.19) следует, что

Ran𝐴* = 𝐴*𝐶∞(Γ;R) ⊂ 𝐶∞(Γ;R), dimRan𝐴* = 2gen(𝑀). (4.1.21)

Введем ортопроектор 𝑄 на подпространство Ran𝐴* в 𝐿2(Γ;R). Из формул (4.1.17), (4.1.21)

и ортогонального разложения Ker𝐴⊕ Ran𝐴* = 𝐿2(Γ;R) имеем

ReTr𝒜∞(𝑀) = (𝐼 −𝑄)𝐶∞(Γ;R). (4.1.22)

Те же самые соотношения (со штрихованными символами) справедливы для поверхности

(𝑀 ′,𝑔′). Покажем, что отображение

(𝐼 −𝑄′)|ReTr𝒜∞(𝑀) : ReTr𝒜∞(𝑀) → ReTr′𝒜∞(𝑀 ′) (4.1.23)
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близко к тождественному, если ДН-оператор Λ′ близок к Λ и gen(𝑀 ′) = gen(𝑀).

Лемма 4.1.4. Для достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ)) и всех ориентируемых поверхностей

(𝑀 ′,𝑔′) с краем (Γ,𝑑𝑙), чей ДН-оператор Λ′ удовлетворяет оценке (4.1.16), справедливы сле-

дующие утверждения

1. gen(𝑀 ′) ⩾ gen(𝑀);

2. если 𝑀 ′ диффеоморфна 𝑀 , то справедливы оценки

‖𝑄′ −𝑄‖𝐿2(Γ;R)↦→𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(𝑙,Λ)𝑡 (𝑙 = 0,1, . . . ), (4.1.24)

(где константы 𝑐(𝑙,Λ) не зависят от (𝑀 ′,𝑔′)), а отображение (4.1.23) биективно.

Доказательство. Поскольку оператор 𝜕−1
𝛾 : 𝐶 𝑙(Γ;R) ↦→ 𝐶 𝑙+1(Γ;R) непрерывен, из оценок

(4.1.16) имеем

‖Λ𝜕−1
𝛾 − Λ′𝜕−1

𝛾 ‖𝐶𝑙+1(Γ;R)→𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐𝑙𝑡. (4.1.25)

Отсюда и из (4.1.18), (4.1.20) получаем

‖𝐴− 𝐴′‖𝐶𝑙+1(Γ;R)→𝐶𝑙(Γ;R) + ‖𝐴* − 𝐴
′*‖𝐶𝑙+1(Γ;R)→𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐𝑙𝑡 (4.1.26)

при 𝑙 = 1,2, . . . .

Ввиду (4.1.21) в Ran𝑄 = Ran𝐴* можно выбрать ортонормированный базис

ℎ1 := 𝐴*𝑓1 , . . . , ℎ2𝑚 := 𝐴*𝑓2𝑚 (𝑓𝑘 ∈ 𝐶∞(Γ;R),

где 𝑚 = gen(𝑀)). Положим ℎ′𝑘 := 𝐴
′*𝑓𝑘; тогда из (4.1.26) следует, что

‖ℎ′𝑗 − ℎ𝑗‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(𝑙,𝑓𝑗)𝑡. (4.1.27)

В частности

|(ℎ′𝑗,ℎ′𝑘)Γ − 𝛿𝑗𝑘| ⩽ 𝑐(𝑓·)𝑡.

В частности, функции ℎ′1, . . . ,ℎ
′
2𝑚 линейно независимы при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ)).

Отсюда и из (4.1.21) следует, что

2gen(𝑀 ′) = dimRan𝐴
′* ⩾ 2𝑚 = 2gen(𝑀).

Если gen(𝑀 ′) = gen(𝑀) = 𝑚, то функции ℎ′1, . . . ,ℎ
′
2𝑚 образуют (почти ортонормированный)

базис в Ran𝐴
′* = Ran𝑄′, а оценка (4.1.27) остается в силе, если заменить ℎ′𝑗 на элементы

базиса в Ran𝑄′, полученного ортонормализацией ℎ′1, . . . ,ℎ
′
2𝑚. Отсюда легко следует (4.1.24).

В частности, для всех 𝑓 ∈ ReTr𝒜∞(𝑀) имеем 𝑓 = (𝐼 −𝑄)𝑓 = (𝐼 −𝑄′)𝑓 + (𝑄′ −𝑄)𝑓 и

‖(𝐼 −𝑄′)𝑓‖𝐿2(Γ;R) ⩾ ‖𝑓‖𝐿2(Γ;R) − ‖(𝑄′ −𝑄)𝑓‖𝐿2(Γ;R) ⩾ (1− 𝑐𝑡)‖𝑓‖𝐿2(Γ;R)
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ввиду оценки (4.1.24). Поэтому отображение (4.1.23) инъективно при малых 𝑡. Предположим,

что отображение (4.1.23) не сюръективно; тогда существует такое 𝑓 ′ ∈ ReTr′ 𝒜∞(𝑀 ′), что

‖𝑓‖𝐿2(Γ;R) = 1 и 𝑓 ′ ортогонально к (𝐼−𝑄′) ReTr𝒜∞(𝑀) = (𝐼−𝑄′)(𝐼−𝑄)𝐶∞(Γ;R) в 𝐿2(Γ;R).
Из равенства 𝑓 ′ = (𝐼 −𝑄′)𝑓 и оценки (4.1.24) имеем

0 =(𝑓,(𝐼 −𝑄′)(𝐼 −𝑄)𝑓)Γ = ((𝐼 −𝑄′)𝑓,(𝐼 −𝑄)𝑓)Γ =

=(𝑓,𝑓 −𝑄′𝑓 + (𝑄′ −𝑄)𝑓)Γ = 1− 0 + (𝑓,(𝑄′ −𝑄)𝑓)Γ ⩾ 1− 𝑐𝑡,

откуда 𝑡 ⩾ 1/𝑐. Тем самым отображение (4.1.23) сюръективно при малых 𝑡.

Отметим, что оценки (4.1.24) неверны при gen(𝑀 ′) > gen(𝑀), поскольку dim𝑄′ =

2gen(𝑀 ′) > gen(𝑀) = dim𝑄. Таким образом, условие gen(𝑀 ′) = gen(𝑀) является суще-

ственным при доказательстве теоремы 4.0.1.

Построение отображения 𝜄𝑀,𝑀 ′. Следствия 1.1.7, 2 и равенства (4.1.17) следует, что

Tr𝒜∞(𝑀) = {𝑓 + 𝑖𝜕−1
𝛾 Λ𝑓 + 𝑐 | 𝑓 = (𝐼 −𝑄)𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R), 𝑐 ∈ R}. (4.1.28)

Аналогичная формула (со штрихованными символами) выполнена для Tr′ 𝒜∞(𝑀 ′).

Определим отображение 𝜄𝑀,𝑀 ′ : Tr𝒜∞(𝑀) → Tr′𝒜∞(𝑀 ′) правилом

𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 := (𝐼 −𝑄′) Re 𝜂 + 𝑖𝜕−1
𝛾 Λ′(𝐼 −𝑄′) Re 𝜂 + ⟨Im 𝜂⟩, (4.1.29)

где ⟨ℎ⟩ :=
∫︀
Γ
ℎ𝑑𝑙 это среднее значение ℎ на (Γ,𝑑𝑙). Тогда из формулы (4.1.22) (со штрихован-

ными символами) следует, что 𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 ∈ Tr′ 𝒜∞(𝑀 ′).

Покажем, что отображение (4.1.29) действительно удовлетворяет оценкам (4.1.9). По-

скольку ⟨𝜕−1
𝛾 ℎ⟩ = 0 и 𝑓 = (𝐼 −𝑄)𝑓 для всех ℎ ∈ 𝐿2(Γ;ℛ) и 𝑓 ∈ ReTr𝒜∞(𝑀), из определения

(4.1.29) вытекает равенство

𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 − 𝜂 = (𝑄−𝑄′) Re 𝜂 + 𝑖𝜕−1
𝛾

[︁
Λ′(𝐼 −𝑄′)− Λ(𝐼 −𝑄)

]︁
Re 𝜂 =

= [𝐼 + 𝑖𝜕−1
𝛾 Λ′](𝑄−𝑄′) Re 𝜂 + 𝑖(𝜕−1

𝛾 Λ′ − 𝜕−1
𝛾 Λ)(𝐼 −𝑄) Re 𝜂.

Из оценки (4.1.25) и непрерывности оператора 𝑄 : 𝐿2(Γ;R) → 𝐶 𝑙+1(Γ;R) следует, что

‖(𝜕−1
𝛾 Λ′ − 𝜕−1

𝛾 Λ)(𝐼 −𝑄) Re 𝜂‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐𝑙𝑡‖(𝐼 −𝑄) Re 𝜂‖𝐶𝑙+1(Γ;R) ⩽ 𝑐𝑙𝑡‖𝜂‖𝐶𝑙+1(Γ;C).
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Аналогично, из оценок (4.1.24), (4.1.25) и непрерывности оператора 𝜕−1
𝛾 Λ : 𝐶 𝑙+1(Γ;R) →

𝐶 𝑙(Γ;R) имеем

‖[𝐼+𝑖𝜕−1
𝛾 Λ′](𝑄−𝑄′) Re 𝜂‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ ‖𝜂‖𝐿2(Γ;C)‖𝑄′ −𝑄‖𝐿2(Γ;R)↦→𝐶𝑙+1(Γ;R)×

×
(︁
1 + ‖𝜕−1

𝛾 Λ‖𝐶𝑙+1(Γ;R)↦→𝐶𝑙(Γ;R) + 𝑐𝑙𝑡
)︁
⩽ 𝑐(𝑙 + 1,Λ)‖𝜂‖𝐿2(Γ;C)(𝑐(Λ) + 𝑐𝑙𝑡).

Из последних двух оценок получаем

‖𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 − 𝜂‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(𝑙,Λ)‖𝜂‖𝐶𝑙+1(Γ;R),

откуда немедленно следует (4.1.9).

4.1.3 Близость вложений

Пусть ℰ = (𝑤1, . . . ,𝑤𝑛) – фиксированное вложение поверхности (𝑀,𝑔) в C𝑛 и пусть

ℰ = (𝑤′
1, . . . ,𝑤

′
𝑛) – соответствующее индуцированное вложение поверхности (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡).

Здесь и всюду далее мы используем обозначения 𝜂𝑘 := 𝑤𝑘|Γ and 𝜂′𝑘 := 𝑤′
𝑘|Γ. По определению

индуцированного вложения имеем

𝜂′𝑘 = 𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂𝑘. (4.1.30)

Отсюда и из (4.1.9) вытекает равномерная по (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) оценка

𝑛∑︁
𝑘=1

‖𝜂′𝑘 − 𝜂𝑘‖𝐶𝑙(Γ;C) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,𝑙) 𝑡 (𝑙 = 0,1, . . . ). (4.1.31)

При 𝑙 = 0 из (4.1.31) немедленно следует близость границ ℰ(Γ) = 𝜕ℰ(𝑀) и ℰ ′(Γ) = 𝜕ℰ ′(𝑀 ′)

по метрике Хаусдорфа,

𝑑𝐻(ℰ ′(Γ),ℰ(Γ)) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,0)𝑡. (4.1.32)

В этом параграфе мы доказываем, что при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ) и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈
B(𝑀,𝑡) отображение ℰ ′ : 𝑀 ′ ↦→ C𝑛 действительно является (проективным) вложением и его

образ ℰ ′(𝑀 ′) близок к ℰ(𝑀) по метрике Хаусдорфа, а именно, выполнена оценка (4.1.11).

Для этого мы рассматриваем конечное покрытие поверхности ℰ(𝑀) проективными ци-

линдрами следующих двух типов. Замыкание каждого цилиндра Π(𝜉,𝒟) первого типа не

пересекается с границей ℰ(Γ) поверхности ℰ(𝑀). В силу (4.1.32) замыкание Π(𝜉,𝒟) не пере-

секается и с границей ℰ ′(Γ) поверхности ℰ ′(𝑀 ′) при достаточно малых 𝑡 ∈ (0,𝑡0(Λ)). В этом

случае, применяя обобщенный принцип аргумента (4.1.7) и оценку (4.1.31) с 𝑙 = 1, мы до-

казываем близость точек 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π(𝜉,𝒟) и 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π(𝜉,𝒟), связанных межу собой

равенством проекций p𝜉𝜉 = p𝜉𝜉
′ =: 𝑧 ∈ 𝒟. Отсюда вытекает оценка

𝑑𝐻
(︀
ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π(𝜉,𝒟), ℰ(𝑀) ∩ Π(𝜉,𝒟)

)︀
⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,0)𝑡. (4.1.33)
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Дифференцируя равенство (4.1.7) по 𝑧 и применяя оценку (4.1.31), мы получаем и более

информативные оценки близости поверхностей ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) в C𝑛, которые понадобятся

нам при построении почти изометрического диффеоморфизма 𝛼𝑀,𝑀 ′ между ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′).

Каждый цилиндр Π(𝜉,𝒟) второго типа пересекается с ℰ(Γ), а его база 𝒟 достаточно ма-

ла. В этом случае точки 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π(𝜉,𝒟) and 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π(𝜉,𝒟) с общей проекцией

p𝜉𝜉 = p𝜉𝜉
′ ∈ 𝒟, вообще говоря, не существуют одновременно и потому для 𝜉 и 𝜉′ вводятся

более сложные локальные координаты. Кроме того, из-за малого знаменателя в (4.1.7), до-

казательство близости точек 𝜉 и 𝜉′ с одинаковыми значениями локальных координат услож-

няется и включает в себя оценки интегралов типа Коши и требует повышенной гладкости 𝑙

в (4.1.31).

Оценки в цилиндрах первого типа. Пусть 𝜉0 ∈ ℰ(𝑀)∖ℰ(Γ). Рассмотрим проективный

относительно вложения ℰ(𝑀) цилиндр Π = Π(𝜉,𝒟) := p−1

𝜉
(𝒟), содержащий 𝜉0, где 𝒟 ∈ C –

открытое множество, а проекция p𝜉 задана формулой (4.1.4). Напомним, что проективность

Π(𝜉,𝒟) означает, что сужение p𝜉 на область ℰ(𝑀) ∩ Π(𝜉,𝒟) в ℰ(𝑀) является вложением; в

частности, для любого 𝑧 ∈ 𝒟 прообраз p−1

𝜉
({𝑧}) состоит из единственной точки

𝜉 = Ξ(𝑧).

Поскольку отображение ℰ : 𝑀 → C𝑛 само является вложением, сужение функции

𝑤𝜉 = p𝜉 ∘ ℰ =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜉𝑗𝑤𝑗

на область 𝑤−1

𝜉
(𝒟) тоже является вложением. Поэтому функция 𝑤𝜉 − 𝑧 имеет на 𝑀 един-

ственный, и притом простой, нуль 𝑥, причем

𝜉 = Ξ(𝑧) = ℰ(𝑥).

Отметим, что компоненты Ξ𝑘 := p𝑘∘Ξ = 𝑤𝑘∘𝑤−1

𝜉
вектор-функции Ξ являются голоморфными

функциями на 𝒟.
Обозначим через 𝜂𝜉 = 𝑤𝜉|Γ граничный след функции 𝑤𝜉; тогда из принципа аргумента

(3.1.2) следует, что wind(𝜂𝜉,𝑧) = 1. Уменьшая диаметр базы 𝒟 при необходимости, можно

считать, что замыкание цилиндра Π в C𝑛 не пересекается с ℰ(Γ); тогда замыкание его базы
𝒟 в C содержится во множестве 𝑤𝜉(𝑀)∖𝜂𝜉(Γ). В частности, справедливо неравенство

|𝜂𝜉(𝑥)− 𝑧| ⩾ 𝑐0(ℰ ,Π) > 0 (𝑧 ∈ 𝒟, 𝑥 ∈ Γ). (4.1.34)
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Пусть ℰ ′ = (𝑤′
1, . . . ,𝑤

′
𝑛) есть вложение поверхности (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), индуцированное

вложением ℰ . Введем функции

𝑤′
𝜉
:= p𝜉 ∘ ℰ

′ =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜉𝑗𝑤
′
𝑗, 𝜂′

𝜉
:= 𝑤′

𝜉
|Γ. (4.1.35)

Из (4.1.31) следует, что

‖𝜂′
𝜉
− 𝜂𝜉‖𝐶𝑙(Γ;C) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,𝑙)|𝜉|𝑡 (𝑙 = 0,1, . . . ). (4.1.36)

В частности, отсюда и из (4.1.34) имеем

|𝜂′
𝜉
(𝑥′)− 𝑧| ⩾ 𝑐0(ℰ ,Λ,Π)/2 (𝑧 ∈ 𝒟, 𝑥′ ∈ Γ) (4.1.37)

при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π). Обозначим через 𝑤0 (𝑤′
0) функцию, тождественно

равную единице на 𝑀 , 𝑀 ′ и положим 𝜂0 := 𝑤0|Γ (𝜂′0 := 𝑤′
0|Γ). Из (4.1.34), (4.1.37) и оценок

(4.1.31), (4.1.36) с 𝑙 = 1 вытекают неравенства⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜕𝑠𝜕𝑧𝑠

⎡⎣ 1

2𝜋

∫︁
Γ

𝜂′𝑗
𝜕𝛾𝜂

′
𝜉

𝜂′
𝜉
− 𝑧

𝑑𝑙 − 1

2𝜋

∫︁
Γ

𝜂𝑗
𝜕𝛾𝜂𝜉
𝜂𝜉 − 𝑧

𝑑𝑙

⎤⎦⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡 (4.1.38)

при всех 𝑗 = 0, . . . ,𝑛, 𝑠 = 0,1, . . . и 𝑧 ∈ 𝒟.
В частности, при 𝑗 = 𝑠 = 0 формула (4.1.38) принимает вид

|wind(𝜂′
𝜉
,𝑧)− wind(𝜂𝜉,𝑧)| ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡, (4.1.39)

где 𝑧 ∈ 𝒟. Поскольку числа wind(𝜂′
𝜉
,𝑧), wind(𝜂𝜉,𝑧) целые, последнее неравенство при доста-

точно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π)) означает, что

wind(𝜂′
𝜉
,𝑧) = wind(𝜂𝜉,𝑧) = 1.

Ввиду принципа аргумента (3.1.2), отсюда следует, что голоморфная функция 𝑤′
𝜉
− 𝑧 имеет

единственный, и притом простой, нуль 𝑥′ на 𝑀 ; в частности, дифференциал 𝑤′
𝜉
невырожден

в точке 𝑥′. Тогда

𝜉′ = Ξ′(𝑧) := ℰ ′(𝑥′)

это единственная точка на ℰ ′(𝑀 ′) с проекцией p𝜉𝜉
′ = 𝑧. Поэтому сужение отображения ℰ ′ на

область ℰ ′−1(Π) в 𝑀 , равно как и сужение проекции p𝜉 на ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π, является вложением.

Тем самым, цилиндр Π проективен для ℰ ′. Ввиду вышесказанного отображение

F′ := Ξ′ ∘ Ξ−1 = Ξ′ ∘ 𝜋 : ℰ(𝑀) ∩ Π → ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π
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является диффеоморфизмом. Отметим, что компоненты Ξ′
𝑘 := p𝑘 ∘ Ξ′ = 𝑤′

𝑘 ∘ 𝑤
′−1

𝜉
вектор-

функции Ξ′ являются голоморфными функциями на базе 𝒟.
С учетом равенства (4.1.39), обобщенный принцип аргумента (4.1.5) дает

1

2𝜋

∫︁
Γ

𝜂′𝑗
𝜕𝛾𝜂

′
𝜉

𝜂′
𝜉
− 𝑧

𝑑𝑙 − 1

2𝜋

∫︁
Γ

𝜂𝑗
𝜕𝛾𝜂𝜉
𝜂𝜉 − 𝑧

𝑑𝑙 = 𝑤′
𝑘(𝑥

′)− 𝑤𝑘(𝑥) = p𝑘𝜉
′ − p𝑘𝜉 = Ξ′

𝑘(𝑧)− Ξ𝑘(𝑧). (4.1.40)

С учетом формулы (4.1.40) оценка (4.1.38) принимает вид

‖Ξ′ − Ξ‖𝐶𝑙(𝒟;C𝑛) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π,𝑙) 𝑡. (4.1.41)

где 𝑙 = 0,1, . . . . При 𝑙 = 0 последнюю формулу можно переписать как

|F′(𝜉)− 𝜉| ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,𝜉,𝒟) 𝑡 (𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π). (4.1.42)

Поскольку отображение F′ сюръективно, из последней оценки следует близость частей

ℰ(𝑀) ∩ Π и ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π поверхностей ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) по метрике Хаусдорфа

𝑑𝐻
(︀
ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π, ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π

)︀
⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡. (4.1.43)

Суммируя вышесказанное, получаем, что любая точка 𝜉0 ∈ ℰ(𝑀)∖ℰ(Γ) содержится в таком

цилиндре Π = Π(𝜉,𝒟), что при достаточно малых 𝑡 ∈ (0,𝑡(𝜉0,Λ,ℰ)) и любых (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡),

выполнены следующие утверждения:

(1’) цилиндр Π проективен относительно ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) и его замыкание не пересекает ℰ(Γ)
и ℰ ′(Γ), а отображение ℰ ′ : ℰ ′−1(Π) → C𝑛 является вложением;

(2’) отображения Ξ : 𝒟 → ℰ(𝑀) ∩ Π and Ξ′ : 𝒟 → ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π, обращающие проекцию p𝜉,

удовлетворяют оценкам (4.1.41);

(3’) отображение F′ := Ξ′∘Ξ−1 является диффеоморфизмом и удовлетворяет оценке (4.1.42);

(4’) в частности, расстояние Хаусдорфа между ℰ(𝑀)∩Π и ℰ ′(𝑀 ′)∩Π удовлетворяет (4.1.43).

Оценки в цилиндрах второго типа. Пусть 𝑠0 – произвольная точка края Γ. Поскольку

вложение ℰ проективно, точка 𝜉0 := ℰ(𝑠0) содержится в некотором проективном (относитель-

но вложения ℰ(𝑀)) цилиндре Π = Π(𝜉,𝒟). Поскольку ℰ и сужение проекции p𝜉 на ℰ(𝑀)∩Π

являются вложениями, сужение функции 𝑤𝜉 = p𝜉 ∘ ℰ на 𝑤−1

𝜉
(𝒟) также является вложением.

В частности, 𝜕𝛾𝜂𝜉(𝑠0) ̸= 0, где 𝜂𝜉 = 𝑤𝜉|Γ. Уменьшая базу 𝒟 цилиндра Π, можно потребовать,

чтобы область 𝒟∖𝜂𝜉(Γ) состояла из двух компонент связности 𝒟±, где

𝒟+ = p𝜉
(︀
ℰ(𝑀∖Γ) ∩ Π

)︀
. (4.1.44)
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Определим подходящие локальные координаты для точек 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π. Положим

𝜃(𝑠) := Re
𝜂𝜉(𝑠)− 𝜂𝜉(𝑠0)

𝜕𝛾𝜂𝜉(𝑠0)
(𝑠 ∈ Γ), (4.1.45)

тогда 𝜕𝛾𝜃(𝑠0) = 1. Уменьшая базу 𝒟, можно считать, что неравенство 𝜕𝛾𝜃 ⩾ 𝑐0(Π) > 0

выполнено на сегменте Γ𝒟 := 𝜂−1

𝜉
(𝒟) кривой Γ. Тогда сужение функции 𝜃 на Γ𝒟 инъективно.

Для точек 𝑧 ∈ 𝒟, введем координаты Ψ(𝑧) := (𝑠(𝑧),𝜌(𝑧)), где

𝑠(𝑧) := 𝜃−1

(︃
Re

𝑧 − 𝜂𝜉(𝑠0)

𝜕𝛾𝜂𝜉(𝑠0)

)︃
, 𝜌(𝑧) :=

𝑧 − 𝜂𝜉(𝑠(𝑧))

𝑖𝜕𝛾𝜂𝜉(𝑠0)
; (4.1.46)

тогда 𝑧 восстанавливается по своим координатам (𝑠,𝜌) по правилу

𝑧 = 𝜂𝜉(𝑠) + 𝑖𝜕𝛾𝜂𝜉(𝑠0)𝜌. (4.1.47)

Локальные координаты точки 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π определяются как (𝑠,𝜌) = Ψ ∘ p𝜉(𝜉).

Рисунок 4.1: Визуализация координат (4.1.46).

Геометрический смысл координат (4.1.46) следующий (см. рис. 4.1). Обозначим через

𝐿0 прямую в C, которая касается кривой 𝜂𝜉(Γ) в точке 𝑧0 := 𝜂𝜉(𝑠0) = p𝜉(𝜉0). Тогда 𝑧Γ :=

𝜂𝜉(𝑠(𝑧)) это точка кривой 𝜂𝜉(Γ) ∩ 𝒟 с той же ортогональной проекцией на 𝐿0, что и 𝑧, а

𝜌 := ±|𝜕𝛾𝜂𝜉(𝑠0)|𝜌(𝑧) это расстояние от 𝑧 ∈ 𝒟± до 𝜂𝜉(𝑠(𝑧)). Отметим, что Ψ(𝜂𝜉(𝑠)) = (𝑠,0), то

есть координаты (4.1.46) распрямляют кривую 𝜂𝜉(Γ) вблизи 𝜂𝜉(𝑠0).

Далее, пусть ℰ ′ = (𝑤′
1, . . . ,𝑤

′
𝑛) есть вложение поверхности (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), индуцирован-

ное вложением ℰ . Положим 𝑤′
𝜉
:= p𝜉 ∘ ℰ ′ и 𝜂′

𝜉
= 𝑤′

𝜉
|Γ; тогда разность 𝜂′𝜉 − 𝜂𝜉 удовлетворяет

оценке (4.1.36). Определим функцию 𝜃′ формулой (4.1.45), в которой 𝜃 и 𝜂𝜉 заменены на 𝜃′ и

𝜂′
𝜉
, соответствено. Тогда формула (4.1.36) и неравенство 𝜕𝛾𝜂𝜉(𝑠0) ̸= 0 приводят к оценкам

‖𝜃′ − 𝜃‖𝐶𝑙(Γ𝒟;R) ⩽ 𝑐(Λ,ℰ ,Π,𝑙)𝑡 (𝑙 = 0,1, . . . ). (4.1.48)
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Тогда при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π)) имеем

𝜕𝛾𝜃
′ ⩾ 𝑐0(Π) > 0 на Γ𝒟. (4.1.49)

В частности, сужение 𝜃′ на Γ𝒟 инъективно.

Уменьшая диаметр 𝒟 и применяя оценку (4.1.36), получаем, что при достаточно малых

𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π)) область 𝒟∖𝜂′
𝜉
(Γ) состоит из двух компонент связности. Зафиксируем точки

𝑧± ∈ 𝒟±, тогда

|𝜂𝜉 − 𝑧±| ⩾ 𝑐1(ℰ ,Π) > 0 на Γ. (4.1.50)

Пусть 𝒟′
± есть компонента связности 𝒟∖𝜂′

𝜉
(Γ), содержащая 𝑧±. Из (4.1.44) и принципа ар-

гумента (3.1.2) следует, что wind(𝜂𝜉,𝑧+) = 1 и wind(𝜂𝜉,𝑧−) = 0. Тогда из оценки (4.1.36) и

неравенства (4.1.50) следует, что wind(𝜂′
𝜉
,𝑧+) = 1 и wind(𝜂′

𝜉
,𝑧−) = 0. Поскольку число оборо-

тов wind(𝜂′
𝜉
,·) постоянно на каждой связной компоненте 𝒟′

± из принципа аргумента (3.1.2)

получаем

𝒟′
+ = p𝜉

(︀
ℰ ′(𝑀 ′∖Γ) ∩ Π

)︀
и Ord(𝑤′

𝜉
− 𝑧′) = 1 ∀𝑧′ ∈ 𝒟′

+. (4.1.51)

Ввиду (4.1.51) и (4.1.49) голоморфная функция

𝑤′
𝜉
= 𝑤′

𝜉
:= p𝜉 ∘ ℰ

′ ℰ ′−1(Π) = 𝑤
′−1

𝜉
(𝒟) → 𝒟′

+ ∪
(︀
𝒟 ∩ 𝜂′

𝜉
(Γ)
)︀

является диффеоморфизмом. Отсюда следует, что отображения

ℰ ′ : ℰ ′−1(Π) → C𝑛, p𝜉 : ℰ
′(𝑀 ′) ∩ Π → C

являются вложениями. В частности, цилиндр Π проективен относительно ℰ ′(𝑀 ′).

Теперь введем локальные координаты для точек 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′)∩Π. Для 𝑧′ ∈ 𝒟 определим ко-

ординаты Ψ′(𝑧′) := (𝑠′(𝑧′),𝜌′(𝑧′)) с помощью формул (4.1.46) и (4.1.47), в которых переменные

𝑧,𝑠,𝜌,𝜂𝜉,𝜃 заменены 𝑧′,𝑠′,𝜌′,𝜂′
𝜉
,𝜃′, соответственно. Локальные координаты точки 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′)∩Π

определяются как (𝑠′,𝜌′) = Ψ′ ∘ p𝜉(𝜉′).
Из оценок (4.1.36) и (4.1.48) вытекает существование такого достаточно малого числа

𝜌0 = 𝜌0(Λ,ℰ ,Π) > 0 и такого достаточно малого открытого сегмента Γ̃ ⊂ Γ𝒟, содержащего 𝑠0,

что область Ω := Γ̃ × (−𝜌0,𝜌0) содержится в Ψ(𝒟) и обратное отображение Ψ
′−1 корректно

определено на Γ̃ × (−𝜌0,𝜌0) при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π)) и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡).

Для простоты в дальнейшем мы считаем, что Γ̃× (−𝜌0,𝜌0) совпадает с Ψ(𝒟) (в частности, Γ̃

совпадает с Γ𝒟). Из оценок (4.1.36) и (4.1.48) следует существование такой достаточно малой

подобласти 𝒟̃ ⊂ 𝒟, что Ψ(𝒟̃∩𝒟′
+) ⊂ Ω и Ψ(𝒟̃) ∋ (𝑠0,0) при любых (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡). Наконец,

из оценок (4.1.36), (4.1.48) с 𝑙 = 𝑠+1 и определений (4.1.46), (4.1.47) координат (𝑠,𝜌) и (𝑠′,𝜌′)

вытекает неравенство

‖Ψ′−1 −Ψ−1‖𝐶𝑠(Ω;C) + ‖Ψ′−1 ∘Ψ‖𝐶𝑙(𝒟;C) + ‖Ψ−1 ∘Ψ′‖𝐶𝑙(𝒟̃;C) ⩽ 𝑐(Λ,ℰ ,Π,𝑠) 𝑡, (4.1.52)
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где 𝑠 = 0,1, . . . . Для того, чтобы вывести из (4.1.52) неравенство

‖Ψ′−1 ∘Ψ‖𝐶𝑙(𝒟;C) + ‖Ψ−1 ∘Ψ′‖𝐶𝑙(𝒟̃;C) ⩽ 𝑐(Λ,ℰ ,Π,𝑠) 𝑡, (4.1.53)

достаточно воспользоваться следующим вариантом теоремы об обратной функции.

Лемма 4.1.5. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶 𝑙(𝐷;R𝑛) – диффеоморфизм из области 𝐷 ⊂ R𝑛 на свой образ

𝑓(𝐷). Пусть 𝑄 – область с компактным замыканием 𝑄, содержащимся в 𝑓(𝐷). Тогда при

достаточно малых 𝜀 ∈ (0,𝜀0) для любой функции 𝑓 ′ ∈ 𝐶 𝑙(𝐷;R𝑛), подчиненной неравенству

‖𝑓 ′ − 𝑓‖𝐶𝑙(𝐷;R𝑛) ⩽ 𝜀, (4.1.54)

определена обратная функция 𝑓
′−1 на области 𝑄 и выполнена оценка

‖𝑓 ′−1 − 𝑓−1‖𝐶𝑙(𝑄;R𝑛) ⩽ 𝑐𝜀, (4.1.55)

с константой, не зависящей от 𝜀 и 𝑓 ′.

Для полноты изложения, доказательство леммы 4.1.5 помещено в §4.1.5.

Для (𝑠,𝜌) ∈ Ω и 𝜌 > 0, обозначим через Ξ(𝑠,𝜌) единственную точку 𝜉 поверхности ℰ(𝑀)

с проекцией p𝜉𝜉 = Ψ−1(𝑠,𝜌). Аналогично, обозначим через Ξ′(𝑠,𝜌) единственную точку 𝜉′ ∈
ℰ ′(𝑀) с проекцией p𝜉𝜉

′ = Ψ
′−1(𝑠,𝜌). Тогда отображение

F′ = Ξ′ ∘ Ξ−1 (4.1.56)

корректно определено на Π ∩ ℰ(𝑀), в то время как обратное отображение F
′−1 := Ξ ∘ Ξ

′−1

корректно определено на множестве Π ∩ ℰ ′(𝑀 ′).

Пусть 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) и 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) и проекции 𝑧 := p𝜉𝜉 и 𝜉
′ = 𝜉(𝑧′) и 𝑧′ := p𝜉𝜉

′ точек 𝜉 и 𝜉′

связаны соотношением

Ψ(𝑧) = Ψ′(𝑧′) =: (𝑠,𝜌) ∈ Ω.

Тогда 𝜉 = Ξ(𝑠,𝜌) и 𝜉′ = Ξ′(𝑠,𝜌) = F′(𝜉). Применяя обобщенный принцип аргумента, (4.1.7),

получаем

𝜕𝜉′𝑘
𝜕𝑧′𝑙

=
1

2𝜋𝑖

𝜕

𝜕𝑧′𝑙

∫︁
Γ

𝜂′𝑘𝑑𝜂
′
𝜉

𝜂′
𝜉
− 𝑧′

=
𝑙!

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜂′𝑘𝑑𝜂
′
𝜉

(𝜂′
𝜉
− 𝑧′)𝑙+1

, (4.1.57)

где 𝑙 = 0,1, . . . .

Пусть 𝐿′
0 – касательная к кривой 𝜂′

𝜉
(Γ) в точке 𝜂′

𝜉
(𝑠0). Обозначим 𝑠′ := 𝑠′(𝑧′); тогда 𝜁 ′ :=

𝜂′
𝜉
(𝑠′) это точка кривой 𝜂′

𝜉
(Γ), которая имеет такую же ортогональную проекцию на 𝐿′

0 в C,
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что и 𝑧′. Пусть 𝜎′ ∈ Γ; положим

𝜇′ := 𝜂′
𝜉
(𝜎′), κ′ := Re

𝜇′ − 𝜂′
𝜉
(𝑠0)

𝜕𝛾𝜂′𝜉(𝑠0)
= 𝜃′(𝜎′),

𝜅′ := Re
𝜁 ′ − 𝜂′

𝜉
(𝑠0)

𝜕𝛾𝜂′𝜉(𝑠0)
= Re

𝑧′ − 𝜂′
𝜉
(𝑠0)

𝜕𝛾𝜂′𝜉(𝑠0)
= 𝜃′(𝑠′).

(4.1.58)

Опуская штрихи в формулах выше, мы получаем соответствующие обозначения для поверх-

ности (𝑀,𝑔).

Для функции 𝜂′𝑘 ∘ 𝜃
′−1 справедлива формула Тейлора

𝜂′𝑘(𝜎
′) = 𝜂′𝑘 ∘ 𝜃

′−1(κ′) =
𝑙∑︁

𝑞=0

𝑎′𝑞(𝜅
′)(κ′ − 𝜅′)𝑞 + 𝜂′𝑘,𝑙(𝜎

′,𝑠′), (4.1.59)

в которой

𝑎′𝑞(𝜅
′) :=

1

𝑞!

𝜕𝑞[𝜂′𝑘 ∘ 𝜃
′−1]

𝜕κ′𝑞
, 𝜂′𝑘,𝑙(𝜎

′,𝑠′) :=
1

𝑙!

κ′∫︁
𝜅′

(κ′ − 𝑦)𝑙
𝜕𝑙+1[𝜂′𝑘 ∘ 𝜃

′−1]

𝜕κ′𝑙+1
(𝑦)𝑑𝑦. (4.1.60)

С помощью формул (4.1.58) можно переписать сумму в правой части (4.1.59) как полином

𝒫 ′
𝑘,𝑙(𝜇

′ − 𝜁 ′,𝜇′ − 𝜁 ′,𝑠′(𝑧′)) порядка 𝑙 от переменных 𝜇′ − 𝜁 ′, 𝜇′ − 𝜁 ′ с коэффициентами, завися-

щими от 𝑠′. Таким образом, формула (4.1.59) принимает вид

𝑤′
𝑘 ∘ 𝑤

′−1

𝜉
(𝜇′) = 𝜂′𝑘(𝜎

′) = 𝒫 ′
𝑘,𝑙(𝜇

′ − 𝜁 ′,𝑠′) + 𝜂′𝑘,𝑙(𝜎
′,𝑠′) (𝜇′ ∈ 𝜂′

𝜉
(Γ) ∩ 𝒟). (4.1.61)

Заметим, что функция 𝑤′
𝑘∘𝑤

′−1

𝜉
корректно определена и голоморфна на 𝒟′

+ и гладкая вплоть

до 𝜂′
𝜉
(Γ) ∩ 𝒟, а 𝒫 ′

𝑘,𝑙(·,𝑠′) является суммой первых 𝑙 + 1 членов в разложении Тейлора для

𝑤′
𝑘∘𝑤

′−1

𝜉
в точке 𝜇′. Поэтому полином 𝒫 ′

𝑘,𝑙(·,𝑠′) не содержит членов, пропорциональных 𝜇′ − 𝜁 ′.

Подставляя формулу (4.1.61) в (4.1.57) и применяя формулу Коши для производных, находим

𝜕𝑙𝑧′𝜉
′
𝑘 =

𝑙!

2𝜋𝑖

∫︁
𝜂′
𝜉
(Γ)

𝒫 ′
𝑘,𝑙(𝜇

′ − 𝜁 ′,𝑠′)𝑑𝜇′

(𝜇′ − 𝑧′)𝑙+1
+

𝑙!

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜂′𝑘,𝑙(·,𝑠′)𝑑𝜂′𝜉
(𝜂′

𝜉
− 𝑧′)𝑙+1

=

=
𝜕𝑙

𝜕𝑧′𝑙
𝒫 ′

𝑘,𝑙(𝜇
′ − 𝜁 ′,𝑠′) +

𝑙!

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜂′𝑘,𝑙(·,𝑠′)𝑑𝜂′𝜉
(𝜂′

𝜉
− 𝑧′)𝑙+1

(4.1.62)

где функция ̃︀𝜂′𝑘,𝑙(𝜎′,𝑠′) := 𝜂′𝑘(𝜎
′)− 𝒫 ′

𝑘,𝑙(𝜇
′ − 𝜁 ′,𝑠′) (4.1.63)

совпадает с остатком 𝜂′𝑘,𝑙(𝜎
′,𝑠′) ряда Тейлора (4.1.59) при 𝜎′,𝑠′ ∈ Γ𝒟.
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Те же самые формулы (4.1.57)–(4.1.62) с опущенными штрихами справедливы для вели-

чин, относящихся к поверхности (𝑀,𝑔). Поэтому из (4.1.57)–(4.1.62) получаем

𝜕𝑙𝜉′𝑘
𝜕𝑧′𝑙

− 𝜕𝑙𝜉𝑘
𝜕𝑧𝑙

=
𝜕𝑙

𝜕𝑧′𝑙
𝒫 ′

𝑘,𝑙(𝜇
′ − 𝜁 ′,𝑠)− 𝜕𝑙

𝜕𝑧𝑙
𝒫𝑘,𝑙(𝜇− 𝜁,𝑠)+

+
𝑙!

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

[︃ ̃︀𝜂′𝑘,𝑙(·,𝑠)𝑑𝜂′𝜉
(𝜂′

𝜉
− 𝑧′)𝑙+1

−
̃︀𝜂𝑘(·,𝑠)𝑑𝜂𝜉
(𝜂𝜉 − 𝑧)𝑙+1

]︃
𝑑𝑙.

(4.1.64)

Из (4.1.36) и (4.1.48) следует что

‖𝑎′𝑞 − 𝑎𝑞‖𝐶(Γ𝒟;C) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,𝑞 + 1) 𝑡, ‖𝒫 ′
𝑘,𝑙 − 𝒫𝑘,𝑙‖𝐶(𝐵×Γ𝒟;C) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,𝑙 + 1,𝐵) 𝑡, (4.1.65)

где 𝐵 – произвольный компакт в C. Ввиду (4.1.36) кривая 𝜂′
𝜉
(Γ) при достаточно малых 𝑡

содержится в любой наперед заданной окрестности 𝑈 кривой 𝜂𝜉(Γ). Поэтому как аргумент

𝜇 − 𝜁 полинома 𝒫𝑘,𝑙, так и 𝜇′ − 𝜁 ′ полинома 𝒫 ′
𝑘,𝑙 содержится в некотором общем компакте

𝐵 = 𝐵(Λ,ℰ ,𝜉) при всех достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,𝜉,𝑈)) и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) и 𝑠′ ∈ Γ𝒟.

Поэтому формулы (4.1.63) и (4.1.65) приводят к оценке

‖̃︀𝜂′𝑘,𝑙 − ̃︀𝜂𝑘,𝑙‖𝐶(Γ×Γ𝒟;C) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,𝑙) 𝑡. (4.1.66)

Из формул (4.1.36), (4.1.52), (4.1.53), (4.1.66) вытекает неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
Γ∖Γ𝛿(𝑠′)

[︃̃︀𝜂′𝑘,𝑙(·,𝑠)𝜕𝛾𝜂′𝜉
(𝜂′

𝜉
− 𝑧′)𝑙+1

−
̃︀𝜂𝑘(·,𝑠)𝜕𝛾𝜂𝜉
(𝜂𝜉 − 𝑧)𝑙+1

]︃
𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,𝑙 + 1,𝛿) 𝑡. (4.1.67)

где 𝛿 > 0 может быть выбрано сколь угодно мылвм, а Γ𝛿(𝑠
′) есть (метрическая) 𝛿-окрестность

точки 𝑠′ на (Γ,𝑑𝑙).

Далее, переходя к новым переменным 𝜏 = (𝑦−𝜅′)/(κ′−𝜅′) в интеграле в (4.1.60), получаем

𝜂′𝑘,𝑙(𝜎
′,𝑠′) := (κ′ − 𝜅′)𝑙+1𝜂′𝑘,𝑙(𝜎

′,𝑠′) (4.1.68)

где

𝜂′𝑘,𝑙(𝜎
′,𝑠′) :=

(−1)𝑙

𝑙!

1∫︁
0

(1− 𝜏)𝑙
𝜕𝑙+1[𝜂′𝑘 ∘ 𝜃

′−1]

𝜕κ′𝑙+1

(︀
𝜅′ + (κ′ − 𝜅′)𝜏

)︀
𝑑𝜏 (4.1.69)

В формулах (4.1.68), (4.1.69) можно опустить все штрихи. Из (4.1.69), (4.1.58) и (4.1.36),

(4.1.48) имеем

‖𝜂′𝑘,𝑙 − 𝜂𝑘,𝑙‖𝐶(Γ𝒟×Γ𝒟;C) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,𝑙) 𝑡. (4.1.70)
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Из формул (4.1.58) находим

κ′ − 𝜅′

𝜂′
𝜉
(𝜎′)− 𝑧′

=
Re 𝑎′(𝜎′,𝑠,𝜌)

𝑎′(𝜎′,𝑠,𝜌)

1

𝜕𝛾𝜂′𝜉(𝑠0)
, (4.1.71)

где

𝑎′(𝜎′,𝑠,𝜌) =
𝜂′
𝜉
(𝜎′)−Ψ

′−1(𝑠,𝜌)

𝜕𝛾𝜂′𝜉(𝑠0)
.

Отметим, что

𝑎′(𝑙,𝑙,0) = 0, 𝜕𝜌𝑎
′(𝜎′,𝑠,𝜌) = −𝜕𝜌Ψ

′−1(𝑠,𝜌)

𝜕𝛾𝜂′𝜉(𝑠0)
= −𝑖, 𝜕𝛾𝑎

′(·,𝑠,𝜌) =
𝜕𝛾𝜂

′
𝜉

𝜕𝛾𝜂′𝜉(𝑠0)
(4.1.72)

ввиду (4.1.47). Следовательно, справедливо представление

𝑎′(𝜎,𝑠,𝜌) =

𝜎∫︁
𝑠

𝜕𝜏𝑎
′(𝜏,𝑠,0)𝑑𝜏 − 𝑖𝜌 = 𝑎̃′(𝜎,𝑠)(𝜎 − 𝑠)− 𝑖𝜌,

в котором

𝑎̃′(𝜎,𝑠) := 𝜕𝜎′𝑎′(𝑠,𝑠,0) +
1

𝜎 − 𝑠

𝜎∫︁
𝑠

𝑑𝜏

𝜏∫︁
𝑠

𝑑𝜍 𝜕2𝜍 𝑎
′(𝜍,𝑠,0). (4.1.73)

Здесь для простоты точки Γ и их естественные параметры обозначаются одними и теми же

символами 𝜏 , 𝜍. Опускание всех штрихов в формулах (4.1.71)–(4.1.73) не меняет их верность.

Из оценок (4.1.36) и (4.1.52), (4.1.53) получаем

‖𝑎′ − 𝑎‖𝐶𝑙(Γ𝒟×Γ𝒟×(−𝜌0,𝜌0);C) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,𝑙) 𝑡.

Отсюда вытекает соотношение

‖𝑎̃′ − 𝑎̃‖𝐶(Γ𝒟×Γ𝒟;C) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,𝒟) 𝑡. (4.1.74)

для функции (4.1.73).

Ввиду (4.1.72), (4.1.74), для сколь угодно малого наперед заданного 𝜖 > 0, можно выбрать

число 𝛿 > 0 и диаметр базы 𝒟 достаточно малыми для того, чтобы выполнялось неравенство

|𝑎̃(𝜎,𝑠)− 1| ⩽ 𝜖/2 (𝑠 ∈ Γ𝒟, 𝜎 ∈ Γ𝛿(𝑠)).

выполнялось для всех Тогда при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π,𝛿)) и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡)

справедливо неравенство

|𝑎̃′(𝜎,𝑠)− 1| ⩽ 𝜖 (𝑠 ∈ Γ𝒟, 𝜎 ∈ Γ𝛿(𝑠)).
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Следовательно, для вышеуказанных 𝑠, 𝜎 и 𝑡 имеем

|𝑎̃(𝜎,𝑠)(𝜎 − 𝑠)− 𝑖𝜌| ⩾ 𝑐(Λ,ℰ ,Π,𝛿) 𝑟, |𝑎̃′(𝜎,𝑠)(𝜎 − 𝑠)− 𝑖𝜌| ⩾ 𝑐(Λ,ℰ ,Π,𝛿) 𝑟,

где 𝑟 =
√︀
(𝜎 − 𝑠)2 + 𝜌2. Теперь из формулы (4.1.71) и оценки (4.1.74) получаем⃒⃒⃒⃒

⃒ κ′ − 𝜅′

𝜂′
𝜉
(𝜎)− 𝑧′

− κ − 𝜅

𝜂𝜉(𝜎)− 𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
Re 𝑎̃′(𝜎′,𝑠)(𝜎 − 𝑠)

𝑎̃′(𝜎′,𝑠)(𝜎 − 𝑠)− 𝑖𝜌
− Re 𝑎̃(𝜎,𝑠)(𝜎 − 𝑠)

𝑎̃(𝜎,𝑠)(𝜎 − 𝑠)− 𝑖𝜌

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π,𝛿) 𝑡. (4.1.75)

С учетом (4.1.68) подынтегральное выражение (4.1.64) принимает вид

𝜂′𝑘,𝑙(𝜎,𝑠)𝜕𝛾𝜂
′
𝜉

(𝜂′
𝜉
− 𝑧′)𝑙+1

−
𝜂𝑘(𝜎,𝑠)𝜕𝛾𝜂𝜉
(𝜂𝜉 − 𝑧)𝑙+1

= 𝜂′𝑘,𝑙(𝜎,𝑠)
[︁ κ′ − 𝜅′

𝜂′
𝜉
(𝜎)− 𝑧′

]︁𝑙+1

𝜕𝛾𝜂
′
𝜉
− 𝜂𝑘,𝑙(𝜎,𝑠)

[︁ κ − 𝜅

𝜂𝜉(𝜎)− 𝑧

]︁𝑙+1

𝜕𝛾𝜂𝜉.

Поэтому оценки (4.1.70) и (4.1.75) приводят к неравенству⃒⃒⃒⃒
⃒𝜂

′
𝑘,𝑙(𝜎,𝑠

′)𝜕𝛾𝜂
′
𝜉

(𝜂′
𝜉
− 𝑧′)𝑙+1

−
𝜂𝑘(𝜎,𝑠)𝜕𝛾𝜂𝜉
(𝜂𝜉 − 𝑧)𝑙+1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π,𝛿,𝑙) 𝑡,

справедливому для всех 𝑠 ∈ Γ𝒟 и 𝜎 ∈ Γ𝛿(𝑠). Отсюда получаем⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
Γ𝛿(𝑠′)

[︃
𝜂′𝑘,𝑙(𝜎,𝑠)𝑑𝜂

′
𝜉

(𝜂′
𝜉
− 𝑧′)𝑙+1

−
𝜂𝑘(𝜎,𝑠)𝑑𝜂𝜉
(𝜂𝜉 − 𝑧)𝑙+1

]︃⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π,𝛿,𝑙) 𝑡. (4.1.76)

Оценивая правую часть формулы (4.1.64) при помощи (4.1.65), (4.1.67), (4.1.76), приходим к

неравенству ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑙𝜉′𝑘
𝜕𝑧′𝑙

− 𝜕𝑙𝜉𝑘
𝜕𝑧𝑙

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π,𝑙) 𝑡. (4.1.77)

В частности, при 𝑙 = 0 оценка (4.1.77) принимает вид

|F′(𝜉)− 𝜉| ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡 (𝜉 ∈ Π ∩ ℰ(𝑀)), (4.1.78)

где отображение F′ задано формулой (4.1.56). Наконец, следствием оценок (4.1.52), (4.1.53)

и (4.1.77) является неравенство

‖Ξ′ − Ξ‖𝐶𝑙(Ω;C𝑛) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡 (4.1.79)

(отображения Ξ и Ξ′ определены перед (4.1.56)).

Суммируя вышесказанное, получаем, что для любой точки 𝜉0 ∈ ℰ(Γ) существуют ци-

линдры Π = Π(𝜉,𝒟) и Π̃ = Π(𝜉,𝒟̃) ⊂ Π, содержащие 𝜉0, и диффеоморфизм Ξ из области

Ω = Γ𝒟 × [0,𝜌0) (где 𝜌0 > 0 и Γ𝒟 – сегмент Γ) на ℰ(𝑀) ∩ Π, такие, что Ξ(𝑠,0) = ℰ(𝑠) и при

достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡(Λ,ℰ ,𝜉0)) и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) выполнены следующие условия:
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(1”) цилиндр Π проективен относительно ℰ и ℰ ′, причем отображение ℰ ′ : ℰ ′−1(Π) → C𝑛

является вложением;

(2”) существует диффеоморфизмы Ξ : Ω → ℰ(𝑀) ∩ Π и Ξ′ : Ω → ℰ ′(𝑀), удовлетворяющие

оценке (4.1.79) и условиям Ξ(𝑠,0) = ℰ(𝑠) и Ξ′(𝑠,0) = ℰ ′(𝑠);

(3”) диффеоморфизм F′ = Ξ′ ∘ Ξ−1 удовлетворяет оценке (4.1.78), а обратное отображение

F
′−1 корректно определено на ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π̃.

(4”) множество ℰ(𝑀)∩Π содержится в 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡-окрестности ℰ ′(𝑀 ′), а множество ℰ ′(𝑀 ′)∩Π̃
– в 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡-окрестности ℰ(𝑀) в C𝑛.

Доказательство оценки (4.1.11) и проективности индуцированного вложения.

Пусть 𝜉 ∈ Γ; тогда 𝜉 содержится в цилиндре Π̃ = Π(𝜉,𝒟̃) =: Π(𝜉), для которого выпол-

нены свойства (1”)–(4”). Цилиндры Π(𝜉) образуют открытое покрытие компакта ℰ(Γ) в C𝑛,

из которого можно выбрать конечное подпокрытие {Π(𝜉𝑘)}𝐾1
𝑘=1.

Множество

ℰ̃(𝑀) := ℰ(𝑀)∖
(︁ 𝐾1⋃︁

𝑘=1

Π(𝜉𝑘)
)︁

компактно в C𝑛. Пусть 𝜉 ∈ ℰ̃(𝑀); тогда существует цилиндр Π = Π(𝜉,𝒟) =: Π(𝜉), для

которого выполнены свойства (1’)–(4’). Такие цилиндры Π(𝜉) образуют открытое покрытие

компакта ℰ̃(𝑀), из которого можно выбрать конечное подпокрытие {Π(𝜉𝑘)}𝐾2
𝑘=𝐾1+1. Таким

образом, {Π(𝜉𝑘)}𝐾2
𝑘=1 есть открытое покрытие ℰ(𝑀).

Ввиду свойств (4’) и (4”) и конечности покрытия, при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ)) и
всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) каждая часть ℰ(𝑀) ∩ Π(𝜉𝑘) поверхности ℰ(𝑀) содержится в 𝑐(ℰ ,Λ) 𝑡-
окрестности ℰ ′(𝑀 ′), а каждая часть ℰ ′(𝑀 ′)∩Π(𝜉𝑘) поверхности ℰ ′(𝑀 ′) содержится в 𝑐(ℰ ,Λ) 𝑡-
окрестности ℰ(𝑀). Отсюда и из определения расстояния Хаусдорфа получаем

𝑑𝐻(ℰ(𝑀),ℰ ′(𝑀 ′) ∩O) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ) 𝑡, (4.1.80)

где O есть объединение всех цилиндров Π(𝜉𝑘) (𝑘 = 1, . . . ,𝐾2).

Для завершения доказательства оценки (4.1.11) осталось показать, что ℰ ′(𝑀 ′) ∩ O =

ℰ ′(𝑀 ′) при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ)). Обозначим 𝑐1(ℰ) := distC𝑛(𝜕O,ℰ(𝑀)). Предпо-

ложим, что 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′)∖O; тогда distC𝑛(𝜉′,ℰ(𝑀)) ⩾ 𝑐1(ℰ). Поскольку поверхность ℰ ′(𝑀 ′) ли-

нейно связна, существует непрерывная кривая L′, соединяющая некоторую точку 𝜉′0 ∈ ℰ ′(Γ)

и 𝜉′. Поскольку distC𝑛(·,ℰ(𝑀)) является непрерывной функцией на кривой L′, существует

такое 𝜉′1 ∈ L′, что distC𝑛(𝜉′1,ℰ(𝑀)) = 𝑐1(ℰ)/2. Тогда 𝜉′1 ∈ ℰ ′(𝑀 ′) ∩ O и из (4.1.80) следует,

что distC𝑛(𝜉′1,ℰ(𝑀)) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ) 𝑡,, откуда 𝑡 ⩾ 𝑐1(ℰ)/2𝑐(ℰ ,Λ). Тем самым ℰ ′(𝑀 ′)∖O = ∅ при

достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ)) и потому из (4.1.80) вытекает оценка (4.1.11).

Теперь покажем, что ℰ ′ : 𝑀 ′ → C𝑛 действительно является проективным вложением при

достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ)) и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡). Ввиду свойств (1’) и (1”) отобра-
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жение ℰ ′ : 𝑀 ′ → C𝑛 является погружением. Отсюда же следует, что ℰ ′ инъективно (в самом

деле, если ℰ ′(𝑥′1) = ℰ ′(𝑥′2) = 𝜉′, то 𝑥′1 и 𝑥
′
2 содержатся в прообразе ℰ ′−1(Π(𝜉𝑘)) одного из ци-

линдров Π(𝜉𝑘); тогда равенство 𝑥
′
1 = 𝑥′2 вытекает из инъективности сужения ℰ ′ на ℰ ′−1(Π),

обеспечиваемой свойствами (1’) и (1”)). Таким образом, ℰ ′ : 𝑀 ′ → C𝑛 – действительно яв-

ляется вложением; последний факт оправдывает использование термина “индуцированное

вложение” по отношению к ℰ ′.

Из свойств (1’) и (1”) и равенства ℰ ′(𝑀 ′) ∩O = ℰ ′(𝑀 ′) следует, что ℰ ′(𝑀 ′) покрывается

проективными (относительно ℰ ′) цилиндрами Π(𝜉𝑘) (𝑘 = 1, . . . ,𝐾2). Тем самым, индуциро-

ванное вложение ℰ ′ проективно при малых 𝑡.

4.1.4 Построение почти изометрического отображения

Пусть ℰ = (𝑤1, . . . ,𝑤𝑛) – фиксированное вложение поверхности (𝑀,𝑔) в C𝑛. Пусть также

(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) и ℰ ′ = (𝑤′
1, . . . ,𝑤

′
𝑛) есть вложение (𝑀 ′,𝑔′) в C𝑛, индуцированное ℰ . Как

обычно, мы подразумеваем, что метрики на ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) индуцированы стандартной ев-

клидовой метрикой на C𝑛. В этом параграфе строится отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ : ℰ(𝑀) → ℰ ′(𝑀 ′),

которое является почти изометрическим диффеоморфизмом при малых 𝑡.

Способ построения 𝛼𝑀,𝑀 ′ следующий. Введем функцию расстояния

Eint : ℰ(𝑀)× ℰ ′(𝑀 ′) ↦→ [0,+∞), Eint(𝜉,𝜉
′) := |𝜉′ − 𝜉|2. (4.1.81)

При каждом 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) функция Eint(𝜉,·) достигает минимума в ближайшей к 𝜉 точке 𝜉′ ∈
ℰ ′(𝑀 ′).

Обозначим через 𝐿𝜉 кратчайшую геодезическую в ℰ(𝑀), соединяющую точку 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) с

краем ℰ(Γ) поверхности ℰ(𝑀). Возьмем в качестве полугеодезических координат точки 𝜉 ∈
ℰ(𝑀) пару (𝜍(𝜉),𝑟(𝜉)) ∈ Γ× [0,+∞), где ℰ(𝜍(𝜉)) ∈ ℰ(Γ) – конец геодезической 𝐿𝜉, а 𝑟 – длина

𝐿𝜉. Аналогично определяются полугеодезические координаты (𝜍 ′,𝑟′) на ℰ ′(𝑀 ′). Поскольку

край ℰ(Γ) = 𝜕ℰ(𝑀) гладкий, координаты (𝜍,𝑟) регулярны в некоторой приграничной полосе

𝑟(𝜉) < 2𝑟0. Далее мы покажем, что координаты (𝜍 ′,𝑟′) на ℰ ′(𝑀 ′) регулярны в приграничной

полосе 𝑟′(𝜉′) < 𝑟0, ширина 𝑟0 которой не зависит ни от малого параметра 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ)), ни
от поверхности (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡). Введем функцию

Eb : ℰ(𝑀)× ℰ ′(𝑀 ′) → [0,+∞), Eb(𝜉,𝜉
′) := distΓ

(︀
𝜍(𝜉),𝜍 ′(𝜉′)

)︀2
+ |𝑟′(𝜉′)− 𝑟(𝜉)|2. (4.1.82)

При 𝜉 ∈ ℰ(𝑀), 𝑟(𝜉) < 𝑟0 минимум функции Eb(𝜉,·) достигается в точке 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) с полу-

геодезическими координатами 𝜍 ′(𝜉′) = 𝜍(𝜉) и 𝑟′(𝜉′) = 𝑟(𝜉).

Пусть 𝜒 – гладкая срезающая функция на [0,+∞) равная единице при 𝑟 < 𝑟+/2 и нулю

при 𝑟 < 𝑟+, где 𝑟+ ∈ (0,𝑟0). Введем модифицированную функцию расстояния

E : ℰ(𝑀)× ℰ ′(𝑀 ′) → [0,+∞)
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правилом

E := (1− 𝜒(𝑟))Eint + 𝜒(𝑟)Eb. (4.1.83)

Для каждого 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) мы определяем 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) ∈ ℰ ′(𝑀 ′) как точку глобального минимума

функции 𝜉′ ↦→ E(𝜉,𝜉′). Далее мы докажем, что при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ)) и всех

(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ корректно определено (т.е. точка глобального мини-

мума E(𝜉,·) единственна), является диффеоморфизмом между ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) и почти изо-

метрично (удовлетворяет оценке (4.1.13)). Для этого наряду с функцией E рассматривается

“невозмущенная” функция расстояния E0, которая получается подстановкой (𝑀 ′,𝑔′) = (𝑀,𝑔),

ℰ ′(𝑀 ′) = ℰ(𝑀) в формулы (4.1.81), (4.1.82), (4.1.83). Тогда при каждом 𝜉 ∈ ℰ(𝑀), функция

𝜉′ ↦→ E0(𝜉,𝜉
′) имеет единственную точку минимума 𝜉′ = 𝜉 (таким образом, в предельном

случае (𝑀 ′,𝑔′) = (𝑀,𝑔), ℰ ′(𝑀 ′) = ℰ(𝑀) отображение 𝛼𝑀,𝑀 : ℰ(𝑀) → ℰ(𝑀) тождественно и,

очевидно, является точной изометрией).

Локальное построение отображения 𝛼𝑀,𝑀 ′ вдали от границы ℰ(Γ). Пусть 𝜉0 ∈
ℰ(𝑀)∖ℰ(Γ) и 𝑟(𝜉0) > 𝑟+; тогда 𝜉0 содержится в цилиндре Π = Π(𝜉,𝒟), удовлетворяющем

условиям (1’)-(4’) из §4.1.3. Уменьшая диаметр базы 𝒟, можно считать, что 𝜒(𝑟) = 0 на

ℰ(𝑀) ∩ Π. Тогда функция E совпадает с Eint на множестве
(︀
ℰ(𝑀) ∩ Π

)︀
×
(︀
ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π

)︀
.

Возьмем проекции 𝑧 := p𝜉𝜉, 𝑧
′ := p𝜉𝜉

′, 𝑧′′ := p𝜉𝜉
′′ в качестве локальных координат точек

𝜉,𝜉′′ ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π и 𝜉′ ∈ ℰ(𝑀 ′) ∩ Π. В этих координатах функции E и E0 записываются в виде

E(𝜉,𝜉′) = Eint(Ξ(𝑧),Ξ
′(𝑧′)) = |Ξ′(𝑧′)− Ξ(𝑧)|2 =: Eloc(𝑧,𝑧′);

E0(𝜉,𝜉
′′) = Eint(Ξ(𝑧),Ξ(𝑧

′′)) = |Ξ(𝑧′′)− Ξ(𝑧)|2 =: Eloc
0 (𝑧,𝑧′′),

где функции Ξ : 𝒟 → ℰ(𝑀)∩Π и Ξ′ : 𝒟 → ℰ(𝑀 ′)∩Π обращают проекцию p𝜉 и удовлетворяют

оценкам (4.1.41) ввиду свойства (2’). Из (4.1.41) следует, что

‖Eloc − Eloc
0 ‖𝐶𝑙(𝒟×𝒟;R) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π,𝑙) 𝑡 (4.1.84)

при всех 𝑙 = 0,1, . . . .

Напомним, что 𝑧′′ = 𝑧 это единственная и притом невырожденная точка минимума функ-

ции Eloc
0 (𝑧,·). Выбирая диаметр базы 𝒟 достаточно малым (тогда ℰ(𝑀) достаточно хорошо

приближается плоскостью в цилиндре Π), можно считать, что при любом 𝑧 ∈ 𝒟 функция

𝑧′′ ↦→ Eloc
0 (𝑧,𝑧′′) не имеет других критических точек на 𝒟. Основываясь на близости функций

Eloc и Eloc
0 (см. (4.1.84)), мы собираемся показать, что то же самое верно для Eloc, причем точка

минимума 𝑧′ функции Eloc(𝑧,·) близка к 𝑧. Для этого нам понадобится лемма об устойчивости

решений 𝜅 неявного уравнения F (𝑥,𝜅(𝑥)) = 0 относительно малых возмущений функции ℱ .

Лемма 4.1.6. Пусть 𝑋0,𝑋,𝑌 – области в конечномерном пространстве E с компактными

замыканиями 𝑋0,𝑋,𝑌 , соответственно, и 𝑋 ⊂ 𝑋0. Пусть F ∈ 𝐶2(𝑋0 × 𝑌 ;E). Предпо-
ложим, что множество всех нулей функции F является графиком некоторой функции
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𝜅 ∈ 𝐶1(𝑋0;𝑌 ) и что матрица Якоби F ′
𝑦(𝑥,·) функции F (𝑥,·) при всех 𝑥 ∈ 𝑋0 удовлетворя-

ет условию

detF ′
𝑦(𝑥,𝜅(𝑥)) ̸= 0. (4.1.85)

Тогда существует такое достаточно малое 𝜀0, что для любой функции H ∈ 𝐶1(𝑋0×𝑌 ;E),
удовлетворяющей оценке

‖H − F‖𝐶1(𝑋0×𝑌 ;E) =: 𝜀(ℋ) ⩽ 𝜀0 (4.1.86)

множество нулей H на 𝑋 × 𝑌 является графиком некоторой функции κ ∈ 𝐶1(𝑋;𝑌 ) и

выполнено неравенство

‖κ − 𝜅‖𝐶1(𝑋;𝑌 ) ⩽ 𝑐(F )𝜀(ℋ) (4.1.87)

(здесь константа 𝑐 не зависит от H и 𝜀). Если при этом 𝜅 : 𝑋0 → 𝑌 является диффео-

морфизмом из 𝑋0 на свой образ 𝜅(𝑋0) ⊂ 𝑌 , то κ также является диффеоморфизмом из 𝑋

на κ(𝑋) ⊂ 𝑌 .

Доказательство леммы 4.1.6 получается несложной модификацией доказательства теоре-

мы о неявной функции (для полноты изложения детали доказательства приведены в §4.1.5).

Используя обозначения F (𝑥,𝑦) = ∇𝑦E0(𝑥,𝑦) и H (𝑥,𝑦) = ∇𝑦E(𝑥,𝑦), перепишем лемму 4.1.6 в

следующем виде.

Лемма 4.1.7. Пусть 𝑋0,𝑋,𝑌 – области в конечномерном пространстве E с компактными

замыканиями 𝑋0,𝑋,𝑌 , соответственно, и 𝑋 ⊂ 𝑋0. Пусть также E0 ∈ 𝐶3(𝑋0 × 𝑌 ;R).
Предположим, что при каждом 𝑧 ∈ 𝑋0 критическая точка функции E0(𝑧,·) единственна
и невырождена и множество таких критических точек является графиком некоторой

функции 𝜅 ∈ 𝐶1(𝑋0;𝑌 ). Тогда существует такое достаточно малое 𝜀0, что для любой

функции E ∈ 𝐶2(𝑋0 × 𝑌 ;R), удовлетворяющей оценке

‖E− E0‖𝐶2(𝑋0×𝑌 ;R) =: 𝜀(E) ⩽ 𝜀0,

множество критических точек E(𝑧,·) (𝑧 ∈ 𝑋) является графиком некоторой функции κ ∈
𝐶1(𝑋;𝑌 ) и справедливо неравенство

‖κ − 𝜅‖𝐶1(𝑋;𝑌 ) ⩽ 𝑐𝜀(E)

(здесь константа 𝑐 не зависит от E и 𝜀). Если при этом 𝜅 : 𝑋0 → 𝑌 является диффеомор-

физмом, то κ также является диффеоморфизмом.

Пусть область 𝒟̃ ∋ p𝜉𝜉0 содержится вместе со своим замыканием в 𝒟. Подставим 𝑋0 =

𝑌 = 𝒟, 𝑋 = 𝒟̃, E0 = Eloc
0 , E = Eloc и 𝜅 = Id в лемму 4.1.7. Ввиду оценки (4.1.84) при

достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π)) из леммы 4.1.7 вытекает существование отображения̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′ : 𝒟̃ → C со следующими свойствами:
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a’) для любого 𝑧 ∈ 𝒟̃, значение ̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′(𝑧) есть (единственная и невырожденная) критиче-

ская точка функции Eloc(𝑧,·) на 𝒟;

b’) ̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′ является диффеоморфизмом из 𝒟̃ на свой образ ̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′(𝒟̃) ⊂ 𝒟;

c’) справедлива оценка

‖̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′ − Id‖𝐶1(𝒟̃;C) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡. (4.1.88)

Сужая диаметр базы 𝒟, можно считать, что все вышеописанные факты справедливы после

замены 𝒟̃ на 𝒟. Теперь формула

𝛼𝑀,𝑀 ′ := Ξ′ ∘ ̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′ ∘ p𝜉.

определяет отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ на участке ℰ(𝑀) ∩ Π поверхности ℰ(𝑀). Ввиду свойства a’)

и близости (4.1.11) поверхностей ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) при малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π)) отображение
𝛼𝑀,𝑀 ′ переводит точку 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π в ближайшую к ней точку поверхности ℰ ′(𝑀 ′). От-

сюда же (после замены 𝒟̃ на 𝒟) следует, что при каждом 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π значение 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉)

является единственной критической точкой функции E(𝜉,·) на ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π́, где Π́ := Π(𝜉,𝒟́)

– больший цилиндр, содержащий замыкание Π. Отсюда, из определения (4.1.83) функции

E и из близости (4.1.43) поверхностей ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) следует, что при достаточно малых 𝑡

значение 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) является единственной точкой глобального минимума функции E(𝜉,·) на
ℰ ′(𝑀 ′). Далее, из условия b’) следует, что 𝛼𝑀,𝑀 ′ является диффеоморфизмом из ℰ(𝑀) ∩ Π

на свой образ 𝛼𝑀,𝑀 ′(ℰ(𝑀) ∩ Π). Наконец, из оценок (4.1.79) и (4.1.88) следует, что

|𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉)− 𝜉| ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡 (𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π). (4.1.89)

Покажем, что введенное таким образом отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ почти изометрично при малых

𝑡 > 0. Пусть 𝜑 : [0,1) → ℰ(𝑀) – гладкая кривая c началом 𝜑(0) = 𝜉 ∈ ℰ(𝑀)∩Π и касательным

вектором 𝐴 в точке 𝜉. Обозначим 𝑧 := p𝜉𝜉 и 𝑎 =
(︀
𝑑p𝜉∘𝜑/𝑑𝑡

)︀⃒⃒
𝑡=0

. Введем кривую 𝜑′ := 𝛼𝑀,𝑀 ′∘𝜑
на поверхности ℰ ′(𝑀 ′) и обозначим через 𝜉′ := 𝜑′(0) = 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉), а через 𝐴′ – касательный

вектор к 𝜑′ в точке 𝜉′; тогда 𝐴′ := 𝑑𝛼𝑀,𝑀 ′ [𝐴]. Положим 𝑧′ := p𝜉𝜑
′(0) and 𝑎′ :=

(︀
𝑑p𝜉 ∘𝜑′/𝑑𝑡

)︀⃒⃒
𝑡=0

;

тогда 𝑧′ = ̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′(𝑧) и 𝑎′ = 𝑑̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′ [𝑎].

Поскольку компоненты 𝜉𝑘 = Ξ𝑘(𝑧) = p𝜉Ξ(𝑧) = 𝑤𝑘 ∘ 𝑤−1

𝜉
(𝑧) и 𝜉′𝑘 = Ξ′

𝑘(𝑧) = p𝜉Ξ
′(𝑧′) =

𝑤′
𝑘 ∘ 𝑤′−1

𝜉
(𝑧′) точек 𝜉 and 𝜉′ являются голоморфными функциями от координат 𝑧,𝑧′ ∈ 𝒟,

длины касательных векторов 𝐴, 𝐴′ (относительно евклидовой метрики на C𝑛) равны

‖𝐴‖2𝑇𝜉C𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝜕𝑧Ξ𝑘(𝑧)|2|𝑎|2, ‖𝐴′‖2𝑇𝜉′C𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝜕𝑧′Ξ′
𝑘(𝑧

′)|2|𝑎′|2;

в частности,
‖𝐴′‖𝑇𝜉′C𝑛

‖𝐴‖𝑇𝜉C𝑛

=
|𝑎′|
|𝑎|

=
|𝑑̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′ [𝑎]|

|𝑎|
.
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Отсюда и из оценки (4.1.88) получаем неравенство

sup
𝜉∈ℰ(𝑀)∩Π, 𝐴∈𝑇𝜉ℰ(𝑀)

⃒⃒⃒⃒
⃒‖𝑑𝛼M,M′ [𝐴]‖𝑇𝛼𝑀,𝑀′ (𝜉)C𝑛

‖𝐴‖𝑇𝜉C𝑛

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡, (4.1.90)

справедливое для достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π)) и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡).

Итак, мы показали, что всякая точка 𝜉0 ∈ ℰ(𝑀), такая, что 𝑟(𝜉0) > 𝑟+, содержится в таком

цилиндре Π = Π(𝜉,𝒟), что при достаточно малых 𝑡 ∈ (0,𝑡(𝜉0,Λ,ℰ ,𝜉0)) и любых (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡)

наряду со свойствами (1’)-(4’) выполнены следующие условия:

(5’) определено отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ : ℰ(𝑀) ∩ Π → ℰ ′(𝑀 ′), которое является диффеомор-

физмом на свой образ и удовлетворяет оценкам (4.1.89), (4.1.90).

(6’) для всех 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π, значение 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) является единственной точкой глобального

минимума функции E(𝜉,·) на ℰ ′(𝑀 ′).

Локальное построение отображения 𝛼𝑀,𝑀 ′ в приграничной зоне. Пусть 𝜉0 ∈ ℰ(Γ);
тогда 𝜉0 содержится в цилиндрах Π = Π(𝜉,𝒟) и Π̃ = Π(𝜉,𝒟̃) ⊂ Π, удовлетворяющих условиям

(1”)–(4”). Пусть (𝜍,𝑟), (𝜍 ′′,𝑟′′) и (𝜍 ′,𝑟′) – полугеодезические координаты точек 𝜉,𝜉′′ ∈ ℰ(𝑀) ∩Π

и 𝜉′ ∈ ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π, соответственно, введенные перед (4.1.82). Уменьшая диаметр базы 𝒟
при необходимости, можно считать, что координаты (𝜍,𝑟) регулярны на ℰ(𝑀)∩Π. Наряду с

полугеодезическими координатами (𝜍,𝑟) и (𝜍 ′,𝑟′) мы будем использовать координаты

(𝑠,𝜌) := Ξ−1(𝜉), (𝑠′,𝜌′) := Ξ
′−1(𝜉′), (𝑠′′,𝜌′′) := Ξ−1(𝜉′′) (4.1.91)

где Ξ,Ξ′ – отображения из условия (2”). Отождествляя координаты 𝑠,𝑠′ ∈ Γ с их естествен-

ными параметрами, можно считать, что область определения Ω = Γ𝒟 × [0,𝜌0) отображений

Ξ и Ξ′ вложена в верхнюю полуплоскость в R2.

Пусть 𝑔 (соотв., 𝑔′) – матрица метрического тензора на ℰ(𝑀) (соотв., на ℰ ′(𝑀 ′)), запи-

санного в локальных координатах (𝑠,𝜌) (соотв., (𝑠′,𝜌′)). Пусть 𝑒𝑠 := 𝜕𝑠 и 𝑒𝜌 := 𝜕𝜌 – базис в

𝑇(𝑠,𝜌)Ω; тогда

𝑔𝑝𝑞 = 𝑑Ξ[𝑒∙] · 𝑑Ξ[𝑒∘] = Re
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜕𝑝Ξ𝑘(𝑠,𝜌)𝜕𝑞Ξ𝑘(𝑠,𝜌),

𝑔′𝑝𝑞 = 𝑑Ξ′[𝑒∙] · 𝑑Ξ′[𝑒∘] = Re
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜕𝑝Ξ
′
𝑘(𝑠,𝜌)𝜕𝑞Ξ

′
𝑘(𝑠,𝜌),

где 𝑝,𝑞 = 𝑠,𝜌 и · обозначает скалярное произведение векторов в C𝑛 ≡ 𝑇Ξ(𝑠,𝜌)C𝑛 ≡ 𝑇Ξ′(𝑠,𝜌)C𝑛.

Отсюда и из оценки (4.1.79) (см. условие (2”)) вытекает неравенство

‖𝑔′ − 𝑔‖𝐶𝑙(Ω;𝑀2(R)) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π,𝑙) 𝑡. (4.1.92)
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Основываясь на близости метрик (4.1.92), мы собираемся показать, что полугеодезические

координаты (𝜍 ′,𝑟′) регулярны на ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π при достаточно малых 𝑡 и близки (в подходя-

щем смысле) к полугеодезическим координатам (𝜎,𝑟) на ℰ(𝑀)∩Π. Для этого воспользуемся

следующей леммой об устойчивости решений задачи Коши для уравнения геодезической от-

носительно малых возмущений метрики и начальных данных.

Лемма 4.1.8. Пусть 𝑔 – гладкий метрический тензор на R2 и k := (𝜇,𝜚) – полугеодезиче-

ские координаты на (R2,𝑔); здесь (𝜇(𝑥1,𝑥2),0) и |𝜌(𝑥)| это, соответственно, конец и длина

кратчайшей геодезической (в метрике 𝑔), соединяющей (𝑥1,𝑥2) с границей R×{0} полуплос-
кости, причем 𝜌 > 0 на верхней полуплоскости 𝑥2 > 0 и 𝜌 < 0 на нижней полуплоскости

𝑥2 < 0. Предположим, что координаты k := (𝜇,𝜚) регулярны в прямоугольнике

R0 := [−𝑘,𝑘]× [𝜚1,𝜚2],

где 𝜚1 < 0 и 𝜚2 > 0, 𝑘 > 0. Пусть 𝑞 ∈ (0,1) и

R := [−𝑞𝑘,𝑞𝑘]× [𝑞𝜚1,𝑞𝜚2].

Тогда существует такое достаточно малое 𝜖0 = 𝜖0(𝑔,𝑞) > 0, что для любой гладкой мет-

рики 𝑔′ на R2, подчиненной неравенству

‖𝑔′ − 𝑔‖𝐶3(R2;𝑀2(R)) =: 𝜖(𝑔′) ⩽ 𝜖0, (4.1.93)

полугеодезические координаты k′ := (𝜇′,𝜚′) на (R2,𝑔′) регулярны на R и подчиняются оценке

‖k′ − k‖𝐶2(R;R2) ⩽ 𝑐(𝑔,𝑞)𝜖(𝑔′) (4.1.94)

с константой, не зависящей от g′.

Доказательство леммы 4.1.8 получается модификацией доказательства теоремы о непре-

рывной зависимости решения задачи Коши от исходных данных и параметра (для полноты

изложения детали доказательство приведены в §4.1.5).

Для применения леммы 4.1.8 следует отметить, что любую гладкую метрику 𝑔 на прямо-

угольнике R+
0 := [−𝑘,𝑘] × [0,𝜌2] можно продолжить с сохранением гладкости на все R2; при

этом всякий отрезок [−𝑘,𝑘]×{0} содержится в достаточно малой окрестности в R2, на кото-

рой регулярны полугеодезические координаты (𝜇,𝜚). В то же время любую гладкую метрику

𝑔 на R+
0 , удовлетворяющую условию

‖𝑔′ − 𝑔‖𝐶3(R+
0 ;𝑀2(R)) ⩽ 𝜖



150

можно продолжить (с сохранением гладкости) на все R2 так, чтобы выполнялось неравенство

‖𝑔′ − 𝑔‖𝐶3(R2;𝑀2(R)) ⩽ 2𝜖.

Положим

k(𝑠,𝜌) := (𝜍(Ξ(𝑠,𝜌)),𝑟(Ξ(𝑠,𝜌))), k′(𝑠,𝜌) := (𝜍 ′(Ξ′(𝑠,𝜌)),𝑟′(Ξ′(𝑠,𝜌))), (4.1.95)

где (𝑠,𝜌) ∈ Ω; тогда k есть полугеодезические координаты на (Ω,𝑔), а k′ – полугеодезические

координаты на (Ω,𝑔′). Применяя лемму 4.1.8 и уменьшая диаметры 𝒟 и Ω, получаем, что

координаты k′ регулярны на Ω, а координаты (𝜍 ′,𝑟′) регулярны на ℰ ′(𝑀 ′)∩Π. Кроме того, из

леммы 4.1.8 вытекает неравенство

‖k′ − k‖𝐶2(Ω;R2) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π,𝑙) 𝑡. (4.1.96)

Отсюда и из леммы 4.1.5 имеем

‖k′−1 ∘ k− Id‖𝐶2(Ω;R2) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡, (4.1.97)

где Id – тождественное отображение на Ω. Таким образом, доказано, что любая точка

𝜉0 ∈ ℰ(Γ) содержится в некотором цилиндре Π = Π(𝜉,𝒟̃), что при достаточно малых

𝑡 ∈ (0,𝑡0(Λ,ℰ ,𝜉0)) и любых (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) наряду со свойствами (1”)–(4”) выполнено условие

(5”) полугеодезические координаты (𝜍,𝑟) и (𝜍 ′,𝑟′) регулярны на ℰ(𝑀) ∩ Π и ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π, со-

ответственно, и удовлетворяют оценке (4.1.96), где k и k′ заданы в (4.1.95).

Цилиндры Π = Π(𝜉0), удовлетворяющие условиям (1”)–(5”), образуют открытое покрытие

{Π(𝜉0)}𝜉0∈ℰ(Γ) – открытое покрытие компакта ℰ(Γ), из которого можно выбрать конечное

подпокрытие {Π(𝜉𝑘)}𝐾0
𝑘=1. Обозначим

Q :=

𝐾0⋃︁
𝑘=1

Π(𝜉𝑘).

Из свойства (5”) следует, что при достаточно малых 𝑡 ∈ (0,𝑡0(Λ,ℰ)) и любых (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡)

полугеодезические координаты (𝜍 ′,𝑟′) регулярны на ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Q и, в частности, в некоторой

полосе 𝑟′(𝜉′) ⩽ 𝑟0, содержащейся в Q (здесь 𝑟0 не зависит ни от 𝑡, ни от (𝑀 ′,𝑔′)). Далее мы

считаем, что ширина 𝑟+ срезки 𝜒 в (4.1.83) фиксирована и 𝑟+ ∈ (0,𝑟0).

Далее, уменьшая диаметр базы 𝒟 цилиндра Π ∋ 𝜉0, можно считать, что 𝜒(𝑟) = 0 на

ℰ(𝑀) ∩ Π. Тогда сужение E на (ℰ(𝑀) ∩ Π)× (ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π) имеет вид

E(𝜉,𝜉′) = (𝜍 ′(𝜉′)− 𝜍(𝜉))2 + (𝑟′(𝜉′)− 𝑟(𝜉))2.
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Значит, при любом 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π функция 𝜉′ ↦→ E(𝜉,𝜉′) имеет единственную, и притом

невырожденную, точку глобального минимума 𝜉′ =: 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) на ℰ ′(𝑀 ′) с полугеодезическими

координатами (𝜍 ′,𝑟′) = (𝜍,𝑟). Поскольку координаты (𝑠,𝜌) и (𝑠′,𝜌′) регулярны на ℰ(𝑀) ∩ Π и

ℰ ′(𝑀 ′)∩Π, соответственно, ясно, что введенное таким образом отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ является

диффеоморфизмом из ℰ(𝑀) ∩ Π на свой образ в ℰ ′(𝑀 ′). Отметим, что при 𝜉 = ℰ(𝑥), 𝑥 ∈ Γ

для 𝜉′ =: 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) справедливы равенства (𝜍 ′,𝑟′) = (𝜍,𝑟) = (𝑥,0). Поэтому

𝛼𝑀,𝑀 ′(ℰ(𝑥)) = ℰ ′(𝑥) (𝑥 ∈ Γ,ℰ(𝑥) ∈ Π). (4.1.98)

Из формул (4.1.91) и (4.1.95) имеем

𝛼𝑀,𝑀 ′ = Ξ′ ∘
[︀
k
′−1 ∘ k

]︀
∘ Ξ−1. (4.1.99)

Отсюда и из оценок (4.1.97) и (4.1.79) получаем

|𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉)− 𝜉| ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡 (𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π). (4.1.100)

Наконец, из представления (4.1.99) и оценок (4.1.92) и (4.1.97) следует, что отображение

𝛼𝑀,𝑀 ′ почти изометрично, то есть

sup
𝜉∈ℰ(𝑀)∩Π, 𝐴∈𝑇𝜉ℰ(𝑀)

⃒⃒⃒⃒
⃒‖𝑑𝛼M,M′ [𝐴]‖𝑇𝛼𝑀,𝑀′ (𝜉)C𝑛

‖𝐴‖𝑇𝜉C𝑛

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡 (4.1.101)

при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π)) и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡). Таким образом, доказано, что

любая точка 𝜉0 ∈ ℰ(Γ) содержится в некотором цилиндре Π = Π(𝜉,𝒟̃), что при достаточно

малых 𝑡 ∈ (0,𝑡0(Λ,ℰ ,𝜉0)) и любых (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) наряду со свойствами (1”)–(5”) выполнены

следующие условия:

(6”) определено отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ : ℰ(𝑀) ∩ Π → ℰ ′(𝑀 ′), которое является диффеомор-

физмом на свой образ и удовлетворяет оценкам (4.1.100) и (4.1.101);

(7”) для всех 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π, значение 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) является единственной точкой глобального

минимума функции E(𝜉,·) на ℰ ′(𝑀 ′);

(8”) Полугеодезические координаты (𝜍 ′(𝜉′),𝑟′(𝜉′)) и (𝜍(𝜉),𝑟(𝜉)) точек 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π и

𝜉′ = 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) совпадают; в частности, при 𝑥 ∈ Γ, ℰ(𝑥) ∈ Π справедливо равенство

𝛼𝑀,𝑀 ′(ℰ(𝑥)) = ℰ ′(𝑥).

Цилиндры Π = Π(𝜉0), удовлетворяющие условиям (1”)–(8”), образуют открытое покрытие

компакта ℰ(Γ), из которого можно выбрать конечное подпокрытие. Указанное подпокрытие
содержит ℰ(Γ) вместе с некоторой приграничной полосой 𝑟(𝜉) ⩽ 2𝑟− в ℰ(𝑀), где 𝑟− > 0.
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Локальное построение отображения 𝛼𝑀,𝑀 ′ в промежуточной зоне. Теперь пусть

𝜉0 ∈ ℰ(𝑀) и 𝑟(𝜉0) ∈ [𝑟−,𝑟+]. Тогда 𝜉0 ∈ Q и, в частности 𝜉 содержится в некотором цилиндре

Π = Π(𝜉,𝒟), удовлетворяющем свойствам (1”)–(5”); в частности, на ℰ(𝑀) ∩ Π и ℰ ′(𝑀 ′) ∩ Π

определены полугеодезические координаты и координаты (4.1.91). Отметим, что диаметр

базы 𝒟 можно уменьшать, не нарушая условий (1”)–(5”); поэтому можно считать, что Π не

пересекается с ℰ(Γ).
В отличие от рассмотренных ранее случаев, теперь выражение (4.1.83) для E(𝜉,𝜉′) не

упрощается, поскольку срезающие функции 𝜒(𝑟) и 1−𝜒(𝑟), вообще говоря, не аннулируются
на ℰ(𝑀) ∩ Π. Запишем функции E и E0 в локальных координатах (4.1.91),

E(𝜉,𝜉′) =
(︀
1− 𝜒(𝑟(𝑠,𝜌))

)︀
|Ξ′(𝑠′,𝜌′)− Ξ(𝑠,𝜌)|2 + 𝜒(𝑟(𝑠,𝜌))|k′(𝑠′,𝜌′)− k(𝑠,𝜌)|2 =: Eloc(𝑠,𝜌,𝑠′,𝜌′);

E0(𝜉,𝜉
′′) =

(︀
1− 𝜒(𝑟(𝑠,𝜌))

)︀
|Ξ(𝑠′′,𝜌′′)− Ξ(𝑠,𝜌)|2 + 𝜒(𝑟(𝑠,𝜌))|k(𝑠′′,𝜌′′)− k(𝑠,𝜌)|2 =: Eloc

0 (𝑠,𝜌,𝑠′′,𝜌′′).

(4.1.102)

Напомним, что 𝜉′′ = 𝜉 есть единственная (и притом невырожденная) точка глобального

минимума функции 𝜉′′ ↦→ E0(𝜉,𝜉
′′); выбирая диаметр базы 𝒟 достаточно малым (тогда ℰ(𝑀)

достаточно хорошо приближается плоскостью в цилиндре Π), можно считать, что при любом

𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π функция E0(𝜉,·) не имеет на ℰ(𝑀) ∩ Π критических точек, отличных от 𝜉.

Поэтому при любых (𝑠,𝜌) ∈ Ω (где область Ω = Ξ−1(ℰ(𝑀) ∩ Π) такая же, как в условии

(2”)) “невозмущенная” функция (𝑠′′,𝜌′′) ↦→ Eloc
0 (𝑠,𝜌,𝑠′′,𝜌′′) имеет на Ω единственную, и притом

невырожденную, критическую точку (𝑠′′,𝜌′′) = (𝑠,𝜌). Ввиду оценок (4.1.79) и (4.1.96) при

малых 𝑡 имеем

‖Eloc − Eloc
0 ‖𝐶2(Ω×Ω;R) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π) 𝑡. (4.1.103)

Пусть область Ω̃ ∋ Ξ−1(𝜉0) содержится вместе со своим замыканием в Ω. Из оценки (4.1.103),

определения (4.1.83) функции E и леммы 4.1.7 (с 𝑋0 = Ω, 𝑌 = Ω̃ и E0 = Eloc
0 , E = Eloc, and

𝜅(𝑧) = Id) следует, что при при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π)) и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡)

на Ω̃ определено отображение ̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′ со следующими свойствами

a”) для любого (𝑠,𝜌) ∈ Ω̃, значение ̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′(𝑠,𝜌) это (единственная и невырожденная) точка

глобального минимума функции (𝑠′,𝜌′) ↦→ Eloc(𝑠,𝜌,𝑠′,𝜌′) на Ω;

b”) ̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′ является диффеоморфизмом из Ω̃ на свой образ ̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′(Ω̃);

c”) справедливо неравенство

‖̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′ − Id‖𝐶2(Ω̃;R2) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,Π,Ω̃) 𝑡. (4.1.104)

Уменьшая диаметр базы 𝒟, можно заменить Ω̃ на Ω в a”)-с”). Определим отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′

на ℰ(𝑀) ∩ Π формулой

𝛼𝑀,𝑀 ′ := Ξ′ ∘ ̂︀𝛼𝑀,𝑀 ′ ∘ Ξ−1.
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Из свойства a”) и близости (4.1.11) поверхностей ℰ(𝑀) и ℰ ′(𝑀 ′) следует, что при малых

𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ ,Π)) отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ переводит 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩Π в единственную точку глобаль-

ного минимума функции 𝜉′ ↦→ E(𝜉,𝜉′) на ℰ ′(𝑀 ′). Из свойства b”) следует, что 𝛼𝑀,𝑀 ′ является

диффеоморфизмом из ℰ(𝑀) ∩ Π на свой образ 𝛼𝑀,𝑀 ′(ℰ(𝑀) ∩ Π). Из (4.1.104) и (4.1.79) вы-

текает неравенство (4.1.100), а из (4.1.92) и (4.1.104) – оценка (4.1.101), означающая, что

отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ почти изометрично при малых 𝑡.

Итак, доказано, что любая точка 𝜉0 ∈ ℰ(Γ) содержится в некотором цилиндре Π = Π(𝜉,𝒟̃),

который удовлетворяет свойствам (1”-7”) при достаточно малых 𝑡 ∈ (0,𝑡0(Λ,ℰ ,𝜉0)) и всех

(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡).

Построение глобального диффеоморфизма 𝛼𝑀,𝑀 ′. Как показано выше, любая точка

𝜉0 ∈ ℰ(𝑀) содержится в некотором цилиндре Π = Π(𝜉0), на котором при достаточно малых

𝑡 ∈ (0,𝑡0(Λ,ℰ ,𝜉0)) и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) определено отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ : ℰ(𝑀)∩Π → ℰ ′(𝑀 ′),

которое является диффеоморфизмом на свой образ и удовлетворяет условиям:

(1*) для всех 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π, значение 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) является единственной точкой глобального

минимума функции E(𝜉,·) на ℰ ′(𝑀 ′);

(2*) 𝛼𝑀,𝑀 ′ является диффеоморфизмом из ℰ(𝑀)∩Π на свой образ 𝛼𝑀,𝑀 ′(ℰ(𝑀)∩Π) в ℰ ′(𝑀 ′);

(3*) для всех 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) ∩ Π справедлива оценка

sup
𝐴∈𝑇𝜉ℰ(𝑀)

⃒⃒⃒⃒
⃒‖𝑑𝛼M,M′ [𝐴]‖𝑇𝛼𝑀,𝑀′ (𝜉)C𝑛

‖𝐴‖𝑇𝜉C𝑛

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒+ |𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉)− 𝜉| ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ,𝜉0) 𝑡; (4.1.105)

(4*) если 𝜉 ∈ Π и 𝑟(𝜉) ⩽ 𝑟−, то полугеодезические координаты (𝜍 ′(𝜉′),𝑟′(𝜉′)) и (𝜍(𝜉),𝑟(𝜉)) точек

𝜉 и 𝜉′ = 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) совпадают; в частности, если 𝑥 ∈ Γ и ℰ(𝑥) ∈ Π, то 𝛼𝑀,𝑀 ′(ℰ(𝑥)) = ℰ ′(𝑥).

Цилиндры Π(𝜉0) (𝜉0 ∈ ℰ(𝑀)) с вышеуказанными свойствами образуют открытое покры-

тие компакта ℰ(𝑀), из которого можно выбрать конечное подпокрытие Π𝑘 = Π(𝜉0(𝑘)),

𝑘 = 1, . . . ,𝐾. Рассматривая только цилиндры из этого подпокрытия, можно считать, что

все константы 𝑐,𝑡0 выше не зависят от 𝜉0. Кроме того, существует такое достаточно малое

число 𝜖0 > 0, что 𝜖0-окрестность любой точки 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) в C𝑛 целиком содержится в одном

из цилиндров Π𝑘.

Ввиду условия (1*) отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ определено глобально на ℰ(𝑀) (то есть значение

𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉) не зависит от выбора цилиндра Π𝑘 ∋ 𝜉) и переводит 𝜉 ∈ ℰ(𝑀) в (единственную)

глобального минимума функции E(𝜉,·) на ℰ ′(𝑀 ′). В силу свойства (2*) отображение

𝛼𝑀,𝑀 ′ : ℰ(𝑀) → ℰ ′(𝑀 ′) (4.1.106)



154

является локальными диффеоморфизмом. При из неравенств (4.1.105) в условии (3*) выте-

кают оценки (4.1.13) и (4.1.14). Таким образом, 𝛼𝑀,𝑀 ′ почти изометрично при малых 𝑡. Из

свойства (4*) вытекает соотношение (4.1.12).

Осталось показать, что отображение (4.1.106) является диффеоморфизмом. Предполо-

жим, что 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝜉1) = 𝛼𝜉2 = 𝜉′. Из оценки (4.1.105) имеем

|𝜉1 − 𝜉2| ⩽ |𝜉1 − 𝜉′|+ |𝜉2 − 𝜉′| ⩽ 2𝑐(ℰ ,Λ,𝜉0) 𝑡 < 𝜖0

при достаточно малых 𝑡 ∈ (0,𝑡0(Λ,ℰ)). Тогда обе точки 𝜉1,𝜉2 содержатся в некотором цилиндре

Π𝑘. Ввиду свойства (2*) сужение 𝛼𝑀,𝑀 ′ на ℰ(𝑀)∩Π𝑘 является диффеоморфизмом и потому

𝜉1 = 𝜉2. Таким образом, отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ инъективно.

Далее, пусть 𝑈Γ – приграничная полоса 𝑟(𝜉) < 𝑟− в ℰ(𝑀) и 𝑈int – дополнение к пригра-

ничной полосе 𝑟(𝜉) ⩽ 𝑟−/2 в ℰ(𝑀). В силу свойства (4*) образ 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝑈Γ) есть приграничная

полоса 𝑟′(𝜉′) < 𝑟− в ℰ ′(𝑀 ′), в частности, множество 𝛼(𝑈Γ) открыто. Поскольку 𝛼𝑀,𝑀 ′ является

локальными диффеоморфизмом (т.е. его дифференциал 𝑑𝛼𝑀,𝑀 ′ невырожден всюду на ℰ(𝑀)),

𝛼𝑀,𝑀 ′ переводит открытое множество 𝑈int в ℰ(𝑀) в открытое множество 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝑈int) в ℰ ′(𝑀 ′).

Таким образом, образ 𝛼𝑀,𝑀 ′(ℰ(𝑀)) = 𝛼𝑀,𝑀 ′(𝑈Γ)∪𝛼𝑀,𝑀 ′(𝑈int) открыт в ℰ(𝑀). Поскольку отоб-

ражение 𝛼𝑀,𝑀 ′ непрерывно, оно переводит компакт ℰ(𝑀) в компакт 𝛼𝑀,𝑀 ′(ℰ(𝑀)) в ℰ ′(𝑀 ′).

Тогда образ 𝛼𝑀,𝑀 ′(ℰ(𝑀)) еще и замкнут и, поскольку ℰ ′(𝑀 ′) связно, 𝛼𝑀,𝑀 ′(ℰ(𝑀)) совпадает

с ℰ ′(𝑀 ′). Таким образом, отображение 𝛼𝑀,𝑀 ′ сюръективно. Значит, отображение (4.1.106)

биективно и потому является диффеоморфизмом.

Завершение доказательства теоремы 4.0.1 в ориентируемом случае

Пусть Λ ∈ 𝒟Γ
+,𝑚 – произвольный фиксированный ДН-оператор и R(Λ) = 𝜇 = [(𝑀,𝑔)]Γ.

Тогда [(𝑀,𝑔)]Γ ∈ ℳΓ
+,𝑚, т.е. (𝑀,𝑔) есть ориентируемая поверхность рода 𝑚 с краем (Γ,𝑑𝑙) и

ДН-оператором Λ. Зафиксируем любое (голоморфное проективное) вложение ℰ поверхности

(𝑀,𝑔) в C𝑛.

Пусть Λ′ – любой ДН-оператор из 𝒟Γ
+,𝑚, удовлетворяющий оценке

𝑑𝑜𝑝(Λ,Λ
′) =: 𝑡 < 𝑡0(Λ,ℰ).

Пусть R(Λ′) = 𝜇 = [(𝑀 ′,𝑔′)]Γ; тогда [(𝑀 ′,𝑔′)]Γ ∈ ℳΓ
+,𝑚 и поверхность (𝑀 ′,𝑔′) диффеоморфна

(𝑀,𝑔) и имеет тот же край (Γ,𝑑𝑙). Другими словами, справедливо включение (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡).

Пусть ℰ ′ – вложение (𝑀 ′,𝑔′) в C𝑛, индуцированное вложением ℰ . Ввиду уже доказанного
существует диффеоморфизм 𝛼𝑀,𝑀 ′ : ℰ(𝑀) → ℰ ′(𝑀), удовлетворяющий условию (4.1.12) и

оценкам (4.1.13) и (4.1.14). Формула (4.1.15) определяет диффеоморфизм 𝛽𝑀,𝑀 ′ : 𝑀 → 𝑀 ′.

Ввиду (4.1.15) и условия (4.1.12) не двигает точки общего края Γ, т.е. 𝛽𝑀,𝑀 ′(𝑥) = 𝑥 для всех

𝑥 ∈ Γ.



155

Поскольку отображения ℰ : (𝑀,𝑔) → ℰ(𝑀), ℰ ′ : (𝑀 ′,𝑔′) → ℰ ′(𝑀 ′) конформны ввиду

леммы 4.1.1, из свойства ii. дилатации 𝐾𝛽𝑀,𝑀′ = 𝐾𝛼𝑀,𝑀′ . Поэтому из оценки (4.1.14) и опре-

деления (4.0.4) расстояния Тейхмюллера имеем

𝑑𝑇 (𝜇,𝜇
′) ⩽

1

2
log𝐾𝛽𝑀,𝑀′ ⩽ 𝑐(𝑡0)

⃒⃒
𝐾𝛽𝑀,𝑀′ − 1

⃒⃒
⩽ 𝑐(𝑡0)𝑐(Λ)𝑡 = 𝐶(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ

′,Λ).

Тем самым доказано второе неравенство в (4.0.8) и непрерывность (даже поточечная лип-

шицевость) “решающего” отображения R : (𝒟Γ
+,𝑚,𝑑𝑜𝑝) → (ℳΓ

+,𝑚,𝑑𝑇 ).

Первое неравенство в (4.0.8) (поточечная липшицевость обратного отображения R−1 :

(ℳΓ
𝑜,𝑚,𝑑𝑇 ) → (𝒟Γ

𝑜,𝑚,𝑑𝑜𝑝)) как в ориентируемом, так и в неориентируемом случае получается

из следующего утверждения.

Предложение 4.1.9. При каждом Λ ∈ 𝒟Γ
𝑜,𝑚 (𝑜 = ±) решающее отображение R :

(𝒟Γ
𝑜,𝑚,𝑑𝑜𝑝) → (ℳΓ

𝑜,𝑚,𝑑𝑇 ) подчинено оценке

𝑑𝑜𝑝(Λ
′,Λ) ⩽ 𝐶(Λ)𝑑𝑇 (R(Λ′),R(Λ)) (Λ′ ∈ 𝒟Γ

𝑜,𝑚, 𝑑𝑜𝑝(Λ
′,Λ) ⩽ 𝑐(Λ)), (4.1.107)

где постоянные 𝑐(Λ) и 𝐶(Λ) зависят только Λ.

Доказательство. Пусть (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) – поверхности с краем (Γ,𝑑𝑙) и ДН-операторами

Λ и Λ′ соответственно; тогда 𝑀 и 𝑀 ′ диффеоморфны. Обозначим 𝑡 := 𝑑𝑇 (R(Λ′),R(Λ)).

Из определения (4.0.4) расстояния Тейхмюллера вытекает существование диффеоморфизма

𝛽 : (𝑀,𝑔) → (𝑀 ′,𝑔′), не двигающего точки общего края Γ и такого, что

𝐾𝛽 − 1 ⩽⩽ 4(𝑡+ 𝜀),

где 𝜀 > 0 может быть выбрано сколь угодно малым. Поскольку [(𝑀 ′,𝑔′)]Γ = [(𝑀,𝛽*𝑔′)]Γ и

композиция с конформным диффеоморфизмом не меняет дилатации, можно считать, что

𝑀 = 𝑀 ′ и 𝛽 есть тождественное отображение на 𝑀 . Обозначим через 𝜈 единичный вектор

внешней нормали на (𝑀,𝑔). Поскольку метрики 𝑔 и 𝑔′ индуцируют один и тот же элемент

длины 𝑑𝑙 на Γ, 𝜈 есть также единичный вектор внешней нормали на (𝑀,𝑔′).

Пусть 𝑢 и 𝑢′ – гармонические функции на (𝑀,𝑔) и (𝑀,𝑔′), соответственно, и 𝑢|Γ = 𝑢′|Γ =

𝑓 ∈ 𝐶1(Γ;R). Из теоремы Остроградского–Гаусса имеем

((Λ′ − Λ)𝑓,𝑓)Γ =

∫︁
𝑀

𝑔′(∇𝑔′𝑢
′,∇𝑔′𝑢)𝑑𝑆𝑔′ −

∫︁
𝑀

𝑔(∇𝑔𝑢
′,∇𝑔𝑢)𝑑𝑆𝑔′ . (4.1.108)

Пусть {𝑧𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑘 : 𝑈𝑘 ↦→ C}𝑀𝑘=1 – комплексный атлас на (𝑀,𝑔) и {𝜒𝑘}𝑁𝑘=1 – разбиение

единицы, подчиненное покрытию {𝑈𝑘}𝑁𝑘=1. Пусть 𝑥𝑘 = Re 𝑧𝑘, 𝑦𝑘 = Im 𝑧𝑘 – локальные коор-

динаты точки 𝑥 ∈ 𝑀 . Обозначим через 𝑔𝑖𝑗 и 𝑔
′𝑖𝑗 – компоненты метрик 𝑔 и 𝑔′ в локальных
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координатах (𝑥𝑘,𝑦𝑘). Тогда правая часть (4.1.108) равна сумме
∑︀𝑀

𝑘=1 J𝑘, где

J𝑘 :=

∫︁
𝑧𝑘(𝑈𝑘)

𝜒𝑘𝜕𝑖𝑢
′
[︁
𝑔

′𝑖𝑗
√︀

|𝑔′| − 𝑔𝑖𝑗
√︀
|𝑔|
]︁
𝜕𝑗𝑢 𝑑𝑥𝑘𝑑𝑦𝑘.

Поскольку (𝑥𝑘,𝑦𝑘) являются изотермическими координатами для метрики 𝑔, справедливо

равенство

𝑔𝑖𝑗
√︀

|𝑔| = 𝛿𝑖𝑗.

Обозначим через 𝐼 – единичную 2 × 2-матрицу, а через 𝐼 ′(𝑧𝑘) – матрицу с компонентами

𝐼
′𝑖𝑗(𝑧𝑘) = 𝑔

′𝑖𝑗
√︀
|𝑔′|. Пусть 𝜆+(𝑥) и 𝜆−(𝑥) – максимальное и минимальное собственные значения

матрицы 𝐼 ′(𝑧𝑘), соответственно. Поскольку det𝐼 ′(𝑧𝑘) = 1, имеем

𝜆+(𝑥)𝜆−(𝑥) = 1.

Непосредственно из определения (4.0.1) дилатации 𝐾𝛽(𝑥) следует, что 𝐾𝛽(𝑥)
2 есть отноше-

ние максимального и минимального собственных значений метрического тензора {𝑔′𝑖𝑗}𝑖,𝑗=1,2,

откуда 𝐾𝛽(𝑥)
2 = 𝜆+(𝑥)

⧸︀
𝜆−(𝑥). Таким образом,

𝜆+(𝑥) = 𝐾𝛽(𝑥), 𝜆−(𝑥) = 1/𝐾𝛽(𝑥)

и при достаточно малых 𝑡 и 𝜀 имеем

‖𝐼 ′(𝑧𝑘)− 𝐼‖𝑀2(R) ⩽ 𝑐
(︀
|𝜆+(𝑧)− 1|+ |𝜆−(𝑧)− 1|

)︀
⩽ 𝑐(𝐾𝛽 − 1) ⩽ 𝐶 (𝑡+ 𝜀)

при всех 𝑘 = 1, . . . ,𝑁 и 𝑥 ∈ 𝑈𝑘. Отсюда и из неравенства 2𝑎𝑏 ⩽ 𝑎2 + 𝑏2 получаем

|J𝑘| ⩽ 𝑐(𝑡+ 𝜀)

⎡⎢⎣ ∫︁
𝑧𝑘(𝑈𝑘)

𝜒𝑘

∑︁
𝑖=1,2

|𝜕𝑖𝑢′|2𝑑𝑥+
∫︁

𝑧𝑘(𝑈𝑘)

𝜒𝑘

∑︁
𝑖=1,2

|𝜕𝑖𝑢|2𝑑𝑥𝑘𝑑𝑦𝑘

⎤⎥⎦ .
Отметим, что∫︁

𝑧𝑘(𝑈𝑘)

𝜒𝑘

∑︁
𝑖=1,2

|𝜕𝑖𝑢|2 𝑑𝑥𝑘𝑑𝑦𝑘 ⩽
∫︁

𝑧𝑘(𝑈𝑘)

∑︁
𝑖=1,2

|𝜕𝑖𝑢|2 𝑑𝑥𝑘𝑑𝑦𝑘 =
∫︁
𝑈𝑘

𝑔(∇𝑔𝑢,∇𝑔𝑢)𝑑𝑆𝑔.

и

[︀
min
𝑈𝑘

𝜆−
]︀ ∫︁
𝑧𝑘(𝑈𝑘)

𝜒𝑘

∑︁
𝑖=1,2

|𝜕𝑖𝑢′|2 𝑑𝑥𝑘𝑑𝑦𝑘 ⩽
∫︁

𝑧𝑘(𝑈𝑘)

𝜕𝑖𝑢
′𝐼

′𝑖𝑗𝜕𝑗𝑢
′ 𝑑𝑥𝑘𝑑𝑦𝑘 ⩽

∫︁
𝑈𝑘

𝑔′(∇𝑔′𝑢
′,∇𝑔′𝑢

′)𝑑𝑆𝑔′ .
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Из последних трех неравенств и формулы min𝜆− = 1/𝐾𝛽 ⩾ 1− 𝑐(𝑡+ 𝜀) следует, что

|((Λ′ − Λ)𝑓,𝑓)Γ| ⩽
𝑁∑︁
𝑘=1

|J𝑘| ⩽ 𝑐 (𝑡+ 𝜀)

⎡⎣∫︁
𝑀

𝑔(∇𝑔𝑢,∇𝑔𝑢)𝑑𝑆𝑔 +

∫︁
𝑀

𝑔′(∇𝑔′𝑢
′,∇𝑔′𝑢

′)𝑑𝑆𝑔′

⎤⎦ .
Преобразуя правую часть последнего неравенства с помощью формулы Остроградского–

Гаусса, находим

|((Λ′ − Λ)𝑓,𝑓)Γ| ⩽ 𝑐 (𝑡+ 𝜀) ((Λ′ + Λ)𝑓,𝑓)Γ ⩽ 2𝑐 (𝑡+ 𝜀) (Λ𝑓,𝑓)Γ + 𝑐 (𝑡+ 𝜀) ((Λ′ − Λ)𝑓,𝑓)Γ.

Перенося последний член влево при малых 𝑡 и 𝜀, получаем

|((Λ′ − Λ)𝑓,𝑓)Γ| ⩽ 𝑐 (𝑡+ 𝜀) (Λ𝑓,𝑓)Γ ⩽ 𝑐 (𝑡+ 𝜀) ‖Λ‖𝐻1/2(Γ;R)→𝐻−1/2(Γ;R)‖𝑓‖2𝐻1/2(Γ;R).

Отсюда и из поляризационного тождества

(𝐴𝑥,𝑦)Γ =
1

2

[︀
(𝐴(𝑥+ 𝑦),(𝑥+ 𝑦))Γ − (𝐴𝑥,𝑥)− (𝐴𝑦,𝑦)Γ

]︀
для самосопряженного оператора 𝐴 = Λ′ − Λ в 𝐿2(Γ;R) следует, что

|((Λ′ − Λ)𝑓,ℎ)Γ| ⩽ 𝑐(Λ) (𝑡+ 𝜀) (𝑓 ∈ 𝐶1(Γ;R), ‖𝑓‖𝐻1/2(Γ;R) = ‖ℎ‖𝐻1/2(Γ;R) = 1),

откуда

‖(Λ′ − Λ)𝑓‖𝐻−1/2(Γ;R) ⩽ 𝑐(Λ) (𝑡+ 𝜀) (‖𝑓‖𝐻1/2(Γ;R) = 1)

при всех 𝜀 > 0. Переходя к пределу при 𝜀 → 0 в последнем неравенстве, получаем (4.1.107).

Следствие 4.1.10. Если конформные классы 𝜇 = [(𝑀,𝑔)]Γ и 𝜇′ ∈ [(𝑀 ′,𝑔′)]Γ принадлежат

ℳΓ
𝑜,𝑚 и 𝑑𝑇 (𝜇,𝜇

′), то из оценки (4.1.107) следует, что ДН-операторы поверхностей (𝑀,𝑔) и

(𝑀 ′,𝑔′) совпадают. Отсюда и из теоремы 1.0.1 следует, что (𝑀,𝑔) ∼
Γ
(𝑀 ′,𝑔′), то есть 𝜇 =

𝜇′. Тем самым мы показали, что расстояние Тейхмюллера 𝑑𝑇 невырождено. (Отметим,

что наличие непустой границы Γ упрощает рассуждения: прямое доказательство того

же факта с использованием методов [16] было бы, по-видимому, гораздо сложнее.)

Итак, теорема 4.0.1 доказана в случае 𝑜 = +.

В заключение отметим, что рассуждения §§4.1.1–4.1.4 позволяют установить даже ло-

кальную липшицевость отображения (4.0.7). Необходимая для этого модификация не тре-

бует новых идей, но является достаточно громоздкой: наряду с (𝑀 ′,𝑔′) и (𝑀,𝑔) необходимо

рассматривать некоторую “базовую” поверхность (𝑀0,𝑔0) с ДН-оператором Λ0, достаточно

малая окрестность B(𝑀0,𝑡0) которой содержит как (𝑀 ′,𝑔′), так и (𝑀,𝑔) (и для всех элемен-
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тов которой определены индуцированные вложения). Тогда константы в неравенствах выше

можно выбрать так, чтобы они зависели не от Λ, а от Λ0.

4.1.5 Доказательства вспомогательных утверждений

Доказательство леммы 4.1.5. Пусть 𝐷0 – область с компактным замыканием 𝐷0, со-

держащая (компактный) прообраз 𝑓−1(𝑄). Тогда существует такие 𝑟(𝐷0) > 0 и 𝑟(𝑄,𝐷0) ∈
(0,𝑟(𝐷0)), что при любом 𝑥 ∈ 𝐷0 область 𝐷 содержит замкнутый шар радиуса 𝑟(𝐷0) c цен-

тром в точке 𝑥, а при любом 𝑥̃ ∈ 𝑓−1(𝑄) область 𝐷0 содержит замкнутый шар радиуса

𝑟(𝑄,𝐷0).

Поскольку 𝑓 : 𝐷 → 𝑓(𝐷) – диффеоморфизм, при всех 𝑥,𝑦 ∈ 𝐷0 справедливы неравенства

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| ⩾ 𝑐(𝑓,𝐷0)|𝑥− 𝑦| (4.1.109)

‖𝐷𝑓(𝑥)‖𝑀𝑛(R) + ‖(𝐷𝑓(𝑥))−1‖𝑀𝑛(R) ⩽ 𝐶(𝑓,𝐷0);

здесь𝐷𝑓 – матрица Якоби отображения 𝑓 и 𝑐(𝑓,𝐷0) > 0. Из последнего неравенства и (4.1.54)

следует, что

‖𝐷𝑓 ′(𝑥)‖𝑀𝑛(R) + ‖(𝐷𝑓 ′(𝑥))−1‖𝑀𝑛(R) ⩽ 2𝐶(𝑓,𝐷0). (4.1.110)

Из (4.1.54) следует, что при всех 𝑥 ∈ 𝐷0 и |𝑦 − 𝑥| ∈ (0,𝑟) справедливо неравенство

⃒⃒⃒⃒
𝑓 ′(𝑦)− 𝑓 ′(𝑥)

|𝑦 − 𝑥|
− 𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑥)

|𝑦 − 𝑥|

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑦∫︁
𝑥

𝐷𝑓 ′(𝑧)−𝐷𝑓(𝑧)

|𝑦 − 𝑥|
𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ 𝜀

(здесь интегрирование ведется по отрезку прямой, соединяющему 𝑥 с 𝑦). Отсюда и из (4.1.109)

при достаточно малых 𝜀 имеем

|𝑓 ′(𝑥)− 𝑓 ′(𝑦)|
|𝑥− 𝑦|

⩾
𝑐(𝑓,𝐷0)

2
, (4.1.111)

где 𝑥 ∈ 𝐷0 и |𝑦 − 𝑥| ∈ (0,𝑟). Аналогично, из (4.1.54) следует, что

|𝑓 ′(𝑥)− 𝑓 ′(𝑦)| ⩾ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| − |𝑓 ′(𝑥)− 𝑓(𝑥)| − |𝑓 ′(𝑦)− 𝑓(𝑦)| ⩾

⩾𝑐(𝑓)|𝑥− 𝑦| − 2𝜀 ⩾ 𝑐(𝑓,𝐷0)𝑟(𝐷0)− 2𝜀

при 𝑥,𝑦 ∈ 𝐷0 и |𝑦 − 𝑥| > 𝑟. Из последних двух неравенств имеем

|𝑓 ′(𝑥)− 𝑓 ′(𝑦)| ⩾ 𝑐(𝑓,𝐷0)|𝑥− 𝑦| (𝑥,𝑦 ∈ 𝐷0).

Отсюда и из (4.1.110) следует, что 𝑓 ′ : 𝐷0 → 𝑓 ′(𝐷0) является диффеоморфизмом при доста-

точно малых 𝜀.
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Пусть 𝑦 ∈ 𝑄 и 𝑥 = 𝑓−1(𝑦). Пусть 𝐵(𝑥) – замкнутый шар радиуса 𝑟(𝑄,𝐷0) с центром

𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑄); тогда замыкание 𝐵(𝑥) содержится в 𝐷0. Пусть 𝑓
′(𝑦′) – ближайшая к 𝑓 ′(𝑥) точка

𝑓 ′(𝜕𝐵(𝑥)); тогда из (4.1.111) имеем

|𝑓 ′(𝑥)− 𝑓 ′(𝑦)| ⩾ 𝑐(𝑓,𝐷0)𝑟(𝑄,𝐷0)/2.

Следовательно, 𝑐(𝑓,𝐷0)𝑟(𝑄,𝐷0)/2-окрестность точки 𝑓 ′(𝑥) содержится в 𝑓 ′(𝐷0). Из (4.1.54)

следует, что |𝑓 ′(𝑥) − 𝑦| ⩽ 𝜀 и потому 𝑦 ∈ 𝑓 ′(𝐷0) при достаточно малых 𝜀. Таким образом,

при достаточно малых 𝜀 справедливо включение 𝑄 ⊂ 𝑓 ′(𝐷0) и обратное отображение 𝑓
′−1

корректно определено на 𝑄.

Теперь пусть 𝑦 ∈ 𝑄 и 𝑥 = 𝑓−1(𝑦), 𝑥′ = 𝑓
′−1(𝑦). Из (4.1.54) и (4.1.109) имеем

0 = |𝑓 ′(𝑥′)− 𝑓(𝑥)| ⩾ |𝑓(𝑥′)− 𝑓(𝑥)| − 𝜀 ⩾ 𝑐(𝑓,𝐷0)|𝑥′ − 𝑥| − 𝜀

откуда |𝑥′ − 𝑥| ⩽ 𝜀/𝑐(𝑓,𝐷0). Таким образом,

‖𝑓 ′−1 − 𝑓−1‖𝐶(𝑄;R𝑛) ⩽ 𝜀/𝑐(𝑓,𝐷0). (4.1.112)

Отсюда, из (4.1.54) и из правила дифференцирования обратной функции вытекает (4.1.55).

Лемма 4.1.5 доказана.

Доказательство леммы 4.1.6. Без потери общности можно считать, что E = R𝑛. Из

(4.1.85) следует, что min𝑥∈𝑋 |detF ′
𝑦(𝑥,𝜅(𝑥)| =: 𝑚0(F ) > 0. Отсюда и из (4.1.86) следует, что

min
𝑥∈𝑋

|detH ′
𝑦 (𝑥,𝜅(𝑥)| > 𝑚0(F )/2 (4.1.113)

при достаточно малых 𝜀. Введем функции

ℱ(𝑥,𝑦) := 𝑦 − (F ′
𝑦(𝑥,𝜅(𝑥))

−1F (𝑥,𝑦),

ℋ(𝑥,𝑦) := 𝑦 − (H ′
𝑦 (𝑥,𝜅(𝑥))

−1H (𝑥,𝑦);

Отметим, что (𝑥,𝑦) является нулемF (соотв.,H ) если и только если 𝑦 является неподвижной

точкой отображения 𝑦 ↦→ ℱ(𝑥,𝑦) (соотв., ℋ(𝑥,·)). Кроме того,

ℱ ′
𝑦(𝑥,𝑦) = 𝐼 − (F ′

𝑦(𝑥,𝜅(𝑥))
−1F ′

𝑦(𝑥,𝑦), (4.1.114)

ℋ′
𝑦(𝑥,𝑦) = 𝐼 − (H ′

𝑦 (𝑥,𝜅(𝑥))
−1H ′

𝑦 (𝑥,𝑦). (4.1.115)

Отсюда и из (4.1.86), (4.1.113) имеем

‖ℋ′
𝑦(𝑥,·)−ℱ ′

𝑦(𝑥,·)‖𝐶(𝑋;𝑌 ) ⩽ 𝑐(F )𝜀(H ).
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Обозначим 𝛿-окрестности точек 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑌 через 𝑈𝛿(𝑥) и 𝑉𝛿(𝑦), соответственно. Пусть

𝑥0 ∈ 𝑋 и 𝑦0 = 𝜅(𝑥0); тогда F (𝑥0,𝑦0) = 0 и ℱ ′
𝑦(𝑥0,𝑦0) = 0. Поскольку F ∈ 𝐶1(𝑋,𝑌 ), для любого

𝜖 > 0 существует такое 𝛿 = 𝛿(𝜖) > 0, что |ℱ ′
𝑦(𝑥,𝑦)| ⩽ 𝜖 для любых 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) и 𝑦 ∈ 𝑉𝛿(𝜅(𝑥)).

Ввиду (4.1.86) существует такое 𝜀0 = 𝜀0(𝜖) > 0, что |ℋ′
𝑦(𝑥,𝑦)| ⩽ 2𝜖 для всех 𝜀(H ) ∈ [0,𝜀0) и

𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0), 𝑦 ∈ 𝑉𝛿(𝜅(𝑥)). Поэтому при достаточно малом 𝜖 = 𝜖(𝑥0) и всех 𝜀(H ) ∈ [0,𝜀0) и

𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0), 𝑦 ∈ 𝑉𝛿(𝜅(𝑥)) справедливы неравенства

|ℋ(𝑥,𝑦′)−ℋ(𝑥,𝑦)| ⩽ 𝑐(F ,𝑥0)𝜖|𝑦′ − 𝑦| < |𝑦′ − 𝑦|,

|ℋ(𝑥,𝑦)−ℋ(𝑥,𝜅(𝑥))| ⩽ 𝑐(F ,𝑥0)𝜖𝛿 < 𝛿.

В частности, отображение

ℋ(𝑥,·) : 𝑉𝛿(𝜅(𝑥)) → 𝑉𝛿(𝜅(𝑥))

является сжимающим. В силу теоремы Банаха о неподвижной точке для каждого 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0)

и всех 𝜀(H ) ∈ [0,𝜀0) существует и единственно решение 𝑦 =: κ(𝑥) ∈ 𝑉𝛿(𝜅(𝑥)) уравнения

ℋ(𝑥,𝑦) = 𝑦, то есть нуль функции H (𝑥,·). Из условия ‖ℋ′
𝑦(𝑥,𝑦)‖ ⩽ 2𝜖 и равенства (4.1.115)

следует, что матрица Якоби H ′
𝑦 (𝑥,𝑦) обратима при всех 𝜀(H ) ∈ [0,𝜀0) и 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) и 𝑦 ∈

𝑉𝛿(𝜅(𝑥)); в частности, матрица H ′
𝑦 (𝑥,κ(𝑥)) обратима. Поскольку H ∈ 𝐶1(𝑋×𝑌 ;R𝑛), отсюда

и из теоремы о неявной функции следует включение κ ∈ 𝐶1(𝑈𝛿(𝑥0);𝑌 ).

Положим 𝜏 = |κ(𝑥)− 𝜅(𝑥)| и 𝑒 = (κ(𝑥)− 𝜅(𝑥))/𝜏 . Из (4.1.86) и равенства

0 = H (𝑥,κ(𝑥))− F (𝑥,𝜅(𝑥)) =

= H (𝑥,κ(𝑥))− F (𝑥,κ(𝑥)) + F (𝑥,κ(𝑥))− F (𝑥,𝜅(𝑥)),

имеем ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜏∫︁
0

F ′
𝑦(𝑥,𝑓(𝑥) + 𝑒𝑠)𝑒𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ 𝜀(H ).

Из условия ‖ℱ ′
𝑦(𝑥,𝑦)‖ ⩽ 𝜖 и формулы (4.1.114) следует, что ‖F ′

𝑦(𝑥,𝑦)−F ′
𝑦(𝑥,𝜅(𝑥))‖ ⩽ 𝑐(F ,𝑥0)𝜖

для всех 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) и 𝑦 ∈ 𝑉𝛿(𝜅(𝑥)). Поэтому⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜏∫︁
0

F ′
𝑦(𝑥,𝑓(𝑥) + 𝑒𝑠)𝑒𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩾ 𝜏

⃒⃒
F𝑦(𝑥,𝜅(𝑥))𝑒

⃒⃒
− 𝑐(F ,𝑥0)𝜖𝜏 ⩾ 𝐶(F ,𝑥0)𝜏.

Сравнивая последние две неравенства, получаем |κ(𝑥)− 𝜅(𝑥)| = 𝜏 ⩽ 𝜀(H )/𝐶(F ,𝑥0). Таким

образом, доказано, что

‖κ − 𝜅‖𝐶(𝑈𝛿(𝑥0);𝑌 ) ⩽ 𝜀(H )/𝐶(F ,𝑥0). (4.1.116)
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Из равенств

0 =
𝑑F (𝑥,𝜅(𝑥))

𝑑𝑥
= F ′

𝑥(𝑥,𝜅(𝑥)) + F ′
𝑦(𝑥,𝜅(𝑥))𝜅

′(𝑥),

0 =
𝑑H (𝑥,κ(𝑥))

𝑑𝑥
= H ′

𝑥 (𝑥,κ(𝑥)) + H ′
𝑦 (𝑥,κ(𝑥))κ′(𝑥),

имеем

𝜅′(𝑥)− κ′(𝑥) = (H ′
𝑦 (𝑥,κ(𝑥)))−1H ′

𝑥 (𝑥,κ(𝑥))− (F ′
𝑦(𝑥,𝜅(𝑥)))

−1F ′
𝑥(𝑥,𝜅(𝑥)) =

= (H ′
𝑦 (𝑥,κ(𝑥)))−1H ′

𝑥 (𝑥,κ(𝑥))− (𝐹 ′
𝑦(𝑥,κ(𝑥)))−1F ′

𝑥(𝑥,κ(𝑥))+

+(F ′
𝑦(𝑥,κ(𝑥)))−1F ′

𝑥(𝑥,κ(𝑥))− (F ′
𝑦(𝑥,𝜅(𝑥)))

−1F ′
𝑥(𝑥,𝜅(𝑥)).

Поскольку 𝐹 ∈ 𝐶2(𝑋 × 𝑌 ;R𝑛), отсюда и из оценок (4.1.116) и (4.1.86) вытекает неравенство

‖κ − 𝜅‖𝐶(𝑈𝛿(𝑥0);𝑌 ) ⩽ 𝐶(F ,𝑥0)𝜀(H ).

Окрестности 𝑈𝛿(𝑥0), 𝑥0 ∈ 𝑋 образуют открытое покрытие компакта 𝑋, из которого можно

выбрать конечное подпокрытие; рассматривая только окрестности из подпокрытия, можно

считать, что число 𝜀0 все константы в неравенствах выше не зависят от 𝑥0. Тогда при 𝜀(H ) ∈
[0,𝜀0) на 𝑋 определена функция κ, которая является решением уравнения 𝐻(𝑥,κ(𝑥)) = 0

(𝑥 ∈ 𝑋) и подчинена оценке (4.1.87). Кроме того, существует фиксированная окрестность 𝑁

(объединение всех окрестностей 𝑈𝛿(𝑥0)×𝑉𝛿(𝜅(𝑥)), где 𝑈𝛿(𝑥0) является элементом выбранного

выше подпокрытия) множества {(𝑥,𝜅(𝑥)) | 𝑥 ∈ 𝑋} в 𝑋0 × 𝑌 , такая, что множество нулей

функции H в 𝑁 ∩ (𝑋 × 𝑌 ) совпадает с графиком функции κ. Поскольку множество 𝑁 ′ =

(𝑋 × 𝑌 )∖𝑁 компактно, функция |F | достигает положительного минимума на 𝑁 ′. Отсюда и

из (4.1.86) следует, что H не имеет нулей на 𝑁 ′ при достаточно малых 𝜀(H ) ∈ [0,𝜀0(F )).

Таким образом, множество нулей функции H на 𝑋 × 𝑌 совпадает с графиком функции κ
при 𝜀(H ) ∈ [0,𝜀0(F )).

Теперь предположим, что 𝜅 является диффеоморфизмом из𝑋0 на свой образ 𝜅(𝑋0). Тогда

|det𝜅| > 𝑐0(𝜅) > 0 на 𝑋 и из (4.1.87) следует, что |detκ| > 𝑐0 на 𝑋. Кроме того,

|𝜅(𝑥′)− 𝜅(𝑥)| ⩾ 𝑐1(𝜅)dist𝑋(𝑥
′,𝑥)

для всех 𝑥,𝑥′ ∈ 𝑋. Предположим, что κ(𝑥) = κ(𝑥′); тогда

0 =

𝑥′∫︁
𝑥

[𝜅′(𝑠) + κ′(𝑠)− 𝜅′(𝑠)]𝑑𝑠 = 𝜅(𝑥′)− 𝜅(𝑥) +

𝑥′∫︁
𝑥

(κ′(𝑠)− 𝜅′(𝑠))𝑑𝑠,
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где интегрирование ведется по кратчайшей кривой в 𝑋, соединяющей 𝑥 с 𝑥′. Из последних

двух соотношений и (4.1.87) следует, что

𝑐1(𝜅)dist𝑋(𝑥
′,𝑥) ⩽ |𝜅(𝑥′)− 𝜅(𝑥)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥′∫︁
𝑥

(κ′(𝑠)− 𝜅′(𝑠))𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ 𝑐(F )𝜀(ℋ)dist𝑋(𝑥

′,𝑥).

Таким образом, 𝑥′ ̸= 𝑥 выполняется только если 𝜀(ℋ) ⩾ 𝑐1(𝜅)/𝑐(F ); последнее неравенство

показывает, что 𝜅 инъективно (и значит, является диффеоморфизмом из 𝑋 на 𝜅(𝑋)) при

достаточно малых 𝜀(H ) ∈ [0,𝜀0(F )). Лемма 4.1.6 доказана.

Доказательство леммы 4.1.8. Пусть 𝜚 ↦→ 𝑥(𝜇,𝜚) (𝜚 ⩾ 0, 𝜇 ∈ R) – геодезическая в (R2
+,𝑔)

проходящая через точку (𝜇,0) = 𝑥(𝜇,0) перпендикулярно границе R×{0}. Аналогично, пусть
𝜚 ↦→ 𝑥′(𝜇,𝜚) – геодезическая в (R2

+,𝑔
′), проходящая через точку (𝜇,0) = 𝑥′(𝜇,0) перпендику-

лярно границе R × {0}. Будем считать, что каждая кривая 𝑥(𝜇,·), 𝑥′(𝜇,·) параметризована
длиной дуги в соответствующей метрике 𝑔, 𝑔′. Обозначим 𝑋1 := 𝑥, 𝑋2 := 𝜕𝑥/𝜕𝜚 and 𝑌1 := 𝑥′,

𝑌2 := 𝜕𝑥′/𝜕𝜚′. Тогда функции 𝑋 = (𝑋1,𝑋2) и 𝑌 = (𝑌1,𝑌2) являются решениями следующих

задач Коши

𝜕𝑋

𝜕𝜚
= 𝐴(𝑋), 𝑋(0,𝜇) = 𝑋0(𝜇), (4.1.117)

𝜕𝑌

𝜕𝜚
= 𝐵(𝑌 ), 𝑌 (0,𝜇) = 𝑌0(𝜇), (4.1.118)

где

𝐴(𝑋) = (𝑋2,− Γ𝑖
𝑗𝑘(𝑋

1)𝑋𝑗
2𝑋

𝑘
2 ), 𝑋0(𝜇) =

(︀
(0,𝜇),− 𝜈(𝜇)

)︀
𝐵(𝑌 ) = (𝑌 2,− Γ

′𝑖
𝑗𝑘(𝑌

1)𝑌 𝑗
2 𝑌

𝑘
2 ), 𝑌0(𝜇) =

(︀
(0,𝜇),− 𝜈 ′(𝜇)

)︀
и Γ𝑖

𝑗𝑘, 𝜈 и Γ
′𝑖
𝑗𝑘, 𝜈

′ – символы Кристоффеля и внешние единичные нормали к границе R×{0},
соответствующие метрикам 𝑔 и 𝑔′.

Пусть V – ограниченная область в R2 содержащая все векторы −𝜈(𝜇) (𝜇 ∈ (−𝜇1,𝜇1)). Из

условия (4.1.93) имеем

‖𝐴−𝐵‖𝐶1(R0×V ;R4)) ⩽ 𝑐(𝑔,V )𝜖(𝑔′), ‖𝑌0 −𝑋0‖𝐶1([−𝑟0,𝑟0];R4) ⩽ 𝑐(𝑔)𝜖(𝑔′). (4.1.119)

Решения уравнений (4.1.117) и (4.1.118) являются неподвижными точками отображений

𝑋 ↦→ 𝒜[𝑋], 𝒜[𝑋](𝜇,𝜚) := 𝑋0(𝜇) +

𝜚∫︁
0

𝐴(𝑋(𝜇,𝜚′))𝑑𝜚′,

𝑌 ↦→ ℬ[𝑌 ], ℬ[𝑌 ](𝜇,𝜚) := 𝑌0(𝜇) +

𝜚∫︁
0

𝐵(𝑌 (𝜇,𝜚′))𝑑𝜚′.
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По условию леммы, отображение (𝜇,𝜚) ↦→ 𝑥(𝜇,𝜚) является диффеоморфизмом из Q0 на

свой образ 𝑥(𝜇,𝜚), содержащий R0. Пусть прямоугольник Q1 = [𝜇1,𝜇2]×[−𝑑1,𝑑1] содержится в
Q0. Обозначим черезB(𝑅,𝐹 ) замкнутый шар в 𝐶(Q1;R4) радиуса 𝑅 с центром в 𝐹 . Положим

𝑎 := ‖𝐴‖𝐶1(R0×V ). Ввиду (4.1.119) для всех 𝑋1,𝑋2 ∈ B(𝑅,𝑋0) и 𝑌1,𝑌2 ∈ B(𝑅,𝑌0) справедливы

неравенства

‖𝐵(𝑌1)− 𝐴(𝑌1)‖𝐶(Q1;R4) ⩽ 𝑐(𝑔,V )(1 +𝑅)𝜖(𝑔′),

‖𝒜[𝑋1]−𝑋0‖𝐶(Q1;R4) ⩽ 𝑐(𝑔,V )𝑑1𝑅,

‖ℬ[𝑌1]− 𝑌0‖𝐶(Q1;R4) ⩽ 𝑐(𝑔,V )(𝑎+ 𝜖(𝑔′))𝑑1𝑅

и

‖𝒜[𝑋1]−𝒜[𝑋2]‖𝐶(Q1;R4) ⩽𝑐(𝑔,V )‖𝑋1 −𝑋2‖𝐶(Q1;R4)𝑎𝑑1,

‖ℬ[𝑌1]− ℬ[𝑌2]‖𝐶(Q1;R4) ⩽𝑐(𝑔,V )‖𝑌1 − 𝑌2‖𝐶(Q1;R4)(𝑎+ 𝜖(𝑔′))𝑑1.

Тогда при достаточно малых 𝑅,𝑑1,𝜖(𝑔
′), отображения 𝒜 и ℬ являются сжимающими на

B(𝑅,𝑋0) и B(𝑅/2,𝑌0) ⊂ B(𝑅,𝑋0), соответственно. В силу теоремы Банаха о неподвиж-

ной точке существуют и единственны неподвижные точки 𝑋 и 𝑌 отображений 𝒜|B(𝑅,𝑋0)

и ℬ|B(𝑅/2,𝑌0). Кроме того,

‖𝑌 −𝑋‖𝐶(Q1;R4) =‖ℬ[𝑌 ]−𝒜[𝑋]‖𝐶(Q1;R4) ⩽ ‖ℬ[𝑌 ]−𝒜[𝑌 ]‖𝐶(Q1;R4)+

+‖𝒜[𝑌 ]−𝒜[𝑋]‖𝐶(Q1;R4) ⩽ 𝑐(𝑔,V )𝜖(𝑔′) + ‖𝑌 −𝑋‖𝐶(Q1;R4)𝛼,

где 𝛼 ∈ (0,1) – коэффициент сжатия отображения 𝒜|B(𝑅,𝑋0). Отсюда ‖𝑌 − 𝑋‖𝐶(Q1;R4) ⩽

𝑐(𝑔,V )𝜖(𝑔′) и

‖𝜕𝜚𝑌 − 𝜕𝜚𝑋‖𝐶(Q1;R4) =‖𝐵[𝑌 ]− 𝐴[𝑋]‖𝐶(Q1;R4) ⩽

⩽ ‖𝐵[𝑌 ]− 𝐴[𝑌 ]‖𝐶(Q1;R4) + ‖𝐴[𝑌 ]− 𝐴[𝑋]‖𝐶(Q1;R4) ⩽

⩽ 𝑐(𝑔,V )(𝜖(𝑔′) + ‖𝑌 −𝑋‖𝐶(Q1;R4)) ⩽ 𝑐(𝑔,V )𝜖(𝑔′).

Дифференцирование (4.1.117) и (4.1.118) приводит к следующей системе линейных диффе-

ренциальных уравнений

𝜕

𝜕𝜚

(︂
𝜕𝑋

𝜕𝜇

)︂
= 𝐴′

𝑋(𝑋)
𝜕𝑋

𝜕𝜇
,

𝜕𝑋

𝜕𝜇
(0,𝜇) = (𝑋0)

′
𝜇(𝜇),

𝜕

𝜕𝜚

(︂
𝜕𝑌

𝜕𝜇

)︂
= 𝐵′

𝑌 (𝑌 )
𝜕𝑌

𝜕𝜇
,

𝜕𝑌

𝜕𝜇
(0,𝜇) = (𝑌0)

′
𝜇(𝜇).
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Поэтому из уже доказанных оценок следует, что⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑌

𝜕𝜇
− 𝜕𝑋

𝜕𝜇

⃦⃦⃦⃦
𝐶(Q1;R4)

⩽ 𝑐(𝑔,V )𝜖(𝑔′)

(аналогично оцениваются и старшие производные 𝑋 и 𝑌 по 𝜇).

Выбирая 𝑋(𝜇,𝑑) и 𝑌 (𝜇,𝑑) в качестве начальных условий в задачах Коши (4.1.117),

(4.1.118) при 𝜌 = 𝑑 и повторяя вышеописанные рассуждения, можно продолжить решения 𝑋

и 𝑌 в новый прямоугольник Q2 = [𝜇1,𝜇2]×[𝑑1,𝑑1+𝑑2] ⊂ Q0 (или Q2 = [𝜇1,𝜇2]×[−𝑑2−𝑑1,−𝑑1] ⊂
Q0) с выполнением всех оценок выше (где Q1 заменено на Q2, а 𝑑1 на 𝑑2). Аналогичным обра-

зом можно продолжить решения𝑋,𝑌 в прямоугольник Q3 = [𝜇1,𝜇2]×[𝑑1+𝑑2,𝑑1+𝑑2+𝑑3] ⊂ Q0

(или Q2 = [𝜇1,𝜇2] × [−𝑑3 − 𝑑2 − 𝑑1, − 𝑑2 − 𝑑1] ⊂ Q0) и так далее. Конечным числом таких

прямоугольников можно покрыть любой компакт в Q0. Тем самым для всякой области Q,

содержащейся вместе со своим замыканием в Q0, справедлива оценка

‖𝑥′ − 𝑥‖𝐶2(Q;R2) ⩽ 𝑐(𝑔,Q)𝜖(𝑔′).

Поскольку 𝑥 является диффеоморфизмом из Q0 на 𝑥(Q0) ⊃ R0, из последней оценки и

леммы 4.1.5 (с 𝑓 = 𝑥, 𝑓 ′ = 𝑥′, 𝐷 = intQ0 и 𝑄 = R0) следует, что обратные отображения

k = 𝑥−1 и k′ = 𝑥
′−1 корректно определены на R и удовлетворяют неравенству (4.1.94) при

малых 𝜖(𝑔′) ∈ [0,𝜖0(𝑔,𝑞)]. Лемма 4.1.6 доказана.

4.2 Устойчивость восстановления неориентируемой по-

верхности с краем по ее ДН-оператору

Пусть (𝑀,𝑔) – неориентируемая поверхность (неориентируемого) рода 𝑚 с краем (Γ,𝑑𝑙)

и ДН-оператором Λ. Будем писать (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), если (𝑀 ′,𝑔′) диффеоморфна (𝑀,𝑔) и

имеет тот же край (Γ,𝑑𝑙), а её ДН-оператор Λ′ удовлетворяет неравенству

‖Λ− Λ′‖𝐻1/2(Γ;R)→𝐻−1/2(Γ;R) ⩽ 𝑡. (4.2.1)

Как обычно, далее штрихованными символами обозначаются объекты, относящиеся к по-

верхности (𝑀 ′,𝑔′). Поскольку ДН-операторы Λ,Λ′ являются ПДО, из (4.2.1) вытекают оценки

‖Λ− Λ′‖𝐶𝑙+2(Γ;R)→𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐𝑙𝑡 (𝑙 = 0,1, . . . ). (4.2.2)

В этой главе для достаточно малого 𝑡0 = 𝑡0(Λ) > 0 и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡0(Λ)) предъяв-

ляются диффеоморфизмы

𝛽𝑀,𝑀 ′ : (𝑀,𝑔) ↦→ (𝑀 ′,𝑔′),
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которые не двигают точки Γ и являются почти конформными, т.е.

log𝐾𝛽𝑀,𝑀′ ⩽ 𝐶(Λ)𝑡 ∀(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑡0). (4.2.3)

Отсюда и из (4.0.4) вытекает второе неравенство в (4.0.8), в то время как первое первое

неравенство доказано в предложении 4.1.9. Тем самым теорема 4.0.1 будет доказана в неори-

ентируемом случае 𝑜 = −.
Построение диффеоморфизма 𝛽𝑀,𝑀 ′ включает в себя все элементы схемы, которая ис-

пользовалась для той же цели в ориентируемом случае в разделе 4.1, но также требует

привлечения новых соображений. Первым препятствием на пути применения этой схемы яв-

ляется то, что она основана на использовании голоморфных погружений (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′), в

то время как на неориентируемых поверхностях отсутствуют (непостоянные) голоморфные

функции. Это препятствие легко обходится переходом от самих поверхностей (𝑀,𝑔), (𝑀 ′,𝑔′)

к их двулистным ориентируемым накрытиям (M,g) и (M′,g′), соответственно (см. опреде-

ление в §1.2.2). Однако это немедленно приводит ко второму препятствию: ДН-операторы

накрытий (M,g) и (M′,g′) не допускают явного выражения в терминах Λ и Λ′ и поэтому для

построения “почти тождественного” соответствия

𝜄𝑀,𝑀 ′ : Tr𝒜∞(M) → Tr′𝒜∞(M′), (4.2.4)

между граничными следами голоморфных функций на (M,g) и (M′,g′) приходится исполь-

зовать результаты Главы 1 (предложение 1.2.3 и следствие 1.2.5). Согласно этим результа-

там, следы голоморфных функций на (M,g) и (M′,g′) определяются из решений определен-

ных нелинейных уравнений (1.2.17), включающих ДН-операторы Λ и Λ′, соответственно (см.

(1.2.17)). Таким образом, ключевой (и самый объемный) элемент схемы построения 𝛽𝑀,𝑀 ′ –

это доказательство устойчивости решений этих нелинейных уравнений относительно малых

возмущений ДН-оператора Λ, которое проводится в §4.2.1.

Как результат §4.2.1 мы получаем семейство {𝜄𝑀,𝑀 ′ | (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡0(Λ))} линейных

отображений (4.2.4) со свойством

𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 −→
𝑡→0

𝜂 в 𝐶∞(Γ;C) ∀𝜂 ∈ Tr𝒜∞(M). (4.2.5)

где Γ ≡ Γ× {+,−} – общий край поверхностей M и M′ и сходимость равномерна по (𝑀 ′,𝑔′).

В этом же параграфе доказаны оценки

sup
(𝑀 ′,𝑔′)∈B(𝑀,𝑡)

‖𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 − 𝜂‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(Λ,𝜂,𝑙) 𝑡 ∀𝜂 ∈ Tr𝒜∞(M). (4.2.6)

Построенное соответствие 𝜄𝑀,𝑀 ′ позволяет определить по фиксированному проективному

голоморфному вложению ℰ = (w1, . . . ,w𝑛) : M → C𝑛 поверхности (M,g) индуцированное
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вложение ℰ ′ = (w′
1, . . . ,w

′
𝑛) : M

′ → C𝑛 поверхности (M′,g′), где

w′
𝑘 = Tr

′−1 𝜄𝑀,𝑀 ′ Trw𝑘. (4.2.7)

Теперь результаты раздела 4.1 дают почти изометрический диффеоморфизм

𝛼M,M′ : ℰ(M) ↦→ ℰ ′(M′)

и почти конформный диффеоморфизм

𝛽M,M′ = ℰ ′−1 ∘ 𝛼M,M′ ∘ ℰ : (M,g) → (M′,g′),

не двигающий точки общего края 𝜕M = 𝜕M′ =: Γ ≡ Γ× {+,−}.
Третье препятствие заключается в том, что наличие почти конформного диффеомор-

физма 𝛽M,M′ между накрытиями (M,g) и (M′,g′), вообще говоря, не означает существование

почти конформного диффеоморфизма 𝛽𝑀,𝑀 ′ между (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′). В самом деле, пусть

𝜋 : M ↦→ 𝑀 и 𝜋′ : M′ ↦→ 𝑀 ′ – канонические проекции, а 𝜏 : M ↦→ M и 𝜏 ′ : M′ ↦→ M′ –

канонические инволюции на M и M′. Для того, чтобы 𝛽M,M′ определял почти конформный

диффеоморфизм 𝛽𝑀,𝑀 ′ правилом

𝛽𝑀,𝑀 ′({𝑥}) := 𝜋′ ∘ 𝛽M,M′(𝜋−1({𝑥})), (4.2.8)

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось сплетающее соотношение

𝜏 ′ ∘ 𝛽M,M′ = 𝛽M,M′ ∘ 𝜏. (4.2.9)

Для того, чтобы построенный диффеоморфизм 𝛽M,M′ удовлетворял (4.2.9), мы накладыва-

ем дополнительные условия симметрии на все объекты, использованные в разделе 4.1 при

построении 𝛽M,M′ . В частности, вложения ℰ и ℰ ′ удовлетворяют условиям

ℰ ∘ 𝜏 = ℰ , ℰ ′ ∘ 𝜏 ′ = ℰ ′, (4.2.10)

где верхняя черта означает покомпонентное комплексное сопряжение

(𝜉1, . . . ,𝜉𝑛) =: 𝜉 ↦→ 𝜉 := (𝜉1, . . . ,𝜉𝑛) (4.2.11)

в C𝑛. Из (4.2.10) следует, что голоморфные функции w𝑘 и w′
𝑘 симметричны относительно

инволюций на (M,g) и (M′,g′), то есть принадлежат пространствам

H∞(M) = {w ∈ 𝒜∞(M) | w ∘ 𝜏 = w}, H∞(M′) = {w′ ∈ 𝒜∞(M′) | w′ ∘ 𝜏 ′ = w′},
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соответственно (ср. с (1.2.10)).

В §4.2.2 мы приводим все необходимые модификации в рассуждениях раздела 4.1, необ-

ходимые для обеспечения симметрии (4.2.9) отображения 𝛽M,M′ . Благодаря (4.2.9) правило

(4.2.8) определяет по 𝛽M,M′ искомый диффеоморфизм 𝛽𝑀,𝑀 ′ , удовлетворяющий (4.2.3) и до-

казывающий теорему 4.0.1 при 𝑜 = −.
Наконец, в §4.2.3, мы применяем вышеописанный метод для получения некоторых ре-

зультатов об устойчивости восстановления поверхностей (𝑀,𝑔) с многокомпонентным краем

по их частичным ДН-операторам Λgr и Λis. При этом вместо двулистных ориентируемых

накрытий (M,g) используются накрытия (M,g), построенные в §2.1.2, а вместо нелинейного

уравнения (1.2.17) – уравнения (2.1.15) и (2.1.8). Поскольку в остальном схема рассуждений

повторяет описанную выше для неориентируемых поверхностей, в §4.2.3 опускается большая

часть доказательств.

4.2.1 Близость следов голоморфных функций на накрытиях

Напомним, что границы 𝜕M и 𝜕M′ накрытий M и M′ могут быть отождествлены с

Γ := Γ×{+,−}; при этом 𝜋(𝑥,±) = 𝑥 и 𝜏(𝑥,±) = 𝜏 ′(𝑥,±) = (𝑥,∓) при 𝑥 ∈ Γ. Введем функцию

𝜎 на Γ правилом 𝜎(𝑥,±) = ±1. Далее мы фиксируем поле единичных касательных векторов

𝛾 на Γ и определяем единичное поле касательных векторов 𝛾 на Γ правилом 𝑑𝜋[𝜎𝛾] = 𝛾.

Ориентации накрытий (M,g) и (M′,g) согласованы таким образом, чтобы выполнялись ра-

венства Φ𝜈 = 𝛾 = Φ′𝜈 ′, где Φ, Φ′ – гладкие семейства поворотов на (M,g) и (M′,g), а 𝜈

и 𝜈 ′ – единичные векторы нормалей на 𝜕M и 𝜕M′, соответственно. Тем самым на (M,g) и

(M′,g) определены комплексные структуры и пространства голоморфных функций𝒜∞(M) и

𝒜∞(M′), соответственно. Далее мы обозначаем через Tr (соотв., Tr′) оператор следа w ↦→ w|Γ
(w′ ↦→ w′|Γ), определенный на 𝒜∞(M) (соотв., на 𝒜∞(M′)).

В этом параграфе строится семейство {𝜄𝑀,𝑀 ′ | (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡0(Λ))} линейных отображе-
ний

𝜄𝑀,𝑀 ′ : Tr𝒜∞(M) → Tr′𝒜∞(M′),

удовлетворяющее условиям (4.2.5) и (4.2.6).

Уравнения, определяющие следы голоморфных функций на M и M′. Как обыч-

но, обозначим через 𝜕𝛾 оператор дифференцирования по длине в направлении касательного

вектора 𝛾 на (Γ,𝑑𝑙), а через 𝜕−1
𝛾 – оператор, обратный к 𝜕𝛾 на пространстве 𝜕𝛾𝐶

∞(Γ;R) =

Λ𝐶∞(Γ;R).
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Введем линейный оператор D и нелинейное отображение N, действующие на 𝐶∞(Γ;R)
по следующим правилам

N(𝑓) : =
1

2
Λ[𝑓 2 − (𝜕−1

𝛾 Λ𝑓)2]− 𝑓Λ𝑓 − (𝜕−1
𝛾 Λ𝑓)𝜕𝛾𝑓,

D𝑓 : = (𝜕𝛾 + Λ𝜕−1
𝛾 Λ)𝑓.

(4.2.12)

Для 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R) обозначим
𝑐𝑓 := N(𝑓)/D𝑓 (4.2.13)

(при 𝑓 = const мы считаем, что 𝑐𝑓 = 0). Определим нелинейное отображение

𝒢 : 𝐶∞(Γ;R) → 𝐶∞(Γ;R)

формулой

𝒢(𝑓) := D𝑓 · 𝜕𝛾N(𝑓)−N(𝑓)𝜕𝛾D𝑓 = (D𝑓)2𝜕𝛾

(︁N(𝑓)

D𝑓

)︁
. (4.2.14)

Аналогичным образом по ДН-оператору Λ′ определяются отображения D′, N′, 𝑐′𝑓 и 𝒢 ′, соот-

ветствующие поверхности (𝑀 ′,𝑔′).

Из результатов Главы 1 вытекают следующие свойства отображения (4.2.14).

Предложение 4.2.1. Пусть 𝑀 неориентируема. Тогда:

a) отображение 𝒢 положительно однородно с порядко однородности 3, то есть 𝒢(𝑐𝑓) =
𝑐3𝒢(𝑓) для всех 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R) and 𝑐 > 0.

b) непостоянная функция 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R) является решением уравнения 𝒢(𝑓) = 0 если и

только если функция

𝜂 := 𝑓 ∘ 𝜋 + 𝑖𝜎
(︀
(𝜕−1

𝛾 Λ𝑓) ∘ 𝜋 + 𝑐𝑓
)︀

(4.2.15)

является следом на Γ некоторой эрмитовой (относительно инволюции w ↦→ w† :=

w ∘ 𝜏) голоморфной функции w ∈ H∞(M) на (M,g).

c) В частности, множество 𝒢−1({0}) является подпространством коразмерности

codim
(︀
𝒢−1({0})

)︀
= −𝜒(𝑀)

в 𝐶∞(Γ;R), а отображение 𝑓 ↦→ 𝑐𝑓 – линейным функционалом на 𝒢−1({0}).

Доказательство. Утверждение a) вытекает непосредственно из определений (4.2.12) и

(4.2.14). Далее, поскольку 𝑀 неориентируема, функция D𝑓 при 𝑓 ̸= const не может ан-

нулироваться ни на каком сегменте Γ ввиду следствия 1.2.2. Поэтому уравнение 𝒢(𝑓) = 0

эквивалентно уравнению (1.2.17). Тем самым утверждение b) вытекает из предложения 1.2.3

и следствия 1.2.5; в частности, 𝒢−1({0}) = Re Tr𝒜∞(M) – линейное пространство. Из пред-

ложения 1.2.6 вытекает равенство codim
(︀
𝒢−1({0})

)︀
= −𝜒(𝑀). Наконец, если 𝒢(𝑓) = 0, то
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𝑐𝑓 = N(𝑓)/D𝑓 постоянна на Γ и совпадает со средним значением функции ℑ𝜂 из (4.2.15) на

(Γ×{+},𝑑𝑙). Поэтому 𝑐𝑓 есть (вещественно-)линейный функционал от 𝑓 . Тем самым доказано

утверждение c).

То же самое утверждение справедливо для объектов Λ′, (M′,g′), 𝑐′𝑓 и 𝒢 ′, связанных с

поверхностью (𝑀 ′,𝑔′).

План построения отображения 𝜄𝑀,𝑀 ′. Далее будем писать 𝒢 ′ ∈ B𝒢(𝑀,𝑡) если соответ-

ствующая поверхность (𝑀 ′,𝑔′) принадлежит B(𝑀,𝑡). При малых 𝑡 оператор Λ′ близок к Λ по

операторной норме и потому можно рассматривать 𝒢 ′ как малое возмущение отображения

𝒢. Поэтому сначала мы изучаем устойчивость решений нелинейного уравнения

𝒢(𝑓) = 0

относительно такого рода возмущений. Ключевым инструментом на этом этапе является

лемма 4.2.3. С помощью этой леммы мы строим семейство Y𝒢,· линейных отображений

Y𝒢,𝒢′ : 𝒢−1({0}) → 𝒢 ′−1({0})

между пространствами решений уравнений 𝒢(𝑓) = 0 и 𝒢 ′(𝑓 ′) = 0. Для этого семейства

справедлива равномерная по 𝒢 ′ ∈ B𝒢(𝑀,𝑡) сходимость

Y𝒢,𝒢′(𝑓) −→
𝑡→0

𝑓 в 𝐶∞(Γ;R) ∀𝑓 ∈ 𝒢−1({0}), (4.2.16)

и оценки

sup
𝒢′∈B𝒢(𝑀,𝑡)

‖Y𝒢,𝒢′(𝑓)− 𝑓‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(Λ,𝑓,𝑙) 𝑡 ∀ 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}). (4.2.17)

Далее, для каждого элемента

𝜂 := 𝑓 ∘ 𝜋 + 𝑖𝜎
(︀
(𝜕−1

𝛾 Λ𝑓) ∘ 𝜋 + 𝑐𝑓
)︀

пространства TrH∞(M) определим 𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 правилом

𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 := 𝑓 ′ ∘ 𝜋′ ± 𝑖𝜎
(︀
(𝜕−1

𝛾 Λ′𝑓 ′)︀ ∘ 𝜋′ + 𝑐′𝑓 ′ , (4.2.18)

где

𝑓 ′ := Y𝒢,𝒢′(𝑓), 𝑐′𝑓 ′ := N′(𝑓 ′)/D′𝑓 ′. (4.2.19)

(как и в (4.2.13), мы считаем, что 𝑐′𝑓 ′ = 0 если 𝑓 = const). Тогда 𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 ∈ Tr′H∞(M′) в

силу предложения 4.2.1, b). Тем самым 𝜂 ↦→ 𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 является линейным отображением из

TrH∞(M) в Tr′H∞(M′). Поскольку любой элемент 𝜂 ∈ Tr𝒜∞(M) может быть представлен в

виде 𝜂 = 𝜂1 + 𝑖𝜂2, где 𝜂1,2 ∈ TrH∞(M), отображение 𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 распространяется до линейного
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оператора из Tr𝒜∞(M) в Tr′𝒜∞(M′) по правилу 𝜄𝑀,𝑀 ′(𝜂1 + 𝑖𝜂2) = 𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂1 + 𝑖𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂2 (𝜂1,2 ∈
TrH∞(M)), причем по построению

𝜄𝑀,𝑀 ′(TrH∞(M)) ⊂ TrH∞(M′). (4.2.20)

В то же время из сходимости (4.2.16) и оценок (4.2.17) и (4.2.2) вытекает сходимость (4.2.5)

и оценки (4.2.6).

Предварительные оценки. Покажем, что отображения 𝒩 ′, 𝒟′, 𝒢 ′, 𝑐′·, ассоциированные

с поверхностью (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), близки к отображениям 𝒩 , 𝒟, 𝒢, 𝑐· при малых 𝑡.

Лемма 4.2.2. При всех 𝑙 = 0,1, . . . справедливы следующие утверждения:

a) 𝒩 , 𝒟 и 𝒩 ′, 𝒟′ продолжаются до непрерывных отображений из 𝐶 𝑙+3(Γ;R) в 𝐶 𝑙(Γ;R),
а 𝒢 и 𝒢 ′ продолжаются до непрерывных отображений из 𝐶 𝑙+4(Γ;R) в 𝐶 𝑙(Γ;R).

b) При достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ)] и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) и 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R) справедли-
вы оценки

‖𝜕−1
𝛾 Λ′𝑓 ′ − 𝜕−1

𝛾 Λ𝑓‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(Λ,𝑙)
(︁
𝑡‖𝑓‖𝐶𝑙+2(Γ;R) + ‖𝑓 ′ − 𝑓‖𝐶𝑙+2(Γ;R)

)︁
,

‖D′𝑓 −D𝑓‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(Λ,𝑙)𝑡‖𝑓‖𝐶𝑙+3(Γ;R),

‖N′(𝑓)−N(𝑓)‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(Λ,𝑙)𝑡‖𝑓‖2𝐶𝑙+3(Γ;R),

‖𝒢 ′(𝑓)− 𝒢(𝑓)‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(Λ,𝑙)𝑡‖𝑓‖3𝐶𝑙+4(Γ;R).

(4.2.21)

c) Для каждой непостоянной функции 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}) справедлива сходимость

sup |𝑐′𝑓 ′ − 𝑐𝑓 | −→
𝑡→0

0, (4.2.22)

где супремум берется по всем (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) и всем функциям 𝑓 ′ ∈ 𝒢 ′−1({0}), удо-
влетворяющим неравенству ‖𝑓 ′ − 𝑓‖𝐶3(Γ;R) ⩽ 𝑡.

Доказательство. Операторы 𝜕𝛾 : 𝐶 𝑙+1(Γ;R) → 𝐶 𝑙(Γ;R) и 𝜕−1
𝛾 : 𝜕𝛾𝐶

𝑙+1(Γ;R) → 𝐶 𝑙+1(Γ;R)
непрерывны. Кроме того, умножение 𝑓,ℎ→ 𝑓ℎ является непрерывной операцией на 𝐶 𝑙(Γ;R),

‖𝑓ℎ‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐𝑙‖𝑓‖𝐶𝑙(Γ;R)‖ℎ‖𝐶𝑙(Γ;R).

Ввиду этих фактов утверждения a) и b) легко следуют из оценок (4.2.2). Докажем c). Пусть

|D𝑓 | достигает максимума на Γ в точке 𝑦. Из (4.2.13) и (4.2.19) имеем

sup |𝑐′𝑓 ′ − 𝑐𝑓 | = sup

⃒⃒
[N(𝑓)](𝑦)[D′𝑓 ′](𝑦)− [N′(𝑓 ′)](𝑦)[D𝑓 ](𝑦)

⃒⃒⃒⃒
[D𝑓 ](𝑦)[D′𝑓 ′](𝑦)

⃒⃒ (4.2.23)
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(здесь и ниже супремум берется по тому же множеству, что и в (4.2.22)). Из непрерывности

N следует, что

sup|[N(𝑓 ′)](𝑦)− [N(𝑓)](𝑦)| −→
𝑡→0

0,

а из (4.2.21) – что

sup |[N(𝑓 ′)](𝑦)− [N(𝑓 ′)](𝑦)| ⩽ 𝑐(Λ,𝑙)𝑡→ 0.

В сходимостях выше можно заменить N,N′ на D,D′. В частности, при малых 𝑡 знаменатель

в (4.2.23) ограничен снизу числом ‖D𝑓‖2𝐶(Γ;R)/2. С учетом этих фактов из (4.2.23) вытекает

сходимость (4.2.22).

Вспомогательная лемма. Пусть 𝐸 и 𝐹 – нормированные пространства (над полем R).
Пусть также 𝒢 : 𝐸 → 𝐹 – непрерывное (не обязательно линейное) отображение. Будем

говорить, что 𝒢 является (𝜒,𝛼)−допустимым, если выполнены следующие условия:

(a) 𝒢 положительно однородно с порядком однородности 𝛼, т.е. 𝒢(𝑐𝑓) = 𝑐𝛼𝒢(𝑓) для всех

𝑓 ∈ 𝐸 и 𝑐 > 0;

(b) прообраз нуля 𝒢−1({0}) является линейным подпространством коразмерности 𝜒 в ℰ .

Множество Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ) всех (𝜒,𝛼)−допустимых отображений из 𝐸 в 𝐹 наделяется метрикой

𝜖(𝒢 ′,𝒢) = sup
𝑓

‖𝒢 ′(𝑓)− 𝒢(𝑓)‖𝐹 , (4.2.24)

где супремум берется по всем таким 𝑓 ∈ 𝐸, что ‖𝑓‖𝐸 = 1. Далее будем обозначать через

B𝜒,𝛼(𝒢,𝑡) замкнутый шар радиуса 𝑡 с центром в 𝒢 в Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ).

Примером (𝜒,𝛼)−допустимого отображения является 𝒢 : 𝐸 → 𝐹 , где

𝐸 = 𝐶∞(Γ;R), ‖ · ‖𝐸 := ‖ · ‖𝐶𝑙+4(Γ;R),

𝐹 = 𝐶∞(Γ;R), ‖ · ‖𝐹 := ‖ · ‖𝐶𝑙(Γ;R),

𝜒 = −𝜒(𝑀), 𝛼 = 3.

(4.2.25)

где 𝑙 = 0,1, . . . произвольно и отображение 𝒢 определяется по ДН-оператору Λ поверхности

(𝑀,𝑔) по формуле (4.2.14). В самом деле 𝒢 : 𝐸 → 𝐹 непрерывно ввиду леммы 4.2.2. Свойства

(a) с 𝛼 = 3 и (b) вытекают из утверждений a) и c) предложения 4.2.1, соответственно.

Таким образом, справедливо включение 𝒢 ∈ Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ). Включение 𝒢 ′ ∈ Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ) верно

для всякого отображения 𝒢 ′, связанного с ДН-оператором Λ′ поверхности (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡),

поскольку любая такая поверхность диффеоморфна (𝑀,𝑔), то есть 𝜒(𝑀 ′) = 𝜒(𝑀) = −𝜒.
Наконец, последняя оценка (4.2.21) означает, что 𝒢 ′ ∈ B𝜒,𝛼(𝒢,𝑐(Λ,𝑙)𝑡) для всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈
B(𝑀,𝑡).

Вернемся к общему случаю. Из следующей леммы вытекает существование “почти тож-

дественного” линейного отображения между прообразами нуля 𝒢−1({0}) и 𝒢 ′−1({0}), если
отображение 𝒢 ′ достаточно близко к 𝒢 ∈ Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ) по метрике (4.2.24).
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Лемма 4.2.3. Пусть 𝛼 ⩾ 1 и 𝜒 ∈ N. Для всех 𝒢 ∈ Q𝜒,𝛼(𝐸;𝐹 ), существует такое положи-

тельное число 𝑡0 = 𝑡0(𝒢) и такое семейство {Y𝒢,𝒢′ | 𝒢 ′ ∈ B𝜒,𝛼(𝒢,𝑡0)} линейных отображений

Y𝒢,𝒢′ : 𝒢−1({0}) → 𝒢 ′−1({0}), что

sup
𝒢′∈B𝜒,𝛼(𝒢,𝑡)

‖Y𝒢,𝒢′𝑓 − 𝑓‖𝐸 −→
𝑡→0

0, ∀𝑓 ∈ 𝒢−1({0}).

Доказательство. Сперва отметим, что отображение

𝒢 : 𝑓 ↦→ ‖𝑓‖1−𝛼
𝐸 𝒢(𝑓)

(доопределенное в нуле равенством 𝒢(0) = 0) удовлетворяет всем условиям леммы 4.2.3,

причем 𝒢−1({0}) = 𝒢−1({0}). Поэтому при доказательстве леммы достаточно рассмотреть

случай 𝛼 = 1.

Итак, пусть 𝒢 ∈ Q𝜒,1(𝐸;𝐹 ) и 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}). Ввиду свойства (b), можно выбрать набор

ℎ1, . . . ,ℎ𝜒 элементов 𝐸, линейно независимый по модулю 𝒢−1({0}). Определим непрерывную

функцию 𝒢· : 𝐸 × R𝜒 ↦→ [0,+∞) правилом

𝒢𝑓 (𝑑) :=
⃦⃦⃦
𝒢
(︁
𝑓 −

𝜒∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘ℎ𝑘

)︁⃦⃦⃦
𝐹
,

где 𝑑 = (𝑑1, . . . ,𝑑𝜒)
𝑇 . Тогда при любом 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}) функция 𝒢𝑓 строго положительна на

единичной сфере 𝑆𝜒−1, 𝒢𝑓 |𝑆𝜒−1 ⩾ 𝑐𝒢,𝑓 > 0.

Введем эквивалентную норму

|𝑑|𝐸 =
⃦⃦ 𝜒∑︁

𝑘=1

𝑑𝑘ℎ𝑘
⃦⃦
𝐸

в R𝜒. Пусть 𝑑 ∈ 𝑆𝜒−1; тогда 𝒢0(𝑑) ⩾ 𝑐𝒢,0. Поскольку функция 𝑓 ↦→ 𝒢𝑓 (𝑑) непрерывна, при

достаточно малом 𝑞𝒢(𝑑) > 0 справедливо неравенство

𝒢𝑓 (𝑑) ⩾ 𝑐𝒢,0/2 (𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓‖𝐸 ⩽ 𝑞𝒢(𝑑)). (4.2.26)

Введем окрестности

𝑈(𝑑) := {𝑒⃗ ∈ 𝑆𝜒−1 | |𝑑− 𝑒⃗|𝐸 ⩽ 𝑞𝒢(𝑑)/2}

в 𝑆𝜒−1. Подставляя 𝑓 =
∑︀𝜒

𝑘=1(𝑑𝑘 − 𝑒𝑘)ℎ𝑘 + 𝑓 в (4.2.26), получаем, что 𝒢𝑓 ⩾ 𝑐𝒢,0/2 на 𝑈(𝑑) для

всех таких 𝑓 ∈ 𝐸, что ‖𝑓‖𝐸 ⩽ 𝑞𝒢(𝑑)/2. Поскольку из открытого покрытия 𝑈(𝑑) (𝑑 ∈ 𝑆𝜒−1)

сферы 𝑆𝜒−1 можно выбрать конечное подпокрытие, из неравенств выше следует, что

𝒢𝑓 ⩾ 𝑐𝒢,0/2 на 𝑆
𝜒−1 (𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓‖𝐸 ⩽ 𝑞𝒢) (4.2.27)
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при достаточно малом 𝑞𝒢 > 0. В частности,

𝒢𝑓 (𝑑) = |𝑑|𝒢|𝑑|−1𝑓

(︃
𝑑

|𝑑|

)︃
⩾ 𝑐𝒢,0

|𝑑|
2

(︁
𝑓 ∈ 𝐸, 𝑑 ∈ R𝜒, |𝑑| ⩾ ‖𝑓‖𝐸

𝑞𝒢

)︁
. (4.2.28)

Из свойства (a) и определения (4.2.24) метрики 𝜖 следует, что

|𝒢 ′
0(𝑑)| ⩾ |𝒢0(𝑑)| − |𝑑|𝐸 ·

⃒⃒⃒⃒
⃒𝒢 ′

0

(︃
𝑑

|𝑑|𝐸

)︃
− 𝒢0

(︃
𝑑

|𝑑|𝐸

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩾ 𝑐𝒢,0 − 𝑡|𝑑|𝐸 ⩾ 𝑐𝒢,0/2

при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0] и всех 𝒢 ′ ∈ 𝐵𝜒,1(𝒢,𝑡) и 𝑑 ∈ 𝑆𝜒−1. Поэтому при каждом

𝒢 ′ ∈ B𝜒,1(𝒢,𝑡) элементы ℎ1, . . . ,ℎ𝜒 ∈ 𝐸 линейно независимы по модулю 𝒢 ′−1({0}). Значит, для
любых 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}), 𝑡 ∈ [0,𝑡0] и 𝒢 ′ ∈ B𝜒,1(𝒢,𝑡), справедливо разложение

𝑓 =

𝜒∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘,𝒢′(𝑓)ℎ𝑘 + 𝑓𝒢′ , (4.2.29)

где 𝑑𝑘,𝒢′(𝑓) ∈ R однозначно определяются по 𝑓 и 𝑓𝒢′ ∈ 𝒢 ′−1({0}). Отсюда и из свойства

(b) следует, что коэффициенты 𝑑𝑘,𝒢′(𝑓) и остаток 𝑓𝒢′ являются линейными функциями от

𝑓 . Положим 𝑑𝒢′(𝑓) = (𝑑1,𝒢′(𝑓), . . . ,𝑑𝜒,𝒢′(𝑓))𝑇 . Семейство {Y𝒢,𝒢′ | 𝒢 ′ ∈ B𝜒,1(𝒢,𝑡0)} линейных

отображений Y𝒢,𝒢′ : 𝒢−1({0}) → 𝒢 ′−1({0}) определяется правилом

Y𝒢,𝒢′𝑓 := 𝑓𝒢′
(︀
𝑓 ∈ 𝒢−1({0})

)︀
, (4.2.30)

где 𝑓𝒢′ – остаток в разложении (4.2.29).

Предположим, что 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}) и 𝒢 ′ ∈ B𝜒,1(𝒢,𝑡). Из (a) и (4.2.24) вытекает неравенство

‖𝒢 ′(𝑓𝒢′)− 𝒢(𝑓𝒢′)‖𝐹 = ‖𝑓𝒢′‖𝐸
⃦⃦⃦
𝒢 ′

(︃
𝑓𝒢′

‖𝑓𝒢′‖𝐸

)︃
− 𝒢

(︃
𝑓𝒢′

‖𝑓𝒢′‖𝐸

)︃ ⃦⃦⃦
⩽

⩽ 𝑡‖𝑓𝒢′‖𝐸 ⩽ 𝑡
(︁
‖𝑓‖𝐸 + |𝑑𝒢′(𝑓)|𝐸

)︁
⩽ 𝑐(𝐸)𝑡

(︀
‖𝑓‖𝐸 + |𝑑𝒢′(𝑓)|

)︀
для остатка 𝑓𝒢′ в (4.2.29). Поскольку 0 = 𝒢 ′(𝑓𝒢′) = 𝒢(𝑓𝒢′) + 𝒢 ′(𝑓𝒢′)− 𝒢(𝑓𝒢′), отсюда имеем

𝒢𝑓 (𝑑𝒢′(𝑓)) = ‖𝒢(𝑓𝒢′)‖𝐹 ⩽ 𝑐(𝐸)𝑡
(︀
‖𝑓‖𝐸 + |𝑑𝒢′(𝑓)|

)︀
, (4.2.31)

где 𝑐(𝐸) не зависит от 𝒢 ′, 𝑓 и 𝑡.

Покажем, что множество{︃
|𝑑𝒢′(𝑓)|
‖𝑓‖𝐸

⃒⃒⃒
𝒢 ′ ∈ B𝜒,1(𝒢,𝑡0), 𝑓 ∈ 𝒢−1({0})∖{0}

}︃
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ограничено при достаточно малом 𝑡0 > 0. Предположим противное; тогда существуют такие

последовательности 𝑡𝑘 → 0, {𝑓𝑘} ⊂ 𝒢−1({0})∖{0} и {𝒢 ′
𝑘} ⊂ B𝜒,1(𝒢,𝜀𝑘), что

𝛼𝑘 :=
|𝑑𝒢′

𝑘
(𝑓𝑘)|

‖𝑓𝑘‖𝐸
→ +∞.

Положим

𝑒⃗𝑘 =
𝑑𝒢′(𝑓𝑘),

𝛼𝑘‖𝑓𝑘‖𝐸
𝑝𝑘 :=

𝑓𝑘
𝛼𝑘‖𝑓𝑘‖𝐸

;

тогда |𝑒⃗𝑘| = 1 и из (a) следует, что 𝒢𝑓𝑘(𝑑𝒢′
𝑘
(𝑓)) = 𝛼𝑘‖𝑓𝑘‖𝐸𝒢𝑝𝑘(𝑒⃗𝑘). Отсюда и из оценки (4.2.31)

получаем

𝒢𝑝𝑘(𝑒⃗𝑘) ⩽ 𝑐(𝐸)𝑡𝑘(𝛼
−1
𝑘 + 1) → 0.

С другой стороны, из соотношений ‖𝑝𝑘‖𝐸 = 𝛼−1
𝑘 → 0, |𝑒⃗𝑘| = 1 и неравенства (4.2.27) следует,

чо 𝒢𝑝𝑘(𝑒⃗𝑘) ⩾ 𝑐𝒢,0/2 при достаточно больших 𝑘. Полученное противоречие показывает, можно

выбрать такие 𝑡0 > 0 и 𝐶 > 0, что

|𝑑𝒢′(𝑓)| ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐸 (𝒢 ′ ∈ B𝜒,1(𝒢,𝑡0), 𝑓 ∈ 𝒢−1({0})).

Теперь неравенство (4.2.31) принимает вид

𝒢𝑓 (𝑑𝒢′(𝑓)) ⩽ 𝑐(𝒢)𝑡‖𝑓‖𝐸, (4.2.32)

где 𝑐(𝒢) не зависит от 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}) и 𝒢 ′ ∈ B𝜒,1(𝒢,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑡0].

Введем функцию

𝑡 ↦→ 𝜀𝒢,𝑓 (𝑡) := sup
{︁
|𝑑|𝐸

⃒⃒⃒
𝑑 ∈ 𝒢−1

𝑓

(︀[︀
0, 𝑐(𝒢)𝑡‖𝑓‖𝐸

]︀)︀ }︁
. (4.2.33)

Из (4.2.32) и (4.2.33) следует, что

‖𝑓𝒢′ − 𝑓‖𝐸 = |𝑑𝒢′(𝑓)|𝐸 ⩽ 𝑐(𝐸)|𝑑𝒢′(𝑓)|𝐸 ⩽ 𝑐(𝐸)𝜀𝒢,𝑓 (𝑡) (4.2.34)

при всех 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}), 𝒢 ′ ∈ B𝜒,1(𝒢,𝑡) и 𝑡 ∈ [0,𝑡0].

Осталось показать, что при каждом 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}) имеет место сходимость 𝜀𝒢,𝑓 (𝑡) → 0

при 𝑡 → 0. Предположим противное; тогда существует такое 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}) и такая последо-

вательность {𝑑𝑘} ⊂ R𝜒, что |𝑑𝑘| ⩾ 𝑐 > 0 и 𝒢𝑓 (𝑑𝑘) → 0. Ввиду (4.2.28) последовательность

{𝑑𝑘} ограничена и из нее можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся к некоторой

точке 𝑑∞ в R𝜒 (далее предположим, что эта подпоследовательность совпадает с исходной

последовательностью {𝑑𝑘}), причем |𝑑∞| ⩾ 𝑐. Поскольку 𝒢𝑓 непрерывна на R𝜒, получаем

𝒢𝑓 (𝑑∞) = lim
𝑘→∞

𝒢𝑓 (𝑑𝑘) = 0. С другой стороны, поскольку 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}), функция 𝒢𝑓 строго
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положительна на R𝑛∖{0}, противоречие. Таким образом, из (4.2.34) получаем

‖𝑓𝒢′ − 𝑓‖𝐸 ⩽ 𝑐(𝐸)𝜀𝒢,𝑓 (𝑡) → 0. (4.2.35)

Лемма 4.2.3 доказана.

Построение отображения 𝜄𝑀,𝑀 ′. Пусть 𝒢 – отображение (4.2.14), связанное с ДН-

оператором Λ поверхности (𝑀,𝑔), 𝑙 = 4,5, . . . и 𝑡0 = 𝑡0(Λ,𝑙) > 0 достаточно мало. Подставляя

(4.2.25) в лемму 4.2.3, получаем семейство {Y𝒢,𝒢′ | 𝒢 ′ ∈ B𝒢(𝑀,𝑡0)} линейных отображений

Y𝒢,𝒢′ : 𝒢−1({0}) → 𝒢 ′−1({0}), для которых справедливы сходимости

sup
𝒢′∈B𝒢(𝑀,𝑡)

‖Y𝒢,𝒢′𝑓 − 𝑓‖𝐶𝑙(Γ;R) −→
𝑡→0

0 (𝑓 ∈ 𝒢−1({0})). (4.2.36)

Отображения Y𝒢,𝒢′ определены формулами (4.2.29), (4.2.30) и, в частности, не зависят от

показателя гладкости 𝑙. Сходимость (4.2.16) вытекает из формул (4.2.36) с 𝑙 = 4,5, . . . .

Теперь введем семейство {𝜄𝑀,𝑀 ′ | (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡0(Λ))} линейных отображений 𝜄𝑀,𝑀 ′ :

Tr𝒜∞(M) → Tr′ 𝒜∞(M′), определенных формулами (4.2.18) и (4.2.19), где Λ′ – ДН-оператор

поверхности (𝑀 ′,𝑔′) и отображения N′, D′, 𝒢 ′ связаны с Λ′ соотношениями (4.2.12) и (4.2.14)

с Λ′ вместо Λ. Тогда сходимость (4.2.5) вытекает из (4.2.36), первого неравенства в (4.2.21) и

формулы (4.2.22).

Грубые оценки разности 𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂−𝜂. Получим грубые оценки левой части (4.2.36). Ввиду

(4.2.30) и (4.2.35) для этого достаточно оценить функцию (4.2.33) из доказательства леммы

4.2.3.

Отметим, что первую формулу в (4.2.12) можно переписать в виде

N(𝑓) =
1

2
Q(𝑓,𝑓),

где Q – билинейное отображение, заданное правилом

Q(𝑓,ℎ) := Λ
[︀
𝑓 ·ℎ− (𝜕−1

𝛾 Λ𝑓) · (𝜕−1
𝛾 Λℎ)

]︀
− 𝑓 ·Λℎ−ℎ ·Λ𝑓 − (𝜕−1

𝛾 Λ𝑓) ·𝜕𝛾ℎ− (𝜕−1
𝛾 Λℎ) ·𝜕𝛾𝑓, (4.2.37)

причем N(𝑓 + ℎ) = N(𝑓) + Q(𝑓,ℎ) + N(ℎ). Отсюда и из формул (4.2.14), (4.2.12) вытекает

представление

𝒢(𝑓 + ℎ) =
3∑︁

𝑘=0

𝒢𝑓,(𝑘)(ℎ),

где 𝒢𝑓,(0)(ℎ) := 𝒢(𝑓), 𝒢𝑓,(3)(ℎ) := 𝒢(ℎ) и

𝒢𝑓,(1)(ℎ) : = 𝜕𝛾N(𝑓) ·Dℎ−N(𝑓) · 𝜕𝛾Dℎ+ (D𝑓) · 𝜕𝛾Q(𝑓,ℎ)− (𝜕𝛾D𝑓) · Q(𝑓,ℎ), (4.2.38)

𝒢𝑓,(2)(ℎ) : = (D𝑓) · 𝜕𝛾N(ℎ)− (𝜕𝛾D𝑓) ·N(ℎ) + 𝜕𝛾Q(𝑓,ℎ) ·Dℎ− Q(𝑓,ℎ) · 𝜕𝛾Dℎ.
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Каждый член 𝒢𝑓,(𝑘) : 𝐸 → 𝐹 является непрерывным положительно однородным отображе-

нием со степенью однородности 𝑘, то есть 𝒢𝑓,(𝑘)(𝑠ℎ) = 𝑠𝑘𝒢𝑓,(𝑘)(ℎ) для всех 𝑠 > 0 и 𝑓 ∈ 𝐸.

Поэтому в обозначениях леммы 4.2.3 имеем

𝒢𝑓 (𝑑) := ‖𝒢(𝑓 − ℎ)‖𝐹 =
⃦⃦⃦ 3∑︁

𝑘=1

𝒢𝑓,(𝑘)(−ℎ)
⃦⃦⃦
𝐹
=
⃦⃦⃦ 3∑︁

𝑘=1

𝒢𝑓,(𝑘)(ℎ̂)|𝑑|𝑘
⃦⃦⃦
𝐹
, (4.2.39)

где 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}) и

ℎ :=

𝜒∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘ℎ𝑘, ℎ̂ := −|𝑑|−1ℎ := −
𝜒∑︁

𝑘=1

𝑑𝑘

|𝑑|
ℎ𝑘. (4.2.40)

Напомним, что 𝒢𝑓 ⩾ 𝑐𝒢,𝑓 > 0 на 𝑆𝑚−1.

Покажем, что

𝒢𝑓 (𝑑) ⩾ 𝑐𝒢,𝑓 |𝑑|3 ⩾ (𝑐𝒢,𝑓/𝑐(𝐸))|𝑑|3𝐸 (4.2.41)

при некотором 𝑐𝒢,𝑓 > 0 и достаточно малых 𝑑. Предположим противное; тогда существует

такая ограниченная последовательность
{︀
𝑑(𝑗)
}︀

⊂ R𝜒, что |𝑑(𝑗)|−3𝒢𝑓 (𝑑
(𝑗)) → 0 при 𝑗 → ∞.

Отсюда и из (4.2.39) имеем

⃦⃦⃦ 3∑︁
𝑘=1

𝒢𝑓,(𝑘)(ℎ̂
(𝑗))|𝑑(𝑗)|𝑘−3

⃦⃦⃦
𝐹
→ 0, (4.2.42)

где

ℎ̂(𝑗) := −
𝜒∑︁

𝑘=1

𝑒
(𝑗)
𝑘 ℎ𝑘, 𝑒⃗(𝑗) := |𝑑(𝑗)|−1𝑑(𝑗).

Пользуясь компактностью 𝑆𝜒−1 и переходя к подпоследовательностям, можно считать, что

𝑒⃗(𝑗) → 𝑒⃗(∞) в 𝑆𝜒−1, откуда ℎ̂(𝑗) → ℎ̂(∞) в 𝐸, 𝒢𝑓,(𝑘)(ℎ̂
(𝑗)) → 𝒢𝑓,(𝑘)(ℎ̂

(∞)) в 𝐹 и 𝑑(𝑗) → 𝑑(∞) в R𝜒.

Если 𝑑(∞) ̸= 0, то предельный переход в (4.2.42) приводит к равенству 𝒢𝑓 (𝑑
(∞)) = 0 ввиду

(4.2.39), что противоречит неравенству 𝒢𝑓 ⩾ 𝑐𝒢,𝑓 > 0 на 𝑆𝑚−1. Если 𝑑(∞) = 0, то сходимость

(4.2.42) означает, что 𝒢𝑓,(𝑘)(ℎ̂
(∞)) = 0 при всех 𝑘, откуда 𝒢𝑓 (𝑒⃗

(∞)) = 0, что приводит к тому

же противоречию. Из полученного противоречия вытекает неравенство (4.2.41).

Из (4.2.41) и определения (4.2.33) функции 𝜀𝒢,𝑓 следует, что

𝜀𝒢,𝑓 (𝑡) ⩽ 𝑐(𝒢,𝑓)𝑡
1
3 (4.2.43)

при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(𝒢,𝑓)]. Отсюда и из (4.2.35) вытекает оценка

sup
𝒢′∈B𝒢(𝑀,𝑡)

‖Y𝒢,𝒢′𝑓 − 𝑓‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(Λ,𝑓,𝑙)𝑡
1
3 . (4.2.44)

(В общем случае, если отображение 𝒢 является (𝑚,𝛼)-допустимым и допускает разложение

𝒢(𝑓 +ℎ) =
∑︀𝑚

𝑘=1 𝒢
(𝑘)
𝑓 (ℎ) с положительно однородными коэффициентами 𝒢(𝑘)

𝑓 , то те же самые

рассуждения дают оценку (4.2.44) со степенью 𝑡1/𝑚 вместо 𝑡1/3.)
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Использование равенства

N(𝑓 ′)−N(𝑓) = Q(𝑓 ′ − 𝑓,𝑓) + Q(𝑓,𝑓 ′ − 𝑓)

в доказательстве утверждения c) леммы 4.2.2 позволяет получить оценки

sup |𝑐′𝑓 ′ − 𝑐𝑓 | ⩽ 𝑐(Λ)𝑡, (4.2.45)

уточняющие сходимость (4.2.22). Из неравенств (4.2.44), (4.2.21), (4.2.45) и определения

(4.2.18), (4.2.19) отображения 𝜄𝑀,𝑀 ′ следует, что

sup
(𝑀 ′,𝑔′)∈B(𝑀,𝑡)

‖𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 − 𝜂‖𝐶𝑙(Γ;R) ⩽ 𝑐(Λ,𝜂,𝑙)𝑡
1
3 . (4.2.46)

при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,𝜂,𝑙)].

Уточнение оценок для 𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 − 𝜂. Теперь докажем оценку (4.2.6). Ввиду неравенств

(4.2.21) и (4.2.45) и определения (4.2.18), (4.2.19) отображения 𝜄𝑀,𝑀 ′ для этого достаточно

доказать оценку (4.2.17) для каждого непостоянного 𝑓 ∈ 𝒢−1({0}). В свою очередь, для этого

достаточно показать что функция 𝜀𝒢,𝑓 (𝑡) в формуле (4.2.35) удовлетворяет неравенству

𝜀𝒢,𝑓 (𝑡) ⩽ 𝑐(𝒢,𝑓) 𝑡 (4.2.47)

при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(𝒢,𝑓)]. Ввиду определения (4.2.33) функции 𝜀𝒢,𝑓 формула

(4.2.47) эквивалентна неравенству

𝒢𝑓 (𝑑) ⩾ 𝑐𝒢,𝑓 |𝑑| (|𝑑| ⩽ 𝐶𝒢,𝑓 ). (4.2.48)

Для доказательства (4.2.48) нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 4.2.4. При каждом 𝑓 ∈ 𝒢−1({0})∖{0} для линейного оператора (4.2.38) справедливо
равенство

Ker𝒢𝑓,(1) = 𝒢−1({0}). (4.2.49)

Доказательство. Поскольку 𝑀 неориентируема и 𝑓 ̸= const, функция D𝑓 не может анну-

лироваться ни на каком сегменте Γ ввиду предложения 1.2.1. Отсюда и из формулы (4.2.14)

следует, что уравнение 𝒢(𝑓) = 0 можно переписать в виде N(𝑓) = 𝑐𝑓D𝑓 , где 𝑐𝑓 постоянна на

Γ. С учетом последнего равенства формула (4.2.38) принимает вид

𝒢𝑓,(1)(ℎ) := 𝑐𝑓
[︀
𝜕𝛾D𝑓 ·Dℎ−D𝑓 · 𝜕𝛾Dℎ

]︀
+ (D𝑓) · 𝜕𝛾Q(𝑓,ℎ)− (𝜕𝛾D𝑓) · Q(𝑓,ℎ) =

=(D𝑓)−2𝜕𝛾

(︂
Q(𝑓,ℎ)− 𝑐𝑓 ·Dℎ

D𝑓

)︂
.



178

Поэтому 𝒢𝑓,(1)(ℎ) = 0 если и только если

Q(𝑓,ℎ) = 𝑐𝑓 ·Dℎ+ 𝑐𝑓,ℎD𝑓 (4.2.50)

при некоторых 𝑐𝑓 ,𝑐𝑓,ℎ ∈ R.
Введем функции

f = 𝑓 ∘ 𝜋, p = 𝜎
(︀
(𝜕−1

𝛾 Λ𝑓) ∘ 𝜋 + 𝑐𝑓
)︀
,

h = ℎ ∘ 𝜋, q = 𝜎
(︀
(𝜕−1

𝛾 Λℎ) ∘ 𝜋 + 𝑐𝑓,ℎ
)︀
. (4.2.51)

Из условия 𝒢(𝑓) = 0 и предложения 4.2.1, b) следует, что функция w := uf + 𝑖up голоморфна

на накрытии (M,g) (здесь uf – решение задачи Дирихле (1.2.15)). Сужая уравнение Коши-

Римана Φ∇uf = ∇up на Γ, получаем

𝜕𝛾p = Λf = (Λ𝑓) ∘ 𝜋, Λp = −𝜕𝛾f = −𝜎 · (𝜕𝛾𝑓) ∘ 𝜋, (4.2.52)

где Λ – ДН-оператор поверхности (M,g) (напомним, что Λ(ℎ ∘ 𝜋) = (Λℎ) ∘ 𝜋).
Пусть 𝑈 – односвязная область в M, содержащая сегмент Γ̃ кривой Γ. Поскольку функ-

ция uh гармонична на 𝑈 , из леммы Пуанкаре вытекает существование такой (определенной

с точностью до аддитивной константы) функции v𝑈 на 𝑈 , что функция w̃𝑈 := uh+ 𝑖v𝑈 голо-

морфна на 𝑈 . Сужая уравнение Коши-Римана Φ∇uh = ∇v𝑈 на Γ̃ и учитывая соотношение

𝑑𝜋[𝜎𝛾] = 𝛾, получаем

𝜕𝛾v𝑈 = 𝜕𝜈u
h = Λh = (Λℎ) ∘ 𝜋, 𝜕𝜈v𝑈 = −𝜕𝛾h = −𝜎 · (𝜕𝛾ℎ) ∘ 𝜋. (4.2.53)

Поэтому функцию v𝑈 можно выбрать так, чтобы на Γ̃ выполнялось равенство v𝑈 = q.

Поскольку w и w̃ голоморфны на 𝑈 , функция

Re(ww̃𝑈) = ufuh − upv𝑈

гармонична на 𝑈 , причем на Γ̃ выполнены равенства

Re(ww̃𝑈) = fh− pq =
[︁
𝑓ℎ−

(︀
𝜕−1
𝛾 Λ𝑓 + 𝑐𝑓

)︀
·
(︀
𝜕−1
𝛾 Λℎ+ 𝑐𝑓,ℎ

)︀]︁
∘ 𝜋 =: Y

и (ввиду (4.2.52) и (4.2.53))

𝜕𝜈 Re(ww̃𝑈) = h ·Λf + f ·Λh− q ·Λp− p𝜕𝜈v𝑈 =

= h ·Λf + f ·Λh+ q𝜕𝛾f + p𝜕𝛾h =

=
[︁
ℎΛ𝑓 + 𝑓Λℎ+

(︀
𝜕−1
𝛾 Λℎ+ 𝑐𝑓,ℎ

)︀
𝜕𝛾𝑓 +

(︀
𝜕−1
𝛾 Λ𝑓 + 𝑐𝑓

)︀
𝜕𝛾ℎ
]︁
∘ 𝜋.
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Из последних двух формул и определений (4.2.37), (4.2.12) формы Q и оператора D имеем

Q(𝑓,ℎ) ∘ 𝜋 :=
[︁
Λ
[︀
𝑓ℎ− (𝜕−1

𝛾 Λ𝑓)(𝜕−1
𝛾 Λℎ)

]︀]︁
∘ 𝜋−

−
[︀
𝑓Λℎ− ℎΛ𝑓 − (𝜕−1

𝛾 Λ𝑓)𝜕𝛾ℎ− (𝜕−1
𝛾 Λℎ)𝜕𝛾𝑓

]︀
∘ 𝜋 =

= ΛY +
[︁
𝑐𝑓,ℎΛ𝜕

−1
𝛾 Λ𝑓 + 𝑐𝑓Λ𝜕

−1
𝛾 Λℎ

]︁
∘ 𝜋−

− 𝜕𝜈 Re(ww̃𝑈) +
[︀
𝑐𝑓,ℎ𝜕𝛾𝑓 + 𝑐𝑓𝜕𝛾ℎ

]︀
∘ 𝜋 =

= 𝜕𝜈
[︀
uY − Re(ww̃𝑈)

]︀
+
[︀
𝑐𝑓,ℎD𝑓 + 𝑐𝑓Dℎ

]︀
∘ 𝜋.

Таким образом, уравнение (4.2.50) эквивалентно выполнению равенства

𝜕𝜈
[︀
uY − Re(ww̃𝑈)

]︀
= 0 на Γ̃ (4.2.54)

при любых 𝑈 и Γ̃. Поскольку функции uY и Re(ww̃𝑈) гармонические на 𝑈 , из (4.2.54), из

(4.2.54) и теоремы о единственности решений задачи Коши для эллиптических уравнений

следует, что

uY = Re(ww̃𝑈) на 𝑈.

Последнее равенство можно переписать в виде

v𝑈 =
ufuh − uY

up
,

причем здесь правая часть определена глобально на M, а левая часть гладкая и гармониче-

ская на любой окрестности 𝑈 и удовлетворяет условию Коши-Римана Φ∇uh = ∇v𝑈 на 𝑈 .

Таким образом, функция

w̃ := uh + 𝑖
ufuh − uY

up
.

голоморфна на (M,g), причем w̃ ∘ 𝜏 = w̃ и

w̃|Γ = h+ 𝑖
fh−Y

p
= h+ 𝑖q = ℎ ∘ 𝜋 + 𝑖𝜎

(︀
(𝜕−1

𝛾 Λℎ) ∘ 𝜋 + 𝑐𝑓,ℎ
)︀
.

Отсюда и из предложения 4.2.1, b) следует, что 𝒢(ℎ) = 0. Таким образом, доказано включение

Ker𝒢𝑓,(1) ⊂ 𝒢−1({0}).
Теперь пусть ℎ ∈ 𝒢−1({0}); тогда из предложения 4.2.1, b) следует, что функция ẃ =

uh+uq голоморфна, где h и q заданы формулой (4.2.51) и 𝑐𝑓,ℎ – некоторая константа. Тогда

функция Re(ẃw) гармонична на (M,g) и Re(ẃw) = Y на Γ̃, откуда следует uY = Re(ẃw)

и равенство (4.2.54) на Γ. Поскольку последнее равенство эквивалентно уравнениям (4.2.50)

и 𝒢𝑓,(1)(ℎ) = 0, доказано включение Ker𝒢𝑓,(1) ⊃ 𝒢−1({0}).

Положим

S := {ℎ̂ =

𝜒∑︁
𝑘=1

𝑒𝑘ℎ𝑘 | (𝑒1, . . . ,𝑒𝜒)𝑇 ∈ 𝑆𝜒−1}.
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Из равенства (4.2.49) следует, что ‖𝒢𝑓,(1)(ℎ̂)‖𝐹 > 0 при всех ℎ̂ ∈ S. Поскольку отображения

𝒢𝑓,(𝑘) непрерывны, справедливы неравенства

‖𝒢𝑓,(1)(ℎ̂)‖𝐹 ⩾ 𝐶1(𝒢,𝑓) > 0, ‖𝒢𝑓,(2)(ℎ̂)‖𝐹 ⩽ 𝑐2(𝒢,𝑓), ‖𝒢𝑓,(3)(ℎ̂)‖𝐹 ⩽ 𝑐3(𝒢,𝑓).

Теперь из (4.2.39) следует, что

𝒢𝑓 (𝑑) ⩾ 𝐶1(𝒢,𝑓)|𝑑| − 𝑐2(𝒢,𝑓)|𝑑|2 − 𝑐3(𝒢,𝑓)|𝑑|3.

Отсюда немедленно следует неравенство (4.2.48) и, тем самым, оценки (4.2.17) и (4.2.6).

4.2.2 Построение почти изометрического изоморфизма

Пусть (M,g) – риманова поверхность с краем Γ с антиголоморфной инволюцией 𝜏 ; тогда 𝜏

индуцирует инволюцию w ↦→ w† := w ∘ 𝜏 на 𝒜∞(M). Будем называть голоморфное вложение

ℰ = (w1, . . . ,w𝑛) : M → C𝑛

симметричным относительно инволюции 𝜏 , если w𝑘 ∈ H∞(M), то есть

w†
𝑘 = w𝑘 (𝑘 = 1, . . . ,𝑛).

Для любого голоморфного проективного вложения ℰ = (w1, . . . ,w𝑛) : M → C𝑛 можно опре-

делить соответствующее симметричное голоморфное проективное вложение

ℰ𝑠𝑦𝑚 = (w1,+, . . . ,w𝑛,+,w1,−, . . . ,w𝑛,−) : M → C2𝑛,

где

w𝑘,+ =
w𝑘 +w†

𝑘

2
, w𝑘,− =

w𝑘 −w†
𝑘

2𝑖
.

(В самом деле, если Π(𝜉,𝒟) – проективный цилиндр, содержащий область ℰ(𝑈) в ℰ(M), то

Π((𝜉,𝑖𝜉)𝑇 ,𝒟) есть проективный цилиндр, содержащий область ℰ𝑠𝑦𝑚(𝑈).) Отсюда, в частности,
следует, что любая риманова поверхность с непустым краем и антиголоморфной инволюцией

допускает симметричное голоморфное проективное вложение в пространство C𝑛 достаточно

высокой размерности 𝑛.

Пусть ℰ = (w1, . . . ,w𝑛) : M → C𝑛 – фиксированное симметричное голоморфное проек-

тивное вложение ориентируемое накрытия (M,g) поверхности (𝑀,𝑔). Для достаточно ма-

лых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ)] и каждой поверхности (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) мы определяем индуцирован-

ное вложение ℰ ′ = (w′
1, . . . ,w

′
𝑛) : M′ → C𝑛 ее ориентируемого накрытия (M′,g′) формулой

(4.2.7). Далее, используя оценку (4.2.6) вместо (4.1.9), мы повторяем рассуждения разде-

ла 4.1. Тогда из результатов §4.1.3 мы получаем, что отображение ℰ ′ действительно яв-
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ляется проективным вложением и его образ ℰ ′(M) близок ℰ(𝑀) по метрике Хаусдорфа,

𝑑𝐻(ℰ(M),ℰ ′(M′)) ⩽ 𝑐(ℰ ,Λ)𝑡. При этом из формул (4.2.7) и (4.2.20) следует, что w′
𝑘 ∈ H∞(M′),

то есть индуцированное вложение является симметричным (относительно антиголоморфной

инволюции 𝜏 ′ на (M′,g′)). Из симметрии ℰ и ℰ ′ вытекают соотношения (4.2.10); в частности,

ℰ(M) = ℰ(M), ℰ ′(M′) = ℰ ′(M′) (4.2.55)

(где верхняя черта обозначает покомпонентное комплексное сопряжение (4.2.11)).

Как и в §4.1.4, введем функцию расстояния

Eint : ℰ(M)× ℰ ′(M′) ↦→ [0,+∞), Eint(𝜉,𝜉
′) := |𝜉′ − 𝜉|2.

Ввиду симметрии (4.2.55) поверхностей ℰ(M) и ℰ ′(M′) функция Eint также симметрична,

Eint(𝜉,𝜉
′
) = Eint(𝜉,𝜉

′) (𝜉 ∈ ℰ(M), 𝜉′ ∈ ℰ ′(M′)). (4.2.56)

Далее, введем полугеодезические координаты (𝜍,r) : ℰ(M) → Γ × [0, + ∞) на ℰ(M),

где ℰ(𝜍(𝜉)) – ближайшая к 𝜉 ∈ ℰ(M) точка границы ℰ(Γ) и r – длина кратчайшей кривой,

соединяющей 𝜉 с ℰ(𝜍(𝜉)). Аналогичным образом вводятся полугеодезические координаты

(𝜍 ′,r′) : ℰ(M′) → Γ× [0,+∞) на ℰ(M′). Из результатов §4.1.4 известно, что координаты (𝜍,r)

и (𝜍 ′,r′) регулярны в приграничных полосах r ⩽ 𝑟0, r
′ < 𝑟0 фиксированной ширины 𝑟0 > 0

при достаточно малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ)]. Ввиду симметрии (4.2.55) поверхностей ℰ(M) и ℰ ′(M′),

полугеодезические координаты на них также симметричны

𝜍(𝜉) = 𝜏(𝜍(𝜉)), r(𝜉) = r(𝜉) (𝜉 ∈ ℰ(M′)),

𝜍 ′(𝜉) = 𝜏 ′(𝜍 ′(𝜉)), r′(𝜉) = r′(𝜉) (𝜉′ ∈ ℰ𝑀 ′(M′)).
(4.2.57)

Введем функцию

Eb : ℰ(M)× ℰ ′(M′) ↦→ [0,+∞), Eb(𝜉,𝜉
′) := distΓ

(︀
𝜍(𝜉),𝜍 ′(𝜉′)

)︀2
+ |r′(𝜉′)− r(𝜉)|2

(если 𝜍 и 𝜍 ′ принадлежат разным компонентам связности Γ = (Γ,𝑑𝑙)× {+,−}, то расстояние
между ними определяется как distΓ(𝜍,𝜍

′) = 𝑁 , где 𝑁 – достаточно большое число). Тогда из

симметрии (4.2.57) полугеодезических координат вытекает симметрия функции Eb,

Eb(𝜉,𝜉
′
) = Eb(𝜉,𝜉

′) (𝜉 ∈ ℰ(M), 𝜉′ ∈ ℰ ′(M′)). (4.2.58)

Теперь введем модифицированную функцию расстояния E : ℰ(M) × ℰ ′(M′) → [0, + ∞)

правилом

E := (1− 𝜒(r))Eint + 𝜒(r)Eb,
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где 𝜒 ∈ 𝐶∞([0,+∞); [0,+∞)) – срезающая функция с достаточно малым носителем, равная

единице вблизи нуля. Тогда из (4.2.56), (4.2.58) и (4.2.57) вытекает симметрия E,

E(𝜉,𝜉
′
) = E(𝜉,𝜉′) (𝜉 ∈ ℰ(M), 𝜉′ ∈ ℰ ′(M′)). (4.2.59)

Как и в §4.1.4, для каждого 𝜉 ∈ ℰ(M) определим 𝛼M,M′(𝜉) ∈ ℰ ′(𝑀 ′) как точку глобального

минимума функции 𝜉′ ↦→ E(𝜉,𝜉′). Тогда из результатов §4.1.4 следует, что при достаточно

малых 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ)] и всех (𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡) отображение 𝛼M,M′ : ℰ(M) → ℰ ′(𝑀 ′) корректно

определено (т.е. при всех 𝜉 ∈ ℰ(M) точка минимума функции E(𝜉,·) единственна), является
диффеоморфизмом и удовлетворяет условию почти изометричности

sup
𝜉∈ℰ(M), 𝐴∈𝑇𝜉ℰ(M)

⃒⃒⃒⃒
⃒‖𝑑𝛼M,M′ [𝐴]‖𝑇𝛼M,M′ (𝜉)C𝑛

‖𝐴‖𝑇𝜉C𝑛

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝑐(Λ,ℰ)𝑡, ∀(𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ)),

(4.2.60)

и тождеству 𝛼M,M′ ∘ ℰ = ℰ ′ на Γ. При этом из симметрии (4.2.59) функции E следует, что

𝛼M,M′(𝜉) = 𝛼M,M′(𝜉) (𝜉 ∈ ℰ(M)). (4.2.61)

В самом деле, если 𝜉′ = 𝛼M,M′(𝜉) – точка глобального минимума E(𝜉,·), то 𝜉′ – точка (един-
ственного) глобального минимума E(𝜉,·) ввиду (4.2.59) и, следовательно, 𝜉′ = 𝛼M,M′(𝜉).

Ввиду вышеуказанных свойств отображение

𝛽M,M′ = ℰ ′−1 ∘ 𝛼M,M′ ∘ ℰ : (M,g) → (M′,g′),

является диффеоморфизмом изM наM′ и не двигает точки Γ = 𝜕M = 𝜕M′. Поскольку вло-

жения ℰ : (M,g) → ℰ(M) и ℰ ′ : (M′,g′) → ℰ ′(M′) являются конформными отображениями,

из (4.2.60) следует, что дилатация 𝐾𝛽M,M′ отображения 𝛽M,M′ подчиняется оценке

sup
(𝑀 ′,𝑔′)∈B(𝑀,𝑡)

|𝐾𝛽M,M′ − 1| ⩽ 𝑐(Λ,ℰ)𝑡
(︀
𝑡 ∈ [0,𝑡0(Λ,ℰ))

)︀
. (4.2.62)

Наконец, из формул (4.2.10) и (4.2.61) следует, что

𝛽M,M′(𝜏(x)) = ℰ ′−1 ∘ 𝛼M,M′
(︀
ℰ ∘ 𝜏(𝑥)

)︀
= ℰ ′−1 ∘ 𝛼M,M′(𝜉) =

= ℰ ′−1
(︁
𝛼M,M′(𝜉′)

)︁
= 𝜏 ′(ℰ ′−1(𝛼M,M′(𝜉′))) = 𝜏 ′ ∘ 𝛽M,M′(x),

где x ∈ M и 𝜉 = ℰ(x). Таким образом, 𝛽M,M′ удовлетворяет соотношению (4.2.9) и правило

(4.2.8) корректно определяет диффеоморфизм 𝛽𝑀,𝑀 ′ : 𝑀 → 𝑀 ′, не двигающий точки края

Γ = 𝜕𝑀 = 𝜕𝑀 ′ = 𝜋(Γ) = 𝜋′(Γ). Поскольку 𝛽𝑀,𝑀 ′ допускает локальное представление 𝛽𝑀,𝑀 ′ =

𝜋′ ∘ 𝛽M,M′ ∘ 𝜋−1 и проекции 𝜋 : (M,g) → (𝑀,𝑔), 𝜋′ : (M′,g′) → (𝑀 ′,𝑔′) являются локальными

изометриями, из формулы (4.2.62) вытекает оценка (4.2.3). Обозначим 𝜇 := [(𝑀,𝑔)]Γ = R(Λ)
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и 𝜇′ := [(𝑀 ′,𝑔′)]Γ = R(Λ′); тогда из оценки (4.2.3) и определения (4.0.4) метрики Тейхмюллера

имеем

𝑑𝑇 (𝜇,𝜇
′) ⩽

1

2
log𝐾𝛽𝑀,𝑀′ ⩽ 𝑐(Λ)𝑡 ((𝑀 ′,𝑔′) ∈ B(𝑀,𝑡)).

Отсюда вытекает второе неравенство 𝑑𝑇 (R(Λ′),R(Λ)) ⩽ 𝐶(Λ)𝑑𝑜𝑝(Λ
′,Λ) в (4.0.8), в то время

как первое неравенство доказано в предложении 4.1.9.

Итак, теорема 4.0.1 доказана в случае 𝑜 = −.

4.2.3 Устойчивость восстановления поверхности с неизвестными

компонентами края по ее ДН-оператору

В этом параграфе используются обозначения из Главы 2. Пусть (𝑀,𝑔) – поверхность

с граничным разбиением b = (Γgr,Γis) и внешней частью края (Γ,𝑑𝑙); для простоты будем

считать, что Γ диффеоморфна окружности.

Будем обозначать через [(𝑀,𝑔)]Γ,b класс (𝑀,𝑔) относительно конформной эквивалентно-

сти (𝑀,𝑔,b) ∼Γ (𝑀 ′,𝑔′,b′) (последняя означает существование конформного диффеоморфиз-

ма между (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′), которая не двигает точки Γ и переводит b в b′). Будем писать

[(𝑀,𝑔)]Γ,b ∈ ℳΓ,b
𝑜,𝑚,𝛽0

если 𝑀 ориентируема при 𝑜 = + (или неориентируема при 𝑜 = −), род
(или неориентируемый род) 𝑀 равен 𝑚 и 𝜕𝑀 состоит из 𝛽0 связных компонент. Простран-

ство конформных классов ℳΓ,b
𝑜,𝑚,𝛽0

наделяется метрикой Тейхмюллера (4.0.4), где инфимум

берется по всем диффеоморфизмам, не двигающим точки Γ и переводящим b в b′.

Пусть Λb – частичный ДН-оператор для (𝑀,𝑔,b), определенный после (2.0.1); ввиду пред-

ложения 2.0.1 этот оператор зависит только от [(𝑀,𝑔)]Γ,b. Будем писать R(Λb) = [(𝑀,𝑔)]Γ,b, ес-

ли Λb является частичным ДН-оператором для (𝑀,𝑔,b) и Λb ∈ 𝒟Γ,b
𝑜,𝑚,𝛽0

– если R(Λb) ∈ ℳΓ,b
𝑜,𝑚,𝛽0

.

Пространство 𝒟Γ,b
𝑜,𝑚,𝛽0

наделяется метрикой (4.0.6).

В этом параграфе мы приводим некоторые результаты об устойчивости восстановления

(конформного класса) поверхности (𝑀,𝑔,b) по ее частичному ДН-оператору Λb, которые по-

лучаются непосредственным обобщением рассуждений §4.2.1 и §4.2.2.

Поверхности с электрически изолированными компонентами края. При b = is =

(∅,Γis) справедлив следующий результат.

Предложение 4.2.5. Отображение R : (𝒟Γ,is
𝑜,𝑚,𝛽0

,𝑑𝑜𝑝) → (ℳΓ,is
𝑜,𝑚,𝛽0

,𝑑𝑇 ) (𝑜 = ±) непрерывно
и даже поточечно билипшицево, то есть для любого Λis ∈ 𝒟Γ,is

𝑜,𝑚,𝛽0
и всех Λ

′is ∈ 𝒟Γ,is
𝑜,𝑚,𝛽0

,

достаточно близких к Λis по метрике 𝑑𝑜𝑝, справедливы оценки

𝑐(Λis)𝑑𝑜𝑝(Λ
′is,Λis) ⩽ 𝑑𝑇 (R(Λ

′is),R(Λis)) ⩽ 𝐶(Λis)𝑑𝑜𝑝(Λ
′is,Λis), (4.2.63)

где константы зависят только от Λis.

Предложение 4.2.5 доказывается с помощью тех же аргументов, которые использовались

в §4.2.1 и §4.2.2 для доказательства теоремы 4.0.1 в неориентируемом случае. Единственная
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разница состоит в том, что ориентируемое накрытие (M,g) поверхности (𝑀,𝑔) заменяется на

накрытие (M,g), построенное в §2.1.2. Ввиду предложения 2.1.3 и формулы (2.1.29), гранич-

ные следы голоморфных функций, симметричных относительно антиголоморфной инволю-

ции 𝜏 на (M,g), определяются из решений нелинейного уравнения 𝒢(𝑓) = 0, где 𝒢 получается

заменой Λ на Λis в формулах (4.2.12) и (4.2.14). Отображение 𝒢 обладает всеми свойствами,

описанными в §4.2.1: в частности, он является (𝑚,𝜒)-допустимым (где 𝜒 = −𝜒(𝑀) ввиду

предложения 2.1.5) и для него справедлива (с тем же доказательством) лемма 4.2.4. Таким

образом, повторение рассуждений §4.2.1 и §4.2.2 приводит к построению почти конформного

диффеоморфизма между поверхностями (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) с близкими ДН-операторами Λis и

Λ
′is.

Заметим, что в рассуждениях §4.2.1 и §4.2.2 не используется предположение о равенстве

числа компонент связности границ 𝜕𝑀 и 𝜕𝑀 ′ поверхностей 𝑀 и 𝑀 ′, а только равенство

𝜒(𝑀) = 𝜒(𝑀 ′) = −𝜒 их эйлеровых характеристик (последнее означает, что возмущенное и

невозмущенное отображения 𝒢 ′ и 𝒢 ′ являются (𝑚,𝜒)-допустимыми). Это наблюдение озна-

чает, что близость ДН-операторов поверхностей (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) с одинаковыми эйлеровыми

характеристиками влечет существование диффеоморфизма между ними и, следовательно,

совпадения числа компонент связности 𝜕𝑀 и 𝜕𝑀 ′.

Следствие 4.2.6. При 𝛽′
0 ̸= 𝛽0 замыкания 𝒟Γ,is

𝑜,𝑚,𝛽0
и 𝒟Γ,is

𝑜,𝑚,𝛽′
0

в пространстве

𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) не пересекаются.

Ориентируемые поверхности с заземленными неизвестными компонентами края.

При b = gr = (Γgr,∅) и 𝑜 = + справедлив следующий результат.

Предложение 4.2.7. Отображение R : (𝒟Γ,gr
+,𝑚,𝛽0

,𝑑𝑜𝑝) → (ℳΓ,gr
+,𝑚,𝛽0

,𝑑𝑇 ) непрерывно. Более

того, для любого Λgr ∈ 𝒟Γ,gr
+,𝑚,𝛽0

и всех Λ
′gr ∈ 𝒟Γ,gr

+,𝑚,𝛽0
, достаточно близких к Λgr, справедливо

неравенство

𝑐(Λgr)𝑑𝑜𝑝(Λ
′gr,Λgr) ⩽ 𝑑𝑇 (R(Λ

′gr),R(Λgr)) ⩽ 𝐶(Λgr)
√︁
𝑑𝑜𝑝(Λ

′gr,Λgr) (4.2.64)

где константы зависят только от Λgr.

Следствие 4.2.8. Замыкания 𝒟Γ,gr
+,𝑚,𝛽0

и 𝒟Γ,gr
+,𝑚,𝛽′

0
в пространстве 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R))

не пересекаются при 𝛽′
0 ̸= 𝛽0.

Доказательство предложения 4.2.7 и следствия 4.2.8 отличается от доказательства пред-

ложения 4.2.5 и следствия 4.2.6 только переопределением оператора 𝜄𝑀,𝑀 ′ . Именно, опреде-

лим нелинейное отображение 𝒢 : 𝐶∞(Γ;R) → 𝐶∞(Γ;R) формулой

𝒢(ℎ) = 𝜕𝛾
[︀
(𝜕−1

𝛾 Λgrℎ)2 − ℎ2
]︀
− 2Λgr

(︀
ℎ𝜕−1

𝛾 Λgrℎ
)︀
.

Аналогично определяется оператор 𝒢 ′, связанный с возмущенной поверхностью (𝑀 ′,𝑔′). Вви-

ду предложения 2.1.2 и формулы (2.1.29), граничные следы голоморфных симметричных
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(относительно антиголоморфной инволюции 𝜏) функций на накрытии (M,g) имеют вид

𝜂 = [−𝜕−1
𝛾 Λgrℎ] ∘ 𝜋̄ + 𝑐+ 𝑖𝜎 ℎ ∘ 𝜋,

где ℎ ∈ 𝒢−1({0}), and 𝑐 ∈ R. Из определения 𝒢 и предложения 2.1.5 следует, что отображение

𝒢 является (2,1− 𝜒(𝑀))-допустимым. Более того, справедливо равенство 𝒢(𝑓 + ℎ) = 𝒢(𝑓) +
2𝒢(1)

𝑓 (ℎ) + 𝒢(ℎ), где линейный оператор 𝒢(1)
𝑓 задан формулой

𝒢(1)
𝑓 (ℎ) := 𝜕𝛾[(𝜕

−1
𝛾 Λgr𝑓)(𝜕−1

𝛾 Λgrℎ)− 𝑓ℎ]− 2Λgr(ℎ𝜕−1
𝛾 Λgr𝑓 − 𝑓𝜕−1

𝛾 Λgrℎ).

Поэтому применение леммы 4.2.3 дает (при малых 𝑑𝑜𝑝(Λ
gr,Λ

′gr)) линейное отображениеY𝒢,𝒢′ :

𝒢−1({0}) → 𝒢 ′−1({0}), для которого справедливо неравенство

‖Y𝒢,𝒢′𝑓 − 𝑓‖𝐶𝑙(Γ) ⩽ 𝑐(Λgr,𝑓,𝑙)
√︁
𝑑𝑜𝑝(Λgr,Λ′gr), ∀𝑓 ∈ 𝒢−1({0}), 𝑙 = 1,2, . . . ,

заменяющее оценку (4.2.44). Оператор 𝜄𝑀,𝑀 ′ вводится правилом

𝜄𝑀,𝑀 ′𝜂 := [−𝜕−1
𝛾 ΛgrY𝒢,𝒢′ℎ] ∘ 𝜋̄′ + 𝑐+ 𝑖𝜎Y𝒢,𝒢′ℎ ∘ 𝜋̄′.

С этим новым определением рассуждения §4.2.1 и §4.2.2 повторяются почти дословно, за

исключением замены 𝑡 на 𝑡1/2 во всех оценках.

В заключение отметим, что результаты этого параграфа допускают обобщение на слу-

чай, когда ДН оператор задан на фиксированном произвольно малом сегменте Γ границы

поверхности, а на всей оставшейся части границы задано либо однородное условие Неймана,

либо однородное условие Дирихле.

4.3 Неустойчивость топологии поверхности относительно

малых возмущений ДН-оператора

Пусть (𝑀,𝑔) – ориентируемая поверхность с краем (Γ,𝑑𝑙) и ДН-оператором Λ. В этом раз-

деле для каждого 𝑘 > 0 мы строим такое семейство {(𝑀 ′
𝜀,𝑔𝜀) | 𝜀 ∈ [0,𝜀0)} ориентируемых по-

верхностей (𝑀 ′
𝜀,𝑔𝜀) с одним и тем же краем (Γ,𝑑𝑙) и ДН-операторами Λ𝜀, что gen(𝑀

′
𝜀) = 𝑚+𝑘

и ‖ Λ𝜀 −Λ ‖𝐻1/2(Γ;R)↦→𝐻−1/2(Γ;R)−→
𝑡→0

0. Аналогично, если (𝑀,𝑔) – произвольная (ориентируемая

или неориентируемая) поверхность с краем (Γ,𝑑𝑙) и ДН-оператором Λ, то для каждого 𝑘 > 0

мы строим такое семейство {(𝑀 ′
𝜀,𝑔𝜀) | 𝜀 ∈ [0,𝜀0)} неориентируемых поверхностей (𝑀 ′

𝜀,𝑔𝜀) с

краем (Γ,𝑑𝑙) и ДН-операторами Λ𝜀, что 𝜒(𝑀
′
𝜀) = 𝜒(𝑀)−𝑘 и ‖ Λ𝜀−Λ ‖𝐻1/2(Γ;R)↦→𝐻−1/2(Γ;R)−→

𝑡→0
0.

Предъявлением таких семейств доказывается утверждение 1 предложения 4.0.2 о неустой-

чивости топологии поверхности относительно малого возмущения ее ДН-оператора. Доказа-

тельство остальных утверждений предложения 4.0.2 приводится в конце раздела.
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В обоих случаях семейство {(𝑀 ′
𝜀,𝑔

′
𝜀) | 𝜀 ∈ [0,𝜀0)} строится следующим образом. Из 𝑀

удаляется малая 𝜀–окрестность (в локальных координатах) некоторой точки 𝑥0 ∈ 𝑀∖Γ и

к образовавшемуся краю приклеивается фиксированная (ориентируемая или неориентируе-

мая) поверхность 𝑀̃ рода 𝑘 с метрикой вида 𝜀2𝑔. Отметим, что, хотя диаметр вклеенной части

есть 𝑂(𝜀), эту вклеенную часть можно раздуть, не меняя ДН-оператор Λ𝜀; для этого доста-

точно умножить метрику 𝑔𝜀 на подходящий конформный множитель 𝜌𝜀 ∈ 𝐶∞(𝑀𝜀; [0,+∞)),

равный единице на Γ.

4.3.1 Построение возмущенной поверхности

Построение (𝑀 ′
𝜀,𝑔

′
𝜀). Зафиксируем какую-нибудь точку 𝑥0 ∈ 𝑀∖Γ. Тогда в достаточно

малой окрестности 𝑈 точки 𝑥0 определена (комплексная) изотермическая координата 𝑧 :

𝑈 → C в которой метрика 𝑔 имеет вид 𝑔 = 𝜌(𝑧)|𝑑𝑧|2. Переходя к координатам 𝐴 + 𝑧𝐵 при

необходимости, можно считать, что 𝑧(𝑈) содержит круг |𝑧| < 2 и 𝑧(𝑥0) = 0. Умножая 𝑔 на

подходящий конформный множитель 𝜌0 ∈ 𝐶∞(𝑀𝜀; [0,+∞)), равный единице на Γ, получаем

новую метрику 𝑔0 = 𝜌0𝑔, которая имеет вид 𝑔 = |𝑑𝑧|2 в координатах 𝑧; при этом ДН-оператор

поверхности (𝑀,𝑔0) совпадает с Λ. Обозначим через𝑀∘
𝜀 поверхность, полученную удалением

из 𝑀 малой окрестности {𝑥 ∈ 𝑈 | |𝑧(𝑥)| < 𝜀}.
Пусть (𝜔,𝑔𝜔) – произвольная (ориентируемая или неориентируемая) компактная поверх-

ность рода 𝑘 без края. Зафиксируем какую-нибудь точку 𝑦0 ∈ 𝜔. Тогда в достаточно малой

окрестности 𝑉 точки 𝑦0 определена (комплексная) изотермическая координата 𝜁 : 𝑉 → C,
в которой метрика 𝑔𝜔 имеет вид 𝑔𝜔 = 𝜌1(𝜁)|𝑑𝜁|2, причем 𝜁(𝑦0) = 0 и 𝜁(𝑉 ) содержит

круг |𝜁| < 2. В проколотой окрестности 𝑉̇ := 𝑉 ∖{𝜁0} введем координату 𝜉 := 1/𝜁; тогда

𝑔𝜔 = 𝜌1(𝜁)|𝜉|−2|𝑑𝜉|2. Рассмотрим некомпактную поверхность 𝜔̇ = 𝜔∖{𝑦0}. Умножая метри-

ку 𝑔𝜔 на подходящий (сингулярный в точке 𝑦0) конформный множитель 𝜌2, мы получаем

метрику 𝑔 := 𝜌2𝑔
𝜔) на 𝜔̇, такую, что 𝑔 = |𝑑𝜉|2 при |𝜉| ⩾ 1/2. Поверхность 𝑀̃ получается

удалением из 𝜔̇ окрестности {𝑦 ∈ 𝜔̇ | |𝜉(𝑦)| > 1}. Наряду с 𝑀̃ мы рассматриваем поверхность

𝑀̃𝜀, которая получается удалением из 𝜔̇ окрестности {𝑦 ∈ 𝜔̇ | |𝜉(𝑦)| > 𝜀−1}.
Поверхность (𝑀 ′

𝜀,𝑔
′
𝜀) получается из поверхностей (𝑀∘

𝜀 ,𝑔0) и (𝑀̃𝜀,𝜀
2𝑔) отождествлением

точек

𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝑈 ∩𝑀∘
𝜀 , 𝜁 ∈ 𝑉 ∩ 𝑀̃𝜀, 𝑧(𝑥) = 𝜀𝜉(𝑦). (4.3.1)

Отождествляя точки 𝑥 ∈ 𝑀∘
𝜀 и 𝑦 ∈ 𝑀̃𝜀 с их классами эквивалентности в 𝑀 ′

𝜀, мы можем

рассматривать поверхности 𝑀∘
𝜀 , 𝑀̃𝜀 и 𝑀̃ как подмножества в 𝑀 ′

𝜀. Тогда 𝑀
′
𝜀 = 𝑀∘

𝜀 ∪ 𝑀̃ и

𝑀∘
𝜀 ∪𝑀̃ = 𝜕𝑀̃ = {𝑥 ∈𝑀 | |𝑧(𝑥)| = 𝜀}, то есть𝑀 ′

𝜀 получается приклеиванием края 𝑀̃ к части

края 𝑀∘
𝜀 , образовавшейся после удаления окрестности {𝑥 ∈ 𝑈 | |𝑧(𝑥)| < 𝜀} из 𝑀 .

Отметим, что в кольце 𝑀∘
𝜀 ∩ 𝑀̃𝜀 определены обе локальные координаты 𝑧 и 𝜉, причем

𝑧 = 𝜀𝜉 и

𝜀2𝑔 = 𝜀2|𝑑𝜉|2 = |𝑑𝑧|2 = 𝑔0.
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Таким образом, метрики 𝑔0 на 𝑀
∘
𝜀 и 𝜀2𝑔 на 𝑀̃𝜀 согласованы на 𝑀∘

𝜀 ∩ 𝑀̃𝜀 и потому корректно

определяют метрику 𝑔′𝜀 на 𝑀
′
𝜀, которая совпадает с 𝑔0 на 𝑀

∘
𝜀 и с 𝜀2𝑔 на 𝑀̃𝜀.

Ввиду аддитивности эйлеровой характеристики при склеивании поверхностей вдоль од-

ной компоненты края имеем 𝜒(𝑀 ′
𝜀) = 𝜒(𝑀̃) + 𝜒(𝑀∘

𝜀 ) = 𝜒(𝑀) + 𝜒(𝜔) − 2. Если 𝑀 и 𝜔 ори-

ентируемы, то 2 − 2gen(𝑀 ′
𝜀) = 𝜒(𝑀 ′

𝜀) = 2 − 2gen(𝑀) − 2𝑘, откуда gen(𝑀 ′
𝜀) = gen(𝑀) + 𝑘.

Если 𝑀 произвольна, а 𝜔 неориентируема, то 𝜒(𝑀 ′
𝜀) = 𝜒(𝑀) − 𝑘. Тогда неориентируе-

мый род 𝑀 ′
𝜀 равен gen(𝑀 ′

𝜀) = 2 − 𝜒(𝑀 ′
𝜀) = 2 − 𝜒(𝑀) + 𝑘, причем gen(𝑀 ′

𝜀) = 2gen(𝑀) + 𝑘

если 𝑀 ориентируема и gen(𝑀 ′
𝜀) = gen(𝑀) + 𝑘 если 𝑀 неориентируема. Таким образом,

для того, чтобы доказать утверждение 1 предложения 4.0.2, осталось доказать сходимость

‖ Λ𝜀 −Λ ‖𝐻1/2(Γ;R)↦→𝐻−1/2(Γ;R)−→
𝑡→0

0 для ДН-операторов Λ𝜀 поверхностей (𝑀 ′
𝜀,𝑔

′
𝜀). Для этого мы

выведем асимптотику гармонических функций на (𝑀 ′
𝜀,𝑔

′
𝜀) при 𝜀→ 0.

Асимптотика гармонических функций на (𝑀 ′
𝜀,𝑔

′
𝜀). Обозначим через Δ0 оператор

Лапласа-Бельтрами на (𝑀,𝑔0) а через Δ𝜀 – оператор Лапласа-Бельтрами на (𝑀 ′
𝜀,𝑔

′
𝜀). Пусть

также 𝜈 – единичный вектор внешней нормали к Γ на (𝑀∘
𝜀 ,𝑔0). Пусть 𝑢

𝑓
𝜀 – решение задачи

Дирихле

Δ𝜀𝑢
𝑓
𝜀 = 0 в 𝑀𝜀∖Γ, (4.3.2)

𝑢𝑓𝜀 = 𝑓 на Γ, (4.3.3)

где 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R); тогда Λ𝜀𝑓 = 𝜕𝜈𝑢
𝑓
𝜀 |Γ.

Наряду с задачей (4.3.2), (4.3.3) рассмотрим “предельную” задачу

Δ0𝑢
𝑓 = 0 в 𝑀∖Γ, 𝑢𝑓 = 𝑓 на Γ; (4.3.4)

тогда Λ𝑓 = 𝜕𝜈𝑢
𝑓 |Γ. Отметим, что на 𝑈 справедлива формула Тейлора

𝑢𝑓 (𝑥)− 𝑢𝑓 (𝑥0) = 2Re(𝜕𝑧𝑢
𝑓 (𝑥0) 𝑧) + 𝑢̃𝑓𝜀 (𝑧), (4.3.5)

где 𝑓 ↦→ 2𝜕𝑧𝑢
𝑓 (𝑥0) =: 𝑎[𝑓 ] является (вещественно-)линейным функционалом и

|𝜕𝑧𝑢𝑓 (𝑥0)|+ ‖𝑧−2𝑢̃𝑓𝜀‖𝐶𝑙(𝑈 ;R) ⩽ 𝑐(𝑈,𝑙)‖𝑢𝑓‖𝐶𝑙+2(𝑈 ;R). (4.3.6)

Поскольку 𝑢𝑓 гармонична на (𝑀,𝑔0), из локальных оценок решений эллиптических уравнений

следует, что правая часть (4.3.6) не превосходит 𝑐(𝑈,𝑙)‖𝑢‖𝐻1(𝑀 ;R). Из принципа максимума

для гармонических функций и теоремы вложения для пространств Соболева имеем

‖ 𝑢𝑓 ‖𝐶(𝑀 ;R)⩽‖ 𝑓 ‖𝐶(Γ;R)⩽ 𝑐 ‖ 𝑓 ‖𝐻1/2(Γ;R) .
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В то же время интегрирование по частям дает∫︁
𝑀

𝑔0(∇𝑔0𝑢
𝑓 ,∇𝑔0𝑢

𝑓 )𝑑𝑆𝑔0 =

∫︁
Γ

Λ𝑓 · 𝑓 𝑑𝑙 ⩽ 𝑐‖Λ‖𝐻1/2(Γ;R)→𝐻−1/2(Γ;R) ‖ 𝑓 ‖2𝐻1/2(Γ;R) .

Таким образом, оценку (4.3.6) можно переписать в виде

|𝑎[𝑓 ]|+ ‖𝑧−2𝑢̃𝑓𝜀‖𝐶𝑙(𝑈 ;R) ⩽ 𝑐(𝑈,𝑙,Λ) ‖ 𝑓 ‖𝐻1/2(Γ;R) . (4.3.7)

Асимптотика решений 𝑢𝑓𝜀 строится с помощью метода составных разложений (см. моно-

графию [45]). Пусть 𝜑 ∈ 𝐶∞([0,+∞),[0,+∞)) – фиксированная срезка, равная нулю на [0,1]

и единице на [2,+∞). Определим срезающие функции 𝜒𝜀 и 𝜓𝜀 формулами

𝜒𝜀(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝑥 ∈ 𝑀̃𝜀∖𝑀∘

𝜀 ,

𝜑(𝜉(𝑥)), 𝑥 ∈𝑀∘
𝜀 ∩ 𝑀̃𝜀,

1, 𝑥 ∈𝑀∘
𝜀 ∖𝑀̃𝜀,

𝜓𝜀(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 𝑥 ∈ 𝑀̃𝜀∖𝑀∘

𝜀 ,

1− 𝜑(2𝑧(𝑥)), 𝑥 ∈𝑀∘
𝜀 ∩ 𝑀̃𝜀,

0, 𝑥 ∈𝑀∘
𝜀 ∖𝑀̃𝜀.

В качестве главного члена асимптотики решения 𝑢𝑓𝜀 при 𝜀→ 0 выберем функцию

𝑣𝑓0,𝜀(𝑥) :=

{︃
𝑢𝑓 (𝑥0) + 𝜒𝜀(𝑥)(𝑢

𝑓 (𝑥)− 𝑢𝑓 (𝑥0)), 𝑥 ∈𝑀∘
𝜀 ,

𝑢𝑓 (𝑥0), 𝑥 ∈𝑀 ′
𝜀∖𝑀∘

𝜀 .

Тогда 𝑣𝑓0,𝜀 удовлетворяет граничному условию (4.3.3). Подстановка 𝑣𝑓0,𝜀 вместо 𝑢
𝑓
𝜀 в уравнение

(4.3.2) приводит к невязке Δ𝜀𝑣
𝑓
0,𝜀 = [Δ𝜀,𝜒𝜀](𝑢

𝑓 (𝑥)− 𝑢𝑓 (𝑥0)). Отметим, что носитель коммута-

тора [Δ𝜀,𝜒𝜀] расположен в кольце |𝜉| ∈ [1,2] в 𝑀∘
𝜀 ∩ 𝑀̃𝜀, где справедливы представления

Δ𝜀 = Δ = Δ𝑧 = 𝜀−2Δ𝜉;

где Δ𝑧 := 4𝜕𝑧𝜕𝑧 и Δ𝜉 := 4𝜕𝜉𝜕𝜉. Записывая невязку Δ𝜀𝑣
𝑓
0,𝜀 в локальных координатах 𝑧,𝜉 и

получаем

Δ𝜀𝑣
𝑓
0,𝜀 = 2

[︀
Δ𝑧,𝜑(𝜀

−1|𝑧|)
]︀
Re(𝜕𝑧𝑢

𝑓 (𝑥0) 𝑧) + 𝐹 𝑓
1,𝜀 =

= 𝜀−1
[︀
Δ𝜉,𝜑(|𝜉|)

]︀
Re(𝑎[𝑓 ] 𝜉) + 𝐹 𝑓

1,𝜀,

где остаток 𝐹 𝑓
1,𝜀 :=

[︀
Δ𝑧,𝜑(|𝜉|)

]︀(︀
𝑧2(𝑧−2𝑢̃𝑓𝜀 (𝑧))

)︀
аннулируется вне кольца |𝜉| ∈ [1,2] и подчиняется

оценке

‖ 𝐹 𝑓
1,𝜀 ‖𝐶(𝑀𝜀;R)⩽ 𝑐‖𝑧−2𝑢̃𝑓𝜀‖𝐶(𝑈 ;R) ⩽ 𝑐(𝑈,Λ) ‖ 𝑓 ‖𝐻1/2(Γ;R), (4.3.8)

которая вытекает из (4.3.7) и неравенства |𝜀𝑧| = |𝜉| ⩽ 2 на носителе 𝐹 𝑓
1,𝜀. Поскольку площадь

носителя 𝐹 𝑓
1,𝜀 (в метрике 𝑔

′
𝜀) не превосходит 𝜀

2, из предыдущей оценки получаем

‖ 𝐹 𝑓
1,𝜀 ‖𝐿2(𝑀 ′

𝜀;R)⩽ 𝑐(Λ,𝑈)𝜀 ‖ 𝑓 ‖𝐻1/2(Γ;R) . (4.3.9)
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Для того, чтобы устранить главный член невязки Δ𝜀𝑣
𝑓
0,𝜀, введем в асимптотику 𝑢𝑓𝜀 поправку

в форме

𝑤𝑓
0,𝜀(𝑥) :=

{︃
𝜀𝜓𝜀(𝑥)(𝑤

𝑓 (𝑥) + 𝛼𝑓𝐺(𝑥) + 𝛽𝑓
𝜀 ), 𝑥 ∈ 𝑀̃𝜀,

0, 𝑥 ∈𝑀 ′
𝜀∖𝑀̃𝜀,

где 𝑤𝑓 ∈ 𝐶∞(𝜔;R), 𝛼𝑓 ,𝛽𝑓
𝜀 ∈ R и функция 𝐺 ∈ 𝐶∞(𝜔̇;R) имеет вид

𝐺(𝑥) = −𝜑(|𝜉|)log|𝜉| при 𝑥 ∈ 𝑉̇ , 𝐺(𝑥) = 0 при 𝑥 ∈ 𝜔̇∖𝑉̇ .

Функция 𝑣𝑓0,𝜀+𝑤
𝑓
0,𝜀 удовлетворяет граничному условию (4.3.3), a уравнение (4.3.2) выполнено

с точностью до невязки Δ𝜀(𝑣
𝑓
0,𝜀 + 𝑤𝑓

0,𝜀) с носителем в 𝑀∘
𝜀 ∩ 𝜔∘

𝜀 . В локальных координатах 𝑧,𝜉

невязка принимает вид

Δ𝜀[𝑣
𝑓
0,𝜀 + 𝑤𝑓

0,𝜀](𝑥) =𝜀
−1
[︀
Δ𝜉,𝜑(|𝜉|)

]︀
Re(𝑎[𝑓 ] 𝜉) + 𝐹 𝑓

1,𝜀+

+𝜀(Δ𝑧𝑤
𝑓 (𝑥) + 𝛼𝑓Δ𝑧𝐺(𝑥)) + 𝜀[Δ𝑧,𝜓𝜀(𝑥)]

(︁
𝑤𝑓 (𝑥) + 𝛼𝑓𝐺(𝑥) + 𝛽𝑓

𝜀

)︁
=

= 𝜀−1
(︁
[Δ𝜉𝑤

𝑓 (𝑥) +
[︀
Δ𝜉,𝜑(|𝜉|)

]︀
Re(𝑎[𝑓 ] 𝜉)− 𝛼𝑓 [Δ𝜉,𝜑(|𝜉|)]log|𝜉|

)︁
+

+ 𝜀[Δ𝑥,𝜓𝜀(𝑥)](𝑤
𝑓 (𝑥) + 𝛼𝑓𝐺(𝑥) + 𝛽𝑓

𝜀 ) + 𝐹 𝑓
1,𝜀

(4.3.10)

Член порядка 𝜀−1 аннулируется, если 𝑤𝑓 удовлетворяет уравнению

Δ𝜔𝑤
𝑓 = 𝐻𝑓 на 𝜔 (4.3.11)

где Δ𝜔 – оператор Лапласа-Бельтрами на (𝜔,𝑔𝜔) и

𝐻𝑓 (𝑦) :=

{︃
𝜌−1
2 (𝑦)

(︀
𝛼𝑓 [Δ𝜉,𝜑(|𝜉|)]log|𝜉| −

[︀
Δ𝜉,𝜑(|𝜉|)

]︀
Re(𝑎[𝑓 ] 𝜉)

)︀
, 𝑦 ∈ 𝑉̇ , 𝜉 = 𝜉(𝑦)

0, 𝑦 ∈ 𝜔∖𝑉̇ .

(напомним, что 𝑔𝜔) = 𝜌−1
2 |𝑑𝜉|2 и, следовательно, Δ𝜔 = 𝜌2Δ𝜉 на 𝑉̇ ). Функция 𝐻

𝑓 гладкая на

𝜔 и аннулируется вблизи 𝑦0; поэтому 𝑤
𝑓 ∈ 𝐶∞(𝜔;R). Поскольку (𝜔,𝑔𝜔) компактна и имеет

пустой край, решение уравнения (4.3.11) существует если и только если∫︁
𝜔

𝐻𝑓𝑑𝑆𝑔𝜔 = 0,

то есть

𝛼𝑓

∫︁
C

[Δ𝜉,𝜑(|𝜉|)]log|𝜉|𝑑Re 𝜉 𝑑 Im 𝜉 = Re
(︁
𝑎[𝑓 ]

∫︁
C

[︀
Δ𝜉,𝜑(|𝜉|)

]︀
𝜉 𝑑Re 𝜉 𝑑 Im 𝜉

)︁
.

Поскольку 𝜑(|𝜉|) = 1 при |𝜉| > 2 и функция 𝜉 ↦→ log|𝜉| гармоническая при |𝜉| ̸= 0, интеграл

слева равен ∫︁
|𝜉|⩽3

Δ𝜉

(︀
𝜑(|𝜉|)log|𝜉|

)︀
𝑑Re 𝜉 𝑑 Im 𝜉 =

∫︁
|𝜉|=3

𝜕|𝜉|log|𝜉|𝑑𝑙 = 2𝜋.
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Таким образом, условие разрешимости уравнения (4.3.11) определяет коэффициент 𝛼𝑓 ,

𝛼𝑓 :=
1

2𝜋
Re
(︁
𝑎[𝑓 ]

∫︁
C

[︀
Δ𝜉,𝜑(|𝜉|)

]︀
𝜉 𝑑Re 𝜉 𝑑 Im 𝜉

)︁
.

Решение 𝑤𝑓 определено с точностью до аддитивной константы и в далее мы считаем, что

оно зафиксировано условием
∫︀
𝜔
𝑤𝑓𝑑𝑆𝑔𝜔 = 0. Из формул для 𝐻𝑓 и 𝛼𝑓 следует, что 𝑤𝑓 линейно

зависит от 𝑎[𝑓 ]. Из формулы Тейлора для 𝑤𝑓 (в локальной координате 𝜁 = 1/𝜉) в окрестности

𝑦0 и равенства |𝜁| = 1/|𝜉| вытекают оценки

⃒⃒
𝜕𝑘𝜉 [𝑤

𝑓 (𝑦)− 𝑤𝑓 (𝑦0)]‖ ⩽ 𝑐|𝜉|−1−𝑘|𝑎[𝑓 ]| (𝜉 = 𝜉(𝑦), |𝜉| ⩾ 1, 𝑘 = 0,1, . . . ).

Теперь невязка (4.3.10) принимает вид

𝜀[Δ𝑥,𝜓𝜀(𝑥)](𝑤
𝑓 (𝑦0)− 𝛼𝑓 log|𝑥|+ 𝛼𝑓 log𝜀+ 𝛽𝑓

𝜀 ) + 𝐹 𝑓
1,𝜀 + 𝐹 𝑓

2,𝜀

где 𝐹 𝑓
2,𝜀 – гладкая функция с носителем в 𝑀∘

𝜀 ∩ 𝑈 и удовлетворяющая оценке

‖𝐹 𝑓
2,𝜀‖𝐶(𝑀 ′

𝜀;R) ⩽ 𝑐(𝑈)𝜀2|𝑎[𝑓 ]| ⩽ 𝑐(𝑈,Λ)𝜀2 ‖ 𝑓 ‖𝐻1/2(Γ;R) . (4.3.12)

Положим 𝛽𝑓
𝜀 = −𝛼𝑓 log𝜀− 𝑤𝑓 (𝑦0), тогда невязка окончательно принимает вид

−𝛼𝑓𝜀[Δ𝑥,𝜓𝜀(𝑥)]log|𝑥|+ 𝐹 𝑓
1,𝜀 + 𝐹 𝑓

2,𝜀.

Теперь из оценок (4.3.9) и (4.3.12) следует, что

‖ Δ𝜀(𝑣
𝑓
0,𝜀 + 𝑤𝑓

0,𝜀) ‖𝐿2(𝑀𝜀)⩽ 𝑐(Λ)𝜀 ‖ 𝑓 ‖𝐻1/2(Γ;R) .

Таким образом, для решения 𝑢𝑓𝜀 задачи (4.3.2), (4.3.3) справедливо разложение

𝑢𝑓𝜀 = 𝑣𝑓0,𝜀 + 𝑤𝑓
0,𝜀 + 𝑢̃𝑓𝜀 , (4.3.13)

где 𝑢̃𝑓𝜀 ∈ 𝐶∞(𝑀 ′
𝜀;R), 𝑢̃𝑓𝜀 |Γ = 0,

supp(Δ𝜀𝑢̃
𝑓
𝜀 ) ⊂𝑀∘

𝜀 ∩ 𝑀̃𝜀

и

‖ Δ𝜀𝑢̃
𝑓
𝜀 ‖𝐿2(𝑀 ′

𝜀;R)⩽ 𝑐(Λ)𝜀 ‖ 𝑓 ‖𝐻1/2(Γ;R) . (4.3.14)

Отметим, что все константы в неравенствах выше не зависят ни от 𝑓 , ни от 𝜀.
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Оценки остатков. Теперь выведем равномерную по 𝜀 оценку нормальной производной

𝜕𝜈 𝑢̃
𝑓
𝜀 |Γ остатка 𝑢̃𝑓𝜀 . Поскольку 𝑢̃

𝑓
𝜀 |Γ = 0, из формулы Грина имеем

‖∇𝑢̃𝑓𝜀‖2𝐿2(𝑀 ′
𝜀;𝑇𝑀 ′

𝜀)
= −(Δ𝜀𝑢̃

𝑓
𝜀 ,𝑢̃

𝑓
𝜀 )𝐿2(𝑀 ′

𝜀;R)

(здесь и далее ∇ = ∇𝑔′𝜀). Поскольку носитель функции Δ𝜀𝑢̃
𝑓
𝜀 содержится в 𝑀∘

𝜀 ∩ 𝑀̃𝜀, из

предыдущей формулы вытекает неравенство

‖∇𝑢̃𝑓𝜀‖2𝐿2(𝑀 ′
𝜀;𝑇𝑀 ′

𝜀)
⩽ ‖Δ𝜀𝑢̃

𝑓
𝜀‖𝐿2(𝑀 ′

𝜀;R)‖𝑢̃
𝑓
𝜀‖𝐿2(𝑀∘

𝜀∩𝑀̃𝜀;R). (4.3.15)

Область 𝑀1 = 𝑀𝜀∖𝑀̃𝜀 не зависит от 𝜀 и функция 𝑢̃𝑓𝜀 гармоническая в 𝑀1. Неравенство

Фридрихса

‖𝑣‖2𝐿2(𝑀1;R) ⩽
‖∇𝑣‖2𝐿2(𝑀1;𝑇𝑀1)

𝜆1(𝑀,𝑔0)
(4.3.16)

справедливо для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞(𝑀1;R), удовлетворяющих граничному условию 𝑣|Γ = 0. Число

𝜆1 = 𝜆1(𝑀,𝑔0) > 0 не зависит от 𝜀 и является первым собственным значением задачи

Δ0𝑣 = 𝜆𝑣 в 𝑀1, 𝑣|Γ = 0, 𝜕𝜈𝑣|𝜕𝑀1∖Γ = 0

(здесь 𝜈 – вектор внешней нормали к 𝜕𝑀1). Отсюда и из теоремы о следах получаем

‖𝑢̃𝑓𝜀‖𝐻1/2(𝜕𝑀1∖Γ;R) ⩽ 𝑐(‖𝑢̃𝑓𝜀‖𝐿2(𝑀1;R) + ‖∇𝑢̃𝑓𝜀‖𝐿2(𝑀1;𝑇𝑀1)) ⩽ 𝑐(𝑀,𝑔0,𝑀1)‖∇𝑢̃𝑓𝜀‖𝐿2(𝑀1;𝑇𝑀1). (4.3.17)

Введем полярные координаты 𝑟 = |𝑧|, 𝜙 = arg(𝑧). Интегрируя по частям и применяя простое

неравенство 2𝑎𝑏 ⩽ 𝑎2𝑠+ 𝑏2/𝑠 (𝑠 > 0), выводим

‖𝑢̃𝑓𝜀‖2𝐿2(𝑀𝜀∖𝑀̃𝜀;R) =

=

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

1∫︁
𝜀

𝑢̃𝑓𝜀 (𝑧)
2𝑟𝑑𝑟 =

1

2

2𝜋∫︁
0

𝑟2𝑢̃𝑓𝜀 (𝑧)
2𝑑𝜙

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

𝑟=𝜀

−
1∫︁

𝜀

(︁
𝑟1/2𝑢̃𝑓𝜀 (𝑧)

)︁
·
(︁
𝑟3/2𝜕𝑟𝑢̃

𝑓
𝜀 (𝑧)

)︁
𝑑𝑟 ⩽

⩽

⎛⎝ 2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

1∫︁
𝜀

𝑢̃𝑓𝜀 (𝑧)
2𝑟𝑑𝑟

⎞⎠1/2

·

⎛⎝ 2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

1∫︁
𝜀

𝑟2𝜕𝑟𝑢̃
𝑓
𝜀 (𝑧)

2𝑟𝑑𝑟

⎞⎠1/2

+
1

2

2𝜋∫︁
0

𝑢̃𝑓𝜀 (𝑒
𝑖𝜙)2𝑑𝜙 ⩽

⩽ 𝑐
[︁
‖𝑢̃𝑓𝜀‖2𝐻1/2(𝜕𝑀1∖Γ;R) + 𝑡‖𝑢̃𝑓𝜀‖2𝐿2(𝑀𝜀∖𝑀̃𝜀;R) + 𝑡−1‖∇𝑢̃𝑓𝜀‖2𝐿2(𝑀𝜀∖𝑀̃𝜀;𝑇𝑀 ′

𝜀)

]︁
.

Выбирая 𝑡 достаточно малым и учитывая неравенство (4.3.17), приходим к оценке

‖𝑢̃𝑓𝜀‖𝐿2(𝑀∘
𝜀∩𝑀̃𝜀;R) ⩽ 𝑐(𝑀,𝑔0)‖∇𝑢̃𝑓𝜀‖𝐿2(𝑀 ′

𝜀;𝑇𝑀 ′
𝜀).
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Комбинируя последнюю формулу с оценками (4.3.15) и (4.3.14) и неравенством Фридрихса

(4.3.16), находим

‖𝑢̃𝑓𝜀‖2𝐿2(𝑀1;R) + ‖∇𝑢̃𝑓𝜀‖𝐿2(𝑀𝜀∖𝑀̃𝜀;𝑇𝑀 ′
𝜀)
⩽ 𝑐(𝑀,𝑔0)𝜀 ‖ 𝑓 ‖𝐻1/2(Γ;R) .

Поскольку функция 𝑢̃𝑓𝜀 гармоническая на 𝑀1, отсюда и из теоремы о локальном повышении

гладкости следует, что

‖𝑢̃𝑓𝜀‖𝐻𝑙(𝑄;R) ⩽ 𝑐(𝑀,𝑔0,𝑄,𝑙)𝜀 ‖ 𝑓 ‖𝐻1/2(Γ;R) ,

где 𝑄 – фиксированная окрестность Γ, содержащаяся вместе со своим замыканием в 𝑀1, и

𝑙 = 1,2, . . . . Отсюда и из теоремы о следах вытекает, что

‖ 𝜕𝜈 𝑢̃𝑓𝜀 ‖𝐻𝑙−1/2(Γ;R)⩽ 𝑐(𝑀,𝑔0,𝑙)𝜀 ‖ 𝑓 ‖𝐻1/2(Γ;R) (4.3.18)

при любых 𝑙 = 1,2, . . . ; константа 𝑐(𝑀,𝑔0,𝑙) в (4.3.18) не зависит ни от 𝑓 , но от 𝜀.

4.3.2 Доказательство результата о неустойчивости топологии

Доказательство утверждения 1 предложения 4.0.2. Переходя в равенстве (4.3.13)

к нормальным производным на Γ и учитывая, что 𝑣𝑓0,𝜀 = 𝑢𝑓 и 𝑤𝑓
0,𝜀 = 0 в окрестности Γ,

получаем

Λ𝜀𝑓 = Λ𝑓 + 𝜕𝜈 𝑢̃
𝑓
𝜀 .

Теперь из (4.3.18) следует, что

‖ (Λ𝜀 − Λ)𝑓 ‖𝐻𝑙−1/2(Γ;R)⩽ 𝑐(𝑀,𝑔0,𝑙)𝜀 ‖ 𝑓 ‖𝐻1/2(Γ;R)

при всех 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R). Распространяя последнюю оценку по непрерывности на все 𝑓 ∈
𝐻1/2(Γ;R), получаем

‖ Λ𝜀 − Λ ‖𝐻1/2(Γ;R)↦→𝐻𝑙−1/2(Γ;R)⩽ 𝑐(𝑀,𝑔0,𝑙)𝜀.

Таким образом, в любой окрестности Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) содержатся операторы Λ𝜀

поверхностей (с топологией, отличной от топологии (𝑀,𝑔)) из построенного нами семейства

{(𝑀 ′
𝜀,𝑔𝜀) | 𝜀 ∈ [0,𝜀0)}. Тем самым доказано утверждение 1 предложения 4.0.2 о неустойчивости

топологии поверхности относительно малого возмущения ее ДН-оператора.

Доказательство предложения 4.0.2, утверждений 2,3. Далее пусть (𝑀,𝑔) – фиксиро-

ванная поверхность с краем (Γ,𝑑𝑙) и ДН-оператором Λ, (𝑀 ′,𝑔′) – произвольная поверхность

с тем же краем и ДН-оператором Λ′ и 𝑡 =‖ Λ𝜀 − Λ ‖𝐻1/2(Γ;R)↦→𝐻𝑙−1/2(Γ;R).

Первая часть утверждения 2 предложения 4.0.2 доказана в лемме 4.1.4, 1. Для того, чтобы

доказать вторую часть, заметим, что схема рассуждений раздела 4.2 не зависит от предпо-
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ложений об ориентируемости/неориентируемости как (𝑀,𝑔), так и (𝑀 ′,𝑔′) и требует только

совпадения их эйлеровых характеристик. В самом деле, вне зависимости от ориентируемо-

сти/неориентируемости каждой из поверхностей определены их двулистные ориентируемые

накрытия (M,g) и (M′,g′), их голоморфные проективные вложения, для накрытий справед-

лив обобщенный принцип аргумента и т.д. (отметим, что M несвязно если 𝑀 ориентируе-

ма). Более того, вне зависимости от предположений об ориентируемости следы голоморфных

симметричных функций на (M,g) определяются из предложения 1.2.3 и следствия 1.2.5; до-

казательства обоих утверждений в случае, когда (𝑀,𝑔) ориентируема, не требуют никаких

изменений. Наконец, при 𝜒(𝑀) = 𝜒(𝑀 ′) = −𝜒 операторы 𝒢 и 𝒢 ′, определенные формулами

(4.2.14), (4.2.12) по ДН-оператором Λ и Λ′, соответственно, оба являются (𝜒,3)-допустимыми

и потому применение леммы 4.2.3 дает отображение 𝜄𝑀,𝑀 ′ со свойством (4.2.5). Повторение

оставшейся части рассуждений раздела 4.2 приводит к построению (почти конформного)

диффеоморфизма 𝛽𝑀,𝑀 ′ : 𝑀 →𝑀 ′ при достаточно малых 𝑡. Таким образом, при достаточно

малых 𝑡 ⩽ 𝑡0(Λ) поверхность (𝑀 ′,𝑔′) с эйлеровой характеристикой 𝜒(𝑀 ′) = 𝜒(𝑀) диффео-

морфна 𝑀 .

Теперь пусть 𝑀 ориентируема, а 𝑀 ′ – неориентируема и 𝑡 ⩽ 𝑡0(Λ)/2; тогда эйлеро-

вы характеристики 𝑀 и 𝑀 ′ различны, то есть gen(𝑀 ′) ̸= 2gen(𝑀). Предположим, что

gen(𝑀 ′) < 2gen(𝑀). Тогда, как показано выше, можно построить семейство неориентируемых

поверхностей (𝑀 ′′
𝜀 ,𝑔

′′
𝜀 ) (𝜀 ∈ (0,𝜀0)) рода gen(𝑀 ′′

𝜀 ) = 2gen(𝑀) > gen(𝑀 ′), чьи ДН-операторы Λ′′
𝜀

подчиняются оценке 𝑑𝑜𝑝(Λ
′,Λ′′

𝜀) ⩽ 𝑐(𝑀 ′,𝑔′)𝜀. При достаточно малых 𝜀 имеем

𝑑𝑜𝑝(Λ,Λ
′′
𝜀) ⩽ 𝑑𝑜𝑝(Λ,Λ

′) + 𝑑𝑜𝑝(Λ
′,Λ′′

𝜀) ⩽ 𝑡0(Λ)/2 + 𝑐(𝑀 ′,𝑔′)𝜀 < 𝑡0(Λ).

Поскольку 𝜒(𝑀 ′′
𝜀 ) = 2− gen(𝑀 ′′

𝜀 ) = 2− 2gen(𝑀) = 𝜒(𝑀) и 𝑑𝑜𝑝(Λ,Λ
′′
𝜀) < 𝑡0(Λ), из уже доказан-

ного следует, что 𝑀 ′′
𝜀 диффеоморфна 𝑀 . Однако 𝑀 ориентируема, а 𝑀 ′′

𝜀 – нет. Полученное

противоречие показывает, что ДН-оператор Λ′ всякой неориентируемой поверхности (𝑀 ′,𝑔′)

рода gen(𝑀 ′) ⩽ 2gen(𝑀) подчиняется оценке 𝑑𝑜𝑝(Λ,Λ
′) ⩾ 𝑡0(Λ)/2. Тем самым завершено

доказательство утверждения 2 предложения 4.0.2.

Докажем утверждение 3 предложения 4.0.2. Предположим, что𝑀 неориентируема, а𝑀 ′ –

ориентируема. Пусть оператор D в 𝐶∞(Γ;R) задан формулой (4.2.12), в силу следствия 1.2.2
ядро D состоит только из постоянных функций. Значит, при каждом 𝑚′ ∈ N существуют

такой набор гладких на Γ функций 𝑓1, . . . ,𝑓2(𝑚′+1), что D𝑓1, . . . ,D𝑓2𝑚′ линейно независимы и,

следовательно,

min
⃦⃦⃦ 2(𝑚′+1)∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘D𝑓𝑘

⃦⃦⃦
𝐿2(Γ;R)

⩾ 𝑐0(Λ) > 0,

где минимум взят по всем вектор-столбцам (𝑐1, . . . ,𝑐2(𝑚′+1))
𝑇 единичной длины. Пусть опера-

торD′ определен формулой (4.2.12), где Λ заменено на Λ′. Ввиду второго неравенства (4.2.21)
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имеем

min
⃦⃦⃦ 2(𝑚′+1)∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘D
′𝑓𝑘

⃦⃦⃦
𝐿2(Γ;R)

⩾ 𝑐0(Λ)− 𝑐(Λ,𝑚′)𝑡 ⩾ 𝑐0(Λ)/2 > 0

при достаточно малых 𝑡 ∈ (0,𝑡0(Λ,𝑚
′)]. Отсюда

dimD′𝐶∞(Γ;R) > 2𝑚′.

С другой стороны, из следствия 1.1.7, 1 имеем

dimD′𝐶∞(Γ;R) = 2gen(𝑀 ′).

Из последних двух формул получаем 2gen(𝑀 ′) > 2𝑚′. Следовательно, 𝑡0(Λ,𝑚
′)-окрестность

Λ в 𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) не содержит ДН-операторов ориентируемых поверхностей

(𝑀 ′,𝑔′) рода gen(𝑀 ′) ⩽ 𝑚′.

Наконец, пусть 𝑀 и 𝑀 ′ неориентируемы. Введем нелинейные отображения 𝒢 и 𝒢 ′, опре-

деленные формулами (4.2.14) и (4.2.12) по ДН-операторам Λ и Λ′, соответственно. Ввиду

предложения 4.2.1 образы 𝒢(𝐶∞(Γ;R)) и 𝒢 ′(𝐶∞(Γ;R)) являются линейными пространства-

ми размерностей −𝜒(𝑀) и −𝜒(𝑀 ′), соответственно. В частности, существует такой набор

гладких функций 𝑓1, . . . ,𝑓−𝜒(𝑀) на Γ, что 𝒢(𝑓1), . . . ,𝒢(𝑓−𝜒(𝑀)) линейно независимы и, значит,

выполнено неравенство

min
⃦⃦⃦ −𝜒(𝑀)∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝒢(𝑓𝑘)
⃦⃦⃦
𝐿2(Γ;R)

> 𝑐0(Λ) > 0,

где минимум взят по всем вектор-столбцам (𝑐1, . . . ,𝑐−𝜒(𝑀))
𝑇 единичной длины. Отсюда и из

последнего неравенства в (4.2.21) следует, что

min
⃦⃦⃦ −𝜒(𝑀)∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝒢 ′(𝑓𝑘)
⃦⃦⃦
𝐿2(Γ;R)

> 𝑐0(Λ)− 𝑐(Λ)𝑡 ⩾ 𝑐0(Λ)/2

при достаточно малых 𝑡 ∈ (0,𝑡0(Λ)]. В частности,

−𝜒(𝑀 ′) = dim𝒢 ′(𝐶∞(Γ;R)) ⩾ −𝜒(𝑀),

откуда gen(𝑀 ′) ⩾ gen(𝑀). Таким образом, 𝑡0(Λ,𝑚
′)-окрестность Λ в

𝐵(𝐻1/2(Γ;R);𝐻−1/2(Γ;R)) не содержит ДН-операторов неориентируемых поверхностей

(𝑀 ′,𝑔′) рода gen(𝑀 ′) < gen(𝑀).

Предложение 4.0.2 доказано.
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Глава 5

Некоторые вопросы электроимпедансной

томографии поверхностей

В этой главе рассматриваются частные вопросы, связанные с задачей ЭИТ и алгебраиче-

ским подходом к ее решению. В разделе 5.1 приводится алгоритм для приближенного вычис-

ления матрицы периодов B дубля римановой поверхности (𝑀,𝑔) с краем по ее ДН-оператору.

В типичном случае такая матрица позволяет вычислять любые конформные инварианты по-

верхности (𝑀,𝑔). В разделе 5.2 изучается некоммутативная алгебра гармонических эйкона-

лов, связанная с поверхностью (𝑀,𝑔); показано, что ее спектр (после удаления одной точки)

гомеоморфен 𝜕𝑀 и потому не несет никакой информации о внутренности 𝑀 .

5.1 Вычисление матрицы периодов дубля поверхности с

краем по ее ДН-оператору

В обратных задачах нередки ситуации, когда вместо восстановления всей неизвестной

системы требуется вычислить только определенные ее числовые характеристики C𝛼. Для

задачи ЭИТ такие числовые характеристики C𝛼 неизвестной поверхности (𝑀,𝑔) должны

быть инвариантами относительно диффеоморфизмов, не двигающих точки её (известного)

края Γ. В самом деле, ввиду теоремы 1.0.1 только такие C𝛼 могут быть корректно вычислены

по ДН-оператору Λ поверхности (𝑀,𝑔). Таким образом, C𝛼 должны быть функциями на

пространствах модулей ℳΓ
𝑜,𝑚 (см. определение перед теоремой 4.0.1).

На время рассмотрим классическое пространство ℳg модулей (конформных классов) ри-

мановых поверхностей рода g без края; метрика Тейхмюллера 𝑑𝑇 на ℳg задана формулой

(4.0.4), где инфимум взят по всем сохраняющим ориентацию диффеоморфизмам (или, что

эквивалентно, квазиконформным гомеоморфизмам). Это пространство является орбиобра-

зием (комплексной) размерности 3g − 3 (его универсальное накрытие – пространство Тейх-

мюллера Teichg – наделено канонической комплексной структурой и является настоящим

многообразием). Таким образом, все конформные инварианты римановых поверхностей без
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края (фиксированного рода g) являются (по крайней мере, локально) функциями от конеч-

ного числа “базовых” конформных инвариантов – координат на пространстве модулей ℳg.

В отличие от рассмотренной выше классической ситуации пространства модулей ℳΓ
+,𝑚

римановых поверхностей с фиксированным краем (Γ,𝑑𝑙) не являются конечномерными. При-

чина этого состоит в том, что существует бесконечно много способов параметризации гра-

ницы 𝜕𝑀 поверхности (𝑀,𝑔) точками кривой Γ (отождествления точек 𝜕𝑀 и с точками Γ).

Каждая репараметризация 𝜑 : Γ → Γ границы Γ ∼= 𝜕𝑀 приводит к, вообще говоря, новому

конформному классу [(𝑀𝜑,𝑔𝜑)]Γ, где поверхность (𝑀𝜑,𝑔𝜑) получается из поверхности (𝑀,𝜌𝜑𝑔)

отождествлением каждой точки 𝑥 ∈ 𝜕𝑀 с точкой 𝜑(𝑥) ∈ Γ, а 𝜌𝜑 – конформный множитель,

компенсирующий изменение элемента длины, индуцированного метрикой поверхности (то-

гда на Γ справедливо равенство
√︀
𝜌𝜑(𝑙) = 𝑑𝑙(𝜑(𝑥))/𝑑𝑙(𝑥), где 𝑙 – естественный параметр на

(Γ,𝑑𝑙)). При этом ДН-оператор Λ𝜑 поверхности (𝑀𝜑,𝑔𝜑) связан с Λ репараметризацией (ср. с

(1.0.5))

Λ𝜑𝑓 :=
√
𝜌𝜑
(︀
Λ(𝑓 ∘ 𝜑−1)

)︀
∘ 𝜑.

Восстановить конечномерность можно, перейдя к более широким классам эквивалент-

ности [(𝑀,𝑔)] относительно любых сохраняющих ориентацию конформных диффеоморфиз-

мов 𝛽 (где 𝛽|Γ не обязательно является тождеством) и рассмотрением только тех величин

C𝛼, которые инвариантны относительно таких преобразований. Соответствующее простран-

ство ℳ(𝑏)
+,𝑚 конформных классов [(𝑀,𝑔)] ориентируемых поверхностей (𝑀,𝑔) рода 𝑚 ⩾ 1 (со

связным краем) имеет (вещественную) размерность 6𝑚 − 3 (см. [64]). Таким образом, для

вычисления конформных инвариантов достаточно вычислить 6𝑚 − 3 локальных координат

конформного класса [(𝑀,𝑔)].

Свяжем с каждой римановой поверхностью𝑀 (с комплексной структурой, индуцирован-

ной метрикой 𝑔) ее дубль (M,𝜏), где M – поверхность (рода 2𝑚) полученная, склеиванием

двух копий 𝑀 вдоль краев и 𝜏 – такая антиголоморфная инволюция на M, что 𝑀 ∼= M/𝜏 .

По принципу симметрии Шварца любой биголоморфизм 𝛽 : 𝑀 →𝑀 ′ между поверхностями

с краем продолжается по симметрии до биголоморфизма 𝛽 : M → M′ между их дублями

(M,𝜏) и (M′,𝜏 ′), причем 𝛽 ∘ 𝜏 = 𝜏 ′ ∘ 𝛽. Таким образом, корректно определено отображение

d : [(𝑀,𝑔)] ↦→ [M] (где M – дубль (𝑀,𝑔)), действующее из ℳ(𝑏)
+,𝑚 в ℳg, g = 2𝑚. Ввиду

теоремы де Франкиса [38] любая риманова поверхность M рода g > 1 допускает только ко-

нечное число антиголоморфных автоморфизмов (биголоморфизмов между M и ее копией

с противоположной ориентацией). Потому прообраз d−1({[M]}) всегда конечен. Более того,
при g > 1 поверхности, допускающие одну антиголоморфную инволюцию, образуют страт

вещественной размерности 3g − 3 в ℳg, а поверхности, допускающие несколько антиголо-

морфных инволюций, образуют страт еще меньшей размерности ( [54]). Поэтому в типичном

случае d([(𝑀,𝑔)]) однозначно определяет [(𝑀,𝑔)].

Поскольку пространство модулей ℳg поверхностей без края в целом более изучено и на

нем построено множество различных локальных координат (самые общеупотребительные из
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которых – координаты Фенхеля-Нильсена, см. [62]). Поэтому далее мы занимаемся вычисле-

нием координат дублей [M] поверхностей с краем (𝑀,𝑔) по их ДН-операторам Λ. Тогда из

оценки (4.0.5) вытекает непрерывная зависимость координат дубля [M] от Λ.

В качестве подлежащих вычислению координат дубля M мы возьмем элементы его мат-

рицы 𝑏-периодов B, которая вводится следующим образом. Рассмотрим пары (𝑋,[𝑙·]), где 𝑋

– риманова поверхность рода g, а [𝑙·] = {𝑎1, . . . ,𝑎g,𝑏1, . . . ,𝑏g} – канонический базис гомологий

на ней. Две пары (𝑋,[𝑙·]) и (𝑋 ′,[𝑙′·]) называются эквивалентными по Торелли, если существует

биголорофизм 𝛽 : 𝑋 → 𝑋 ′, который переводит [𝑙·] в [𝑙
′
·], [𝛽 ∘ 𝑙·] = [𝑙′·]. Классы эквивалентности

[(𝑋,[𝑙·])] образуют пространство Торелли Torg, которое наделяется метрикой Тейхмюлле-

ра 𝑑𝑇 ((𝑋,[𝑙·]),(𝑋
′,[𝑙′·])) (заданной формулой (4.0.4), где инфимум взят по всем сохраняющим

ориентацию диффеоморфизмам между 𝑋 и 𝑋 ′, переводящим [𝑙·] в [𝑙′·]) и является бесконеч-

нолистным (разветвленным) накрытием над пространством модулей ℳg. Пусть 𝐻
0(𝑋;𝐾)

– пространство абелевых дифференциалов (голоморфных (1,0)-форм) на 𝑋 и 𝜔1, . . . ,𝜔𝑚 –

базис в 𝐻0(𝑋;𝐾), двойственный базису гомологий [𝑙·],∫︁
𝑎𝑗

𝜔𝑖 = 𝛿𝑖𝑗 (𝑖,𝑗 = 1, . . . ,g).

Тогда элементы матрицы 𝑏-периодов B размеченной по Торелли поверхности (𝑋,[𝑙·]) опреде-

ляются как

B𝑖𝑗 :=

∫︁
𝑏𝑗

𝜔𝑖 (𝑖,𝑗 = 1, . . . ,g).

Из определения очевидно, что B зависит только от класса [(𝑋,[𝑙·])] поверхности (𝑋,[𝑙·]) в

пространстве Торелли. Матрица B симметрична, а ее мнимая часть ImB – положительно

определена.

В силу знаменитой теоремы Торелли ( [60], см. также [36, 47, 53]), матрица 𝑏-периодов B
однозначно определяет класс [(𝑋,[𝑙·])] размеченной по Торелли поверхности (𝑋,[𝑙·]) в Torg.

Таким образом, элементы B дают локальные координаты на Torg.

При использовании элементов B в качестве локальных координат на ℳg следует учиты-

вать то, что B зависит не только от 𝑋, но и от выбора базиса гомологий на 𝑋. Тем не менее,

любые две матрицы периодов, соответствующие разным базисам гомологий на 𝑋, связаны

тривиальными преобразованиями: вычисление одной из матриц 𝑏-периодов для 𝑋 дает все

остальные.

Другой недостаток использования элементов B в качестве координат на ℳg состоит в

следующем. Полупространство симметричных g× g-матриц с положительно определенными

мнимыми частями (верхнее полупространство Зигеля) имеет размерность (g2 + g)/2, в то

время как пространство Торелли Torg – размерность 3g−3. Это означает, что при g > 3 ком-

поненты матриц 𝑏-периодов не являются независимыми и такие матрицы образуют страт

меньшей размерности в верхнем полупространстве Зигеля. Таким образом, приближенное
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вычисление матрицы 𝑏-периодов B поверхности 𝑋, вообще говоря, дает матрицу B(app), ко-

торой не соответствует никакая риманова поверхность.

Результатом этого раздела является алгоритмШаг 1-4 для вычисления матриц периодов

дубля поверхности с краем по ее ДН-оператору, который представлен в §5.1.2. Этот алгоритм

является устойчивым к малому шуму в данных, однако требует априорных оценок уровня

шума.

Предложение 5.1.1. Пусть Λ – ДН-оператор римановой поверхности (𝑀,𝑔) рода 𝑚 с

краем (Γ,𝑑𝑙) и (M,𝜏) – ее дубль, 𝑀 ∼= M/𝜏 . Тогда существуют такие достаточно малые

𝜀0 = 𝜀0(Λ) > 0 и 𝑐0 = 𝑐0(Λ) > 0, что применение алгоритма Шаг 1-4 из §5.1.2 к любому

оператору Λ′ ∈ 𝐵(𝐻1(Γ;R);𝐿2(Γ;R), удовлетворяющему неравенству

‖Λ′ − Λ‖𝐻1(Γ;R)→𝐿2(Γ;R = 𝜀 < 𝜀0

дает матрицу B′, подчиненную оценке

‖B′ − B‖𝑀2𝑚(C) ⩽ 𝑐0𝜀,

где B есть матрица 𝑏-периодов дубля (M,𝜏) поверхности (𝑀,𝑔), вычисленная в некотором

каноническом базисе гомологий [𝑙·] := (𝑎1, . . . ,𝑎2𝑚,𝑏1, . . . ,𝑏2𝑚), симметричном относительно

инволюции 𝜏 (𝜏 ∘ 𝑎𝑘 = 𝑎𝑚+𝑘, 𝜏 ∘ 𝑏𝑘 = −𝑏𝑚+𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚).

Предложение 5.1.1 доказывается в §5.1.3. В заключение повторим, что вычисленная с по-

мощью алгоритма матрица периодов B позволяет построить биголоморфную копию (M′,[𝑙′·])

накрытия (M,[𝑙·]) ввиду теоремы Торелли. В типичном случае, когда M допускает только

одну антиголоморфную инволюцию, биголоморфная копия (𝑀 ′,𝑔′) поверхности (𝑀,𝑔) стро-

ится разрезанием M′ вдоль множества неподвижных точек единственной инволюции 𝜏 ′ на

M′ (последняя является копией инволюции 𝜏). В исключительных случая, когда антиголо-

морфных инволюций на M несколько, симметрия базиса [𝑙·], в котором вычислена матрица

B, накладывает дополнительные ограничения 𝜏 ′∘𝑎′𝑘 = 𝑎′𝑚+𝑘, 𝜏 ∘𝑏′𝑘 = −𝑏′𝑚+𝑘, которым должна

удовлетворять копия 𝜏 ′ инволюции 𝜏 (что в некоторых случая позволяет определить 𝜏 ′). С

другой стороны, матрица периодов не содержит никакой информации о подходящем способе

идентификации границы 𝜕𝑀 ′ и кривой Γ, на которой задан ДН-оператор Λ (при котором Λ

становится ДН-оператором (𝑀 ′,𝑔′)).

5.1.1 Вспомогательные сведения

На протяжении всего раздела (𝑋,𝑔) обозначает компакнтую риманову поверхность без

края или со связным краем рода g, (𝑀,𝑔) обозначает компактную риманову поверхность ро-

да 𝑚 со связным краем (Γ,𝑑𝑙) и ДН-оператором Λ, а M – ее дубль. Как обычно, мы считаем,

что 𝑀 вложена в M; M =𝑀 ∪ 𝜏(𝑀). Кроме того, всюду далее Φ – оператор поворота, соот-
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ветствующий выбору ориентации/комплексной структуры на (𝑀,𝑔), 𝜈 – единичный вектор

внешней нормали к Γ и 𝛾 = Φ𝜈 – единичный касательный вектор на Γ.

Группы гомологий на 𝑀 и M. Пусть 𝑙 – конечный набор замкнутых ориентированных

кривых на 𝑋. По определению, гомологический класс 𝑙 сохраняется при следующих преоб-

разованиях: гомотопической деформации любой кривой в 𝑙, разрезании кривых на сегменты

и склеивании их в другом порядке с сохранением ориентации, удалении или включении в

набор 𝑙 (произвольно) ориентированной границы 𝜕𝐷 любой области 𝐷 ⊂ 𝑋. Множество го-

мологических классов 𝐻1(𝑋,Z) является абелевой группой по сложению [𝑙] + [𝑙′] = [𝑙 ∪ 𝑙′],

изоморфной Z2g, и называется первой группой гомологий. Отметим, что −[𝑙] = [−𝑙], где −𝑙
получается из 𝑙 обращением ориентации всех кривых. Отметим, что 𝐻1(𝑋,Z) является абе-

ленизацией фундаментальной группы 𝜋1(𝑋
∘), 𝐻1(𝑋,Z) ∼= 𝜋1(𝑋

∘)/[𝜋1(𝑋
∘),𝜋1(𝑋

∘)] ∼= Z2𝑚, где

поверхность 𝑋∘ получается заклеиванием дисками всех связных компонент 𝜕𝑋.

На 𝐻1(𝑋,Z) определена кососимметричная билинейная форма ♯, которая называется чис-
лом пересечений и определяется следующим образом. Пусть 𝑙 и 𝑙′ – замкнутые кривые в

𝑋, ориентированные касательными векторами 𝛾,𝛾′, соответственно; с помощью гомотопной

деформации можно сделать так, что 𝑙 и 𝑙′ имеют конечное число точек пересечения и каж-

дое пересечение некасательно. Будем называть пересечение 𝑙 и 𝑙′ в точке 𝑥 положительным

(отрицательным) если пара (𝛾(𝑥),𝛾′(𝑥)) положительно (отрицательно) ориентирована. То-

гда [𝑙]♯[𝑙′] есть разность между числом положительных и отрицательных пересечений 𝑙 и 𝑙′

(эта разность зависит только от гомологических классов 𝑙 и 𝑙′). Будем говорить, что набор

[𝑙·] = {[𝑙1], . . . ,[𝑙2g]} является базисом гомологий на 𝑋 если он генерирует 𝐻1(𝑋,Z). Матрица

пересечений 𝐽 = 𝐽([𝑙·]) базиса [𝑙·] определяется правилом 𝐽𝑖𝑗 := [𝑙𝑖]♯ [𝑙𝑗]. Базис гомологий

называется каноническим если 𝐽 совпадает со стандартной симплектической матрицей

Ω(g) =

(︃
0 𝐼g

−𝐼g 0

)︃
;

тогда 𝑎1 = [𝑙1], . . . ,𝑎g = [𝑙g] называются 𝑎-циклами, а 𝑏1 = [𝑙g+1], . . . ,𝑏g = [𝑙2g] – 𝑏-циклами.

Два базиса [𝑙·], [𝑙
′
·] одновременно (не) являются каноническими если [𝑙′𝑖] =

∑︀
𝑗 𝑀𝑖𝑗[𝑙𝑗], где𝑀 ∈

Sp(g,Z) – симплектическая целочисленная g×g-матрица. Компактная риманова поверхность

с пустым краем и выбором канонического базиса гомологий на ней называется размеченной

по Торелли поверхностью.

Для любой замкнутой 1-формы 𝜔 на 𝑋 (или для любого векторного поля 𝐴 = 𝜔♯, удовле-

творяющего условию div(Φ𝐴) = 0, где Φ – семейство поворотов на 𝑋) корректно определен

линейный функционал 𝑇 (𝜔|·) : 𝐻1(𝑋,Z) → C,

𝑇 (𝜔|[𝑙]) :=
∫︁
𝑙

𝜔 =

∫︁
𝑙

𝑔(𝐴,𝑘)𝑑𝑙 =: 𝑇 (𝐴|[𝑙]),
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где 𝑔 – метрика на 𝑋, а 𝑘 и 𝑑𝑙 – единичный касательный вектор и элемент длины на 𝑙,

соответственно. Число 𝑇 (𝜔|[𝑙]) называется периодом 𝜔 (или 𝐴) вдоль цикла [𝑙]. Отметим, что

𝑇 (𝜔|·) ≡ 0 если только если 𝜔 точна. Пусть 𝛾 – единичный касательный вектор на 𝜕𝑋. Будем

говорить, что форма 𝜔 нормальна (касательна) к 𝜕𝑋 если 𝜔(𝛾) = 0 (𝜔(𝜈) = 0) на 𝜕𝑋 или,

эквивалентно, если вектор 𝐴 = 𝜔♯ нормален (касателен) к 𝜕𝑋. Тогда любая гармоническая

касательная (нормальная) к 𝜕𝑋 форма 𝜔 на 𝑋 однозначно определяется по 𝑇 (𝜔|·).

Лемма 5.1.2. Пусть (𝑋,𝑔) – компактная ориентируемая поверхность рода g (с гладким

краем или без края), Φ – семейство поворотов на 𝑋 и [𝑙·] = ([𝑙1], . . . ,[𝑙2g]) – базис гомо-

логий на 𝑋. Предположим, что весторы 𝐴,𝐵 ∈ 𝐶∞(𝑋;𝑇𝑋) удовлетворяют уравнениям

div𝐴 = div(Φ𝐵) = 0 в 𝑋∖𝜕𝑋 и либо 𝐴 касателен к 𝜕𝑋 либо 𝐵 нормален к 𝜕𝑋. Тогда для их

скалярного произведения в 𝐿2(𝑋;𝑇𝑋) имеем

(𝐵,𝐴) = T(𝐵| [𝑙·])𝑇𝐽−1T(−Φ𝐴| [𝑙·]), (5.1.1)

где 𝐽 – матрица пересечений для [𝑙·] и T(·,[𝑙·]) = (𝑇 (·,[𝑙1]), . . . ,𝑇 (·,[𝑙2g]))𝑇 .

Доказательство. Пусть ⋆ – оператор Ходжа на 𝑋; тогда ⋆𝜔 = (Φ𝜔♯)♭ для любой 1-формы

𝜔. Положим 𝜔 = 𝐵♭ и 𝜂 = ⋆𝐴♭, тогда 𝑑𝜔 = 𝑑𝜂 = 0 и как минимум одна из форм 𝜔,𝜂

нормальна к 𝜕𝑋. Тогда левая часть (5.1.1) имеет вид (𝐵,𝐴) =
∫︀
𝑋
𝜔∧𝜂 а правая часть равна

T(𝜔| [𝑙·])𝑇 (−𝐽−1)T(𝜂| [𝑙·]) и не зависит от выбора базиса гомологий. В самом деле, если [𝑙′·]

– новый базис гомологий, то [𝑙′𝑖] =
∑︀

𝑖𝑗 𝑀𝑖𝑗[𝑙𝑗], где 𝑀 и 𝑀−1 – целочисленные матрицы. Из

правил преобразования T(·|[𝑙′·]) =𝑀T(·|[𝑙·]) и

𝐽 ′ =𝑀𝐽𝑀𝑇 , (5.1.2)

для периодов и матриц пересечения следует, что T(𝜔| [𝑙′·])𝑇 (−𝐽
′−1)T(𝜂| [𝑙′·]) =

T(𝜔| [𝑙·])𝑇 (−𝐽−1)T(𝜂| [𝑙·]). Таким образом, можно предполагать, что базис [𝑙·] =

{𝑎1, . . . ,𝑎𝑚,𝑏1, . . . ,𝑏𝑚} канонический, а в этом случае (5.1.1) совпадает с известными

билинейными соотношениями Римана∫︁
𝑋

𝜔 ∧ 𝜂 =
𝑚∑︁
𝑗=1

(︁∫︁
𝑎𝑗

𝜔

∫︁
𝑏𝑗

𝜂 −
∫︁
𝑏𝑗

𝜔

∫︁
𝑎𝑗

𝜂
)︁

(5.1.3)

в случае 𝜕𝑋 = ∅. Теперь предположим, что 𝜕𝑋 ̸= ∅ и форма 𝜔 нормальна 𝜕𝑋. Пусть

𝑋∘ – риманова поверхность, полученная приклеиванием диска 𝐷 = {𝑧 ∈ C | |𝑧| ⩽ 1} к

каждой компоненте связности 𝜕𝑋. Обозначим через 𝜔∘,𝜂∘ гладкие продолжения 𝜔,𝜂 на 𝑋
∘.

Тогда 𝜔∘ = 𝑑𝑢1, 𝜂
∘ = 𝑑𝑢2, где функции 𝑢𝑘 являются гладкими на 𝑋̃ = 𝑋∘∖int𝑋. Поскольку

форма 𝜔 нормальна, можно считать, что 𝑢1 = 0 на 𝜕𝑋. Пусть 𝜒 – гладкая функция с

компактным носителем на [0, + ∞), равная единице вблизи нуля. Введем функцию 𝜒𝜀 на

𝑋̃, заданную формулой 𝜒𝜀(𝑥) = 𝜒(𝜀−1(|𝑧(𝑥)| − 1)) на каждом приклеенном диске 𝐷. Пусть

𝜔𝜀 – гладкое продолжение 𝜔 внутрь 𝑋̃, заданное равенством 𝜔𝜀 = 𝑑(𝜒𝜀𝑢1) на 𝑋̃. Поскольку



201

𝑢(𝑧) = 𝑂(1− |𝑧|) = 𝑂(𝜀) на носителе 𝜒𝜀, имеем ‖𝜔𝜀‖𝐿2(𝑋̃ ;𝑇 *𝑋̃) = 𝑂(𝜀1/2), откуда∫︁
𝑋∘

𝜔𝜀 ∧ 𝜂∘ →
∫︁
𝑋

𝜔 ∧ 𝜂 (𝜀→ 0). (5.1.4)

Поскольку любую кривую в𝑋∘ можно переместить в𝑋 ⊂ 𝑋∘ с помощью гомотопной деорма-

ции, 𝐻1(𝑋
∘,Z) = 𝐻1(𝑋,Z) и каждый гомологический класс на 𝑋∘ получается расширением

некоторого гомологического класса на 𝑋. Поэтому формула (5.1.3) остается в силе после

замене ее левой части на левую часть (5.1.4). Для того, чтобы получить (5.1.3), остается

перейти к пределу при 𝜀→ 0.

Теперь пусть 𝑋 = M – дубль (𝑀,𝑔). Тогда инволюция 𝜏 на M индуцирует инволюцию

𝑙 ↦→ 𝑙† := 𝜏 ∘ 𝑙 на кривых в M и инволюцию [𝑙] ↦→ [𝑙]† = [𝑙†] на 𝐻1(M,Z). Поскольку инволюция
𝜏 меняет ориентацию, для формы пересечений ♯ на 𝐻1(M,Z) справедливо равенство

[𝑙]†♯[𝑙′]† = −[𝑙]♯[𝑙′] ([𝑙],[𝑙′] ∈ 𝐻1(M,Z)). (5.1.5)

Напомним, что 𝜏 индуцирует инволюцию (1.1.12) на пространстве абелевых дифференциалов

𝐻0(M;𝐾). Из (1.1.12) следует, что

𝑇 (𝜔†| [𝑙]†) =
∫︁
𝜏∘𝑙
𝜏 *𝜔 =

∫︁
𝑙

𝜔 = 𝑇 (𝜔| [𝑙]) (𝜔 ∈ 𝐻0(M; 𝑘)). (5.1.6)

Поскольку 𝜕𝑀 = Γ связна, каждый гомологический класс [𝑙] на M можно представить в

виде суммы [𝑙] = [𝑙+] + [𝑙−]
†, где 𝑙± ⊂ 𝑀 ⊂ M. Поэтому 𝐻1(M,Z) = 𝐻1(𝑀,Z) + 𝐻1(𝑀,Z)† ≃

2𝐻1(𝑀,Z). Отсюда и из (5.1.5) следует, что любой канонический базис 𝑎1, . . . ,𝑎𝑚,𝑏1, . . . ,𝑏𝑚 в

𝐻1(𝑀,Z) определяет симметричный канонический базис

𝑎1, . . . ,𝑎𝑚, 𝑎𝑚+1 := 𝑎†1, . . . ,𝑎2𝑚 := 𝑎†𝑚, 𝑏1, . . . ,𝑏𝑚, 𝑏𝑚+1 := −𝑏†1, . . . ,𝑏2𝑚 := −𝑏†𝑚. (5.1.7)

в 𝐻1(M,Z).

Матрицы периодов на 𝑀 и M. Пусть (𝑋,[𝑙·])(где [𝑙·] = {𝑎1, . . . ,𝑎𝑚,𝑏1, . . . ,𝑏𝑚}) – разме-

ченная по Торелли поверхность рода g. Матрица периодов T([𝑙·],𝜔·) базиса 𝜔· = {𝜔1, . . . ,𝜔g}
в 𝐻0(𝑋;𝐾) вводится правилом T𝑖𝑗([𝑙·],𝜔·) := 𝑇 (𝜔𝑖|[𝑙𝑗]). Тогда существует единственный двой-
ственный к [𝑙·] базис 𝜔·, чья матрица периодов имеет вид

T([𝑙·],𝜔·) = (𝐼𝑚|B).

Матрица B называется матрицей 𝑏-периодов для (𝑋,[𝑙·]). Будем называть базис 𝜔· в 𝐻
0(𝑋;𝐾)

каноническим если он двойственный к какому-нибудь каноническому базису гомологий на

𝑋. Аналогично, будем говорить, что B – матрица 𝑏-периодов 𝑋, если B является матрицей

𝑏-периодов на (𝑋,[𝑙·]) при каком-нибудь выборе канонического базиса гомологий [𝑙·].
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Пусть 𝑋 = M. Будем говорить, что базис 𝜔· = {𝜔1, . . . ,𝜔2𝑚} в 𝐻0(M;𝐾) симметричный

канонический если он двойственный к некоторому симметричному каноническому базису

гомологий (5.1.7); при этом соответствующая матрица 𝑏-периодов будет называться симмет-

ричной.

Теперь пусть [𝑙·] = {[𝑙1], . . . ,[𝑙2𝑚]} – базис гомологий на 𝑀 . Тогда условия 𝑇 (𝐵𝑖|[𝑙𝑗]) =

𝛿𝑖𝑗 однозначно определяют двойственный к [𝑙·] базис 𝐵· = {𝐵1, . . . ,𝐵2𝑚} в пространстве

𝒟(𝑀) гармонических и нормальных к границе полей на (𝑀,𝑔). В самом деле, если 𝐵′
· =

{𝐵′
1, . . . ,𝐵

′
2𝑚} – любой базис в 𝒟(𝑀), то матрица 𝑀 с элементами 𝑀𝑖𝑗 = 𝑇 (𝐵𝑖|[𝑙𝑗]) обратима

(если
∑︀

𝑖 𝑐𝑖𝑀𝑖𝑗 = 0, то гармоническое нормальное векторное поле 𝐵 =
∑︀

𝑖 𝑐𝑖𝐵𝑖 ∈ 𝒟(𝑀) имеет

нулевые периоды и потому 𝐵 = ∇𝑢, где 𝑢 = const на Γ, откуда 𝐵 = 0 и 𝑐1 = · · · = 𝑐2𝑚 = 0).

Тогда векторы 𝐵𝑖 =
∑︀

𝑗(𝑀
−1)𝑖𝑗𝐵

′
𝑗 образуют двойственный базис к [𝑙·]. Вспомогательной

матрицей периодов, соответствующей базису [𝑙·], называется матрица B с элементами

B𝑗𝑖 = 𝑇 (Φ𝐵𝑖|[𝑙𝑗]),

где 𝐵· = {𝐵1, . . . ,𝐵2𝑚} – двойственный к [𝑙·] базис в 𝒟(𝑀).

Будем говорить, что базис 𝐵· в 𝒟(𝑀) – двойственный, если он двойственный к некоторому

базису гомологий [𝑙·] на 𝑀 ; если, к тому же, базис [𝑙·] канонический, мы будем называть 𝐵·

каноническим. Из (5.1.2) следует, что два двойственных базиса 𝐵· и 𝐵′
· одновременно (не)

являются каноническими если и только если 𝐵′
𝑖 =

∑︀
𝑗 𝑀𝑗𝑖𝐵𝑗, где 𝑀 ∈ Sp(2𝑚,Z), причем

соответствующие базисы гомологий связаны соотношением [𝑙′𝑖] =
∑︀

𝑗(𝑀
−1)𝑖𝑗[𝑙𝑗]. Аналогично,

любые две вспомогательные матрицы периодов B и B′ (соответствующие двум различным

базисам гомологий на 𝑀) связаны друг с другом равенством

B′ =𝑀−1B𝑀 (𝑀 ∈ Sp(2𝑚,Z)). (5.1.8)

Следующая лемма дает критерий каноничности двойственного базиса, а также выражение

для вспомогательной матрицы периодов канонического базиса гомологий в терминах ска-

лярных произведений между элементами двойственного к нему базиса.

Лемма 5.1.3.

a) Матрица пересечений 𝐽 базиса гомологий [𝑙·] = ([𝑙1], . . . ,[𝑙2𝑚]) на 𝑀 имеет вид

(𝐽−1)𝑖𝑗 = (𝐵𝑖,Φ𝐵𝑗), (5.1.9)

где 𝐵· = {𝐵1, . . . ,𝐵2𝑚} – двойственный базис к [𝑙·].

b) Двойственный базис 𝐵· является каноническим если и только если

(Φ𝐵𝑖,𝐵𝑗) = (Ω(𝑚))𝑖𝑗 (𝑖,𝑗 = 1, . . . ,2𝑚).
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c) Если [𝑙·] – канонический базис гомологий на 𝑀 , то его вспомогательная матрица пе-

риодов выражается в терминах двойственного базиса 𝐵· = {𝐵1, . . . ,𝐵2𝑚} по формуле

(Ω(𝑚)B)𝑖𝑗 = (𝐵𝑖,𝐵𝑗).

Доказательство. a) Поскольку векторные поля 𝐵𝑘 нормальны к 𝜕𝑀 и 𝑇 (𝐵𝑘|[𝑙𝑠]) = 𝛿𝑘𝑠, из

леммы 5.1.2 и the тождества Φ2 = −Id получаем

(𝐵𝑖,Φ𝐵𝑗) = T(𝐵𝑖| [𝑙·])𝑇𝐽−1T(−Φ2𝐵𝑗| [𝑙·]) = 𝛿𝑖𝑘(𝐽
−1)𝑘𝑠𝛿𝑠𝑗 = (𝐽−1)𝑖𝑗.

Отсюда вытекает формула (5.1.9) и утверждения a) и b). Наконец, из леммы 5.1.2 и равенства

𝐽−1 = Ω−1
(𝑚) = −Ω(𝑚) имеем

(𝐵𝑖,𝐵𝑗) = T(𝐵𝑖| [𝑙·])𝑇Ω(𝑚)T(Φ𝐵𝑗| [𝑙·]) = 𝛿𝑖𝑘(Ω(𝑚))𝑘𝑠B𝑠𝑗 = (Ω(𝑚)B)𝑖𝑗.

Тем самым доказано утверждение c).

Пусть [𝑙·] = {𝑎1, . . . ,𝑎𝑚,𝑏1, . . . ,𝑏𝑚} – канонический базис гомологий на𝑀 и 𝐵· – двойствен-

ный базис к [𝑙·] в 𝒟(𝑀). Пусть также [𝑙̃·] – симметричный канонический базис гомологий

(5.1.7) на дубле M, построенный по базису [𝑙·]. Опишем связь между матрицей периодов B
на (M,[𝑙̃·]) и вспомогательной матрицей периодов B соответствующей [𝑙·]. Положим

𝜔𝑖 = (𝑖𝐵𝑖 − Φ𝐵𝑖)
♭ (𝑖 = 1, . . . ,2𝑚).

Как показано в лемме 1.1.3, все 𝜔𝑖 продолжаются до абелевых дифференциалов на дуб-

ле M. Продолженные дифференциалы (по прежнему обозначаемые 𝜔𝑖) симметричны 𝜔𝑖 =

𝜔†
𝑖 , где инволюция † определена в (1.1.12). Поскольку 𝐵1, . . . ,𝐵2𝑚 линейно независимы и

dim𝐻1(M;𝐾) = gen(M) = 2𝑚, дифференциалы 𝜔1, . . . ,𝜔2𝑚 образуют базис в 𝐻1(M;𝐾). Непо-

средственно из определений базиса 𝐵· и вспомогательной матрицы периодов B имеем

𝑇 (𝜔𝑖|𝑎𝑗) = 𝑖𝛿𝑖𝑗 −B𝑗𝑖, 𝑇 (𝜔𝑖|𝑏𝑗) = 𝑖𝛿𝑖,𝑗+𝑚 −B𝑗+𝑚,𝑖

при 𝑗 ⩽ 𝑚. Отсюда и из формул (5.1.6) и (5.1.7) следует, что

𝑇 (𝜔𝑖|𝑎𝑗) = 𝑇 (𝜔†
𝑖 |𝑎

†
𝑗−𝑚) = 𝑇 (𝜔𝑖|𝑎𝑗−𝑚) = −𝑖𝛿𝑖,𝑗−𝑚 −B𝑗−𝑚,𝑖,

𝑇 (𝜔𝑖|𝑏𝑗) = 𝑇 (𝜔†
𝑖 | − 𝑏†𝑗−𝑚) = −𝑇 (𝜔†

𝑖 |𝑏
†
𝑗−𝑚) = 𝑖𝛿𝑖,𝑗 −B𝑗,𝑖

при 𝑗 > 𝑚. Поэтому матрица периодов базиса 𝜔· имеет вид

T([𝑙̃·]|𝜔·) =
(︀
𝑖𝜒+− −B𝑇𝜒++|𝑖𝜒++ −B𝑇𝜒+−

)︀
,
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где

𝜒s,s′ =

(︃
s𝐼𝑚 s′𝐼𝑚

0 0

)︃
, 𝜒s,s′ =

(︃
0 0

s𝐼𝑚 s′𝐼𝑚

)︃
(s,s′ = ±) (5.1.10)

и 𝐼𝑚 – единичная 𝑚×𝑚-матрица. Выберем новый базис 𝜔̃· в 𝐻
1(M;𝐾), где

𝜔̃𝑖 =
∑︁
𝑗

𝑀𝑖𝑗𝜔𝑗, 𝑀 = (𝑖𝜒+− −B𝑇𝜒++)−1.

Тогда матрица периодов базиса 𝜔̃· имеет вид

T([𝑙̃·]|𝜔̃·) = (𝐼2𝑚 | (𝑖𝜒+− −B𝑇𝜒++)−1(𝑖𝜒++ −B𝑇𝜒+−)
)︀
.

Значит базис 𝜔̃· является двойственным к (каноническому) базису гомологий [𝑙̃·]. Поэтому

матрица 𝑏-периодов B размеченной по Торелли поверхности (M,[𝑙̃·]) связана с B соотноше-

нием

B = (𝑖𝜒+− −B𝑇𝜒++)−1(𝑖𝜒++ −B𝑇𝜒+−). (5.1.11)

Симметрия (5.1.7) канонического базиса гомологий приводит к следующим симметриям

двойственного базиса и матрицы 𝑏-периодов. Из (5.1.7) и (5.1.6) следует, что

𝑇 (𝜔𝑖+𝑚|𝑎𝑗+𝑚) = 𝛿𝑖𝑗 = 𝑇 (𝜔𝑖|𝑎𝑗) = 𝑇 (𝜔†
𝑖 |𝑎𝑗+𝑚),

𝑇 (𝜔𝑖+𝑚|𝑎𝑗) = 0 = 𝑇 (𝜔𝑖|𝑎𝑗+𝑚) = 𝑇 (𝜔†
𝑖 |𝑎𝑗)

при 𝑗 ⩽ 𝑚. Поскольку абелевы дифференциалы однозначно определяются своими 𝑎-

периодами (см. лемму 5.1.2), из последних двух формул вытекают равенства

𝜔𝑚+𝑖 = 𝜔†
𝑖 , (𝑖 = 1, . . . ,𝑚).

Как следствие, мы получаем

B𝑚+𝑖,𝑚+𝑗 = 𝑇 (𝜔†
𝑖 |,− 𝑏†𝑗) = −B𝑖𝑗,

B𝑚+𝑖,𝑗 =𝑇 (𝜔
†
𝑖 |𝑏𝑗) = 𝑇 (𝜔𝑖| − 𝑏𝑚+𝑗) = −B𝑖,𝑚+𝑗

(5.1.12)

при 𝑖,𝑗 ⩽ 𝑚.

5.1.2 Алгоритм вычисления матрицы 𝑏-периодов дубля поверхности

с краем через ее ДН-оператор

Шаг 1: Определение граничных данных, соответствующих гармоническим нор-

мальным векторным полям на 𝑀 . Пусть 𝑢 = 𝑢𝑓 ∈ 𝐻1(𝑀 ;R) – гармоническая функция
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на (𝑀,𝑔) со следом 𝑓 на Γ. Тогда Φ∇𝑢 есть гармоническое векторное поле на (𝑀,𝑔). Из

ортогонального разложения ℋ = ℰ(𝑀)⊕𝒩 (𝑀) имеем

Φ∇𝑢𝑓 = ∇𝑢ℎ + 𝐴, (5.1.13)

где 𝑢ℎ ∈ 𝐻1(𝑀 ;R) – гармоническая функция на (𝑀,𝑔) со следом ℎ на Γ и 𝐴 ∈ 𝒩 (𝑀).

Отметим, что 𝐴 = (Φ− Φ̂)∇𝑢𝑓 и ∇𝑢ℎ = Φ̂∇𝑢𝑓 , где Φ̂ – редуцированный оператор поворота,

введенный в (1.1.15).

Векторное поле

𝐵 = Φ𝐴 (5.1.14)

принадлежит 𝒟(𝑀). Сужая уравнения (5.1.13), (5.1.14) на границу Γ, получаем

−𝜕𝛾𝑓 = Λℎ, Λ𝑓 = 𝜕𝛾ℎ+ 𝐴𝛾, 𝐵𝜈 = −𝐴𝛾. (5.1.15)

(как обычно, мы пользуемся обозначениями 𝐴𝛾 = 𝑔(𝐴,𝛾) и 𝐵𝜈 = 𝑔(𝐵,𝜈)). В частности,

𝐵𝜈 = 𝜕𝛾ℎ− Λ𝑓 = −(𝜕𝛾Λ
−1𝜕𝛾 + Λ)𝑓 = 𝜕𝛾(𝐻 +𝐻−1)𝑓, (5.1.16)

где 𝐻 = −Λ−1𝜕𝛾 – оператор Гильберта поверхности (𝑀,𝑔), определенный в (1.1.19), (1.1.20).

Из формулы (5.1.16) и предложения 1.1.6 ясно, что функция 𝑓 , удовлетворяющая (5.1.13) и

(5.1.14), определяется по 𝐵 с точностью до элемента пространства

ReKer(𝐻 +𝐻−1) =
{︀
𝑓 = Re 𝑤|Γ | 𝑤 ∈ 𝐻1(𝑀 ;C) голоморфна в 𝑀∖Γ

}︀
.

Это связано с тем, что “дефектные” гармонические поля 𝐴,𝐵 в (5.1.13) и (5.1.14) не меняются

при добавлении слагаемого Φ∇𝑢𝑓 = ∇𝑢ℎ̃ к обеим частям (5.1.13), где функция 𝑢𝑓 + 𝑖𝑢ℎ̃ =

𝑤̃ ∈ 𝐻1(𝑀 ;C) голоморфна в 𝑀∖Γ. Поэтому можно однозначно зафиксировать 𝑓 = 𝑓(𝐵𝜈)

дополнительным условием

(𝑓,𝑓)Λ = 0 ∀ 𝑓 ∈ Ker(𝐻 +𝐻−1),

где билинейная форма (·,·)Λ = (Λ · ,·)Γ определена в (1.1.8).

𝑓 =
𝑚∑︁

±𝑘=1

𝑓𝑘𝜂𝑘 (𝑓−𝑘 = 𝑓𝑘 ∈ C), (5.1.17)

где 𝜂𝑘 – собственные функции (1.1.22) оператора Гильберта 𝐻. В частности, 𝑓 ∈ 𝐶∞(Γ;R).
Далее мы будем называть построенную выше пару {𝐵𝜈 ,𝑓} граничными данными для век-

торного поля 𝐵 ∈ 𝒟(𝑀) и писать {𝐵𝜈 ,𝑓} = T(𝐵). Всякое поле 𝐵 ∈ 𝒟(𝑀) обладает гранич-

ными данными. Чтобы в этом убедиться, достаточно показать, что любое 𝒜 = −Φ𝐵 ∈ 𝒩 (𝑀)

может быть представлено в виде (5.1.13) или, что эквивалентно, в виде 𝐴 = (Φ − Φ̂)∇𝑢𝑓 ;
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последний факт вытекает из следствия 1.1.5. Далее будем обозначать через 𝒟(Γ) простран-

ство T(𝒟(𝑀)) граничных данных всех векторных полей 𝐵 ∈ 𝒟(𝑀). Поскольку каждое

гармоническое поле 𝐵 ∈ 𝒟(𝑀) однозначно определено своим следом на границе, оператор

T : 𝒟(𝑀) → 𝒟(Γ) является изоморфизмом.

Из изометричности оператора поворота Φ, и формул (5.1.14), (5.1.13), (1.1.7), и (5.1.15)

следует, что

‖𝐵‖2 =‖𝐴‖2 = ‖Φ∇𝑢𝑓‖2 − ‖∇𝑢ℎ‖2 = ‖∇𝑢𝑓‖2 − ‖∇𝑢ℎ‖2 =

=(Λ𝑓,𝑓)Γ − (Λℎ,ℎ)Γ = (Λ𝑓,𝑓)Γ − (𝜕𝛾𝑓,Λ
−1𝜕𝛾𝑓)Γ = −(𝐵𝜈 ,𝑓)Γ.

(5.1.18)

Ввиду (5.1.18) и поляризационного тождества, скалярные произведения между элементами

𝒟(𝑀) определяются из их граничных данных, а именно

(𝐵,𝐵′) = −(𝐵𝜈 ,𝑓
′)Γ = −(𝑓,𝐵′

𝜈)Γ,

где {𝐵𝜈 ,𝑓} = T(𝐵) и {𝐵′
𝜈 ,𝑓

′} = T(𝐵′).

Аналогично, поскольку подпространства 𝒩 (𝑀) и 𝒟(𝑀) = Φ𝒩 (𝑀) ортогональны к ℰ и

Φℰ , соответственно, справедливы равенства

(Φ𝐵,𝐵′) = −(𝐵,Φ𝐵′) = −(Φ𝐴,Φ𝐵′) = −(𝐴,𝐵′) = (Φ∇𝑢𝑓 −∇𝑢ℎ,𝐵′) =

= 0− (∇𝑢ℎ,𝐵′) = −
∫︁
𝑀

div(𝑢ℎ𝐵′)𝑑𝑆 +

∫︁
𝑀

𝑢ℎdiv(𝐵′)𝑑𝑆 =

= −
∫︁
Γ

ℎ𝐵′
𝜈𝑑𝑙 + 0 = (Λ−1𝜕𝛾𝑓,𝐵

′
𝜈)Γ = −(𝐻𝑓,𝐵′

𝜈)Γ.

Из вышесказанного вытекает следующее утверждение.

Предложение 5.1.4. ДН-оператор Λ поверхности (𝑀,𝑔) определяет изометрическую ко-

пию 𝒟(Γ) пространства 𝒟(𝑀) нормальных гармонических полей, где

– Пространство 𝒟(Γ) определено формулой

𝒟(Γ) :=
{︁
{𝐵𝜈 ,𝑓}

⃒⃒
𝑓 =

𝑚∑︁
±𝑘=1

𝑓𝑘𝜂𝑘, 𝑓−𝑘 = 𝑓𝑘 ∈ C, 𝐵𝜈 = 𝜕𝛾(𝐻 +𝐻−1)𝑓
}︁
,

где 𝐻 = −Λ−1𝜕𝛾 – оператор Гильберта и 𝜂±1, . . . ,𝜂±𝑚 – его собственные функции

(1.1.22) отвечающие отличным от ±𝑖 собственным значениям 𝜆±1, . . . ,𝜆±𝑚;

– Скалярное произведение на 𝒟(Γ) определено формулой

({𝐵𝜈 ,𝑓},{𝐵′
𝜈 ,𝑓

′}) := −(𝐵𝜈 ,𝑓
′)Γ = −(𝑓,𝐵′

𝜈)Γ (5.1.19)
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и удовлетворяет равенству

(𝐵,𝐵′) = (T(𝐵),T(𝐵′)) (𝐵,𝐵′ ∈ 𝒟(𝑀)).

– На 𝒟(Γ) определена кососимметричная форма

⟨{𝐵𝜈 ,𝑓},{𝐵′
𝜈 ,𝑓

′}⟩ := (𝐵𝜈 ,𝐻𝑓
′)Γ = −(𝐻𝑓,𝐵′

𝜈)Γ, (5.1.20)

которая удовлетворяет равенству

(Φ𝐵,𝐵′) = ⟨T(𝐵),T(𝐵′)⟩ (𝐵,𝐵′ ∈ 𝒟(𝑀)). (5.1.21)

Шаг 2: Определение граничных данных, соответствующих гармоническим век-

торным полям с целыми периодами на 𝑀 . Применяя тождество Φ2 = −Id, перепишем

формулы (5.1.13), (5.1.14) в следующем виде

Φ∇𝑢ℎ = −∇𝑢𝑓 −𝐵. (5.1.22)

Пусть 𝑈 – любая односвязная окрестность в (𝑀,𝑔). Поскольку 𝑢ℎ гармоническая в 𝑈 , из

леммы Пуанкаре вытекает существование такой гармонической функции 𝑉 в 𝑈 , что

∇𝑉 = Φ∇𝑢ℎ.

Тогда функция

𝑥 ↦→ 𝑊 (𝑥) := 𝑢ℎ(𝑥) + 𝑖𝑉 (𝑥) = 𝑢ℎ(𝑥) + 𝑖

𝑥∫︁
·

(Φ∇𝑢ℎ)♭ + 𝑖 const (5.1.23)

голоморфна в 𝑈 . Однако 𝑊 , вообще говоря, не является (однозначной) функцией на 𝑀 :

после аналитического продолжения вдоль замкнутой петли 𝑙 (где [𝑙] – нетривиальный цикл

в 𝐻1(𝑀,Z)) в 𝑀 значение 𝑊 (𝑥) изменяется на величину

𝑇 (Φ∇𝑢ℎ| [𝑙]) = −𝑇 (𝐵| [𝑙]) (5.1.24)

(см. (5.1.22)). Ввиду равенства ∫︁
Γ

𝐵♭ =

∫︁
Γ

𝐵𝛾𝑑𝑙 = 0



208

в окрестности границы Γ определены однозначные ветви 𝑊 . Из формул (5.1.22) и (5.1.15) и

равенства −Φ𝛾 = 𝜈 следует, что

𝜕𝛾𝑊 |Γ = 𝜕𝛾ℎ+ 𝑖𝑔(∇𝑉,𝛾) = 𝜕𝛾ℎ+ 𝑖𝑔(Φ∇𝑢ℎ,𝛾) = 𝜕𝛾ℎ+ 𝑖𝜕𝜈𝑢
ℎ =

= (𝜕𝛾 + 𝑖Λ)ℎ = −(𝜕𝛾 + 𝑖Λ)Λ−1𝜕𝛾𝑓 = 𝜕𝛾(𝐻 − 𝑖)𝑓.

Отсюда

𝑊 |Γ = (𝐻 − 𝑖)𝑓 + 𝑖𝐶

на Γ, где постоянная 𝐶 ∈ R зависит от ветви 𝑊 . Далее будем считать, что const в (5.1.23) и

ветвь 𝑊 выбраны так, что 𝐶 = 0.

Рассмотрим (многозначную) голоморфную функцию 𝑒2𝜋𝑊 . Аналитическое продолжение

𝑒2𝜋𝑊 вдоль любой петли в𝑀 эквивалентно умножению 𝑒2𝜋𝑊 на число 𝑒−2𝜋𝑖 𝑇 (𝐵|[𝑙]) (см. (5.1.24)).

Таким образом, экспонента 𝑒2𝜋𝑊 является однозначной функцией если и только если все

периоды 𝑇 (𝐵| [𝑙]) ([𝑙] ∈ 𝐻1(𝑀,Z)) векторного поля 𝐵 целые. Если это так, то след 𝑒2𝜋𝑊 |Γ
является элементом алгебры 𝒜∞(Γ) граничных следов голоморфных функций на (𝑀,𝑔) (см.

(1.1.36)). Отсюда и из следствия 1.1.7, 2 вытекает равенство

𝜕𝛾(𝐻 + 𝑖)
[︀
𝑒2𝜋(𝐻−𝑖)𝑓

]︀
= 0 на Γ. (5.1.25)

Обратно, если выполнено уравнение (5.1.25), то, ввиду следствия 1.1.7, 2, существует

такая голоморфная функция 𝑤 ∈ 𝒜(𝑀), что

𝑤|Γ = 𝑒2𝜋(𝐻−𝑖)𝑓 = 𝑊 |Γ.

Отсюда и из теоремы о единственности голоморфного продолжения следует, что голоморф-

ные функции 𝑤 и 𝑊 совпадают всюду, куда одна из них может быть аналитически продол-

жена. Следовательно 𝑊 = 𝑤 на 𝑀 и, в частности, 𝑊 однозначна. Как показано выше, это

означает, что все периоды 𝑇 (𝐵| [𝑙]) ([𝑙] ∈ 𝐻1(𝑀,Z)) целые.
Итак, уравнение (5.1.25) эквивалентно включениям 𝑇 (𝐵| [𝑙]) ∈ Z ([𝑙] ∈ 𝐻1(𝑀,Z)); другими

словами, справедлив следующий результат.

Предложение 5.1.5. Введем группу

G (𝑀) = {𝐵 ∈ 𝒟(𝑀) | 𝑇 (𝐵|[𝑙]) ∈ Z ∀[𝑙] ∈ 𝐻1(𝑀,Z)}

гармонических нормальных векторных полей с целыми периодами и соответствующую

группу G (Γ) = T(G (𝑀)) ⊂ 𝒟(Γ) граничных данных. Тогда группа G (Γ) определяется по

ДН-оператору Λ по формуле

G (Γ) = {{𝐵𝜈 ,𝑓} ∈ 𝒟(Γ) | 𝜕𝛾(𝐻 + 𝑖)
[︀
𝑒2𝜋(𝐻−𝑖)𝑓

]︀
= 0 на Γ}.
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Отметим, что уравнение (5.1.25) инвариантно относительно замены 𝑓 ↦→ 𝑓 + 𝑞, где 𝑞 яв-

ляется гладким элементом Ker(𝐻 +𝐻−1) = Ker(𝐻 − 𝑖)∔Ker(𝐻 + 𝑖)∔C. В самом деле любая

добавка 𝑞 ∈ Ker(𝐻−𝑖) к 𝑓 аннулируется оператором 𝐻−𝑖 в показателе экспоненты в (5.1.25).

В то же время, любая гладкая функция 𝑞 ∈ Ker(𝐻+ 𝑖)∔C является граничным следом неко-

торой голоморфной функции 𝑤̃ на (𝑀,𝑔) и потому 𝑒2𝜋(𝐻−𝑖)𝑞 = 𝑒−4𝜋𝑖𝑞 является граничным сле-

дом голоморфной функции 𝑒−4𝜋𝑖𝑤. Уравнение (5.1.25) эквивалентно включению𝑊 ∈ A ∞(𝑀)

которое эквивалентно каждому из включений 𝑊𝑤̃ ∈ A ∞(𝑀) или (𝑊𝑤̃)|Γ = 𝑒−2𝜋(𝐻+𝑖)(𝑓+𝑞) =.

Вычитая из 𝑓 подходящий элемент 𝑞 = Ker(𝐻+𝐻−1) = Ker(𝐻−𝑖)∔Ker(𝐻+𝑖)∔C, можно счи-
тать, что для 𝑓 справедливо представление (5.1.17) для 𝑓 . Тогда уравнение (5.1.25) можно пе-

реписать в более удобной (для приближенных вычислений) форме. Пусть 𝑓𝑘 = 𝑓−𝑘 = 𝛼𝑘+𝑖𝛽𝑘,

где 𝛼𝑘,𝛽𝑘 ∈ R (𝑘 = 1, . . . ,𝑚). Введем функции

𝑝𝑘 : = exp
(︀
2𝜋𝑖[𝜂𝑘(𝜇𝑘 − 1) + 𝜂𝑘(𝜇𝑘 + 1)]

)︀
,

𝑞𝑘 : = exp
(︀
− 2𝜋[𝜂𝑘(𝜇𝑘 − 1) + 𝜂𝑘(𝜇𝑘 + 1)]

)︀
,

(5.1.26)

где 𝜂𝑘,𝜇𝑘 определены в (1.1.22) и (1.1.16). Тогда

2𝜋(𝐻 − 𝑖)𝑓 = 2𝜋 𝑖
𝑚∑︁
𝑘=1

[𝑓𝑘𝜂𝑘(𝜇𝑘 − 1)− 𝑓𝑘𝜂𝑘(𝜇𝑘 + 1)]

и уравнение (5.1.25) принимает вид

𝜕𝛾(𝐻 + 𝑖)
(︀
𝑝1 · · · · · 𝑝𝑚 · 𝑞1 · · · · · 𝑞𝑚

)︀
= 0. (5.1.27)

Таким образом, уравнение (5.1.25) переходит в уравнение (5.1.27) на 2𝑚 вещественных коэф-

фициентов 𝛼𝑘,𝛽𝑘. Отсюда и из формулы (5.1.16) и предложения 5.1.5 получаем следующее

утверждение.

Следствие 5.1.6. Все элементы группы G (Γ) имеют вид

{𝐵𝜈 ,𝑓} =
(︁
− 2

𝑚∑︁
𝑘=1

(𝜇𝑘 − 𝜇−1
𝑘 )𝜕𝛾

[︀
𝛼𝑘 Im 𝜂𝑘 + 𝛽𝑘 Re 𝜂𝑘

]︀
, 2

𝑚∑︁
𝑘=1

[𝛼𝑘 Re 𝜂𝑘 − 𝛽𝑘 Im 𝜂𝑘]
)︁
, (5.1.28)

где κ := (𝛼1, . . . ,𝛼𝑚,𝛽1 . . . ,𝛽𝑚) является решением (5.1.27).

Шаг 3: Определение граничных данных, соответствующих каноническим базисам

в 𝒟(𝑀). Как показано в предложении 5.1.5 и следствии 5.1.6, из решений уравнения (5.1.25)

или (5.1.27) строятся граничные данные для гармонических нормальных векторов с целыми

периодами на (𝑀,𝑔). Следующий шаг – найти среди них граничные данные T(𝐵1), . . . ,T(𝐵2𝑚)

соответствующие некоторому каноническому базису 𝐵1, . . . ,𝐵2𝑚 в 𝒟(𝑀). Для этого докажем

следующий критерий.

Предложение 5.1.7.
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a) Пусть 𝐵· = {𝐵1, . . . ,𝐵2𝑚} – базис в 𝒟(𝑀) и каждое векторное поле 𝐵𝑘 имеет все

целые периоды на (𝑀,𝑔). Для того, чтобы базис 𝐵· был каноническим (то есть двой-

ственным к некоторому каноническому базису гомологий на (𝑀,𝑔)) необходимо и до-

статочно, чтобы выполнялись соотношения

(Φ𝐵𝑖,𝐵𝑗) = (Ω𝑚)𝑖𝑗 ∀𝑖,𝑗 = 1, . . . ,2𝑚. (5.1.29)

b) Пусть 𝜅1, . . . ,𝜅2𝑚 – элементы группы G (Γ). Тогда T−1(𝜅1), . . . ,T
−1(𝜅2𝑚) образуют ка-

нонический базис в 𝒟(𝑀) если и только если

⟨𝜅𝑖,𝜅𝑗⟩ = (Ω𝑚)𝑖𝑗 ∀𝑖,𝑗 = 1, . . . ,2𝑚, (5.1.30)

где форма ⟨ · , · ⟩ задана в (5.1.20).

Доказательство. Пусть 𝐵𝑘 = T−1(𝜅𝑘), тогда условия (5.1.29) и (5.1.30) являются эквива-

лентными ввиду равенства (5.1.21). Поэтому утверждение b) вытекает из a). Докажем a).

Необходимость в a) вытекает из утверждения b) леммы 5.1.3. Докажем достаточность. Пусть

𝑄1, . . . ,𝑄2𝑚 – базис в 𝒟(𝑀), двойственный к некоторому каноническому базису гомологий

[𝑙·]. Поскольку 𝐵1, . . . ,𝐵2𝑚 линейно независимы, матрица 𝑀 в представлении

𝐵𝑖 =𝑀𝑖𝑗𝑄𝑗,

обратима. Отсюда

𝑇 (𝐵𝑖| [𝑙𝑘]) =
∑︁
𝑗

𝑀𝑖𝑗𝑇 (𝑄𝑗| [𝑙𝑘]) =
∑︁
𝑗

𝑀𝑖𝑗𝛿𝑗𝑘 =𝑀𝑖𝑘.

В частности, матрица 𝑀 целочисленная потому что все 𝐵𝑖 имеют целые периоды.

Ввиду леммы 5.1.2, условие (5.1.29) дает

(Ω𝑚)𝑖𝑗 = (Φ𝐵𝑖,𝐵𝑗) = −(𝐵𝑖,Φ𝐵𝑗) =
∑︁
𝑘𝑠

𝑇 (𝐵𝑖| [𝑙𝑘])(−Ω−1
𝑚 )𝑘𝑠𝑇 (−Φ2𝐵𝑗| [𝑙𝑠]) =

=
∑︁
𝑘𝑠

𝑇 (𝐵𝑖| [𝑙𝑘])(Ω𝑚)𝑘𝑠𝑇 (𝐵𝑗| [𝑙𝑠]) =
∑︁
𝑘𝑠

𝑀𝑖𝑘(Ω𝑚)𝑘𝑠𝑀
𝑇
𝑠𝑗 = (𝑀Ω𝑚𝑀

𝑇 )𝑖𝑗.

Отсюда Ω𝑚 = 𝑀Ω𝑚𝑀
𝑇 и 0 ̸= det(Ω𝑚) = det(Ω𝑚)(det(𝑀))2. Поскольку элементы 𝑀 целые,

справедливо равенство det(𝑀) = ±1. Поэтому элементы обратной матрицы 𝑀−1 также це-

лые. Таким образом, 𝐵1, . . . ,𝐵2𝑚 является двойственным базисом к базису гомологий

[𝑙̃𝑖] = (𝑀−1)𝑖𝑗[𝑙𝑗],

причем новый базис [𝑙̃·] является каноническим ввиду утверждения b) леммы 5.1.3.
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Шаг 4: Вычисление матриц периодов поверхностей 𝑀 и M. Пусть элементы 𝜅1 =

T(𝐵1), . . . ,𝜅2𝑚 = T(𝐵2𝑚) группы G (Γ) удовлетворяют условию (5.1.30). Ввиду предложения

5.1.7, b), гармонические поля 𝐵1, . . . ,𝐵2𝑚 образуют базис в𝒟(𝑀), двойственный к некоторому

каноническому базису гомологий [𝑙·] на 𝑀 . Ввиду леммы 5.1.3, c) и предложения 5.1.4, для

элементов вспомогательной матрицы периодов B, соответствующей базису гомологий [𝑙·],

справедливы равенства

(Ω(𝑚)B)𝑖𝑗 = (𝐵𝑖,𝐵𝑗) = (𝜅𝑖,𝜅𝑗), (5.1.31)

где скалярное произведение 𝒟(Γ) определено формулой (5.1.19). Таким образом, используя

результаты предыдущих шагов и формулу (5.1.31), можно вычислить вспомогательную мат-

рицу периодов B, соответствующую некоторому базису гомологий [𝑙·] = {𝑎1, . . . ,𝑎ð,𝑏1, . . . ,𝑏ð}
на𝑀 . Теперь матрица 𝑏-периодов B, соответствующая симметричному каноническому базису
(5.1.7) на M вычисляется по формулам (5.1.11), (5.1.10).

Поскольку поверхность (𝑀,𝑔) неизвестна, контролировать выбор базиса гомологий [𝑙·] на

(неизвестной) поверхности (𝑀,𝑔), соответствующего найденным матрицам периодов B, B,
невозможно в принципе. Тем не менее, применяя к вспомогательной матрице периодовB пре-

образования (5.1.8), можно построить все вспомогательные матрицы периодов, отвечающие

всевозможным выборам базиса гомологий на (𝑀,𝑔) и все матрицы 𝑏-периодов, отвечающие

всевозможным симметричным базисам гомологий на M.

5.1.3 Устойчивость алгоритма к шуму в граничных данных

Пусть Λ – ДН-оператор некоторой неизвестной поверхности (𝑀,𝑔) с известной границей

(Γ,𝑑𝑙). Ниже мы описываем применение алгоритма Шаг 1-Шаг 4 в случае, когда известна

только некоторая аппроксимация Λ′ ДН-оператора Λ. Более точно, мы считаем, что Λ′ это

непрерывный оператор, действующий из 𝐻1(Γ;C) в 𝐿2(Γ;C) и подчиненный оценке

‖Λ− Λ′‖
𝐻1(Γ;C)→𝐿

(
2Γ;C)

⩽ 𝜀, (5.1.32)

где 𝜀 – малый параметр (“априорный уровень шума”). При применении алгоритма Шаг 1-

Шаг 4 мы предполагаем, что априорный уровень шума известен. Из деталей применения

алгоритма вытекает предложение 5.1.1.

Шаг 1 (применение). Пусть 𝐸 = 𝐻1(Γ;C). Введем приближенные преобразования Гиль-

берта 𝐻 ′ = −Λ
′−1𝜕𝛾, 𝐻

′−1 = −𝜕−1
𝛾 Λ′; тогда из условия (5.1.32) следует, что

‖𝐻 ′−1 −𝐻−1‖𝐵(𝐸) ⩽ 𝑐0(Γ)𝜀. (5.1.33)

Здесь 𝑐0 не зависит ни от Λ′, ни от Λ; далее все оценки равномерны по Λ′, но не по Λ. В

частности, спектр Sp(𝐻
′−1) оператора 𝐻

′−1 содержится в 𝑂(𝜀)-окрестности спектра Sp(𝐻−1)

оператора 𝐻−1, а Sp(𝐻−1) содержится в 𝑂(𝜀)-окрестности Sp(𝐻
′−1).
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Из предложения 1.1.6 следует, что существенный спектр 𝐻−1 состоит из точек ±𝑖. По-
скольку множество фредгольмовых операторов открыто в пространстве ограниченных опе-

раторов (см. теорему 1.4.17, [46]), существенный спектр 𝐻
′−1 содержится в 𝑂(𝜀)-окрестности

точек ±𝑖. (То же самое верно для операторов 𝐻 и 𝐻 ′).

Aппроксимации для собственных значений (1.1.16) и собственных функций (1.1.22) на-

ходятся следующим образом. Пусть 𝐸 = 𝐻 Найдем какую-нибудь точку минимума (𝜆′,𝜂′)

функционала Err(𝜆′,𝜂′) := ‖(𝐻 ′ − 𝜆′)𝜂′‖𝐸 на множестве

𝜆′ ∈ C, |𝜆′ ± 𝑖| ⩾
√
𝜀, 1 ⩾ |𝜆′| ⩾

√
𝜀, ‖𝜂′‖𝐸 = 1. (5.1.34)

Поскольку для любой собственной пары (𝜆,𝜂) оператора 𝐻 выполнено (𝐻 ′−𝜆)𝜂 = (𝐻 ′−𝐻)𝜂,

минимум Err(𝜆′,𝜂′) на множестве (5.1.34) не превосходит 0𝜀 ввиду (5.1.33). Пусть (𝜆′,𝜂′) –

точка минимума Err(𝜆′,𝜂′). Ввиду элементарной оценки

‖(𝐻 − 𝜆)𝑓‖𝐵(𝐸) ⩾ distC(𝜆,Sp(𝐻))‖𝑓‖𝐸

имеем

distC(𝜆,Sp(𝐻)) ⩽ ‖(𝐻 −𝐻 ′)𝑓‖𝐵(𝐸) + Err(𝜆′,𝜂′) ⩽ 20𝜀.

Таким образом, 𝜆′ является аппроксимацией некоторого собственного значения 𝜆 оператора

𝐻. Ввиду (5.1.34) и (1.1.6) собственное значение 𝜆 регулярно и его алгебраическая кратность

совпадает с геометрической. Поэтому справедливо разложение 𝐸 = Ker(𝐻−𝜆)+̇𝐸̃, где суже-
ние (𝐻−𝜆) на 𝐸̃ является обратимым оператором в 𝐵(𝐸̃). Тогда 𝜂′ = 𝜂+ 𝜂, где (𝐻−𝜆)𝜂 = 0

и 𝜂 ∈ 𝐸̃, откуда

20𝜀 ⩾ ‖(𝐻 −𝐻 ′)𝜂′‖𝐵(𝐸) + Err(𝜆′,𝜂′) ⩾ ‖(𝐻 − 𝜆)𝜂′‖𝐸 = ‖(𝐻 − 𝜆)𝜂‖𝐸 ⩾ 𝑐(𝐻)‖𝜂′ − 𝜂‖𝐸.

Таким образом, 𝜂′ является аппроксимацией некоторого нормированного собственного век-

тора 𝜂 ∈ Ker(𝐻 − 𝜆). Пусть 𝜂′1, . . . ,𝜂𝑟 – максимальный ортонормированный в 𝐸 набор век-

торов, удовлетворяющих оценкам Err(𝜆′,𝜂′𝑘) ⩽ 30𝜀 (𝑘 = 0, . . . ,𝑟). (Примером такого набо-

ра является ортонормированный базис в Ker(𝐻 − 𝜆).) Ввиду предыдущих оценок каждый

вектор 𝜂′𝑘 является аппроксимацией некоторого нормированного вектора 𝜂𝑘 ∈ Ker(𝐻 − 𝜆),

‖𝜂′𝑘 − 𝜂𝑘‖𝐸 ⩽ 𝐶(𝐻)𝜀, причем (𝜂𝑘,𝜂𝑙)𝐸 = 𝛿𝑘𝑙 + 𝑂(𝜀). Поэтому число 𝑟 должно совпадать с

кратностью собственного значения 𝜆 оператора 𝐻.

Вырезая
√
𝜀−окрестность найденной точки 𝜆′ из области (5.1.34) и повторяя вышеописан-

ную процедуру, находим аппроксимации для следующего собственного значения𝐻 и соответ-

ствующему ему базиса собственных векторов и т.д. В результате мы получаем аппроксимации

(𝜆′±𝑘,𝜂±𝑘) всех собственных пар (1.1.16), (1.1.22) оператора 𝐻, удовлетворяющие оценкам

|𝜆′±𝑘 − 𝜆±𝑘|+ ‖𝜂′±𝑘 − 𝜂±𝑘‖𝐻1(Γ;C) = 𝑂(𝜀) (𝑘 = 1, . . . ,𝑚). (5.1.35)
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Отметим, что вышеописанный алгоритм требует априорного знания уровня шума 𝜀, однако

не требует знания топологии gen(𝑀) неизвестной поверхности. Более того, при достаточно

малых 𝜀 ∈ (0,𝜀0(Λ)) алгоритм определяет род поверхности𝑀 : число полученных собственных

пар равно gen(𝑀).

Далее, введем пространство 𝒟′(Γ) и билинейные формы (·,·)′, ⟨·,·⟩ тем же способом, что

и в предложении 5.1.4, используя 𝜂′±𝑘 вместо 𝜂±𝑘. Положим

𝜅′±𝑘 := {𝜕𝛾(𝜆′±𝑘 + 𝜆
′−1
±𝑘 )𝜂

′
±𝑘,𝜂

′
±𝑘},

тогда из формул (5.1.32), (5.1.35) вытекает близость форм на 𝒟′(Γ) и 𝒟(Γ),

(𝜅′±𝑖,𝜅
′
(±)𝑗)

′ − (𝜅±𝑖,𝜅(±)𝑗) = 𝑂(𝜀),

⟨𝜅′±𝑖,𝜅
′
(±)𝑗⟩′ − ⟨𝜅±𝑖,𝜅(±)𝑗⟩ = 𝑂(𝜀)

(5.1.36)

(здесь 𝑘 = 1, . . . ,𝑚).

Шаг 2 (применение). Обозначим через 𝑝′𝑘 и 𝑞′𝑘 функции, которые получаются получа-

ются заменой 𝜂𝑘 на 𝜂
′
𝑘 в формуле (5.1.26). Введем функции

E (𝜅) :=
⃦⃦
𝜕𝛾(𝐻 + 𝑖)

[︀
𝑝𝛼1
1 . . . 𝑝𝛼𝑚

𝑚 𝑞𝛽1

1 . . . 𝑞𝛽𝑚
𝑚

]︀⃦⃦
𝐿C
2 (Γ;𝑑𝑙)

,

E ′(𝜅′) :=
⃦⃦
𝜕𝛾(𝐻

′ + 𝑖)
[︀
(𝑝′1)

𝛼′
1 . . . (𝑝′𝑚)

𝛼′
𝑚(𝑞′1)

𝛽′
1 . . . (𝑞′𝑚)

𝛽′
𝑚
]︀⃦⃦

𝐿C
2 (Γ;𝑑𝑙)

,

где κ := (𝛼1, . . . ,𝛼𝑚,𝛽1 . . . ,𝛽𝑚) и κ′ := (𝛼′
1, . . . ,𝛼

′
𝑚,𝛽

′
1 . . . ,𝛽

′
𝑚).

Отметим, что глобальные минимумы (нули) κ функции E связаны с граничными (𝐵𝜈 ,𝑓)

данными векторов 𝒟(𝑀) с целыми периодами формулой (5.1.28). Пусть B – достаточно

большой замкнутый шар в (2𝑚-мерном) пространстве параметров κ, внутренность которого
содержит нули E , которые соотвествуют элементам некоторого канонического базиса в𝒟(𝑀).

Тогда из оценок (5.1.35), (5.1.32), формулы (5.1.26) и непрерывности вложения 𝐻1(Γ;C) ⊂
𝐶(Γ;C) следует, что

‖E ′ − E ‖𝐶(R2𝑚;R) = 𝑂(𝜀). (5.1.37)

Пусть κ ∈ B является нулем E ; тогда Π = 𝑝𝛼1
1 . . . 𝑝𝛼𝑚

𝑚 𝑞𝛽1

1 . . . 𝑞𝛽𝑚
𝑚 является следом на Γ

голоморфной функции 𝑤 ∈ 𝒜(𝑀), причем 𝑤−1 ∈ 𝒜(𝑀). Тогда для малых вариаций 𝛿κ :=

(𝛿𝛼1, . . . ,𝛿𝛼𝑚,𝛿𝛽1, . . . ,𝛿𝛽𝑚) справедливо соотношение

𝜕𝛾(𝐻 − 𝑖)
[︀
𝑝𝛼1+𝛿𝛼1
1 . . .𝑝𝛼𝑚+𝛿𝛼𝑚

𝑚 𝑞𝛽1+𝛿𝛽1

1 . . . 𝑞𝛽𝑚+𝛿𝛽g
𝑚

]︀
=

=𝜕𝛾(𝐻 − 𝑖)
∑︁
𝑘

[︀
log𝑝𝑘𝛿𝛼𝑘 + log𝑞𝑘𝛿𝛽𝑘

]︀
Π+𝑂(|𝛿κ|2).

Отметим, что первый член аннулируется на Γ только если 𝛿κ = 0. В самом деле, в противном

случае существует нетривиальная линейная комбинация Π · log𝑝𝑘 и Π · log𝑞𝑘, которая является
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граничным следом некоторой голоморфной функции на (𝑀,𝑔). Поскольку Π−1является сле-

дом голоморфной функции 𝑤−1 и log𝑝𝑘, log𝑞𝑘 имеют вид (5.1.26), мы заключаем отсюда, что

существует нетривиальная линейная комбинация функций 𝜂±𝑘, которая является граничным

следом некоторой голоморфной функции (т.е., элементом Ker(𝐻 − 𝑖)+̇C). Последнее проти-
воречит предложению 1.1.6. Итак, любой глобальный минимум 𝜅 функции E невырожден

и

0 < 𝑐0 <
E (κ + 𝛿κ)

|𝛿κ|
< 𝑐1 < +∞ (|𝛿κ| < 𝑐3), (5.1.38)

где постоянные 𝑐1,𝑐2,𝑐3 зависят только от Λ и B. В частности, при достаточно малых 𝜖

из неравенства |E (κ′)| < 𝜖 ≪ 1 следует, что κ′ принадлежит 𝑂(𝜖)-окрестности некоторого

решения κ уравнения (5.1.27).

Найдем глобальный минимум κ′ ∈ B функции E ′. Тогда из (5.1.37) следует, что |E ′(κ′)| <
𝜀 и |E (κ)| = 𝑂(𝜀), а из (5.1.38) – что |κ′ − κ| = 𝑂(𝜀), где κ является решением уравнения

(5.1.27). Теперь вырежем
√
𝜀-окрестность точки κ′ из шара B и повторим процедуру по-

иска глобального минимума, затем вырежем
√
𝜀-окрестность новой точки минимума и т.д.

В результате мы получим аппроксимации всех решений уравнения (5.1.27), содержащих-

ся в шаре B. Для каждой полученной выше аппроксимации κ′, построим аппроксимацию

𝜅′ := (𝐵′
𝜈(κ′),𝑓 ′(κ′)) граничных данных, подставляя 𝛼′

𝑘,𝛽
′
𝑘,𝜂

′
𝑘,𝜇

′
𝑘 вместо 𝛼𝑘,𝛽𝑘,𝜂𝑘,𝜇𝑘 в форму-

лу (5.1.28). В результате мы получим аппроксимации 𝜅′ для всех граничных данных 𝜅, чьи

параметры κ лежат в шаре B. Эти аппроксимации удовлетворяют оценкам

‖𝜅′ − 𝜅‖𝐿C
2 (Γ)×𝐻1(Γ;C) = 𝑂(𝜀). (5.1.39)

Поскольку радиус шара B, содержащего параметры, отвечающие хотя бы одному канони-

ческому базису в 𝒟(𝑀), априори не известен, вышеописанный алгоритм последовательно

применяется для шаров B𝑘 радиуса 𝑘 = 1,2, . . . до тех пор, пока не будет построено доста-

точно большое число решений 𝜅′ для успешного выполнения следующего шага (нахождение

аппроксимаций для граничных данных, отвечающих некоторому каноническому базису в

𝒟(𝑀)).

Шаг 3 (применение). Найдем набор аппроксимаций 𝜅′1, . . . ,𝜅
′
2𝑚, удовлетворяющих нера-

венству

|⟨𝜅′𝑖,𝜅′𝑗⟩
′ − (Ω𝑚)𝑖𝑗| <

√
𝜀.

Ввиду (5.1.39) и (5.1.36), соответствующие (точные) граничные данные 𝜅1, . . . ,𝜅2𝑚 удовле-

творяют условиям (5.1.30) с точностью до невязки 𝑂(
√
𝜀). Поскольку левая часть (5.1.30)

целая, условия (5.1.30) выполнены точно и потому набор граничных данных 𝜅1, . . . ,𝜅2𝑚 от-

вечает некоторому каноническому базису в 𝒟(𝑀).
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Шаг 4 (применение). Вычислим (2𝑚 × 2𝑚)-матрицу P′ с элементами P′
𝑖𝑗 := (𝜅′𝑖,𝜅

′
𝑗)

′.

Тогда формула (5.1.31) и оценки (5.1.36), (5.1.39) означают, что

P′ − Ω(𝑚)B = 𝑂(𝜀),

где B – некоторая вспомогательная матрица периодов поверхности (𝑀,𝑔). Таким образом,

мы получили аппроксимацию B′ = Ω−1
(𝑚)P

′ матрицы B, удовлетворяющую оценке

B′ −B = 𝑂(𝜀).

Наконец, подстановка B′ вместо B в формулу (5.1.11) дает аппроксимацию B′ некоторой

матрицы 𝑏-периодов B дубля M поверхности (𝑀,𝑔), удовлетворяющую неравенству

B′ − B = 𝑂(𝜀).

Тем самым доказано предложение 5.1.1.

5.2 О представлениях алгебры гармонических эйконалов

В своей максимальной общности идея алгебраического подхода М.И.Белишева к восста-

новлению неизвестного многообразия 𝑀 по граничным данным состоит в том, чтобы найти

некоторую ассоциированную с ним алгебру 𝒜, которая обладает следующими свойствами:

– 𝒜 определяет 𝑀 с точностью до естественных – например, конформных или изомет-

рических – преобразований (естественная реализация это свойства состояла бы в том,

что спектр ̂︀𝒜 алгебры 𝒜 является гомеоморфной копией 𝑀 или некоторого расслоения

над 𝑀 , в то время как преобразования Гельфанда элементов 𝒜 определяют атлас на

спектре);

– сама алгебра𝒜 определяется с точностью до изоморфизма по граничным данным (есте-

ственная реализация этого свойства состояла бы в выполнении принципа максимума).

В двумерном случае теорема Бишопа-Опети-Вермера (см. теорему 3.2.1) накладывает силь-

ные ограничения на коммутативные алгебры, удовлетворяющие этим свойствам: именно,

если понимать первое свойство как гомеоморфность 𝑀 и спектра ̂︀𝒜, то подходящие ал-

гебры 𝒜 исчерпываются алгеброй голоморфных функций 𝒜(𝑀). Поэтому в потенциальных

обобщения алгебраического подхода к ЭИТ на случай двумерной задачи с переменной про-

водимостью (с ДН-оператором Λ : 𝑓 ↦→ 𝜎𝜕𝜈𝑢
𝑓 |𝜕𝑀 , где div(𝜎∇𝑢𝑓 ) = 0 в 𝑀∖𝜕𝑀 и 𝑢𝑓 = 𝑓 на

𝜕𝑀) или на случай больших размерностей может потребоваться переход к некоммутатив-

ным аналогам алгебры 𝒜(𝑀). Примеры применения некоммутативных алгебр для решения

динамических обратных задач есть в [23] (обратная задача для нестационарной системы

Максвелла) и в [24] (обратная задача для волнового уравнения на графах).
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В этом разделе изучается спектр простейшей некоммутативной алгебры, которая опре-

деляется ДН-оператором Λ – подалгебры O в алгебре 𝐵(ℋ(𝑀)) ограниченных операторов в

пространстве ℋ(𝑀) квадратично интегрируемых гармонических потенциальных векторных

полей на поверхности (𝑀,𝑔), порожденной операторными интегралами (эйконалами) вида∫︀
𝑡𝑑𝑃Γ𝑡 , где 𝑡 ↦→ Γ𝑡 это расширяющееся семейство дуг на 𝜕𝑀 и 𝑃Γ𝑡 – проектор на подпро-

странство вℋ(𝑀), образованное векторными полями, нормальными к 𝜕𝑀∖Γ𝑡. Доказывается,

что спектр O гомеоморфен 𝜕𝑀 ⊔ {0} и, следовательно, алгебра O не несет информации о

внутренних точках поверхности (𝑀,𝑔). Этот (отрицательный) результат обобщается на слу-

чай поверхности с заданной на ней переменной электрической проводимостью 𝜎.

Алгебра проекторов. Далее D и T обозначают единичные круг и окружность, соответ-

ственно. Будем называть дугой подмножество 𝐴⌣𝐵 := {𝑒𝑖𝜙 | 𝜙 ∈ [arg𝐴,arg𝐵]} в T, а мульти-
дугой – объединение конечного числа непересекающихся дуг.

Пусть 𝐻 = ℋ(D) – подпространство гармонических потенциальных векторных полей в

𝐿C
2 (D;𝑇D). Пусть 𝑓 ∈ 𝐻1/2(T;C); как обычно, обозначим через 𝑢𝑓 гармоническое продолже-

ние 𝑓 внутрь круга D. Пусть Γ – (мульти)дуга и 𝐻Γ – подпространство в 𝐻, натянутое на

все такие ∇𝑢𝑓 , что supp𝑓 ⊂ Γ. Обозначим через 𝑃Γ ортопроектор на 𝐻Γ в 𝐻.

Обозначим через 𝜈 внешнюю нормаль к 𝜕D = T и введем (комплексифицированный)

ДН-оператор Λ : 𝐻1/2(T;C) → 𝐻−1/2(T;C), Λ𝑓 := 𝜕𝜈𝑢
𝑓 . При ℎ ∈ 𝐶∞(T;C), suppℎ ⊂ Γ

справедлива формула Грина

(𝑃Γ∇𝑢𝑓 ,∇𝑢ℎ) = (∇𝑢𝑓 ,𝑃Γ∇𝑢ℎ) = (∇𝑢𝑓 ,∇𝑢ℎ) = (Λ𝑓,ℎ)Γ,

откуда

𝑃Γ∇𝑢𝑓 = ∇𝑢𝑝, где 𝑝 = 0 в T∖Γ, Λ𝑝 = Λ𝑓 в intΓ (5.2.1)

(эквивалентно, (𝐼 − 𝑃Γ)∇𝑢𝑓 = ∇𝑢𝑘, где 𝑘 = 𝑓 на T∖Γ и Λ𝑘 = 0 в intΓ).

Далее P обозначает C*-подалгебру в 𝐵(𝐻), порожденную единичным оператором 𝐼 и

всеми проекторами 𝑃Γ, где Γ – любая дуга в T.

Алгебры эйконалов. Пусть (0,1) ∋ 𝑡 ↦→ Γ𝑡 это гладкое расширяющееся семейство дуг, т.е.

Γ𝑡 ⊊ Γ𝑠 при 𝑡 < 𝑠, дуги Γ𝑡 и T∖Γ𝑡 стягиваются в точки при 𝑡 → 0 и 𝑡 → 1, соответственно,

и координаты концов дуг Γ𝑡 гладко зависят от 𝑡. Тогда 𝑡 ↦→ 𝑃Γ𝑡 это расширяющееся семей-

ство проекторов, которое определяет борелевскую спектральную меру 𝑑𝑃Γ𝑡 . Будем называть

гармоническим эйконалом интеграл

E(𝑓,Γ·) =

1∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑑𝑃Γ𝑡 , (5.2.2)
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от произвольной непрерывной функции 𝑓 . Справедливы формула

E(𝑓,Γ·) =

1∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑑𝑃Γ𝑡 = 𝑓(1)𝐼 −
1∫︁

0

𝑃𝑡𝑑𝑓(𝑡) (5.2.3)

и оценка ⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑃Γ𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐵(𝐻)

⩽ sup
𝑡∈(0,1)

|𝑓(𝑡)| (5.2.4)

(условием применимости неравенства (5.2.4) является только 𝑑𝑃Γ·-измеримость 𝑓).

Обозначим через Õ алгебру, натянутую на 𝐼 и все 𝐸(𝑓,Γ·). Введем семейство дуг

𝑡 ↦→ Γ𝑡,𝑝 := {𝑞 ∈ T | distT(𝑝,𝑞) ⩽ 𝜋𝑡} (𝑝 ∈ T).

Обозначим через O алгебру, натянутую на 𝐼 и все эйконалы вида

E𝑝 =

1∫︁
0

𝑡𝑑𝑃Γ𝑡,𝑝 = E(𝑡,Γ·,𝑝).

Из (5.2.4) и плотности полиномов в 𝐶([0,1]) следует, что O содержит также и все эйконалы

вида E(𝑓,Γ·,𝑝) = 𝑓(E𝑝), где 𝑓 ∈ 𝐶([0,1]). Очевидно, что O ⊂ Õ. Из (5.2.3) следует, что Õ ⊂ P.

Предложение 5.2.1. Справедливо тождество O = Õ и спектр алгебры O гомеоморфен

T ⊔ {0}.

Теперь пусть (𝑀,𝑔) – поверхность с гладкими краем 𝜕𝑀 и метрикой 𝑔,а 𝜎 – положитель-

ная гладкая функция на 𝑀 . Функция 𝑢 и потенциальное векторное поле ∇𝑢 на 𝑀 называ-

ются 𝜎-гармоническими в 𝑀 если div(𝜎∇𝑢) = 0 в 𝑀∖𝜕𝑀 и
∫︀
𝑀
𝜎𝑔(∇𝑢,∇𝑢)𝑑𝑆𝑔 < ∞. Введем

ДН-оператор Λ : 𝐻1/2(T) ↦→ 𝐻−1/2(T) поверхности (𝑀,𝑔,𝜎) правилом Λ𝑓 := 𝜎𝜕𝜈𝑢
𝑓 , где 𝑢𝑓

– 𝜎-гармоническое продолжение 𝑓 в 𝑀∖𝜕𝑀 . Определим эллиптические эйконалы теми же

формулами (5.2.1),(5.2.2) на пространстве потенциальных 𝜎-гармонических полей.

Предложение 5.2.2. Спектр 𝐶*-алгебры, порожденной всеми эллиптическими эйконала-

ми, гомеоморфен 𝜕𝑀 ⊔ {0}.

Оставшаяся часть раздела посвящена доказательству предложений 5.2.1 и 5.2.2.

5.2.1 Коммутационные соотношения и неприводимость

Коммутаторы. Покажем, что для коммутаторы любых двух эйконалов компактны. Для

этого нам понадобится следующая лемма.

Лемма 5.2.3. Для любых (мульти)дуг Γ1, Γ2, пересечение Γ1 ∩ Γ2 которых не содержит

изолированных точек, оператор

𝑃Γ1 + 𝑃Γ2 − 𝑃Γ1∪Γ2 − 𝑃Γ1∩Γ2 (5.2.5)
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компактен.

Доказательство. 1) Обозначим оператор (5.2.5) через 𝒦 и положим ∇𝑢ℎ := 𝒦∇𝑢𝑓 . Обозна-
чим

∇𝑢𝑓1 := 𝑃Γ1∇𝑢𝑓 , ∇𝑢𝑓2 := 𝑃Γ2∇𝑢𝑓 ,

∇𝑢𝑓1+2 := 𝑃Γ1∪Γ2∇𝑢𝑓 , ∇𝑢𝑓1·2 := 𝑃Γ1∩Γ2∇𝑢𝑓 .

Тогда ℎ = 𝑓1 + 𝑓2 − 𝑓1+2 − 𝑓1·2, справедливы равенства

Λ𝑓𝑘 = Λ𝑓 в intΓ𝑘 (𝑘 = 1,2), Λ𝑓1+2 = Λ𝑓 в intΓ1 ∪ intΓ2, Λ𝑓1·2 = Λ𝑓 в int(Γ1 ∩ Γ2) (5.2.6)

и можно зафиксировать 𝑓· так, чтобы

𝑓𝑘 = 0 в T∖Γ𝑘, 𝑓1+2 = 0 в T∖(Γ1 ∪ Γ2), 𝑓1·2 = 0 в T∖(Γ1 ∩ Γ2). (5.2.7)

Из (5.2.6) и (5.2.7) следует, что 𝑓2 − 𝑓1·2 = 0 и Λ(𝑓1 − 𝑓1+2) = 0 в intΓ1∖(Γ1 ∩Γ2). По теореме о

локальном повышении гладкости решений эллиптических краевых задач функции 𝑓2 − 𝑓1·2,

𝑓1− 𝑓1+2 и ℎ являются гладкими в intΓ1∖(Γ1∩Γ2). Аналогично, ℎ – гладкая в intΓ2∖(Γ1∩Γ2).

Из (5.2.7) следует, что ℎ = 0 на T∖(Γ1 ∪ Γ2). Наконец, из (5.2.6) следует, что Λℎ = 0 в

intΓ1∩Γ2. Таким образом, вектор ∇𝑢ℎ гладкий всюду на D, за исключением граничных точек

(мульти)дуг Γ1,Γ2. Поскольку ∇𝑢ℎ может иметь сингулярности в этих точках, мы не можем

непосредственно применить стандартный аргумент о компактности вложения𝐻2(D) ⊂ H1(D)
для доказательства компактности 𝒦. Поэтому приходится изучать асимптотику ∇𝑢ℎ вблизи
указанных точек. С этой целью далее мы вводим понятие точки смены типа граничных

условий (ДН-точки).

2) Будем говорить, что 𝐴 ∈ T это ДН-точка подпространства 𝐻̃ ⊂ 𝐻, если существуют

дуги Γ𝐷 и Γ𝑁 , такие, что Γ𝐷 ∩ Γ𝑁 = {𝐴} и включение ∇𝑢𝑓 ∈ 𝐻̃ имеет место только если

𝜕𝛾𝑓 |intΓ𝐷
= 0 и 𝜕𝜈𝑢

𝑓 |intΓ𝑁
= 0.

Пусть ∇𝑢𝑓 ∈ 𝐻̃; без ограничения общности можно считать, что 𝑓 вещественнозначна и

𝑓 |Γ𝐷
= 0. Опишем асимптотику 𝑢𝑓 (𝑧) при 𝑧 → 𝐴. По лемме Пуанкаре существует единствен-

ная голоморфная функция 𝑤 в D, такая, что 𝑢𝑓 = Re𝑤 и 𝑤 принимает только вещественные

значения на intΓ𝑁 . Введем преобразование Кэли

𝜁 : D → C±, 𝜁(𝑧) = s 𝑖
𝑧 − 𝐴

𝑧 + 𝐴
,

где знак s = ± определяется из условия 𝜁(Γ𝑁) ⊂ [0, + ∞) (именно, s = + если Γ𝐷, 𝐴, Γ𝑁

следуют друг за другом против часовой стрелки и s = − в противном случае). Тогда 𝑤 ∘ 𝜁−1

продолжается до голоморфной функции 𝜔 в C+ ∪ C− ∪ 𝜁(intΓ𝑁) по принципу симметрии

Шварца 𝜔(𝑧) = 𝜔(𝑧) = 𝑤 ∘ 𝜁−1(𝑧) (𝑧 ∈ C±). Отметим, что 𝜔 принимает только мнимые зна-

чения на верхнем и нижнем берегах разреза 𝜁(intΓ𝐷) ⊂ (−∞,0]. Тогда функция 𝜉 ↦→ 𝜔(𝜉2)
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голоморфна в полуплоскости Re 𝜉 > 0 и принимает только мнимые значения на интерва-

лах (−𝑖𝜀,0) и (0, + 𝑖𝜀) мнимой оси (где 𝜀 > 0 достаточно мало). Следовательно, 𝜉 ↦→ 𝜔(𝜉2)

продолжается по правилу 𝜔̃(𝜉) = −𝜔̃(−𝜉) = 𝜔(𝜉2) (Re 𝜉 > 0) до голоморфной функции 𝜔̃ в

проколотой окрестности нуля. В этой окрестности 𝜔̃ раскладывается в ряд Лорана

𝜔̃(𝜉) =
∑︁
𝑘

𝜔̃(𝑘)𝜉𝑘. (5.2.8)

Поскольку 𝜔̃(𝜉) ∈ R при 𝜉 ∈ R, все коэффициенты 𝜔̃(𝑘) в (5.2.8) вещественны. Поскольку

𝜔̃(𝜉) ∈ 𝑖R при 𝜉 ∈ 𝑖R, ряд (5.2.8) не содержит слагаемых с четными 𝑘. Теперь из (5.2.8)

следует разложение

𝑢𝑓 (𝑧) = Re𝑤(𝑧) = Re𝜔(𝜁(𝑧)) = Re 𝜔̃(
√︀
𝜁(𝑧)) =

∑︁
𝑘

𝑐𝑘 Re
(︀
𝜁(𝑧)𝑘+1/2

)︀
(5.2.9)

в окрестности точки 𝐴 в D; здесь 𝑐𝑘 = 𝜔̃(2𝑘+1). Поскольку ∇𝑢𝑓 ∈ 𝐻 ⊂ 𝐿2(D;𝑇D), ряд (5.2.9)

не содержит слагаемых с отрицательными 𝑘.

Положим

𝑦− :=
2

𝜋
Re 𝜁−1/2, 𝑦+ = 𝜒 ∘ 𝜁 · Re 𝜁1/2 + 𝑦+,

где 𝜒 ∈ 𝐶∞
𝑐 (C;R) это гладкая срезка, равная единице вблизи нуля и диаметр носителя 𝜒

достаточно мал, а 𝑦+ является решением задачи

Δ𝑦+ = [𝜒 ∘ 𝜁,Δ]Re(𝜁1/2) в D, 𝑦+ = 0 на T.

Отметим, что 𝑦− = 0 в Γ̃𝐷 = 𝜁−1((−∞,0)) и 𝜕𝜈𝑦 = 0 на Γ̃𝑁 = 𝜁−1((0, + ∞)). Поскольку

Δ𝑦+ гладкая на D, функция 𝑦+ является гладкой на D по теореме о повышении гладкости

решений эллиптических краевых задач. Поэтому 𝑦+ ∈ 𝐶∞(D∖{𝐴};R) и 𝑦+ −
√
𝜁 является

гладкой в точке 𝐴. Теперь разложение (5.2.9) можно переписать в виде

𝑢𝑓 (𝑧) = 𝑐𝑦+ + 𝑢̃𝑓 (𝑢̃𝑓 ∈ 𝐻2(U;R)), (5.2.10)

где 𝑈 – достаточно малая окрестность точки 𝐴 в D. Для того, чтобы найти коэффициент 𝑐

в (5.2.10), подставим асимптотику (5.2.9) в формулу Грина

0 =

∫︁
D𝜖

[︀
Δ𝑢𝑓 · 𝑦− − 𝑢𝑓 ·Δ𝑦−

]︀
𝑑𝑆 = (𝜕𝜈𝑢

𝑓 ,𝑦−)𝜕D𝜖 − (𝑢𝑓 ,𝜕𝜈𝑦−)𝜕D𝜖 ;

здесь и далее D𝜖 = {𝑧 ∈ D | |𝜉(𝑧)| ⩾ 𝜖} и (𝑎,𝑏)𝐿 :=
∫︀
𝐿
𝑎𝑏𝑑𝑙. Переходя к пределу при 𝜖 → 0,

получаем

𝑐 = lim
𝜖→0

[(𝜕𝜈𝑢
𝑓 ,𝑦−)𝜕D𝜖 − (𝑢𝑓 ,𝜕𝜈𝑦−)𝜕D𝜖 ] = (𝜕𝜈𝑢,𝑦−)Γ̃𝑁∖Γ𝑁

− (𝑢𝑓 ,𝜕𝜈𝑦−)Γ̃𝐷∖Γ𝐷
.
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Если 𝑓 |Γ𝐷
= const ̸= 0, разложение (5.2.10) остается в силе, но в последней формуле следует

заменить 𝑢𝑓 на 𝑢𝑓 − const.

Положим

𝑐(∇𝑢𝑓 ) := (𝜕𝜈𝑢
𝑓 ,𝑦−)Γ̃𝑁∖Γ𝑁

− (𝑢𝑓 ,𝜕𝜈𝑦−)Γ̃𝐷∖Γ𝐷
+ ⟨𝑢𝑓⟩Γ𝐷

(1,𝜕𝜈𝑦−)Γ̃𝐷∖Γ𝐷
,

где ⟨𝑓⟩𝑄 означает среднее значение 𝑓 на 𝑄. Тогда 𝑐 это корректно определенный (т.е., 𝑐(∇1) =

0) непрерывный функционал на 𝐻, который совпадает с коэффициентом разложения (5.2.10)

для любого ∇𝑢𝑓 ∈ 𝐻̃. Оператор

K𝐴 : ∇𝑢𝑓 ↦→ 𝑐(∇𝑢𝑓 )∇𝑦+,

ассоциированный с ДН-точкой 𝐴, компактен. Если ∇𝑢𝑓 ∈ 𝐻̃, то вектор K𝐴∇𝑢𝑓 наследует ту
же особенность в ДН-точке 𝐴, что и у ∇𝑢𝑓 (и никаких других особенностей на D).

3) Рассмотрим случай, когда Γ1 = 𝐴⌣𝐵 и Γ2 = 𝐶⌣𝐷 это дуги и их пересечение пусто

(тогда 𝑃Γ1∩Γ2 = 0 и 𝑓1·2 ≡ 0). Для определенности, рассмотрим точку 𝐴. Тогда 𝑓2 − 𝑓1·2 = 0

в окрестности 𝐴, 𝑓1 − 𝑓1+2 = 0 в int𝐷⌣𝐴 и Λ(𝑓1 − 𝑓1+2) = 0 в int𝐴⌣𝐵. Значит, векторы

∇𝑢𝑓2−𝑓1·2 из (𝑃Γ2 − 𝑃Γ1∩Γ2)𝐻 являются гладкими в окрестности 𝐴 и 𝐴 является ДН-точкой

для подпространства (𝑃Γ1 − 𝑃Γ1∪Γ2)𝐻 ∋ ∇𝑢𝑓1−𝑓1+2 . Пусть K𝐴 (K𝐵 и т.д.) – компактный опе-

ратор, ассоциированный с ДН-точкой 𝐴 (𝐵 и т.д.), тогда K𝐴(𝑃Γ1 − 𝑃Γ1∪Γ2)∇𝑢𝑓 имеет ту же

особенность в точке 𝐴, что и ∇𝑢ℎ = 𝒦∇𝑢𝑓 , и никаких других особенностей на D. Повторяя
те же рассуждения для остальных точек 𝐵,𝐶,𝐷, получаем, что образ оператора

𝒦̃ := 𝒦 − (K𝐴 + K𝐵)(𝑃Γ1 − 𝑃Γ1∪Γ2)− (K𝐶 + K𝐷)(𝑃Γ2 − 𝑃Γ1∪Γ2)

содержится в𝐻∩∇𝐻2(D;C). Поскольку вложение𝐻2(D;C) ⊂ 𝐻1(D;C) (а значит, и вложение
𝐻2(D;C)/C1 ≡ ∇𝐻2(D;C) ⊂ ∇𝐻1(D;C) ≡ 𝐻) компактно, это означает, что 𝒦̃ ∈ 𝐾(𝐻).

Поскольку K𝐴,K𝐵,K𝐶 ,K𝐷 ∈ 𝐾(𝐻), отсюда следует, что 𝒦 ∈ 𝐾(𝐻).

4) Теперь рассмотрим случай, когда пересечение Γ1 ∩ Γ2 это дуга 𝐶⌣𝐵. Рассуждая

так же, как в предыдущем случае, получаем, что K𝐴(𝑃Γ1 − 𝑃Γ1∪Γ2)∇𝑢𝑓 (соответственно,

K𝐷(𝑃Γ2 − 𝑃Γ1∪Γ2)∇𝑢𝑓 ) имеет ту же особенность в 𝐴 (соответственно, в 𝐷), что и ∇𝑢ℎ и

никаких других особенностей на D. Далее, из (5.2.6), (5.2.7) следует, что Λ(𝑓1 − 𝑓1+2) = 0

в окрестности точки 𝐶, 𝑓2 − 𝑓1·2 = 0 на 𝐴⌣𝐶 и Λ(𝑓2 − 𝑓1·2) = 0 на 𝐶⌣𝐵. Значит, векторы

∇𝑢𝑓1−𝑓1+2 из подпространства (𝑃Γ1 − 𝑃Γ1∪Γ2)𝐻 являются гладкими в окрестности 𝐶 и 𝐶 яв-

ляется ДН-точкой для подпространства (𝑃Γ2 −𝑃Γ1∩Γ2)𝐻. Значит, K𝐶(𝑃Γ2 −𝑃Γ1∩Γ2)∇𝑢𝑓 имеет
те же особенность в точке 𝐶, что и ∇𝑢ℎ = 𝒦∇𝑢𝑓 , и никаких других особенностей на D.
Аналогично, K𝐵(𝑃Γ1 − 𝑃Γ1∩Γ2)∇𝑢𝑓 имеет те же особенность в точке 𝐵, что и ∇𝑢ℎ = 𝒦∇𝑢𝑓 , и



221

никаких других особенностей на D. Значит, оператор

𝒦̃ := 𝒦 − K𝐴(𝑃Γ1 − 𝑃Γ1∪Γ2)− K𝐵(𝑃Γ1 − 𝑃Γ1∩Γ2)−

−K𝐶(𝑃Γ2 − 𝑃Γ1∩Γ2)− K𝐷(𝑃Γ2 − 𝑃Γ1∪Γ2)

является сглаживающим, и, следовательно, компактным. Поскольку K𝐴,K𝐵,K𝐶 ,K𝐷 ∈ 𝐾(𝐻),

отсюда следует, что 𝒦 ∈ 𝐾(𝐻).

5) Случай, когда Γ1∩Γ2 состоит из двух дуг, рассматривается аналогично. Рассмотренны-

ми случаями исчерпываются все взаимные расположения дуг Γ1 и Γ2 при условии, что Γ1∩Γ2

не содержит изолированные точки. Рассуждения в случае, когда Γ1, Γ2 это мультидуги (при

том же условии на Γ1 ∩ Γ2) отличаются от приведенных выше лишь числом ДН-точек.

Отметим, что рассуждения леммы не обобщаются на случай, когда Γ1 ∩ Γ2 содержит

изолированные точки потому что такие точки не являются ДН-точками и мы не можем

выписать асимптотику вида (5.2.10) для 𝑢ℎ в их окрестностях.

Из леммы 5.2.3 и равенства

𝑃Γ1(𝑃Γ1 + 𝑃Γ2 − 𝑃Γ1∪Γ2 − 𝑃Γ1∩Γ2) = 𝑃Γ1𝑃Γ2 − 𝑃Γ1∩Γ2

вытекает следующее утверждение.

Следствие 5.2.4. Для любых (мульти)дуг Γ1, Γ2, пересечение Γ1∩Γ2 которых не содержит

изолированных точек, операторы 𝑃Γ2𝑃Γ1 − 𝑃Γ1∩Γ2, [𝑃Γ1 ,𝑃Γ2 ] компактны.

Следствие 5.2.5. Коммутатор любых двух эйконалов компактен.

Доказательство. Из формулы (5.2.3) следует, что

[E(𝑓,Γ·),E(𝑔,ϒ·)] =

∫︁
[0,1]2

[𝑃Γ𝑡 ,𝑃ϒ𝑠 ]𝑑𝜇(𝑡,𝑠), 𝑑𝜇(𝑡,𝑠) = 𝑑𝑓(𝑡)𝑑𝑔(𝑠). (5.2.11)

Поскольку концы дуг 𝑃Γ𝑡 , 𝑃ϒ𝑠 гладко зависят от 𝑡,𝑠, множество Q таких (𝑡,𝑠), при которых

один или два конца дуг Γ𝑡, ϒ𝑠 совпадают, не более чем одномерно. Поэтому 𝜇(Q) = 0 и

можно считать, что область интегрирования в (5.2.11) это [0,1]2∖Q. Ввиду следствия 5.2.4

имеем [𝑃Γ𝑡 ,𝑃ϒ𝑠 ] ∈ 𝐾(𝐻) при (𝑡,𝑠) ∈ [0,1]2∖Q. Поскольку ‖[𝑃Γ𝑡 ,𝑃ϒ𝑠 ]‖𝐵(𝐻) ⩽ 2 и 𝑓,𝑔 ∈ 𝐶([0,1]),

интеграл в (5.2.11) сходится в 𝐵(𝐻). Поскольку 𝐾(𝐻) замкнуто в 𝐵(𝐻), отсюда имеем

[E(𝑓,Γ·),E(𝑔,ϒ·)] ∈ 𝐾(𝐻).

Неприводимость. Пусть 𝒜 – 𝐶*-подалгебра в 𝐵(𝐻) (где 𝐻 – некоторое гильбертово про-

странство). Коммутантом алгебры 𝒜 называется множество 𝒜′ всех операторов в 𝐵(𝐻),

которые коммутируют со всеми элементами 𝒜. Легко видеть, что 𝒜′ = (𝑐𝑙𝑠(𝐴))
′, где 𝑐𝑙𝑠(𝐴) –

сильное замыкание алгебры 𝒜. Говорят, что 𝒜 неприводимо действует в 𝐻 если {0} и 𝐻 это
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единственные подпространства в 𝐻, инвариантные относительно 𝒜 или, что эквивалентно

(см. теорему 4.1.12, [46]), если 𝒜′ = C𝐼.

Лемма 5.2.6. O,Õ,P неприводимо действуют в 𝐻.

Доказательство. Пусть Γ = Γ𝑡,𝑝 – произвольная дуга. Введем непрерывную функцию 𝑓𝜖

равенствами 𝑓𝜖(𝑠) = 1 при 𝑠 < 𝑡, 𝑓𝜖(𝑠) = 0 при 𝑠 > 𝑡 + 1/𝑛 и 𝑓𝜖(𝑠) = 1 − 𝑛(𝑠 − 𝑡) при

𝑠 ∈ [𝑡,𝑡+1/𝑛]. Тогда последовательность эйконалов O ⊃ {E(𝑓𝑛,Γ·,𝑝)}∞𝑛=1 сходятся сильно к 𝑃Γ

и потому сильные замыкания всех трех алгебр O,Õ,P совпадают. Значит, O ′ = Õ ′ = P ′.

Пусть 𝑎 ∈ P ′. Для любой дуги Γ имеем [𝑎,𝑃Γ] = 0; в частности, 𝐻Γ это инвариантное

пространство 𝑎. Пусть 𝐻T – подпространство в 𝐻−1/2(T;C), составленное из функций с ну-

левыми средними ⟨𝑓,1⟩𝐻−1/2(T;C)×𝐻1/2(T;C) = 0. Тогда 𝛽 : ∇𝑢𝑓 ↦→ 𝜕𝛾𝑓 есть изоморфизм 𝐻 и 𝐻T.

Введем оператор 𝑎̃ := 𝛽 ∘ 𝑎 ∘ 𝛽−1 ∈ 𝐵(𝐻T); тогда условие 𝑎𝐻Γ ⊂ 𝐻Γ принимает следующий

вид:

если suppℎ ⊂ Γ и Γ – дуга, то supp(𝑎̃ℎ) ⊂ Γ.

Пусть Γ0 = {𝑒𝑖(𝜙−𝜙0) | 𝜙 ∈ [0,𝜓0]} – некоторая дуга. Выберем какую-нибудь функцию 𝑒 ∈ 𝐻T,

равную единице на Γ0. Пусть 𝜓1 ∈ (0,𝜓0) и 𝑓 ∈ 𝐻T – любая функция, равная единице на

на дуге Γ1 = {𝑒𝑖(𝜙−𝜙0) | 𝜙 ∈ [0,𝜓1]} и нулю на Γ0∖Γ1. Тогда supp𝑓 (следовательно, supp(𝑎̃𝑓))

содержится в T∖(Γ0∖Γ1) ⊃ Γ1, а supp(𝑒 − 𝑓) (следовательно supp(𝑎̃(𝑒 − 𝑓))) содержится в

T∖Γ1 ⊃ Γ0∖Γ1. Значит, 𝑎̃𝑓 = 0 на Γ0∖Γ1 и 𝑎̃𝑓 = 𝑎̃𝑒 в intΓ1. Таким образом, 𝑎̃𝑓 = (𝑎̃𝑒) · 𝑓
на Γ0 (вне зависимости от поведения 𝑓 вне Γ0). Поскольку линейные комбинации таких 𝑓

(функции, кусочно постоянные на Γ0) плотны в 𝐻T и оператор 𝑎̃ непрерывен, имеем

𝑎̃ℎ|Γ0 = (𝑎̃𝑒)|Γ0ℎ (ℎ ∈ 𝐻T).

Подставляя в последнее условие всевозможные гладкие ℎ с носителями, содержащимися в

Γ0 и пользуясь условием ⟨𝑎̃ℎ,1⟩𝐻−1/2(T;C)×𝐻1/2(T;C) = 0, получаем (𝑎̃𝑒) = const = 𝜆 на Γ0.

Поворачивая дугу Γ0 (то есть меняя 𝜙0), получаем 𝑎̃ = 𝜆𝐼. Таким образом, P ′ = C𝐼.

Далее 𝐾(𝐻) обозначает идеал компактных операторов в 𝐵(𝐻).

Следствие 5.2.7. O, Õ, P содержат идеал 𝐾(𝐻).

Доказательство. Напомним (см. теорему 2.4.9, [46]), что пересечение 𝐾(𝐻) и неприводимой

подалгебры в 𝐵(𝐻) совпадает либо с нулем, либо со всем все 𝐾(𝐻). Ввиду леммы 5.2.6, все

три алгебры O, Õ, P неприводимо действуют в 𝐻, а ввиду следствия 5.2.4 все они содержат

ненулевые компактные операторы. Значит, все они содержат 𝐾(𝐻).

5.2.2 Построение морфизма в алгебру непрерывных функций

Факторалгебры и представления. Напомним некоторые определения и факты из тео-

рии 𝐶*-алгебр. Говорят, что A это 𝐶𝐶𝑅-алгебра (𝐺𝐶𝑅-алгебра), если для любого ее нену-
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левого неприводимого представления (𝜑,ℋ) выполнено 𝜑(A ) = 𝐾(ℋ) (𝜑(A ) ⊃ 𝐾(ℋ)). При-

мерами 𝐶𝐶𝑅-алгебр являются 𝐾(𝐻) и любые коммутативные 𝐶*-алгебры (в самом деле,

любое нетривиальное неприводимое представление 𝐾(𝐻) эквивалентно тождественному, а

любое неприводимое представление коммутативной алгебры одномерно). Если I это идеал

в A , то A это 𝐺𝐶𝑅-алгебра если и только если таковыми являются I и A /I (теорема

5.6.2, [46]). Представление (𝜑,ℋ) любой 𝐺𝐶𝑅-алгебры определяется, с точностью до унитар-

ной эквивалентности, своим ядром Ker𝜑 (теорема 5.6.3, [46]). В частности, представление с

тривиальным ядром унитарно эквивалентно тождественному.

Ввиду следствия 5.2.7, факторалгебры P/𝐾(𝐻), O/𝐾(𝐻), Õ/𝐾(𝐻) корректно опреде-

лены. Ввиду следствия 5.2.5, факторалгебры эйконалов O/𝐾(𝐻), Õ/𝐾(𝐻) коммутативны.

Поэтому O, Õ это 𝐺𝐶𝑅-алгебры.

Пусть (𝜑,ℋ) это нетривиальное (не нулевое и не эквивалентное тождественному) непри-

водимое представление O (соотв., Õ); тогда I = Ker𝜑 это замкнутый ненулевой иде-

ал в O (соотв.,в Õ). Очевидно, что оператор 𝑎 ∈ 𝐵(𝐻) тождественно равен нулю если

и только если 𝑎𝑝 = 0 для всех одномерных проекторов |𝑥⟩⟨𝑥| = 𝑝 ∈ 𝐾(𝐻). Поэтому

{0} ̸= I𝐾(𝐻) ⊂ I ∩ 𝐾(𝐻) и I ∩ 𝐾(𝐻) это замкнутый ненулевой идеал в 𝐾(𝐻). По-

скольку в 𝐾(𝐻) нет замкнутых идеалов, отличных от {0} и самого 𝐾(𝐻), имеем I ⊃ 𝐾(𝐻).

Тогда 𝜑 имеет вид

𝜑(𝑎) := 𝜒(𝑎+𝐾(𝐻)), (5.2.12)

где 𝜒 это характер (коммутативной) факторалгебры O/𝐾(𝐻) (Õ/𝐾(𝐻)). Обратно, формула

(5.2.12) (где 𝜒 это характер на O/𝐾(𝐻) или Õ/𝐾(𝐻)) определяет неприводимое представ-

ление O или Õ.

Как обычно, будем обозначать спектр 𝐶*-алгебры A через ̂︁A . Поскольку спектр 𝐺𝐶𝑅-

алгебры гомеоморфен ее примитивному спектру (наделенному топологией Джекобсона, см.

теорему 5.6.4, [46]), из уже доказанного следует, что

̂︀O = ̂O/𝐾(𝐻) ⊔ [𝐼𝑑],
̂︀O = ̂Õ/𝐾(𝐻) ⊔ [𝐼𝑑]. (5.2.13)

Построение морфизма 𝜄. Обозначим через ℐ𝑄 характеристическую функцию множества

𝑄. Определим отображение 𝜄 правилом

𝜄(P) := P(ℐΓ1 , . . . ,ℐΓ𝑛) (5.2.14)

на всех полиномах

P = P(𝑃Γ1 +𝐾(𝐻), . . . ,𝑃Γ𝑛 +𝐾(𝐻)),

от фактор-классов 𝑃Γ𝑘
+𝐾(𝐻), где 𝑛 ∈ N и Γ1, . . . ,Γ𝑛 – произвольные мультидуги.
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Ввиду следующей леммы, 𝜄 корректно определено на всех указанных полиномах и про-

должается по непрерывности до сюрьективного 𝐶*-морфизма

𝜄 : P/𝐾(𝐻) ↦→ 𝐿∞(T;C).

Лемма 5.2.8. Пусть Γ1, . . . ,Γ𝑁 – произвольные мультидуги. Тогда для любого полинома P

от элементов 𝑃Γ1 +𝐾(𝐻), . . . , 𝑃Γ𝑁
+𝐾(𝐻) справедливо неравенство

‖𝜄(P)‖𝐿∞(T;C) ⩽ ‖P‖𝐵(𝐻)/𝐾(𝐻). (5.2.15)

Равенство в (5.2.15) достигается если пересечение любых двух мультидуг Γ𝑘,Γ𝑙 не содер-

жит изолированных точек.

Доказательство. 1) Граничные точки мультидуг Γ1, . . . ,Γ𝑁 разбивают окружность T на ду-

ги ϒ1, . . . ,ϒ𝑀 с попарно не пересекающимися внутренностями. По построению, функция 𝜄(P)

постоянна на каждой внутренности intϒ𝑗 и |𝜄(P)| достигает своего максимума на некоторой
внутренности intϒ𝑗0 . Пусть ϒ ⊂ intϒ𝑗0 – дуга и 𝜄(P) = 𝐶 на intϒ𝑗0 . Тогда для каждого 𝑘

выполняется либо Γ𝑘 ∩ ϒ = ϒ либо Γ𝑘 ∩ ϒ = ∅; в первом случае 𝑃ϒ𝑃Γ𝑘
= 𝑃ϒ, во втором –

𝑃ϒ𝑃Γ𝑘
∈ 𝐾(𝐻) по следствию 5.2.4. Отсюда следует, что

(𝑃ϒ +𝐾(𝐻))P = 𝐶𝑃ϒ +𝐾(𝐻).

Пусть 𝐾 ∈ 𝐾(𝐻) и 𝜀 > 0. Так как конечномерные операторы плотны в 𝐾(𝐻) (см., напр.,

теорему 1.4.3, [46]), можно найти такой конечномерный оператор 𝐾𝜖, что ‖𝐾𝜖 −𝐾𝜖‖𝐵(𝐻) < 𝜖.

Поскольку dim𝑃ϒ𝐻 = ∞, существует такое ∇𝑢𝑓(𝜖) ∈ 𝑃ϒ𝐻, что 𝐾𝜖∇𝑢𝑓(𝜖) = 0 и ‖∇𝑢𝑓(𝜖)‖𝐻 = 1.

Тогда ‖𝐾∇𝑢𝑓(𝜖)‖𝐻 = ‖(𝐾−𝐾𝜖)∇𝑢𝑓(𝜖)‖𝐻 < 𝜖. Отсюда имеем ‖(𝑃ϒ+𝐾)∇𝑢𝑓‖𝐻 ⩾ (1−𝜀)‖∇𝑢𝑓‖𝐻
и ‖𝑃ϒ +𝐾‖𝐵(𝐻) ⩾ 1− 𝜀. Поскольку 𝐾 ∈ 𝐾(𝐻) и 𝜀 > 0 произвольны, получаем

‖𝑃ϒ +𝐾(𝐻)‖𝐵(𝐻)/𝐾(𝐻) = 1.

Поэтому

‖P‖𝐵(𝐻)/𝐾(𝐻) ⩾ ‖(𝑃ϒ +𝐾(𝐻))P‖𝐵(𝐻)/𝐾(𝐻) =

= |𝐶|‖𝑃ϒ +𝐾(𝐻)‖𝐵(𝐻)/𝐾(𝐻) = ‖𝜄(P)‖𝐿∞(T;C),

т.е. выполняется (5.2.15). В частности, отображение 𝜄 корректно определено на всех полино-

мах в P/𝐾(𝐻), т.е. 𝜄(P) = 𝜄(P′) если P = P′ в 𝐵(𝐻)/𝐾(𝐻). Из условия (5.2.14) следует, что

𝜄 линейно, мультипликативно и уважает инволюцию алгебры P/𝐾(𝐻) (т.е., 𝜄(P*) = 𝜄(P)).

Поскольку все указанные полиномы плотны в P/𝐾(𝐻), из оценки (5.2.15) следует, что 𝜄 про-

должается по непрерывности до 𝐶*-морфизма 𝜄 : P/𝐾(𝐻) ↦→ 𝐿∞(T;C). Сюрьективность 𝜄
следует из того, что линейные комбинации функций 𝜄(𝑃Γ +𝐾(𝐻)) = ℐΓ плотны в 𝐿∞(T;C).
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2) Теперь пусть пересечение Γ𝑘 ∩ Γ𝑙 не содержит изолированных точек при любых 𝑘,𝑙.

Тогда в силу следствия 5.2.4 любой моном в P допускает представление

(𝑃Γ𝑙(1)
+𝐾(𝐻)) . . . (𝑃Γ𝑙(𝑘)

+𝐾(𝐻)) = 𝑃Γ𝑙(1)∩···∩Γ𝑙(𝑘)
+𝐾(𝐻).

Поэтому полином P допускает представление

P =
𝐿∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑃ϒ𝑘
+𝐾(𝐻), (5.2.16)

где 𝑐𝑘 ∈ C и ϒ1, . . . ,ϒ𝐿 – некоторые мультидуги. Отметим, что пересечения ϒ𝑘 ∩ ϒ𝑙 не

содержит изолированных точек при любых 𝑘,𝑙.

Сначала докажем равенство в (5.2.15) в предположении о том, что мультидуги ϒ1, . . . ,ϒ𝐿

в разложении (5.2.16) образуют расширяющееся семейство, т.е. ϒ1 ⊂ · · · ⊂ ϒ𝐿. Тогда 𝑃ϒ1 ⊂
. . . 𝑃ϒ𝐿

это расширяющееся семейство проекторов и потому

𝑄1 = 𝑃ϒ1 , 𝑄2 = 𝑃ϒ2 − 𝑃ϒ1 , . . . 𝑄𝐿 = 𝑃ϒ𝐿
− 𝑃ϒ𝑙−1

являются проекторами и их образы 𝑄1𝐻, . . . ,𝑄𝐿𝐻 попарно ортогональны. Поскольку

𝑄1, . . . ,𝑄𝐿 это базис в пространстве линейных комбинаций 𝑃1, . . . ,𝑃𝐿, формула (5.2.16) при-

нимает вид

P =
𝐿∑︁

𝑘=1

𝑑𝑘𝑄𝑘 +𝐾(𝐻) (𝑑𝑘 ∈ C).

Пусть ∇𝑢𝑓 ∈ 𝐻, тогда ∑︁
𝑘

‖𝑄𝑘∇𝑢𝑓‖2𝐻 ⩽ ‖∇𝑢𝑓‖2𝐻

ввиду попарной ортогональности 𝑄1𝐻, . . . ,𝑄𝐿𝐻. Отсюда

‖P‖2𝐵(𝐻)/𝐾(𝐻) = ‖
∑︁
𝑘

𝑑𝑘𝑄𝑘 +𝐾(𝐻)‖2𝐵(𝐻)/𝐾(𝐻) ⩽ ‖
∑︁
𝑘

𝑑𝑘𝑄𝑘‖2𝐵(𝐻) =

= sup
‖𝑥‖=1

‖
∑︁
𝑘

𝑑𝑘𝑄𝑘𝑥‖2𝐻 ⩽
(︀
max

𝑘
|𝑑𝑘|
)︀2

sup
‖𝑥‖=1

∑︁
𝑘

‖𝑄𝑘𝑥‖2𝐻 ⩽
(︀
max

𝑘
|𝑑𝑘|
)︀2
.

С другой стороны,

𝜄(P) =
∑︁
𝑘

𝑑𝑘 𝜄(𝑄𝑘 +𝐾(𝐻)) =
∑︁
𝑘

𝑑𝑘

(︁
𝜄(𝑃ϒ𝑘

+𝐾(𝐻))− 𝜄(𝑃ϒ𝑘−1
+𝐾(𝐻))

)︁
=

=
∑︁
𝑘

𝑑𝑘(ℐϒ𝑘
− ℐϒ𝑘−1

) =
∑︁
𝑘

𝑑𝑘ℐϒ𝑘∖ϒ𝑘−1
,

где ϒ0 = ∅, 𝑃ϒ0 = 0 и множества ϒ𝑘∖ϒ𝑘−1 (𝑘 = 1, . . . ,𝐿) попарно не пересекаются. Отсюда

‖P‖𝐵(𝐻)/𝐾(𝐻) = max
𝑘

|𝑑𝑘| = ‖𝜄(P)‖𝐿∞(T;C).
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3) Для завершения доказательства осталось избавиться от дополнительного предположе-

ния ϒ1 ⊂ · · · ⊂ ϒ𝐿 в 2). Для этого достаточно показать, что любую линейную комбинацию

(5.2.16) можно привести к виду P =
∑︀𝐿′

𝑘=1 𝑐
′
𝑘𝑃ϒ′

𝑘
+ 𝐾(𝐻), где новые мультидуги образуют

расширяющееся семейство ϒ′
1 ⊂ · · · ⊂ ϒ′

𝐿′ . Для этого будем использовать индукцию по 𝐿

(числу слагаемых в (5.2.16)). База индукции 𝐿 = 1 очевидна. Докажем индуктивный пере-

ход 𝐿 ↦→ 𝐿+ 1. Для этого достаточно рассматривать линейные комбинации

P =
𝐿∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑃ϒ𝑘
+ 𝑐𝑃ϒ̃ +𝐾(𝐻), (5.2.17)

где ϒ1 ⊂ · · · ⊂ ϒ𝐿 и ϒ̃ – произвольная дуга, такая, что ϒ̃ ∩ ϒ𝑘 не содержит изолированных

точек при всех 𝑘 = 1, . . . ,𝐿. Пусть 𝐿̃ – максимальный номер, при котором ϒ̃ ̸⊂ ϒ𝐿̃. Обозначим

ϒ′
𝑘 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ϒ𝑘, 𝑘 ⩽ 𝐿̃,

ϒ𝐿̃ ∪ ϒ̃, 𝑘 = 𝐿̃+ 1,

ϒ𝑘−1, 𝑘 > 𝐿̃+ 1;

, ϒ̃′ = ϒ𝐿̃ ∩ ϒ̃;

тогда ϒ′
1 ⊂ · · · ⊂ ϒ′

𝐿+1 и ϒ̃′ ⊂ ϒ𝐿̃. Ввиду леммы 5.2.3 имеем

𝑃ϒ̃ +𝐾(𝐻) = 𝑃ϒ′
𝐿̃+1

+ 𝑃ϒ̃′ − 𝑃ϒ′
𝐿̃
+𝐾(𝐻).

Поэтому сумму (5.2.17) можно представить в виде

P =
𝐿′=𝐿+1∑︁

𝑘=1

𝑐′𝑘𝑃ϒ′
𝑘
+ 𝑐𝑃ϒ̃′ +𝐾(𝐻), 𝑐′𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑐𝑘, 𝑘 < 𝐿̃,

𝑐𝑘 − 𝑐, 𝑘 = 𝐿̃,

𝑐, 𝑘 = 𝐿̃+ 1,

𝑐𝑘−1, 𝑘 > 𝐿̃+ 1.

(5.2.18)

Заменяя (5.2.17) новым разложением (5.2.18) и повторяя вышеописанную процедуру доста-

точное число раз, получаем разложение (5.2.18), в котором ϒ̃′ ⊂ ϒ′
1 ⊂ · · · ⊂ ϒ′

𝐿′ . Тем самым

доказан индуктивный переход. Значит, любая линейная комбинация (5.2.16) может быть

приведена к виду P =
∑︀𝐿′

𝑘=1 𝑐
′
𝑘𝑃ϒ′

𝑘
+𝐾(𝐻), где ϒ′

1 ⊂ · · · ⊂ ϒ′
𝐿′ .

Следствие 5.2.9. Õ = O и 𝜄 : O/𝐾(𝐻) ↦→ 𝐶(T) является (изометрическим) изоморфиз-

мом.
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Доказательство. 1) Поскольку морфизм 𝜄 : P/𝐾(𝐻) ↦→ 𝐿∞(T) непрерывен, для всякого

эйконала E = E(𝑓,Γ·) имеем

𝜄(E+𝐾(𝐻))(𝑥) = 𝜄

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑑𝑃Γ𝑡 +𝐾(𝐻)

⎞⎠ (𝑥) =

= 𝑓(1)−
1∫︁

0

𝜄(𝑃Γ𝑡+𝐾(𝐻))(𝑥)𝑑𝑓(𝑡) = 𝑓(1)−
1∫︁

0

ℐΓ𝑡(𝑥)𝑑𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡(𝑥))

(5.2.19)

ввиду (5.2.3); здесь 𝑡(𝑥) это такое значение параметра 𝑡, при котором 𝜕Γ𝑡 содержит точку 𝑥.

Поскольку отображение 𝑥 ↦→ 𝑡(𝑥) гладкое, имеем 𝜄(E+𝐾(𝐻)) ∈ 𝐶(T;C). Ввиду замкнутости
𝐶(T;C) в 𝐿∞(T;C) имеем 𝜄(Õ/𝐾(𝐻)) ⊂ 𝐶(T).

Из (5.2.19) следует, что образ 𝜄(O/𝐾(𝐻)) содержит все непрерывные функции 𝑓 , четные

относительно одного из зеркальных отражений 𝑧 ↦→ 𝑎𝑧 (|𝑎| = 1). Множество таких функ-

ций разделяет точки окружности и потому 𝐶(T;C) = 𝜄(O/𝐾(𝐻)) = 𝜄(Õ/𝐾(𝐻)) по теореме

Стоуна-Вейерштрасса.

2) Пусть 0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝐿 < 1 – произвольное разбиение интервала (0,1) и его ранг

подчинен неравенству max𝑘(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘) ⩽ 𝜀. Из оценки (5.2.4) следует, что сумма Римана

Σ =
∑︁
𝑘

𝑓(𝑡𝑘)(𝑃𝑡𝑘+1
− 𝑃𝑡𝑘)

сходится к E в 𝐵(𝐻) при 𝜀→ 0. В то же время

𝜄(Σ+𝐾(𝐻)) =
∑︁
𝑘

𝑓(𝑡𝑘)(ℐ𝑡𝑘+1
− ℐ𝑡𝑘)

сходится к 𝑓 ∘ 𝑡 = 𝜄(E(𝑓,Γ·) +𝐾(𝐻)) в 𝐿∞(T;C).
Теперь пусть P = P(E1, . . . ,E𝑁) это полином от эйконалов E1, . . . ,E𝑁 . Заменяя каж-

дый эйконал E𝑛 в P его суммой Римана, получаем последовательность полиномов P𝑘 =

P𝑘(𝑃Γ𝑘,1
, . . . ,𝑃Γ𝑘,𝑀(𝑘)

) сходящуюся к P в 𝐵(𝐻), причем 𝜄(P𝑘) сходятся к 𝜄(P) ввиду непре-

рывности 𝜄. Поскольку точки 𝑡𝑘 каждого разбиения отрезка (0,1) допускают малые (порядка

𝜖) смещения, можно считать, что при каждом 𝑘 попарные пересечения дуг 𝑃Γ𝑘,1
, . . . ,𝑃Γ𝑘,𝑀(𝑘)

не содержат изолированных точек. Тогда из леммы 5.2.8 следует, что

‖𝜄(P𝑘 +𝐾(𝐻))‖𝐿∞ = ‖P𝑘 +𝐾(𝐻)‖𝐵(𝐻)/𝐾(𝐻).

Отсюда предельным переходом при 𝑘 → ∞ получаем

‖𝜄(P+𝐾(𝐻))‖𝐿∞ = ‖P+𝐾(𝐻)‖𝐵(𝐻)/𝐾(𝐻).
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Ввиду непрерывности 𝜄 последнее равенство означает, что отображения

𝜄 : O/𝐾(𝐻) → 𝐶(T;C),

𝜄 : Õ/𝐾(𝐻) ↦→ 𝐶(T;C)

являются (изометрическими) изоморфизмами. Поэтому отображение

𝜄̃ := (𝜄|Õ/𝐾(𝐻))
−1 ∘ 𝜄

⃒⃒
O/𝐾(𝐻)

сюрьективно. Поскольку 𝜄̃(𝑎) = 𝑎 для любого 𝑎 ∈ O/𝐾(𝐻), отсюда следует, что O/𝐾(𝐻) =

Õ/𝐾(𝐻) и, значит, O = Õ.

Доказательство предложения 5.2.1. Соотношение ̂︀O =
̂︀O ∼= T ⊔ {0} (где ∼= обозначает го-

меоморфизм) вытекает из (5.2.13), следствия 5.2.9 и формулы 𝐶(T) ∼= T.

Доказательство предложения 5.2.2. Если 𝜎 постоянна вблизи 𝜕ℛ, то доказательство пред-

ложения 5.2.2 полностью повторяет Доказательство предложения 5.2.1. В общем случае до-

казательство отличается только тем, что асимптотическое разложение вида (5.2.10) вблизи

ДН-точек выводится с помощью результатов теории эллиптических краевых задач в неглад-

ких областях [51].
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Заключение

Основные результаты, полученные в работе

1. Получено обобщение алгебраического метода решения задачи электроимпедансной то-

мографии поверхностей на неориентируемый случай. Получен критерий ориентируемо-

сти поверхности в терминах ее ДН-оператора. Для неориентируемого случая получены

формулы, связывающие топологию поверхности с ее ДН-оператором.

2. Получено обобщение алгебраического метода решения задачи электроимпедансной то-

мографии поверхностей на случай, в котором ДН-оператор задан на (произвольно ма-

лом) сегменте границы поверхности, а оставшаяся (неизвестная) часть границы может

быть разбита на сегменты, на каждом из которых задано либо однородное условие

Дирихле, либо однородное условие Неймана. При этом подлежащая восстановлению

поверхность может быть как ориентируемой, так и неориентируемой.

3. Получена характеризация ДН-операторов ориентируемых поверхностей с краем, то

есть условия, необходимые и достаточные для того, чтобы оператор Λ, действующий в

пространстве гладких функций на замкнутой кривой Γ, был ДН-оператором некоторой

ориентируемой поверхности с краем Γ.

4. Как в ориентируемом, так и в неориентируемом случае доказана устойчивость решений

задачи электроимпедансной томографии поверхностей относительно малых возмуще-

ний ДН-операторов. Именно, доказан следующий результат: если (𝑀,𝑔) – произвольная

фиксированная поверхность с краем Γ и ДН-оператором Λ и (𝑀 ′,𝑔′) – диффеоморф-

ная ей произвольная поверхность с тем же краем и ДН-оператором Λ′, то близость Λ′

к Λ по операторной норме влечет существование близкого к конформному диффео-

морфизма между (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′), не двигающего точки общего края Γ. Кроме того,

доказаны оптимальные оценки расстояния Тейхмюллера между конформными класса-

ми (𝑀,𝑔) и (𝑀 ′,𝑔′) через операторную норму разности их ДН-операторов. В то же время

предъявлены контрпримеры, показывающие, что топология поверхности неустойчива

относительно малых возмущений ее ДН-оператора.

5. Получен алгоритм вычисления матрицы 𝑏-периодов дубля поверхности (𝑀,𝑔) с краем

по ее ДН-оператору. В типичном случае матрица 𝑏-периодов содержит полную инфор-
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мацию о конформном классе (𝑀,𝑔) и может быть использована для вычисления любых

других конформных инвариантов (𝑀,𝑔). Показано, что предложенный алгоритм устой-

чив относительно малого шума в граничных данных.

В диссертации развиты обобщения алгебраического подхода к электроимпедансной томогра-

фии поверхностей, получена характеризация ДН-операторов, доказана устойчивость реше-

ний двумерной задачи электроимпедансной томографии в релевантной метрике (метрики

Тейхмюллера), а также получен устойчивый к шуму в граничных данных алгоритм вычис-

ления релевантных координат решения в пространстве модулей. Эти результаты (вместе с

известной теоремой Лассаса и Улмана о единственности решений) показывают, что задача

электроимпедансной томографии поверхностей корректна по Адамару, и в основном исчер-

пывают круг теоретических вопросов, связанных с двумерной электроимпедансной томогра-

фией. Развитые в диссертации приемы могут быть использованы для разработки численных

методов решения двумерной задачи электроимпедансной томографии.
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