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Введение

Актуальность темы исследования.
Изучение квантовых волноводов является областью активных научных

исследований с 1990-х годов, когда стало возможным создание наноэлектрон­
ных устройств в масштабах нанометров, в которых существенной оказывается
волновая природа электрона. Квантовые эффекты, приводящие к захвату элек­
трона в окрестности пересечения двух тонких волноводов, описаны в [81]. В
работе [48] (см. также [42]) сформулирована математическая модель двумер­
ного квантового волновода: движение электрона внутри микроструктуры мо­
жет быть смоделировано свободной (бесспиновой) частицей, перемещающейся
в соответствующей пространственной области с условием Дирихле на ее грани­
це; член взаимодействия должен быть добавлен только в том случае, если вся
структура помещена во внешнее поле. В последние годы значительное внимание
уделяется также изучению спектров задач в более сложных геометриях, таких
как слои Дирихле и их сочленения, которые структурно могут быть устроены
значительно разнообразнее волноводов.

Явление захвата частиц в микроструктурах с математической точки зре­
ния объясняется эффектом локализации собственных функций, заключающим­
ся в их экспоненциальном затухании при удалении от определенных областей.
В ряде работ эффект локализации используется как для построения собствен­
ных чисел под порогом непрерывного спектра (см., например, [13; 88; 33; 53]),
так и для обоснования раскрытия лакун в непрерывном спектре волноводов
различной геометрии (см., например, [15; 53; 68]). Кроме того, подобные эф­
фекты находят прикладное применение в задачах квантовой механики, теории
упругости и нанотехнологий. Например, в механике сплошных сред они опре­
деляют распределение напряжений в тонких пластинах и оболочках, что акту­
ально для аэрокосмической инженерии и микроэлектромеханических систем. В
статье [54] предлагается использовать два слабосвязанных квантовых волново­
да для квантовых вычислений. В этой статье с помощью эффекта локализации
описываются интерпретации квантового кубита.
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Степень разработанности темы исследования.
В.П. Маслов в работе [10] вычислил асимптотику волновой функции, отве­

чающей основному состоянию, в двумерном тонком изогнутом квантовом волно­
воде. Простейшие спектральные свойства двумерных квантовых волноводов из­
ложены в публикациях П. Экснера, П. Шебы и П. Стовичека ([47–49], см. также
монографию [45]), где, в частности, доказано, что у оператора Лапласа с гранич­
ными условиями Дирихле при изгибе или изломе волновода ниже точки отсечки
непрерывного спектра Λ† возникают собственные числа. В статье [32] В. Бул­
ла, Ф. Гестези, В. Ренгер и Б. Саймон, используя принцип Бирмана–Швин­
гера, доказали существование и единственность собственного числа Λ1 ниже
Λ† = 𝜋2 в двумерном волноводе ̃︀Ω, полученном из бесконечной единичной по­
лосы Ω малым локальным возмущением положительной площади (Ω ⊂ ̃︀Ω), и
построили асимптотику Λ1 = 𝜋2 − 𝜋4|̃︀Ω ∖ Ω|2 + 𝑂(|̃︀Ω ∖ Ω|3), см. также [6].
В [48] для изломанного волновода Ω(𝜃) при угле излома 𝜃 = 𝜋/2 доказано,
что первое собственное число единственно, и получена его оценка Λ1 ≈ 0.93Λ†.
В работе [78] К. Панкрашкиным уточняется, что единственность сохраняется
при 𝜃 ⩾ 2 arctan(

√
3/4). Тем не менее, в статьях [26] и [34] доказывается, что

ниже Λ† образуется сколь угодно много собственных чисел при 𝜃 → 0, а бла­
годаря публикации М. Дож и соавторов [39] известно, что собственные числа и
их количество монотонно зависят от 𝜃. В работе [41] построена их асимптотика
при 𝜃 → 0. В статье [76] получена оценка снизу для общей кратности дис­
кретного спектра при малых 𝜃. Аналогичные результаты для крестообразных
волноводов продемонстрированы в публикациях [31; 71; 81]. Используя подход,
основанный на особенностях геометрии сочленений волноводов, С.А. Назаров в
статьях [13; 69; 70] вывел асимптотики Λ1 при 𝜃 → 𝜋 − 0, а также исследовал
условия существования дискретного спектра в более сложных геометриях (дву­
мерных коленчатых, изломанных, плавно изогнутых и периодических волново­
дах). Данный подход получил развитие в ряде работ (см., например, [74; 75]),
где обсуждаются вопросы существования дискретного спектра и его полной
кратности в Y-, Z-, и С-образных волноводах. В многомерном случае в ста­
тьях [13] и [82] для некоторых типов волноводов, их сечений и сочленений уста­
навливаются аналогичные результаты.
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Слои Дирихле и их сочленения структурно сложнее волноводов, при этом
их спектральные свойства схожи. Это объясняется похожим строением выхо­
дов на бесконечность: как в слои, так и в волноводы можно вписать счетное
число непересекающихся кубов, при этом нельзя вписать сколь угодно боль­
шой куб. Это приводит к тому, что существенный спектр занимает луч с по­
ложительной точкой отсечки, при этом под его порогом может существовать
дискретный спектр, соответствующий захваченным волнам. Появление захва­
ченных волн зачастую является следствием строения рассматриваемой области
в шаре конечного радиуса (формы сочленения), в то время как характеристики
существенного спектра определяются строением волновода или слоя на беско­
нечности.

Для слоев Дирихле известны следующие результаты. В статье [43] авто­
ры изучают спектры слоев Дирихле постоянной ширины, построенных около
специального вида двумерных гладких поверхностей в R3, предполагая, что на
бесконечности поверхность “уплощается”, то есть ее кривизна стремится к ну­
лю, и приводят достаточные условия появления захваченных волн для таких
слоев. В работе [35] авторы развивают идеи [43], отказываясь от ряда пред­
положений, и рассматривают более сложные топологические структуры и бо­
лее широкий класс слоев. Тем не менее, уплощение образующей поверхности
на бесконечности остается ключевым предположением. В статьях [65] и [67]
эти результаты развиваются и обобщаются, в частности, на многомерный слу­
чай. В работе [50] авторы для конического слоя доказали, что ниже точки от­
сечки существенного спектра образуется бесконечно много собственных чисел.
Асимптотика поведения этих собственных чисел опубликована в статье [40].
Аналогичный результат оказывается верен и для достаточно гладких слоев
в широком классе случаев, например, в достаточно тонком параболическом
слое (см. [61], [46], и [45, глава 4]). В статье [38] про трехмерные слои в форме
угла изучается вопрос о структуре существенного спектра слоя Фикера (слоя,
построенного по трехгранному углу, все плоские углы которого равны по 90∘)
и устанавливается конечность количества собственных чисел под порогом. В
работе [28] результат уточняется, доказано наличие захваченной волны, и ана­
логичный результат установлен во всех старших размерностях. Единственность
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собственного числа под порогом непрерывного спектра в указанной ситуации до
сих пор остается открытым вопросом, проверенным лишь численно (см. [38]).

Задачи локализации собственных функций для оператора Лапласа в огра­
ниченных областях были хорошо изучены в работах последних лет. Для двумер­
ной криволинейной трапеции с единственным максимумом у профильной функ­
ции и условиями Дирихле на границе построены асимптотики собственных пар
в публикациях [53] и [30]. Многомерные обобщения были отчасти даны в ста­
тье [29] и в большей общности в [68]. В последней при этом реализован подход,
основанный на априорных весовых оценках. Этот подход также использовал­
ся в работах [9; 15; 16; 33; 59; 72] для изучения разных аспектов локализации
собственных функций.

Для бесконечной области с периодической границей в статьях [8; 9] эф­
фект локализации собственных функций в окрестности возмущения границы
наблюдался для оператора Лапласа с условиями Неймана при описании паде­
ния плоской волны на жесткое сплошное периодическое препятствие. Стоит
отметить, что условия Неймана играют важную роль: для оператора Лапласа
с условиями Дирихле на периодической границе в работах [80] и [44] выведены
условия отсутствия захваченных волн.

Несмотря на обилие работ, описывающих упомянутый эффект и его ис­
пользование для оператора Лапласа, аналогичных исследований для бигармо­
нического оператора мало. В физической статье [51] изучается эффект лока­
лизации собственных функций билапласиана около защемленной точки. Апри­
орные весовые оценки ранее использовались в статье [27] для доказательства
гладкости решения задачи Дирихле для бигармонического оператора в окрест­
ности пика.

Отчасти отсутствие публикаций объясняется техническими трудностями,
возникающими при работе с операторами четвертого порядка, а отчасти наличи­
ем ряда эффектов нехарактерных для лапласиана и характерных для бигармо­
нического оператора (см., например, [55]). Одним из таких эффектов является
отсутствие возможности разделения переменных, поэтому даже поиск асимп­
тотики собственных чисел в тонком прямоугольнике является содержательной
задачей (см. [2]).
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Стоит отметить, что у эллиптической задачи собственные функции, от­
вечающие различным частотным диапазонам, могут быть локализованы в раз­
ных регионах области (см., например, [56; 57; 66]), более того, в некоторых
диапазонах эффект локализации может отсутствовать. В качестве примера
последнего можно привести теорему Зельдича–Шнирельмана–Колена де Вер­
дье ([22; 37; 83]), утверждающую, что почти все собственные функции опера­
тора Бельтрами – Лапласа, определенного на компактной гиперболической по­
верхности без края, в высокочастотных диапазонах приближаются равномер­
ным распределением.

Цели и задачи. Цель диссертационной работы — изучение эффекта ло­
кализации собственных функций, заключающегося в их экспоненциальном за­
тухании при удалении от наиболее широкого региона области. Для лапласиана
и бигармонического оператора этот эффект исследован для разных геометрий.

В главе 1 рассмотрены спектральные свойства оператора Лапласа на бес­
конечном и усеченном крестообразных волноводах Ω(𝜃;𝜔) и Ω𝑅(𝜃;𝜔) с раз­
личными формами сечений 𝜔 и углами 𝜃 между цилиндрами. За счет кон­
центрации собственной функции в “сердцевине” обоснованы существование и
единственность собственного числа в Ω(𝜋/2;𝜔∘) с круглым сечением 𝜔 = 𝜔∘

и получены оценки спектра и первой собственной функции задачи на его усе­
чении Ω𝑅(𝜋/2;𝜔∘). Используя эффект локализации собственных функций, по­
строены примеры множественного дискретного спектра ниже точки отсечки.

В главе 2 получены результаты, продолжающие исследование из рабо­
ты [28]. Для задачи Дирихле для оператора Лапласа в слое постоянной тол­
щины, построенном по трехмерному многогранному углу, описанному около
сферы, установлена структура существенного спектра, при этом приводимое до­
казательство отличается от предложенных в статьях [28; 38] и является более
элементарным. Используя эффект локализации собственных функций в окрест­
ности вершины слоя, обоснована конечность дискретного спектра. Для правиль­
ных слоев доказано, что оператор Лапласа имеет непустой дискретный спектр.

Глава 3 посвящена спектральным задачам для бигармонического операто­
ра. В первом параграфе этой главы построена асимптотика собственных чисел
и обоснована локализация собственных функций для тонкой пластины Кирх­
гофа с жестко защемленными краями (задача Дирихле для бигармонического
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оператора), когда ширина пластины пропорциональна малому параметру, при
этом имеет единственный локальный максимум. Во втором параграфе изуче­
на задача о возникновении захваченной волны при падении под углом плоской
волны на тонкую полубесконечную пластину Кирхгофа с неровной свободной
периодической границей.

Научная новизна. Выносимые на защиту положения являются новыми
и получены автором самостоятельно.

Теоретическая и практическая значимость работы. Работа носит
теоретический характер. Результаты представляют интерес для специалистов
по спектральной теории дифференциальных и интегральных операторов. Из­
вестные приложения подобных результатов встречаются в задачах, касающих­
ся теории случайных процессов (см., например, [64] и [28]), а также в задачах
механики сплошных сред в рамках теории пластин и оболочек (см. обзор [62]).

Методология и методы исследования. При доказательстве основных
результатов данной диссертации были использованы классические методы спек­
тральной теории операторов в гильбертовых пространствах, вариационные ме­
тоды, асимптотические методы, в частности, для обосновании асимптотики ис­
пользовалась лемма о “почти собственных” числах и векторах (см. [5]).

Положения, выносимые на защиту.
1. Для оператора Лапласа с граничными условиями Дирихле в Ω(𝜋/2;𝜔∘)

доказано, что дискретный спектр состоит из единственного простого
собственного числа, лежащего ниже точки отсечки непрерывного спек­
тра. Для других геометрий крестообразного волновода (при вытягива­
нии сечения и уменьшении угла между цилиндрами) обосновано возник­
новение сколь угодно большого числа собственных чисел ниже точки
отсечки.

2. Для оператора Лапласа в усеченном волноводе Ω𝑅(𝜋/2;𝜔∘) для различ­
ных граничных условий на торцах (Дирихле, Наймана и квазиперио­
дичности) получены двухсторонние оценки собственных чисел, доказа­
на экспоненциальная близость первых собственных функций задач в
Ω(𝜋/2;𝜔∘) и Ω𝑅(𝜋/2;𝜔∘) по норме соболевского пространства функций
с квадратично суммируемыми частными производными.
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3. Для оператора Лапласа с условиями Дирихле на границе в трехмер­
ных слоях постоянной толщины, построенных по многогранным трех­
мерным углам, описан существенный спектр, доказана конечность дис­
кретного спектра, для правильных слоев доказано существование соб­
ственного числа ниже точки отсечки существенного спектра.

4. Для спектральной задачи Дирихле для бигармонического оператора в
узкой двумерной области (тонкой пластине Кирхгофа с жестко защем­
ленными краями), когда ширина области стремится к нулю, при этом
функция ширины имеет единственный максимум, получены асимпто­
тики собственных чисел и собственных функций, установлен эффект
локализации собственных функций, заключающийся в их экспоненци­
альном затухании при удалении от наиболее широкого региона области.

5. Для спектральной задачи для бигармонического оператора в плоской
полубесконечной полосе с квазипериодическими условиями на сторо­
нах и условием Неймана на торце описан существенный спектр и в слу­
чае, когда условия на сторонах не периодические, доказано, что при
любом возмущении торцевой границы, отличном от прямых трещин
параллельных краю, дискретный спектр ниже точки отсечки не пуст.

Степень достоверности и апробация. Все результаты диссертации
снабжены подробными доказательствами и опубликованы в ведущих научных
изданиях. Результаты диссертации докладывались на следующих семинарах и
конференциях:

– Семинар В. М. Бабича по дифракции и распространению волн
в Санкт-Петербургском отделении математического института им.
В.А.Стеклова РАН (Санкт-Петербург, 2024, рук: Бабич В.М., Бели­
шев М.И.).

– International conference Days on Diffraction 2018 (СПб, 2018).
– International conference Days on Diffraction 2015 (СПб, 2018).
Личный вклад Основные результаты главы 1 получены диссертантом в

совместных с Ф.Л. Бахаревым и С.А. Назаровым работах [85; 86; 88]. Теоремы
из этих работ, представленные в диссертации, доказаны диссертантом самосто­
ятельно. Результаты главы 2 опубликованы в совместной с Ф.Л. Бахаревым
статье [84]. Определяющий вклад в этой работе принадлежит диссертанту. На­
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учному руководителю принадлежит постановка задачи, общий план исследова­
ния и построение примера отсутствия дискретного спектра задачи в слое, до­
казательства остальных утверждений принадлежат диссертанту. Результаты §1
главы 3 представлены в совместной с Ф.Л. Бахаревым статье [87]. Определяю­
щий вклад в этой работе принадлежит диссертанту. Научному руководителю
принадлежит постановка задачи и общий план исследования, все доказатель­
ства теорем принадлежат диссертанту. Результаты §2 главы 3, опубликованные
в статье [90], получены диссертантом самостоятельно.

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в рабо­
тах [84–88; 90], а также [91; 92]. Статьи [84–87; 90] опубликованы в журналах
из перечня ВАК. Статья [88] опубликована в издании, удовлетворяющем доста­
точному условию включения в перечень ВАК (входит в систему цитирования
Scopus). Также опубликована связанная с темой диссертации совместная с
Ф.Л. Бахаревым статья [89], в которой доказывается монотонность собствен­
ных чисел и их количества для суженного дробного лапласиана с условиями
Дирихле. Однако материал этой работы выходит за рамки диссертационного
исследования.

Структура работы. Полный объем диссертации составляет 156 страниц
с 12 рисунками. Список литературы содержит 92 наименование. Диссертация
состоит из введения, четырех глав, содержащих 18 параграфов, заключения и
списка литературы.

Во введении описаны актуальность темы исследования и степень ее раз­
работанности, поставлены цели и задачи, аргументирована научная новизна,
достоверность, теоретическая и практическая значимость результатов, перечис­
лены использованные методы, выносимые на защиту положения, публикации и
доклады по теме диссертации, кратко изложена структура работы.

В главе 0 изложены определения основных объектов исследования, их
свойства, а также некоторые вспомогательные утверждения, не принадлежа­
щие автору, со ссылками на первоисточники.

В главе 1 исследованы спектральные свойства задачи Дирихле для опе­
ратора Лапласа на крестообразных волноводах. Крестообразным волново­
дом Ω(𝜃;𝜔) с углом 𝜃 ∈ (0,𝜋/2) и сечением 𝜔 называется фигура, образованная
объединением двух, расположенных под углом 𝜃, цилиндров с поперечными
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сечениями 𝜔. Здесь 𝜔 ⊂ R2 — область с кусочно 𝐶2-гладкой границей 𝜕𝜔, со­
держащей начало координат. Два случая сечения 𝜔:

– круг единичного диаметра 𝜔∘ =
{︁
(𝑥1,𝑥2) ∈ R2 : |𝑥1|2 + |𝑥2|2 < 1/4

}︁
,

– ромб с единичной диагональю 𝜔♢ =
{︁
(𝑥1,𝑥2) ∈ R2 : |𝑥1|+ |𝑥2| < 1/2

}︁
.

Оператор Лапласа с условиями Дирихле ℒΩ(𝜃;𝜔)
𝐷 определен через замкнутую

положительно определенную полуторалинейную форму

(ℒΩ(𝜃;𝜔)
𝐷 𝑢, 𝑣)Ω(𝜃;𝜔) = (∇𝑢,∇𝑣)Ω(𝜃;𝜔),

заданную на cоболевском пространстве
∘
𝐻1(Ω(𝜃;𝜔)) функций с нулевым следом

и с квадратично суммируемыми частными производными. Здесь (· , ·)Ω —стан­
дартное скалярное произведение функций в 𝐿2(Ω). Известно, что существенный
спектр ℒΩ(𝜃;𝜔)

𝐷 занимает луч [Λ†,+∞), где Λ† = Λ†(𝜔) — наименьшее собственное
число задачи Дирихле для оператора Лапласа в области 𝜔. Доказаны следую­
щие теоремы

Теорема 1. При всех 𝜃 ∈ (0,𝜋/2] дискретный спектр оператора ℒΩ(𝜃;𝜔)
𝐷 имеет

по крайней мере одно собственное число Λ1(Ω(𝜃;𝜔)) ∈ (0,Λ†).

Теорема 2. Если цилиндры, образующие волновод, имеют одинаковые круглые
сечения и взаимно перпендикулярны, полная кратность дискретного спектра
оператора ℒΩ(𝜋/2;𝜔∘)

𝒟 равна единице.

Усеченным волноводом Ω𝑅(𝜃;𝜔), 𝑅 > 0 называется ограниченная
часть Ω(𝜃;𝜔), являющаяся объединением прямых цилиндров высоты 2𝑅 с осно­
ваниями 𝜔. Рассмотрены спектральные задачи для оператора Лапласа на усе­
ченном волноводе Ω𝑅 = Ω𝑅(𝜋/2;𝜔∘) с круговым сечением цилиндров с различ­
ными граничными условиями на его торцах. В соответствующих вариационных
задачах

(∇𝑢,∇𝑣)Ω𝑅 = Λ(𝑢,𝑣)Ω𝑅, 𝑣 ∈ ℋ𝑅 ⊂ 𝐿2(Ω
𝑅),

различаются функциональные пространства ℋ𝑅 для собственной и пробных
функций. Положительно определенные и замкнутые полуторалинейные формы
для каждого из рассматриваемых краевых условий задают самосопряженный
оператор:
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– лапласиану ℒ𝑅
𝐷 с граничными условиями Дирихле отвечает простран­

ство
ℋ𝑅

𝐷 := {𝑢 ∈ 𝐻1(Ω𝑅) : 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑅};

– лапласиану ℒ𝑅
𝑁 с условиями Неймана — пространство

ℋ𝑅
𝑁 := {𝑢 ∈ 𝐻1(Ω𝑅) : 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑅(𝜋/2;𝜔∘) ∩ 𝜕Ω(𝜋/2;𝜔∘)};

– лапласиану ℒ𝑅
𝜂 с квазипериодическими условиями на торцах, использу­

ющими параметр Флоке 𝜂 = (𝜂1,𝜂2) ∈ R2, — пространство

ℋ𝑅
𝜂 := {𝑢 ∈ ℋ𝑅

𝑁 : 𝑢(𝑥)|𝑥𝑗=𝑅 = 𝑒𝑖𝜂𝑗𝑅 𝑢(𝑥)|𝑥𝑗=−𝑅 , 𝑗 = 1,2},

где 𝑥 = (𝑥𝑗, 𝑥
⊥
𝑗 ) —координаты внутри 𝑗-ого цилиндра с нулем в центре

симметрии.
Далее пишем ℒ𝑅

♯ , подразумевая любой из трех операторов. Спектр операто­
ра ℒ𝑅

♯ дискретный и образует монотонную неограниченную последователь­
ность {Λ𝑅

𝑘,♯}𝑘∈N. Соответствующие собственным числам собственные функ­
ции 𝑤𝑅

𝑘,♯, 𝑘 ∈ N, ортонормированы в 𝐿2(Ω
𝑅). В главе 1 обоснованы следующие

двухсторонние оценки для спектра и собственных функций.

Теорема 3. Существуют такие 𝑅* > 1/2 и 𝑐𝑁 > 0, что для всех 𝑅 > 𝑅*

справедливы неравенства

Λ𝑅
𝑘,𝑁 ⩾ Λ† + 𝑐𝑁𝑅

−2, 𝑘 ⩾ 2.

Теорема 4. Для первого собственного числа Λ1 оператора ℒΩ
𝐷 существуют

такие 𝐶Λ
1 > 0 и 𝜈 <

√︀
Λ† − Λ1, что при 𝑅 > 1/2 выполнено неравенство

|Λ𝑅
1,♯ − Λ1| ⩽ 𝐶Λ

1 𝑒
−𝜈𝑅.

Теорема 5. Существует такая постоянная 𝐶𝑤
1 > 0, что при 𝑅 > 1/2 выпол­

нено неравенство
‖𝑤1 − 𝑤𝑅

1,♯;𝐻
1(Ω𝑅)‖ ⩽ 𝐶𝑤

1 𝑒
−𝜈𝑅/2.

Далее в работе описаны два примера бесконечных крестообразных вол­
новодов с множественным дискретным спектром. Рассмотрены два механизма
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возникновения дополнительных захваченных мод с частотой ниже точки отсеч­
ки: уменьшение угла между цилиндрами и вытягивание профиля сечения. В
первом случае множественность спектра обусловлена тем, что область пересе­
чения цилиндров, образующих волноводы, увеличивается в объеме, во втором
случае причиной возникновения дополнительных мод стал эффект околовер­
шинной локализации собственных функций оператора Лапласа в двумерном
сечении. В итоге для крестообразного волновода с круглым сечением Ω(𝜃;𝜔∘)

доказана следующая теорема

Теорема 6. Полная кратность дискретного спектра оператора Лапласа ℒΩ(𝜃)
𝐷

с условиями Дирихле на границе неограниченно возрастает при 𝜃 → 0.

Для формулировки следующего результата определим “вытянутый” крестооб­
разный волновод. Рассмотрим волновод Ω(𝜋/2;𝜔H) = Ω(𝜔H), у которого сече­
ние 𝜔H получается растяжением области 𝜔 в H раз вдоль одной из осей:

𝜔H = {(𝑦,𝑧) ∈ R2 : (𝑦,H−1𝑧) ∈ 𝜔}.

Для собственных чисел оператора Лапласа ℒΩ(𝜔H)
𝐷 с условиями Дирихле

0 < ΛH
1 < ΛH

2 ⩽ . . . ⩽ ΛH
#𝜎H

𝑑
< ΛH

†

доказан следующий результат

Теорема 7. Для любого 𝑁 ∈ N существуют такие положительные величи­
ны H𝑁 и 𝐶𝑁 , что при всех H > H𝑁 дискретный спектр оператора ℒΩ(𝜔H)

𝒟
содержит по крайней мере 𝑁 собственных чисел, при этом

ΛH
𝑁 < 𝜆0 + 𝐶𝑁H

−𝛼 < 𝜋2 < ΛH
† ,

где 𝛼 = 𝛼♢ = 2/3 при 𝜔 = 𝜔♢ и 𝛼 = 𝛼∘ = 1/2 при 𝜔 = 𝜔∘, а 𝜆0 — первое
собственное число задачи Дирихле для оператора Лапласа в плоском прямо­
угольном крестообразном волноводе с единичной шириной “рукавов”.

В главе 2 изучены свойства спектра оператора Лапласа в трехмерных мно­
гогранных слоях постоянной толщины. Слоем единичной толщины называется
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область внутри выпуклого трехмерном многогранного угла, состоящая из то­
чек, удаленных от границы этого угла не более, чем на 1. Рассмотрены слои,
внутрь которых можно вписать шар, т.е. такие слои, у которых “внешняя” гра­
ница получается из “внутренней” сдвигом. Исследована спектральная задача
Дирихле для оператора Лапласа

AΠ𝑢(𝑥) := −∆𝑢(𝑥) = Λ𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Π; 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π,

в различных слоях Π. Лапласиан задан через замкнутую положительно опреде­
ленную полуторалинейную форму aΠ в пространстве Соболева

∘
𝐻1(Π) ⊂ 𝐻1(Π)

функций c нулевым следом на границе 𝜕Π

aΠ[𝑢,𝑣] = (∇𝑢,∇𝑣)Π 𝑢,𝑣 ∈ ∘
𝐻1(Π).

Основные результаты главы 2 следующие:

Теорема 8. Существенный спектр оператора AΠ занимает луч [Λ†,+∞), где
Λ† — первое собственное число в плоском волноводе, изломанном под углом,
равным наименьшему из двугранных углов границы 𝜕Π. Дискретный спектр
оператора AΠ в угловом слое Π конечный и лежит ниже точки отсечки Λ†.

Теорема 9. В правильном угловом слое дискретный спектр AΠ не пуст.

Глава 3 посвящена задачам теории упругости. В первом параграфе изу­
чена асимптотика собственных чисел и функций задачи Дирихле для бигармо­
нического оператора в узкой двумерной области (тонкой пластине Кирхгофа с
жестко защемленными краями), когда ее ширина стремится к нулю. Рассмот­
рена узкая двумерная пластина

Ω𝜀 = {𝑥 = (𝑦,𝑧) ∈ R2 : 𝑦 ∈ (−ℓ,ℓ), 𝑧 ∈ 𝜔𝜀(𝑦)}, 𝜔𝜀(𝑦) = (−𝜀H−(𝑦), 𝜀H+(𝑦)),

где функции H± дважды непрерывно дифференцируемы на отрезке [−ℓ,ℓ], а
𝜀 — малый положительный параметр. Предположим, что функция толщины
H = H−+H+ отделена от нуля, достигает своего максимума H0 только в нуле
и на [−ℓ, ℓ] удовлетворяет условию:

H(𝑦) = H0 − 𝐴|𝑦|2 +𝑂(|𝑦|3), 𝐴 > 0. (1)
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Математическая модель, описывающая свободные изгибные колебания однород­
ной и изотропной пластины Кирхгофа – Лява с жестко защемленными краями,
сводится к изучению спектральной задачи Дирихле для бигармонического опе­
ратора

BΩ𝜀𝑈 𝜀 := ∆2
𝑥𝑈

𝜀 = Λ𝜀𝑈 𝜀(𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝜀, 𝑈 𝜀(𝑥) = 𝜕𝑛𝑈
𝜀(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝜀. (2)

Оператор BΩ𝜀 порожден замкнутой положительно определенной полуторали­
нейной формой

bΩ𝜀[𝑈, 𝑉 ] := (∆𝑥𝑈,∆𝑥𝑉 )Ω𝜀, 𝑈,𝑉 ∈ ∘
𝐻2(Ω𝜀),

где
∘
𝐻2(Ω) — подпространство функций из 𝐻2(Ω) с нулевым следом, у которых

частные производные первого порядка также имеют нулевой след. Собственные
числа оператора BΩ𝜀

0 < Λ𝜀
0 ⩽ Λ𝜀

1 ⩽ . . . ⩽ Λ𝜀
𝑘 ⩽ . . . → +∞,

упорядочены с учетом кратности, а соответствющие им вещественные собствен­
ные функции 𝑈 𝜀

𝑘 , ортонормированы в 𝐿2(Ω
𝜀).

Через (𝑀1, 𝜙1) обозначена первая собственная пара модельной задачи на
интервале (−1,1)

𝜕4
𝜁𝜙(𝜁) = 𝑀𝜙(𝜁), 𝜁 ∈ (−1,1), 𝜙(±1) = 𝜕𝜁𝜙(±1) = 0.

Считая собственную функцию 𝜙1 нормированной в 𝐿2(−1,1), определяем
𝐵 = ‖𝜕𝜁𝜙1;𝐿2(−1,1)‖2, 𝒜 = 𝐴𝐵−1𝑀1, где величина 𝐴 взята из формулы (1).
Далее для описания младших членов асимптотики спектра нам понадобятся
собственные числа m𝑘 =

√
𝒜(2𝑘 + 1), 𝑘 ⩾ 0, и собственные функции w𝑘 кван­

тового гармонического осциллятора

ℒw(𝜂) := −𝜕2
𝜂w(𝜂) +𝒜𝜂2w(𝜂) = mw(𝜂), w ∈ 𝐿2(R).

В первом параграфе главы 3 доказаны следующие весовые и поточечные оценки
собственных функций, демонстрирующие эффект локализации:
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Теорема 10. Для всякого 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные величи­
ны 𝜀𝑘, 𝛽𝑘 и 𝐶𝛽𝑘

, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] и 𝛽 ∈ (0,𝛽𝑘] выполнено неравенство

‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐿2(Ω

𝜀)‖+ 𝜀−1/2‖𝑟ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐿2(Ω

𝜀)‖+ 𝜀1/2‖ℰ𝛽𝜕𝑦𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐿2(Ω

𝜀)‖+
+ 𝜀3/2‖ℰ𝛽𝜕2

𝑦𝑈
𝜀
𝑘 ;𝐿2(Ω

𝜀)‖+ 𝜀3/2‖ℰ𝛽𝜕𝑦𝜕𝑧𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐿2(Ω

𝜀)‖+ 𝜀2‖ℰ𝛽𝜕2
𝑧𝑈

𝜀
𝑘 ;𝐿2(Ω

𝜀)‖ ⩽ 𝐶𝛽𝑘
,

где 𝑟(𝑦) = |𝑦| при 𝑦 ∈ R, и при 𝑅 ∈ (0,ℓ/2) и 𝛽 > 0

ℰ𝛽(𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp(𝛽𝜀−1𝑦2) при |𝑦| ⩽ 𝑅,

exp(𝛽𝜀−1(4𝑅|𝑦| − 2𝑅2 − 𝑦2)) при 𝑅 < |𝑦| < 2𝑅,

exp(2𝛽𝜀−1𝑅2) при |𝑦| ⩾ 2𝑅.

Теорема 11. Для всякого номера 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные
величины 𝜀𝑘, 𝛽𝑘 и C𝛽𝑘

, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] и 𝛽 ∈ (0,𝛽𝑘] выполнено неравен­
ство

‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐶(Ω𝜀)‖ ⩽ C𝛽𝑘

𝜀−2.

Теорема 12. Для всякого номера 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные
величины 𝜀𝑘, 𝛼𝑘 и 𝐶𝛼𝑘

, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верна оценка

|𝑒𝜀−1𝛼𝑘𝑦
2

𝑈 𝜀
𝑘(𝑥)| ⩽ 𝐶𝛼𝑘

𝜀−2, 𝑥 ∈ Ω𝜀.

Обоснована асимптотика собственных чисел:

Теорема 13. Для всякого номера 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные
величины 𝜀𝑘 и C𝑘, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верно неравенство

⃒⃒
Λ𝜀
𝑘 −𝑀1𝜀

−4 − 2𝐵m𝑘𝜀
−3
⃒⃒
⩽ C𝑘𝜀

−5/2.

Собственные подпространства в 𝐿2(Ω
𝜀), отвечающие собственным числам Λ𝜀

𝑘,
почти совпадают с одномерными подпространствами, порожденными функци­
ями

U𝜀
𝑘(𝑦,𝑧) = w𝑘(𝜂

𝜀(𝑦))𝜙1(𝜁
𝜀(𝑥)),

где (𝜂𝜀,𝜁𝜀) — растянутые координаты, заданные формулами

𝜂𝜀(𝑦) = 𝜀−1/2𝑦, 𝜁𝜀(𝑥) = 𝜀−1H−1(𝑦)
(︀
2𝑧 − 𝜀(H+(𝑦)−H−(𝑦))

)︀
.
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Доказана следующая оценка для собственных функций:

Теорема 14. Для всякого номера 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные
величины 𝜀𝑘 и c𝑘, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верно неравенство

⃦⃦
𝑈 𝜀
𝑘 − 𝑎𝑘(𝜀)U

𝜀
𝑘;𝐿2(Ω

𝜀)‖ ⩽ c𝑘𝜀
1/2,

с некоторым коэффициентом 𝑎𝑘(𝜀), зависящим только от малого параметра.

Используя следующую энергетическую норму в
∘
𝐻2(Ω𝜀)

|||𝑈 ;
∘
𝐻2(Ω𝜀)||| =

(︀
bΩ𝜀[𝑈,𝑈 ] +

(︀
𝜀−3 −𝑀1𝜀

−4
)︀
‖𝑈 ;𝐿2(Ω

𝜀)‖
)︀1/2

,

получено уточнение оценки для собственных функций:

Теорема 15. Для всякого номера 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные
величины 𝜀𝑘 и ̃︀𝒞𝑘, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] найдется собственная функция 𝒰 𝜀

𝑘

задачи (2), нормированная |||𝒰 𝜀
𝑘 ;

∘
𝐻2(Ω𝜀)||| = 1, для которой верна оценка

|||𝒰 𝜀
𝑘 − a𝑘(𝜀)U

𝜀
𝑘;

∘
𝐻2(Ω𝜀)||| ⩽ ̃︀𝒞𝑘𝜀1/2,

где
U𝜀

𝑘(𝑥) = 𝒳 (𝑦) (w𝑘(𝜂
𝜀(𝑦))𝜙1(𝜁

𝜀(𝑥)) + 𝜀𝜈(𝜁𝜀(𝑥))w′′
𝑘(𝜂

𝜀(𝑦))) ,

𝒳 — произвольная гладкая срезающая функция, принимающая значения
в промежутке [0,1] и заданная для некоторого фиксированного значения
𝑅 ∈ (1,ℓ/2) соотношениями 𝒳 (𝑦) = 1 при |𝑦| < 𝑅− 1 и 𝒳 (𝑦) = 0 при |𝑦| > 𝑅,
функция 𝜈 решает краевую задачу на интервале (−1,1)

𝜕4
𝜁𝜈 −𝑀1𝜈 = −2

(︀
𝜕2
𝜁𝜙1 +𝐵𝜙1

)︀
, 𝜈(±1) = 𝜕𝜁𝜈(±1) = 0

и удовлетворяет условиям ортогональности (𝜈, 𝜙1)(−1,1) = 0, а
a𝑘(𝜀) = |||U𝜀

𝑘;
∘
𝐻2(Ω𝜀)|||−1 — нормирующий множитель.

Во втором параграфе падение плоской упругой волны на тонкую полубес­
конечную пластину Кирхгофа Ω со свободной периодической границей описано
спектральной задачей для бигармонического оператора с условиями Неймана
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на границе. Учитывая условие периодичности границы, эта задача сводится к
спектральной задаче в полубесконечной полосе 𝜔 = {𝑥 = (𝑦,𝑧) ∈ Ω: 0 < 𝑧 < 1}
для бигармонического оператора B𝜔, порожденного замкнутой положительно
определенной полуторалинейной формой

𝑏𝜔[𝑢,𝑣]=

∫︁
𝜔

(∆𝑥𝑢∆𝑥𝑣+(1− 𝜈)(2𝜕2
𝑧𝑦𝑢𝜕

2
𝑧𝑦𝑣−𝜕2

𝑧𝑢𝜕
2
𝑦𝑣 − 𝜕2

𝑦𝑢𝜕
2
𝑧𝑣))𝑑𝑥,

определенной на подпространстве 𝐻2
𝑝𝑒𝑟(𝜔) функций из пространства 𝐻2(𝜔) с

условиями квазипериодичности на границе:

𝑢(𝑦,0) = 𝑒𝑖𝜃𝑢(𝑦,1), 𝜕𝑧𝑢(𝑦,0) = 𝑒𝑖𝜃𝜕𝑧𝑢(𝑦,1), (𝑦,0), (𝑦,1) ∈ 𝜕𝜔.

Основной результат, доказанный в этом параграфе, следующий:

Теорема 16. Если кусочно 𝐶4-гладкая граница 𝜕𝜔− не является объединением
отрезков, параллельных оси 𝑧, при 𝜃 ̸= 0 ниже точки отсечки существуют
собственные числа оператора B𝜔.

В заключении перечисляются основные результаты диссертации.
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Глава 0. Вспомогательные сведения

§ 1. Некоторые обозначения

Через R𝑛 обозначаем 𝑛-мерное евклидово векторное пространство со стан­
дартным ортонормированным базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . ,𝑒𝑛. Расстояние между точками
𝑥,𝑦 ∈ R𝑛 обозначаем |𝑥 − 𝑦|. Если 𝐴 и 𝐵 подмножества 𝑅𝑛, через dist(𝐴,𝐵)

обозначаем расстояние между этими подмножествами, заданное формулой

dist(𝐴,𝐵) = inf
𝑥∈𝐴, 𝑦∈𝐵

|𝑥− 𝑦|.

Выпуклая оболочка множества 𝐴 обозначается conv(𝐴). Размерность простран­
ства 𝑋 обозначается dim(𝑋), коразмерность — codim(𝑋). Если 𝐸 — нормиро­
ванное пространство, норму 𝑥 ∈ 𝐸 обозначаем ‖𝑥;𝐸‖. Через S𝑑 обозначаем
сферу в R𝑑 единичного радиуса с центром в нуле.

Если Ω — область (т.е. открытое связное множество), то через 𝜕Ω обо­
значаем границу Ω. Производную функции вдоль внешней нормали к границе
обозначаем 𝜕𝑛.

Носитель функции обозначаем supp.
Через 𝛿𝑗,𝑘 обозначается символ Кронекера:

𝛿𝑗,𝑘 =

⎧⎨⎩1, 𝑗 = 𝑘,

0, 𝑗 ̸= 𝑘.

Для краткости для частных производных используем обозначения
𝜕𝑥 =

𝜕
𝜕𝑥 , 𝜕𝑦 = 𝜕

𝜕𝑦 , 𝜕𝑧 = 𝜕
𝜕𝑧 , 𝜕2

𝑥 = 𝜕2

𝜕𝑥2 , 𝜕2
𝑦 = 𝜕2

𝜕𝑦2 , 𝜕2
𝑦𝑧 = 𝜕2

𝜕𝑦𝜕𝑧 , 𝜕2
𝑧 = 𝜕2

𝜕𝑧2 , и.т.д.
Оператор слабого дифференцирования обозначаем 𝐷𝛼, где 𝛼 — мультииндекс.
Оператор Лапласа по переменным 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . ,𝑥𝑛) ∈ R𝑛 задается формулой

∆𝑥 = ∇𝑥 · ∇𝑥 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕2
𝑥𝑗
.
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Кроме того, если 𝑧 = (𝑥𝑗1,𝑥𝑗2, . . . ,𝑥𝑗𝑘) ∈ R𝑘, где множество индексов

𝐽 = {𝑗1,𝑗2, . . . ,𝑗𝑘}, 1 ⩽ 𝑗1 < 𝑗2 < . . . < 𝑗𝑘 ⩽ 𝑛,

является подмножеством
𝐼 = {1, 2, . . . , 𝑛},

то
∆𝑧 = ∇𝑧 · ∇𝑧 =

∑︁
𝑗∈𝐽

𝜕2
𝑥𝑗

и ∆𝑧⊥ = ∇𝑧⊥ · ∇𝑧⊥ =
∑︁
𝑗∈𝐼∖𝐽

𝜕2
𝑥𝑗
,

при этом операторы градиента по переменным 𝑧 и 𝑧⊥ задаются формулами

∇𝑧 =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑒𝑗𝜕𝑥𝑗
и ∇𝑧⊥ =

∑︁
𝑗∈𝐼∖𝐽

𝑒𝑗𝜕𝑥𝑗
.

Символом обозначается конец доказательства.

§ 2. Функциональные пространства

Введем обозначения для встречающихся в работе пространств функций.
Пусть Ω обозначает область в R𝑁 , т.е. произвольное открытое односвязное мно­
жество, необязательно ограниченное.

Множество непрерывных функций на Ω обозначим 𝐶(Ω), его подпростран­
ство функций, имеющих компактный носитель в Ω обозначим через 𝐶0(Ω). Ана­
логично 𝑛 раз непрерывно дифференцируемые функции в области Ω обознача­
ются 𝐶𝑛(Ω), а подпространство функций с компактным носителем в Ω обо­
значается 𝐶𝑛

0 (Ω). Пространство бесконечно дифференцируемых функций в Ω

обозначается 𝐶∞(Ω), его подпространство функций с компактным носителем
в Ω обозначаем через 𝐶∞

0 (Ω).
Каждая ограниченная функция 𝜙 ∈ 𝐶(Ω), равномерно непрерывная в Ω,

допускает единственное ограниченное продолжение на замыкание Ω. Соответ­
ственно, банахово пространство ограниченных и равномерно непрерывных в Ω

функций из 𝐶𝑛(Ω) с ограниченными и равномерно непрерывными производны­
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ми вплоть до порядка 𝑛 обозначим 𝐶𝑛(Ω). Норма в этом пространстве

‖𝜙;𝐶𝑛(Ω)‖ = max
0⩽|𝛼|⩽𝑛

sup
𝑥∈Ω

|𝐷𝛼𝜙(𝑥)|.

Обозначим через 𝐿𝑝(Ω) банахово пространство функций, суммируемых по
мере Лебега в Ω со степенью 1 ⩽ 𝑝 < ∞ с нормой

‖𝑢;𝐿𝑝(Ω)‖ =

⎛⎝∫︁
Ω

‖𝑢‖𝑝 𝑑𝑥

⎞⎠1/𝑝

.

Кроме того, при 𝑝 = +∞

‖𝑢;𝐿∞(Ω)‖ = ess sup
𝑥∈Ω

|𝑢(𝑥)|.

Для стандартного скалярного произведения в гильбертовом простран­
стве 𝐿2(Ω) используем запись

(𝑓,𝑔)Ω =

∫︁
Ω

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Там, где это не приводит к недоразумениям, индекс Ω опущен.
Для натурального 𝑛 и 1 ⩽ 𝑝 < +∞ обозначим подпространство 𝐿𝑝(Ω)

𝑛 раз дифференцируемых в Ω функций с суммируемой с показателем 𝑝 𝑛-ой
производной через 𝑊 𝑛

𝑝 (Ω). Стандартная норма в этом банаховом пространстве
имеет вид

‖𝑢;𝑊 𝑛
𝑝 (Ω)‖ =

⎛⎝ ∑︁
0⩽|𝛼|⩽𝑛

‖𝐷𝛼𝑢;𝐿𝑝(Ω)‖𝑝
⎞⎠1/𝑝

.

Пространство 𝐻𝑛(Ω) — пополнение множества

{𝑢 ∈ 𝐶𝑛(Ω) : ‖𝑢;𝑊 𝑛
2 (Ω)‖ < ∞}

по норме ‖·;𝑊 𝑛
2 (Ω)‖. Доказательство следующего факта можно найти, напри­

мер, в [23, Теорема 3.16].

Теорема 1. При 1 ⩽ 𝑝 < ∞ и 𝑛 ⩾ 1 справедливо 𝐻𝑛(Ω) = 𝑊 𝑛
2 (Ω).
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Через
∘
𝐻𝑛(Ω) обозначим подпространство функций из 𝐻𝑛(Ω) с нулевым

следом, частные производные которых вплоть до порядка 𝑛 − 1 также име­
ют нулевой след. Существование следа функций из

∘
𝐻1(Ω), где Ω — область с

𝐶1-кусочно гладкой границей обосновано в [23, Теорема 5.22].
Область Ω обладает равномерным свойством конуса если существуют ло­

кально конечное покрытие границы 𝜕Ω открытыми множествами {𝑈𝑗}∞𝑖=1 и по­
следовательность ограниченных прямых круговых конусов {𝐶𝑗}∞𝑖=1, изометри­
чески изоморфных некоторому фиксированному конусу 𝐶, такие что

– существует такое 𝑀 > 0, что диаметр каждого множества 𝑈𝑗 мень­
ше 𝑀 ;

– существует такое 𝛿 > 0, что

∞⋃︁
𝑗=1

𝑈𝑗 ⊃ Ω𝛿 = {x ∈ Ω: dist(x, 𝜕Ω) < 𝛿};

– при всех 𝑗 выполнено

𝑄𝑗 =
⋃︁

𝑥∈Ω∩𝑈𝑗

(𝑥+ 𝐶𝑗) ⊂ Ω;

– существует такое натуральное 𝑁 , что любое 𝑁 +1 множество из семей­
ства 𝑄𝑗 имеют пустое пересечение.

Область Ω обладает свойством конуса если существует такой ограничен­
ный конус 𝐶, что любая точка 𝑥 ∈ Ω является вершиной конуса 𝐶𝑥 ⊂ Ω,
изометрически изоморфного 𝐶. Заметим, что свойство конуса следует из рав­
номерного свойства конуса.

Область Ω ∈ R𝑛 удовлетворяет сильному локальному свойству липшицево­
сти, если существуют положительные числа 𝛿 и 𝑀 , локально конечное покры­
тие границы 𝜕Ω открытыми множествами {𝑈𝑗}∞𝑖=1 и для каждого открытого
множества 𝑈𝑗 вещественная функция 𝑓𝑗 от 𝑛 − 1 вещественной переменной,
удовлетворяющие следующим условиям:

– существует такое натуральное 𝑁 , что любые 𝑁+1 множество из набора
𝑈𝑗 имеют пустое пересечение;
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– для каждой такой пары точек 𝑥,𝑦 ∈ Ω𝛿 = {x ∈ Ω: dist(x, 𝜕Ω) < 𝛿}, что
|𝑥− 𝑦| < 𝛿, существует такой номер 𝑗, что

𝑥,𝑦 ∈ U𝑗 = {x ∈ 𝑈𝑗 : dist(x,𝜕𝑈𝑗) > 𝛿}.

– каждая функция 𝑓𝑗 удовлетворяет условию Липшица с константой 𝑀 :

|𝑓(𝜉1, . . . 𝜉𝑛−1)− 𝑓𝑗(𝜂1, . . . ,𝜂𝑛−1)| ⩽ 𝑀 |(𝜉1 − 𝜂1, . . . ,𝜉𝑛−1 − 𝜂𝑛−1)|;

– в каждом 𝑈𝑗 существует такая декартова система координат
(𝜉𝑗,1, . . . 𝜉𝑗,𝑛), в которой множество Ω ∩ 𝑈𝑗 совпадает с подграфиком

𝜉𝑗,𝑛 < 𝑓𝑗(𝜉𝑗,1, . . . ,𝜉𝑗,𝑛−1).

Замечание 1. ([23, §4]) Из свойства сильной локальной липшицевости сле­
дует равномерное свойство конуса.

Замечание 2. ([23, §4]) Если область Ω ограничена, то и равномерное свой­
ство конуса и сильное локальное свойство липшицевости следуют из локаль­
ной липшицевости границы Ω, заключающегося в том, что для каждой точки
x ∈ 𝜕Ω существует такая окрестность 𝑈x, что 𝜕Ω∩𝑈x является графиком лип­
шицевой функции.

Замечание 3. ([23, Следствие 4.16]) Функционал

𝑢 →

⎛⎝‖𝜙;𝐿2(Ω)‖2 +
∑︁
|𝛼|=𝑛

‖𝐷𝛼𝜙;𝐿2(Ω)‖2
⎞⎠1/2

определенный на пространстве 𝐻𝑛(Ω) является нормой, эквивалентной стан­
дартной, если выполнено любое из следующих условий:

– Ω обладает равномерным свойством конуса;
– Ω ограничена и обладает свойством конуса.

Далее там, где это не вызывает противоречий, наравне со стандартной нормой,
будем использовать эквивалентную норму в 𝐻𝑛(Ω).

Сформулируем теорему Реллиха о компактности вложения.
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Теорема 2. ([23, Теорема 6.2]) Если Ω — область в R𝑁 , а Ω0 — ограни­
ченная подобласть в Ω, при всех 𝑚 ⩾ 1 оператор вложения

∘
𝐻𝑚(Ω) → 𝐿2(Ω0)

компактный. Если область Ω удовлетворяет свойству конуса, то при 𝑚 ⩾ 1

оператор вложения 𝐻𝑚(Ω) → 𝐿2(Ω0) компактный.

Также нам понадобится Теорема вложения 𝐻𝑚(Ω) в 𝐶(Ω) в упрощенном
виде.

Теорема 3. ([23, Лемма 5.17]) Пусть область Ω ∈ R𝑁 удовле­
творяет сильному локальному свойству липшицевости, и кроме этого
2(𝑚− 1) ⩽ 𝑁 < 2𝑚, тогда оператор вложения 𝐻𝑚(Ω) → 𝐶(Ω) ограничен, и
его норма оценивается через параметры 𝛿 и 𝑀 , участвующие в определении
сильного локального свойства липшицевости.

§ 3. Вспомогательные факты теории самосопряженных операторов

Области определения самосопряженных расширений оператора Лапласа и
бигармонического оператора в областях нетривиальной формы в окрестностях
углов и “швов” могут быть устроены довольно сложно. Приведем пример

Пример 1. ([14, Пример 1.4]) Рассмотрим на плоскости конус

𝐾 = {(𝑟, 𝜙) : 𝑟 > 0, 𝜙 ∈ (0, 3/2𝜋)},

где (𝑟, 𝜙) — полярные координаты на плоскости с центром в начале коорди­
нат 𝑂. Пусть Ω ⊂ 𝐾 — ограниченная область, совпадающая с 𝐾 внутри некото­
рой окрестности точки 𝑂. Пусть также граница Ω является гладкой вне любой
окрестности окрестности 𝑂. Рассмотрим функцию 𝑢 = 𝜒(𝑟)𝑟2/3 sin(2𝜙/3), где
𝜒 — гладкая срезающая функция, равная 1 в окрестности 𝑂 и обращающаяся в
ноль при 𝑟 ⩾ dist(𝑂, 𝜕Ω ∖ 𝜕𝐾). Функция 𝑢 удовлетворяет условию Дирихле на
всей границе 𝜕Ω и ∆𝑢 = [∆, 𝜒](𝜒𝑟2/3 sin(2𝜙/3)) ∈ 𝐶∞

0 (Ω ∖𝑂), где квадратными
скобками обозначен коммутатор оператора Лапласа и оператора умножения на
гладкую срезку. Таким образом, даже при бесконечно дифференцируемом ∆𝑢,
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функция 𝑢 может не содержаться в пространстве 𝐻2(Ω). Более того, согласно
результатам, описанным в [14, глава 5], областью определения самосопряжен­
ного расширения лапласиана в Ω является пространство

𝒟(∆) = {𝑢 ∈ ∘
𝑊 1

2(Ω) : 𝑢 = 𝑐𝜒(𝑟)𝑟2/3 sin(2𝜙/3) + ̃︀𝑢, 𝑐 ∈ R, ̃︀𝑢 ∈ ∘
𝑊 2

2(Ω).}

Чтобы избежать сложностей, возникающих из-за зависимости области
определения операторов от формы границы, в этой работе самосопряженные
расширения операторов задаются через полуторалинейные формы при помощи
следующей теоремы

Теорема 4. ([19, Теорема VIII.15]) Всякая замкнутая полуограниченная
полуторалинейная форма a, определенная на линейном подмножестве 𝒟(A)

плотном в гильбертовом пространстве 𝐻, порождается некоторым одно­
значно определенным самосопряженным оператором A. Область определения
оператора 𝒟(A) содержится в области определения отвечающей ему фор­
мы 𝒟(a). Для всех функций 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒟(A) выполнено

a[𝑢,𝑣] = (A𝑢, 𝑣) = (𝑢,A𝑣).

Далее A обозначает самосопряженный оператор в гильбертовом простран­
стве 𝐻. Через 𝜎(A) обозначим спектр оператора A. В данной работе использу­
ется следующая классификация точек спектра (см. [4, §9.1]):

– дискретный спектр 𝜎𝑑(A), состоящий из изолированных собственных
значений конечной кратности;

– существенный спектр 𝜎𝑒𝑠𝑠(A) = 𝜎(A) ∖ 𝜎𝑑(A).
В свою очередь, существенный спектр является объединением точек непре­

рывного спектра, т.е. тех точек 𝜆 ∈ C, для которых образ оператора A − 𝜆 не
замкнут в 𝐻, и собственных чисел бесконечной кратности. Следующая теорема
дает простую характеризацию точек непрерывного спектра:

Теорема 5. ([4, Теорема 6.1.3]) Непрерывный спектр самосопряженного
оператора A есть множество неизолированных точек в 𝜎(A).

Две теоремы ниже используются для определения существенного спектра
операторов.
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Теорема 6. (Критерий Вейля [4, Теорема 9.1.2]) Для самосопряжен­
ного оператора A, действующего в гильбертовом пространстве 𝐻, условие
𝜆 ∈ 𝜎𝑒𝑠𝑠(A) равносильно существованию последовательности Вейля (сингу­
лярной последовательности), т.е. последовательности функций 𝑢𝑛, удовле­
творяющих следующим свойствам

a) inf
𝑛
‖𝑢𝑛;𝐻‖ > 0,

b) 𝑢𝑛 → 0 слабо в 𝐻,
c) 𝑢𝑛 ∈ 𝒟(A),
d) ‖A𝑢𝑛 − 𝜆𝑢𝑛;𝐻‖ → 0.

По области определения полуограниченного оператора можно узнать, бу­
дет ли спектр чисто дискретным.

Теорема 7. ([4, Теорема 10.1.5], [12, Теорема 5.6.1] и [20, Теорема

XIII.64]) Для полуограниченного снизу самосопряженного оператора A, дей­
ствующего в сепарабельном гильбертовом пространстве 𝐻, следующие усло­
вия эквивалентны:

– спектр оператора дискретен, собственные числа оператора образуют
неубывающую, стремящуюся к бесконечности последовательность, и
существует ортонормированный базис в 𝐻 из собственных векторов,
отвечающих этим числам;

– оператор вложения области определения 𝒟(A) в 𝐻 компактный;
– оператор вложения области определения 𝒟(a) в 𝐻 компактный;
– существует такое 𝜆 ∈ C из резольвентного множества, что резоль­

вента (A− 𝜆)−1 является компактным оператором;
– для всех 𝜆 из резольвентного множества резольвента (A−𝜆)−1 явля­

ется компактным оператором.

Замечание 4. В [4, Теорема 10.1.5] и [12, Теорема 5.6.1] это утверждение до­
казано для положительных операторов, при этом в [4, §10.2] есть комментарий,
что эти свойства распространяются и на полуограниченные снизу операторы.
Действительно, если резольвента компактна для какого-то элемента из резоль­
вентного множества, то она компактна на всем резольвентном множестве, поэто­
му прибавление к положительному оператору слагаемого, пропорционального
тождественному, не меняет спектральных свойств.
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Для оценки собственных чисел нам потребуется

Теорема 8. (Максиминимальный принцип [20, Теорема XIII.1],

[20, Теорема XIII.2] и [4, Теорема 10.2.1], [4, Теорема 10.2.2])

Для самосопряженного оператора A, порожденного в гильбертовом простран­
стве 𝐻 замкнутой полуограниченной снизу полуторалинейной формой a, ве­
личина

𝜆𝑗(A) = sup
codim𝐸⩽𝑗−1

inf
𝑢∈𝐸∩𝒟(a)∖{⃗0}

a[𝑢, 𝑢]

‖𝑢;𝐻‖2 , (0.1)

где супремум берется по всем подпространствам 𝐸 коразмерности 𝑗−1 в про­
странстве 𝐻, либо является 𝑗-ым с учетом кратности собственным числом
оператора A, либо нижней границей существенного спектра A. В последнем
случае для всех 𝑘 > 𝑗 выполнено 𝜆𝑗(A) = 𝜆𝑘(A). Супремум в формуле (0.1)
достигается, когда в качестве 𝐸 выбирается ортогональное дополнение ли­
нейной оболочки первых 𝑗 − 1 собственных функций. Величину 𝜆𝑗(A) можно
также выразить формулой

𝜆𝑗(A) = sup
codim𝐸⩽𝑗−1

inf
𝑢∈𝐸∩𝒟(A)∖{⃗0}

(A𝑢, 𝑢)

‖𝑢;𝐻‖2 .

Замечание 5. Стоит отметить, что согласно Теореме 7 для операторов с ком­
пактной резольвентой формула 𝜆𝑗(A) всегда определяет 𝑗-ое собственное число.

Для обоснования множественности собственных чисел оказывается полез­
ной следующая теорема

Теорема 9. ([4, Теорема 10.2.3]) Пусть A — самосопряженный полуо­
граниченный снизу оператор в гильбертовом пространстве 𝐻, и для порож­
дающей его формы справедлива оценка

a[𝑢,𝑢] > −𝑀‖𝑢;𝐻‖2, ∀𝑢 ∈ 𝒟(a).

Рассмотрим линейные множества 𝐹 ⊂ 𝒟[a], для каждого из которых при
Λ > 𝑀 выполняется

a[𝑢, 𝑢] < Λ‖𝑢;𝐻‖2, 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑥 ̸= 0.
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Тогда для спектральной меры 𝐸A оператора A выполнено соотношение

dim𝐸A[𝑀,Λ)𝐻 = sup
𝐹

dim𝐹.

Для оценки количества собственных чисел далее используется упрощен­
ный вариант этой теоремы:

Следствие 1. Если в условиях Теоремы 9 спектр оператора A левее точки Λ

дискретен, и существует такое 𝑛-мерное подпространство 𝐹 ⊂ 𝐻, что для
всякой функции 𝑢 ∈ 𝐹 выполнено неравенство

a[𝑢, 𝑢] < Λ‖𝑢;𝐻‖2,

то с учетом кратности существуют по крайней мере 𝑛 собственных чисел
оператора A меньше Λ.

Теорема 10. [4, Теорема 10.2.4] Пусть A, B — самосопряженные полу­
ограниченные снизу операторы, и A ⩾ B. Пусть спектр B левее точки Λ,
Λ ⩽ +∞, дискретен. Тогда спектр A левее Λ также дискретен, причем
𝜆𝑘(A) ⩾ 𝜆𝑘(B), 𝑘 = 1, 2, . . ..

Для изучения асимптотики собственных пар операторов с компактной ре­
зольвентой нам понадобится следующая лемма

Лемма 1. О почти собственных числах и векторах ([5, §9.1])

Пусть 𝒯 — компактный самосопряженный оператор, действующий в гиль­
бертовом пространстве ℋ. Если существуют такие положительная величи­
на 𝛽 и функция 𝑓 ∈ ℋ, что ‖𝑓 ;ℋ‖ = 1 и ‖𝒯 𝑓−𝛽𝑓 ;ℋ‖ ⩽ 𝑡 ∈ (0,𝛽), то отрезок
[𝛽 − 𝑡,𝛽 + 𝑡] содержит по крайней мере одно собственное число оператора 𝒯 .

Если при этом существует такое 𝑇 > 𝑡, что отрезки [𝛽 − 𝑡,𝛽 + 𝑡]

и [𝛽 − 𝑇,𝛽 + 𝑇 ] содержат ровно одно собственное число оператора 𝒯 , то
найдется нормированная в ℋ собственная функция ℱ , отвечающая этому
собственному числу, для которой верно неравенство

⃦⃦
ℱ − 𝑓 ;ℋ

⃦⃦
⩽ 2𝑡𝑇−1.
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§ 4. Спектральные свойства оператора Лапласа с граничными
условиями Дирихле

Пусть Ω — область в R𝑛. Согласно Теореме 4 полуторалинейная положи­
тельно определенная форма

aΩ[𝑢,𝑣] := (∇𝑢,∇𝑣)Ω

с областью определения
∘
𝐻1(Ω), порождает самосопряженный оператор Лапласа

AΩ𝑢(𝑥) = −∆𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω; 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω.

с условиями Дирихле на границе.
Следующие теоремы являются следствием максиминимального принципа

(Теорема 8):

Теорема 11. ([7, Теорема 8.38]) Если дискретный спектр AΩ не пуст, то
минимальное собственное значение является простым, а соответствующая
ему собственная функция не обращается в ноль в Ω и может быть выбрана
положительной.

Замечание 6. Заметим, что в точках границы 𝜕Ω, удовлетворяющих условию
внутренней сферы (т.е. в таких точках 𝑥0 ∈ 𝜕Ω, что существует шар 𝐵𝑥0

∈ Ω,
что 𝑥0 ∈ 𝜕Ω) первая собственная функция оператора Лапласа, выбранная поло­
жительной в Ω, удовлетворяет сильному принципу максимума, и ее нормальная
производная в этих точках отрицательна (см., например, [7, Лемма 3.4]).

Теорема 12. ([63, Теорема 4.7]) Пусть Ω — открытая область в R𝑛,
и ̃︀Ω ⊂ Ω — такая открытая область, что внутренность дополнения Ω ∖ ̃︀Ω
не пустая. Предположим, что каждый из операторов AΩ и Ã︀Ω содержат не
менее 𝑛 собственных чисел:

0 < 𝜆1(AΩ) < 𝜆2(AΩ) ⩽ . . . ⩽ 𝜆𝑛(AΩ)
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и
0 < 𝜆1(Ã︀Ω) < 𝜆2(Ã︀Ω) ⩽ . . . ⩽ 𝜆𝑛(Ã︀Ω).

Тогда при всех 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 выполнено неравенство

𝜆𝑗(Ω) > 𝜆𝑗(̃︀Ω).
§ 5. Спектры некоторых операторов

Гармонический осциллятор

Рассмотрим спектральную задачу для квантового гармонического осцил­
лятора

ℒw(𝜂) := −𝜕2
𝜂w(𝜂) +𝒜𝜂2w(𝜂) = mw(𝜂), w ∈ 𝐿2(R), (0.2)

где 𝒜 > 0. Спектр оператора ℒ, порожденного уравнением (0.2), дискретный
(см., например, [21]) и состоит из последовательности простых собственных чи­
сел

m𝑘 =
√
𝒜(2𝑘 + 1), 𝑘 ∈ N0,

отвечающих собственным функциям, образующим ортонормированный ба­
зис 𝐿2(R), и имеющим вид

w𝑘(𝜂) = (2𝑘𝑘!)−1/2𝒜1/8𝜋−1/4H𝑘(𝒜1/4𝜂)𝑒−
√
𝒜𝜂2

2 , (0.3)

где H𝑘(𝑧) = (−1)𝑛𝑒𝑧
2 𝑑𝑛

𝑑𝑧𝑛

(︁
𝑒−𝑧2

)︁
— многочлены Эрмита.

Из формулы (0.3) следует, что при всех 𝑘 ∈ N0 существует такая положи­
тельная величина 𝐶w𝑘

, что при всех 𝜂 ∈ R верны неравенства

|𝜕𝑝
𝜂w𝑘(𝜂)| ⩽ 𝐶w𝑘

𝑒−|𝜂|, 0 ⩽ 𝑝 ⩽ 4, (0.4)

и, в частности, ‖𝜕𝑝
𝜂w𝑘;𝐿2(R)‖ ⩽ 𝐶w𝑘

.
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Замечание 7. Конечно, в правой части неравенства (0.4) можно поставить
выражение 𝐶w𝑘

exp(−𝑎|𝜂|2) с любым 𝑎 <
√
𝒜/2. Однако в дальнейшем нам

будет достаточно более слабой оценки.

Оператор ℒ можно рассматривать как оператор, порожденный замкнутой
квадратичной формой

𝑞ℒ[w] =

∫︁
R

|𝜕𝜂w(𝜂)|2 +𝒜𝜂2|w(𝜂)|2𝑑𝜂,

определенной в пространстве

ℋℒ =
{︀
w ∈ 𝐻1(R) : ‖w;ℋℒ‖ ⩽ +∞

}︀
, ‖w;ℋℒ‖ =

√︀
𝑞ℒ[w] + ‖w;𝐿2(R)‖2.

При этом спектральная задача (0.2) допускает эквивалентную вариационную
постановку∫︁

R

𝜕𝜂w(𝜂)𝜕𝜂𝑓(𝜂) +𝒜𝜂2w(𝜂)𝑓(𝜂) 𝑑𝜂 = m

∫︁
R

w(𝜂)𝑓(𝜂) 𝑑𝜂, ∀𝑓 ∈ ℋℒ. (0.5)

Предложение 1. Область определения ℋℒ порождающей его квадратичной
формы компактно вкладывается в 𝐿2(R).

Доказательство. Утверждение следует из Теоремы 7 вследствие явного вида
собственных пар оператора ℒ.

Уравнение Эйри

Рассмотрим спектральную задачу, порожденную дифференциальным
уравнением

−𝜕2
𝜂w(𝜂) +𝒜|𝜂|w(𝜂) = 𝜇w(𝜂), 𝜂 ∈ R, (0.6)

при 𝒜 > 0 в классе функций, экспоненциально затухающих на бесконечности.
Согласно [20, Теорема XIII.67] спектр оператора, порожденного левой частью
уравнения (1.11), дискретный и образует монотонную неограниченную последо­
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вательность собственных чисел

0 < 𝜇1 < 𝜇2 < . . . < 𝜇𝑛 < . . . → +∞.

С помощью замены переменных 𝑧 = 𝒜1/3|𝜂|−𝒜−2/3𝜇𝑛 уравнение (0.6) сводится
к уравнению Эйри

𝑦′′(𝑧) = 𝑧𝑦(𝑧), 𝑧 ∈ R.

Согласно [1] из двух линейно независимых решений этого уравнения лишь одно
ограничено. Таким образом, собственные числа 𝜇𝑗, 𝑗 ⩾ 1, простые, соответству­
ющие им собственные функции w1, w2, . . . , w𝑗, . . . можно выбрать ортонорми­
рованными

(w𝑗,w𝑘)𝐿2(R) = 𝛿𝑗,𝑘, 𝑗,𝑘 ∈ N. (0.7)

Более того, функции w𝑘 можно выразить явно через функции Эйри

w𝑛(𝜂) = 𝑎𝑛Ai(𝒜1/3|𝜂| − 𝒜−2/3𝜇𝑛),

где 𝑎𝑛 — нормирующий множитель. Согласно [24, формула 10.4.59] (см. дока­
зательство в [1])

Ai(𝑧) ∼ 1

2
𝜋−1/2𝑧−1/4𝑒−𝑇

+∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑐𝑘𝑇
−𝑘, 𝑧 > 0, (0.8)

где

𝑇 =
2

3
𝑧3/2, 𝑐0 = 1, 𝑐𝑘 =

Γ (3𝑘 + 1/2)

54𝑘𝑘!Γ (𝑘 + 1/2)
,

и Γ обозначает гамма функцию. Из формулы (0.8) следует грубая оценка экспо­
ненциального затухания для собственных функций, а именно, при всех 𝑘 ∈ N0

существует такая положительная величина 𝐶w𝑘
, что при всех 𝜂 ∈ R верны

неравенства
|w𝑘(𝜂)| ⩽ 𝐶w𝑘

𝑒−|𝜂|, и |𝜕𝜂w𝑘(𝜂)| ⩽ 𝐶w𝑘
𝑒−|𝜂|. (0.9)
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§ 6. Собственные числа некоторых плоских фигур

В этом параграфе представлены количественные оценки и асимптотики
собственных чисел оператора Лапласа в областях разной формы, которые по­
надобятся для изучения спектра оператора Лапласа, определенного на много­
мерных областях.

Собственные числа краевой задачи Дирихле оператора Лапласа в круге
и полукруге единичного диаметра выражаются через корни функций Бесселя,
которые известны с любой степенью точности. Приближенные значения этих
величин можно найти, например, в [18].

Предложение 2. Первое собственное число 𝜆1 краевой задачи Дирихле опе­
ратора Лапласа в круге единичного диаметра удовлетворяет неравенству

𝜆1 < 2.35𝜋2.

Предложение 3. Первое собственное число 𝜆1∙ краевой задачи Дирихле опе­
ратора Лапласа в полукруге единичного диаметра удовлетворяет неравенству

𝜆1∙ > 5.95𝜋2.

В работах [15; 52] получена асимптотика собственных чисел задачи Дири­
хле оператора Лапласа в вытянутом ромбе.

Предложение 4. Собственные числа 𝜆H
𝑘 , 𝑘 ⩾ 0, оператора Лапласа с услови­

ем Дирихле в ромбе 𝜔H, полученном из ромба с единичной диагональю

𝜔♢ =
{︁
(𝑦,𝑧) ∈ R2 : |𝑦|+ |𝑧| < 1/2

}︁
,

растягиванием в H раз вдоль оси 𝑧

𝜔H =
{︁
(𝑦,𝑧) : (𝑦,ℋ−1𝑧) ∈ 𝜔♢

}︁
,
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имеют следующую асимптотику

𝜆H
𝑘 = 𝜋2 + 𝜇𝑘H

−2/3 +𝑂(H−4/3), H → +∞,

где 𝜇𝑘, 𝑘 ⩾ 0, — 𝑘-ое собственное число оператора, порожденного дифферен­
циальным уравнением

−𝜕2
𝜁𝑤(𝜁) + 4𝜋2|𝜁|𝑤(𝜁) = 𝜈𝑤(𝜁), 𝜁 ∈ R.

В работах [30; 53; 68] получена асимптотика собственных чисел задачи
Дирихле оператора Лапласа в эллипсе с близким к единице эксцентриситетом.

Предложение 5. Собственные числа 𝜆H
𝑘 , 𝑘 ⩾ 0, оператора Лапласа с услови­

ем Дирихле в эллипсе 𝜔H, полученном из круга единичного диаметра

𝜔∘ =
{︁
(𝑦,𝑧) ∈ R2 : |𝑦|2 + |𝑧|2 < 1/4

}︁
,

растягиванием в H раз вдоль оси 𝑧

𝜔H =
{︁
(𝑦,𝑧) : (𝑦,ℋ−1𝑧) ∈ 𝜔∘

}︁
,

имеют следующую асимптотику

𝜆H
𝑘 = 𝜋2 + 𝜇𝑘H

−1/2 +𝑂(H−1), H → +∞,

где 𝜇𝑘 = 2𝜋(2𝑘+1), 𝑘 ⩾ 0, — собственные числа гармонического осциллятора,
соответствующие собственные функции которых удовлетворяют уравнению

−𝜕2
𝜁𝑤(𝜁) + 4𝜋2𝜁2𝑤(𝜁) = 𝜈𝑤(𝜁), 𝜁 ∈ R.
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§ 7. Спектральные свойства оператора Лапласа в областях,
имеющих цилиндрические выходы на бесконечность

Рассмотрим область Ω в пространстве R𝑑, 𝑑 ⩾ 2, состоящую из ограничен­
ной области Ω0 c липшицевой границей и непересекающихся полубесконечных
цилиндрических выводов на бесконечность 𝑄1, . . . ,𝑄𝑁

Ω = Ω0 ∪
𝑁⋃︁
𝑛=1

𝑄𝑛.

Каждый вывод изометрически изоморфен 𝑄𝑛 = 𝜔𝑛 × [0,+∞), где 𝜔𝑛 — огра­
ниченная область с липшицевой границей в R𝑑−1. Снабдим каждый “рукав” 𝑄𝑛

системой координат (𝑥𝑛, 𝑥
⊥
𝑛 ), в которой ось 𝑥𝑛 направлена вдоль оси цилиндра

и берет начало на общей границе с Ω0, а 𝑥⊥𝑛 ∈ R𝑑−1 — координаты в сечении 𝜔𝑛.
Рассмотрим спектральную задачу для оператора Лапласа с условиями

Дирихле
−∆𝑈(𝑥) = 𝜆𝑈(𝑥), 𝑥 ∈ Ω; 𝑈(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω.

Здесь, опираясь на Теорему 4, оператор Лапласа определен через полуторали­
нейную замкнутую полуограниченную форму

(−∆𝑈, 𝑉 )Ω = (∇𝑈,∇𝑉 )Ω, (0.10)

заданную в пространстве
∘
𝐻1(Ω) функций из пространства Соболева с нулевым

следом на границе 𝜕Ω.
По Теореме 2 оператор вложения

∘
𝐻1(𝜔𝑗) в 𝐿2(𝜔𝑗) компактный, таким об­

разом, Теорема 7 гарантирует, что спектр краевой задачи оператора Лапласа
в 𝜔𝑗 с условиями Дирихле на границе является дискретным. Спектры каждой
из задач на сечениях образуют положительные неубывающие последовательно­
сти

0 < 𝜇
(𝑗)
1 < 𝜇

(𝑗)
2 ⩽ 𝜇

(𝑗)
3 ⩽ . . . ⩽ 𝜇(𝑗)

𝑛 . . . → ∞.

Согласно Теореме 11 первые собственные числа — простые (этим обусловлено
строгое неравенство между 𝜇

(𝑗)
1 и 𝜇

(𝑗)
2 ).
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Теорема 13. Существенный спектр оператора Лапласа в Ω с условиями
Дирихле на 𝜕Ω совпадает с непрерывным и занимает луч [Λ†,+∞), где
Λ† = min{𝜇(1)

1 , 𝜇
(2)
1 , . . . ,𝜇

(𝑛)
1 } — наименьшее из первых собственных чисел за­

дачи Дирихле для оператора Лапласа на сечениях выводов на бесконечность.

Изящное доказательство этой теоремы приводится в [39], при этом стоит
упомянуть, что данный факт можно вывести напрямую их теоремы Перссона
(см. [79]).

Определим усеченный волновод Ω𝑅 как ограниченную часть Ω с “рукава­
ми” длины 𝑅:

Ω𝑅 = Ω0 ∪
𝑁⋃︁
𝑛=1

𝑄𝑅
𝑛 ,

где каждый вывод 𝑄𝑅
𝑛 изометрически изоморфен прямому цилиндру 𝜔𝑛×[0, 𝑅),

иначе говоря, 𝑄𝑅
𝑛 = {x = (𝑥𝑛, 𝑥

⊥
𝑛 ) ∈ 𝑄𝑛 : 𝑥𝑛 < 𝑅}.

Рассмотрим функцию e𝛽, равную 1 в Ω0 и e𝛽(𝑥𝑛, 𝑥
⊥
𝑛 ) = 𝑒𝛽𝑥𝑛 при

x = (𝑥𝑛, 𝑥
⊥
𝑛 ) ∈ Ω𝑛, 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑁 . Пусть 𝑈1 — нормированная в 𝐿2(Ω) собствен­

ная функция оператора Лапласа, отвечающая первому собственному числу Λ1,
лежащему ниже точки отсечки Λ†. Следующее предложение устанавливает экс­
поненциальное затухание 𝑈1 в “рукавах” волновода.

Предложение 6. Для любого 𝜀 > 0 выполнено e√
Λ†−Λ1−𝜀

𝑈1 ∈ 𝐿2(Ω) и
e√

Λ†−Λ1−𝜀
∇𝑈1 ∈ 𝐿2(Ω).

Доказательство этого факта можно найти в [39] для двумерного углового
волновода, при этом доказательство для произвольных размерности и геомет­
рии ничем не отличается. Кроме того, Предложение 6 также следует из экспо­
ненциальных оценок Агмона для собственных функций эллиптических опера­
торов второго порядка (см., например, [25]). Для функции в рукавах волновода
справедлива поточечная оценка.

Предложение 7. Существует такая положительная величина 𝐶, что для
собственной функции 𝑈1 справедлива поточечная оценка

‖e√
Λ†−Λ1

𝑈1;𝐿∞(Ω)‖ < 𝐶.
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Эта оценка также получена в [39] для двумерного углового волновода,
при этом доказательство для произвольных размерности и геометрии ничем не
отличается. Далее нам понадобится следующее

Следствие 2. Существуют такие 𝜈, 𝐶 > 0, что при всех 𝑅 > 0 справедливо
неравенство

‖𝑈1;𝐿2(Ω ∖ Ω𝑅)‖+ ‖∇𝑈1;𝐿2(Ω ∖ Ω𝑅)‖ ⩽ 𝐶𝑒−𝜈𝑅.

Доказательство. Неравенство для первого слагаемого следует из Предложе­
ния 7 с 𝜈 =

√︀
Λ† − Λ1. Для оценки второго слагаемого выберем 𝜀 > 0 и

𝐶 = ‖e√
Λ†−Λ1−𝜀

∇𝑈1;𝐿2(Ω)‖.

При x = (𝑥𝑛, 𝑥
⊥
𝑛 ) ∈ Ω ∖ Ω𝑅 выполнено неравенство

𝑒(
√

Λ†−Λ1−𝜀)𝑥𝑛 > 𝑒(
√

Λ†−Λ1−𝜀)𝑅,

поэтому
‖∇𝑈1;𝐿2(Ω ∖ Ω𝑅)‖ ⩽ 𝐶𝑒−(

√
Λ†−Λ1−𝜀)𝑅,

что завершает доказательство.

Предложение 8. Дискретный спектр задачи Дирихле для оператора Лапласа
в Ω конечен и лежит точки точки отсечки Λ†.

Доказательство. Теорема 13 гарантирует, что дискретный спектр лежит ни­
же точки отсечки. Согласно максиминимальному принципу (Теорема 8) для
доказательства конечности дискретного спектра достаточно найти такое конеч­
номерное подпространство 𝐸 в 𝐿2(Ω), что для всех функций Ψ ∈ ∘

𝐻1(Ω), орто­
гональных 𝐸 в 𝐿2(Ω), верна оценка отношения Реллея

‖∇Ψ;𝐿2(Ω)‖2
‖Ψ;𝐿2(Ω)‖2

⩾ Λ†. (0.11)

Неравенство Фридрихса для любой функции Ψ ∈ ∘
𝐻1(Ω) на сечениях 𝜔𝑛 прини­

мает вид
‖∇Ψ;𝐿2(𝜔𝑛)‖2 ⩾ Λ†‖Ψ;𝐿2(𝜔𝑛)‖2, 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑁.
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Интегрируя это неравенство вдоль “рукавов” волновода имеем

⃦⃦
∇Ψ;𝐿2(Ω ∖ Ω0)

⃦⃦2
⩾ Λ†

⃦⃦
Ψ;𝐿2(Ω ∖ Ω0)

⃦⃦2
. (0.12)

Поскольку область ограничена и имеет кусочно гладкую границу (то есть удо­
влетворяет условию конуса) согласно Теореме 2 пространства 𝐻1(Ω0) и

∘
𝐻1(Ω0)

компактно вкладываются в 𝐿2(Ω
0). Таким образом Теорема 7 гарантирует, что

собственные числа задач Дирихле и Неймана для оператора Лапласа образу­
ют две монотонные неограниченные последовательности положительных чисел.
Рассмотрим спектральную задачу на “сердцевине” волновода Ω0 для оператора
Лапласа с условиями Дирихле на 𝜕Ω0 ∩ 𝜕Ω и условиями Неймана на 𝜕Ω0 ∖ 𝜕Ω.
Сравнивая собственные числа этой задачи с собственными числами задач Ди­
рихле и Неймана, на основании Теоремы 10 заключаем, что спектр этой зада­
чи есть монотонная неограниченная последовательность положительных чисел.
Пусть 𝑘 — номер первого собственного числа из этой последовательности боль­
ше Λ†. Выберем в качестве требуемого пространства 𝐸 линейную комбинацию
первых 𝑘 собственных функций, продолженных нулем в “рукавах” волновода.
Максиминимальный принцип (Теорема 8) и оценка в рукавах (0.12) гарантиру­
ют выполнение неравенства (0.11) для всех функций, ортогональных 𝐸.

Далее в этом параграфе изучается связь между собственными числами
задачи на усеченном волноводе и спектром задачи на волноводе с выходами
на бесконечность. Рассмотрим оператор Лапласа, действующий в простран­
стве 𝐿2(Ω

𝑅), с условиями Неймана на торцах 𝜕Ω𝑅∖𝜕Ω и условиями Дирихле на
остальной границе 𝜕Ω𝑅 ∩ 𝜕Ω. Такой оператор определяется согласно Теореме 4
при помощи полуторалинейной замкнутой полуограниченной формы

(−∆𝑈, 𝑉 )Ω𝑅 = (∇𝑈,∇𝑉 )Ω𝑅, (0.13)

заданной в пространстве функций из пространства Соболева 𝐻1(Ω) с нулевым
следом на границе 𝜕Ω ∩ 𝜕Ω𝑅. Согласно Теореме 7 спектр этого оператора дис­
кретный. Обозначим через Λ𝑅

𝑘 его 𝑘-ое собственное число. Следующая лемма
утверждает, что собственные числа усеченных волноводов, не превосходящие
точки отсечки Λ†, монотонно возрастают.
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Лемма 2. Если собственное число Λ𝑅
𝑘 удовлетворяет неравенству Λ𝑅

𝑘 < Λ†

при некотором 𝑅 > 0, то существует такое 𝑟0 > 0, что

Λ𝑅
𝑘 < Λ𝑅+𝑟

𝑘 < Λ†, ∀𝑟 ∈ (0, 𝑟0).

Доказательство этой леммы приведено в [3, Лемма 2.1]. Из этого доказа­
тельства также следует, что для монотонной последовательности первых соб­
ственных чисел оказывается возможным вычислить предел, и верно

Предложение 9. Для первых собственных чисел имеет место сходимость

lim
𝑅→∞

Λ𝑅
1 = Λ1.

Если ниже точки отсечки существует второе собственное число Λ2 задачи
Дирихле оператора Лапласа, действующего в 𝐿2(Ω), то

lim
𝑅→∞

Λ𝑅
2 = Λ2.

Если Λ1 — единственное собственное число ниже точки отсечки задачи Ди­
рихле оператора Лапласа, действующего в 𝐿2(Ω), то

lim
𝑅→∞

Λ𝑅
2 ⩾ Λ†.

Следующая теорема утверждает, что первое собственное число Λ1 являет­
ся главным членом асимптотики для первых собственных чисел задач на усе­
ченных волноводах, при этом поправочный член экспоненциально мал.

Теорема 14. Существует такая постоянная 𝐶 > 0, что при всех 𝑅 > 1 для
первого собственного числа Λ1 верна оценка

Λ1 − 𝐶𝑒−𝜈𝑅 ⩽ Λ𝑅
1 ⩽ Λ1

с некоторым 𝜈 > 0.

Доказательство. Из монотонности собственных чисел задачи на усеченном
волноводе (Лемма 2) и предельного соотношения из Предложения 9 следует
оценка сверху для собственных чисел Λ𝑅

1 . Оценку снизу достаточно проверить
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для больших значений 𝑅. Подставим функцию 𝜒𝑅𝑈1 в слабую форму уравнения
для собственной функции 𝑈𝑅

1 , отвечающей собственному числу Λ𝑅
1 , нормирован­

ной в 𝐿2(Ω
𝑅):

(∇𝑈𝑅
1 ,∇(𝜒𝑅𝑈1))Ω𝑅 = Λ𝑅

1 (𝑈
𝑅
1 ,𝜒

𝑅𝑈1)Ω𝑅,

где 𝜒𝑅 — гладкая неотрицательная срезающая функция, не превосходящая 1,
равная 1 в Ω𝑅−1, равная 0 в Ω ∖ Ω𝑅. Интегрирование по частям в левой части
приводит к равенству

(∇𝑈𝑅
1 ,∇(𝜒𝑅𝑈1))Ω𝑅 = Λ1(𝑈

𝑅
1 ,𝜒

𝑅𝑈1)Ω𝑅 − (𝑈𝑅
1 ,[∆,𝜒𝑅]𝑈1)Ω𝑅

где [∆,𝜒𝑅] — коммутатор оператора оператора Лапласа со срезающей функци­
ей 𝜒𝑅. В итоге, разность первых собственных чисел имеет вид

Λ1 − Λ𝑅
1 =

(𝑈𝑅
1 , [∆, 𝜒𝑅]𝑈1)Ω𝑅

(𝑈𝑅
1 , 𝜒

𝑅𝑈1)Ω𝑅

.

Поскольку supp[∆,𝜒𝑅] ⊂ {𝑥 : |𝑥𝑗| ∈ [𝑅 − 1,𝑅]}, неравенство Коши при учете
Следствия 2 показывает, что числитель дроби в правой части экспоненциаль­
но мал, и остается показать отделенность от нуля знаменателя. Знаменатель
𝐴𝑅 = (𝑈𝑅

1 , 𝜒
𝑅𝑈1)Ω𝑅 равен коэффициенту в разложении 𝜒𝑅𝑈1 в ортогональную

сумму
𝜒𝑅𝑈1 = 𝐴𝑅𝑈

𝑅
1 +𝐵𝑅𝑊

𝑅,

где ‖𝑊𝑅;𝐿2(Ω
𝑅)‖ = 1 и (𝑈𝑅

1 ,𝑊
𝑅)Ω𝑅 = 0. Экспоненциальное затухание соб­

ственной функции 𝑈1, отмеченное в Следствии 2, влечет за собой соотношения

|𝐴𝑅|2 + |𝐵𝑅|2 = ‖𝜒𝑅𝑈1;𝐿2(Ω
𝑅)‖2 = 1−𝑂(𝑒−2𝜈𝑅) (0.14)

и
‖∇(𝜒𝑅𝑈1);𝐿2(Ω

𝑅)‖2 = Λ1 +𝑂(𝑒−2𝜈𝑅) (0.15)

при 𝜈 <
√︀
Λ† − Λ. Применяя максиминимальный принцип (Теорема 8), имеем

‖∇(𝜒𝑅𝑈1);𝐿2(Ω
𝑅)‖2 ⩾ |𝐴𝑅|2Λ𝑅

1 + |𝐵𝑅|2Λ𝑅
2 . (0.16)
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Согласно Лемме 2 и Предложению 9 величина Λ𝑅
1 и, если Λ𝑅

2 < Λ†, величина Λ𝑅
2

монотонно возрастают с ростом 𝑅. Поскольку согласно Теореме 11 первое соб­
ственное число Λ1 —простое, из Предложения 9 вытекает, что пределы первых
двух собственных чисел задач в усеченных волноводах не могут совпасть. Та­
ким образом, из тождеств (0.14) и (0.15) и неравенства (0.16) следует, что |𝐴𝑅|
с точностью до экспоненциально малой поправки равно 1, что доказывает отде­
ленность 𝐴𝑅 от нуля при достаточно больших значениях 𝑅.

Замечание 8. Теорема 14 впервые была доказана автором в работе [85] для
случая трехмерного крестообразного волновода, образованного взаимно перпен­
дикулярными цилиндрами с круговым сечением. В этом случае доказательство
упрощается, поскольку для таких волноводов удается доказать единственность
собственного числа ниже точки отсечки. Упрощенное доказательство для таких
волноводов приведено в главе 1.

В дальнейшем нам потребуется ряд свойств плоских волноводов в форме
изломанной под углом 𝜃 ∈ (0,𝜋) полосы единичной ширины. Рассмотрим на
плоскости два луча ℓ1 и ℓ2, выходящих из точки 𝑂, под углом 𝜃 друг к другу.
Определим волновод Ω(𝜃) как множество точек внутри угла, находящихся от
границы угла ℓ1 ∪ ℓ2 на расстоянии меньшем единицы.

Поскольку сечением рукавов такого волновода является единичный отре­
зок, а первое собственное число оператора Штурма – Лиувилля на единичном
отрезке с нулевым потенциалом равно 𝜋2, Теорема 13 влечет за собой

Следствие 3. При любом 𝜃 ∈ (0,𝜋) существенный спектр для оператора Ла­
пласа на Ω(𝜃) с условиями Дирихле на границе заполняет луч [𝜋2,+∞).

Сформулируем в виде предложения известные факты о дискретном спек­
тре оператора Лапласа на изломанном под углом 𝜃 плоском волноводе с гра­
ничными условиями Дирихле.

Предложение 10. a) При любом 𝜃 ∈ (0,𝜋) дискретный спектр не пуст.
b) При любом 𝜃 ∈ (2 arctg(

√
3/4), 𝜋) ⊃ (𝜋/2, 𝜋) собственное число Λ1(𝜃)

под порогом непрерывного спектра единственно.
c) Для любого натурального 𝑘 существует такое число 𝜃𝑘 > 0, что при

𝜃 < 𝜃𝑘 существует не менее 𝑘 собственных чисел под порогом.
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d) Первое собственное число Λ1(𝜃) является монотонно возрастающей
функцией на (0,𝜋), при этом Λ1(𝜃) → 𝜋2 при 𝜃 → 𝜋 и Λ1(𝜃) → 𝜋2/4

при 𝜃 → 0.

Монография [45] содержит доказательство пунктов a)-b) без точных оце­
нок для 𝜃. Оценки угла, при котором собственное число единственно, получены
в [78]. Пункт c) Предложения 10 и первое утверждение в пункте d) доказывают­
ся в [26]. Доказательство второго утверждения последнего пункта Предложения
приводится в [41].

§ 8. Тонкая пластина Кирхгофа

Для описания изгиба тонких пластинок оказывается недостаточно эллип­
тических операторов второго порядка и возникают дифференциальные операто­
ры четвертого порядка со сложными граничными условиями. Бигармонический
оператор в известном уравнении Софи Жермен, полученном в 1811 году, исполь­
зуется для описания равновесия изогнутой пластинки под действием нагрузки.
В работе Кирхгофа [60] 1850 года рассматриваются возможные граничные усло­
вия и их связь с креплением пластины. Современный подход, опирающийся на
вариационный метод, изложен в [11] (см. также книгу [55] и ссылки в ней).

Пусть Ω —проекция тонкой пластинки на плоскость. Далее будем предпо­
лагать, что Ω — область в R2 с 𝐶4 -гладкой границей 𝜕Ω. Также введем систему
декартовых координат 𝑥 = (𝑦, 𝑧) на плоскости. В работе [11, §30] при сделан­
ных предположениях о тонкости, однородности, изотропности и малости воз­
действия выводится функционал, описывающий потенциальную энергию изо­
гнутой пластинки при наличии нормальной нагрузки с интенсивностью 𝑓 ,

𝑊 [𝑢] = 𝐷

∫︁
Ω

(︂
1

2
|∆𝑢|2 + (1− 𝜈)

(︀
|𝜕2

𝑧𝑦𝑢|2 − 𝜕2
𝑧𝑧𝑢𝜕

2
𝑦𝑦𝑢
)︀
− 𝑓

𝐷
𝑢

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦,

где 𝑢(𝑦,𝑧) — нормальное смещение точки серединной плоскости с координа­
тами (𝑦, 𝑧), коэффициент цилиндрической жесткости пластины 𝐷 = 𝐸ℎ3

12(1−𝜈2)

включает в себя толщину пластины ℎ, модуль Юнга 𝐸 и коэффициент Пуас­
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сона пластины 𝜈, ограниченный из физических соображений неравенствами
0 ⩽ 𝜈 < 1

2 . Используя вариационные методы, в [11, §30] выводится уравнение
Софи Жермен

𝐷∆2𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω.

При интегрировании по частям получаются следующие краевые условия на 𝑢,
допускающие физическую интерпретацию:

– край пластины жестко закреплен:

𝑢(𝑥) = 0, 𝜕𝑛𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω;

– свободно опертый край пластины:

𝑢(𝑥) = ∆𝑢(𝑥)− (1− 𝜈)𝜅(𝑥)𝜕𝑛𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω;

– свободный край пластины:

𝑁2𝑢(𝑥) = 𝑁3𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,

где операторы в краевых условиях определены на пространстве следов
функций из 𝐻4(Ω) (см. [23, Теорема 5.22]),

𝑁2𝑢(𝑥) = ∆𝑢(𝑥)− (1− 𝜈)(𝜕2
𝑠𝑢(𝑥) + 𝜅(𝑥)𝜕𝑛𝑢(𝑥)),

𝑁3𝑢(𝑥) = 𝜕𝑛∆𝑢(𝑥) + (1− 𝜈)(𝜕2
𝑠𝜕𝑛𝑢(𝑥)− 𝜕𝑠(𝜅(𝑥)𝜕𝑠𝑢(𝑥))),

𝑥 ∈ 𝜕Ω.

Здесь (𝑠,𝑛) — локальная система криволинейных координат, введенная в окрест­
ности границы области Ω: 𝑠 —длина дуги границы, 𝑛 — ориентированное рас­
стояние до границы, отрицательное внутри области Ω, 𝜕𝑛 и 𝜕𝑠 — нормальная
и тангенциальная производные, а 𝜅 — кривизна границы 𝜕Ω, причем 𝜅 ⩾ 0 на
выпуклых участках границы и 𝜅 ⩽ 0 на вогнутых участках границы.

Для строгого определения бигармонического оператора рассмотрим полу­
торалинейную квадратичную форму

bΩ[𝑢,𝑣]=

∫︁
Ω

(∆𝑢∆𝑣+(1− 𝜈)(2𝜕2
𝑧𝑦𝑢𝜕

2
𝑧𝑦𝑣−𝜕2

𝑧𝑢𝜕
2
𝑦𝑣 − 𝜕2

𝑦𝑢𝜕
2
𝑧𝑣))𝑑𝑥,
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определенную на 𝒟(b), где
– для пластины с жесткозакрепленным краем 𝒟(b) =

∘
𝐻2(Ω);

– для свободно опертой пластины 𝒟(b) = 𝐻2(Ω) ∩ ∘
𝐻1(Ω);

– для пластины со свободным краем 𝒟(b) = 𝐻2(Ω).
Форма bΩ является полуограниченной снизу и замкнутой, поэтому согласно Тео­
реме 4 она определяет самосопряженный оператор BΩ. При условии 𝐶4-гладкой
границы оператор BΩ совпадает с бигармоническим

BΩ𝑢(𝑥) = ∆2𝑢(𝑥) ∀𝑥 ∈ Ω.

Отметим, что определенный таким образом бигармонический оператор B явля­
ется расширением по Фридрихсу (см. [4, §10.3]) симметрического оператора

∘
BΩ,

заданного на пространстве гладких финитных функций 𝐶∞
0 (Ω) соотношением

∘
BΩ𝑢(𝑥) = ∆2𝑢(𝑥) ∀𝑥 ∈ Ω.

Для граничных условий пластины с жестко защемленным краем путем интегри­
рования по частям квадратичная форма оператора BΩ может быть приведена
к виду

bΩ[𝑢,𝑣] = (∆𝑢,∆𝑣)Ω

или
bΩ[𝑢,𝑣] = (𝜕2

𝑦𝑢,𝜕
2
𝑦𝑣)Ω + 2(𝜕𝑦𝜕𝑧𝑢,𝜕𝑦𝜕𝑧𝑣)Ω + (𝜕2

𝑧𝑢,𝜕
2
𝑧𝑣)Ω.

Наконец, заметим, что для бигармонического оператора, определенного
любым из вышеперечисленных способов, для функций 𝑢 ∈ 𝒟(𝑢) ∩ 𝐻4(Ω),
𝑣 ∈ 𝒟(𝑢) справедлива формула Грина

bΩ[𝑢, 𝑣] = (∆2𝑢, 𝑣)Ω + (𝑁2𝑢, 𝜕𝑛𝑣)𝜕Ω − (𝑁3𝑢, 𝑣)𝜕Ω.
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Глава 1. Оператор Лапласа в крестообразном волноводе

§ 1. Основные геометрические объекты

В евклидовом трехмерном пространстве введем ортогональную систему
координат 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). Определим оператор поворота ℛ𝜃 в R3 относительно
оси 𝑥1 = 𝑥2 = 0 на угол 𝜃 ∈ (0,𝜋/2]:

ℛ𝜃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 cos 𝜃 − 𝑥2 sin 𝜃, 𝑥1 sin 𝜃 + 𝑥2 cos 𝜃, 𝑥3).

Для области 𝜔 ⊂ R2 с кусочно 𝐶2-гладкой границей 𝜕𝜔, содержащей на­
чало координат, крестообразным волноводом Ω(𝜃;𝜔) с углом 𝜃 ∈ (0,𝜋/2) и се­
чением 𝜔 назовем фигуру, образованную объединением двух, расположенных
под углом 𝜃, цилиндров с поперечными сечениями 𝜔:

Ω(𝜃;𝜔) = 𝑄1(𝜔) ∪𝑄2(𝜔),

𝑄1(𝜔) =
{︁
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3 : (𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝜔

}︁
, 𝑄2(𝜔) = ℛ𝜃(𝑄1).

Мы будем рассматривать два основных частных случая для сечения 𝜔:
– круг единичного диаметра

𝜔∘ =
{︁
(𝑥2,𝑥3) ∈ R2 : |𝑥2|2 + |𝑥3|2 < 1/4

}︁
,

– ромб с единичной диагональю

𝜔♢ =
{︁
(𝑥2,𝑥3) ∈ R2 : |𝑥2|+ |𝑥3| < 1/2

}︁
.

Усеченным волноводом Ω𝑅(𝜃;𝜔), 𝑅 > 0 назовем ограниченную часть кресто­
образного волновода Ω(𝜃;𝜔), являющуюся объединением прямых цилиндров
высоты 2𝑅 с основаниями 𝜔:

Ω𝑅(𝜃;𝜔) = 𝑄𝑅
1 (𝜔) ∪𝑄𝑅

2 (𝜔),
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𝑄𝑅
1 (𝜔) =

{︁
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3 : (𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝜔, |𝑥1| < 𝑅

}︁
, 𝑄𝑅

2 (𝜔) = ℛ𝜃(𝑄
𝑅
1 (𝜔)).

§ 2. Структура спектра

Оператор Лапласа с граничными условиями Дирихле на крестообразном
волноводе Ω(𝜃;𝜔), определенный в § 7 главы 0, далее обозначаем ℒΩ(𝜃;𝜔)

𝐷 . Из
Теоремы 13 следует, что существенный спектр ℒΩ(𝜃;𝜔)

𝐷 занимает луч [Λ†, +∞),
где Λ† = Λ†(𝜔) — наименьшее собственное число задачи Дирихле для оператора
Лапласа на сечении 𝜔.

Теорема 15. При всех 𝜃 ∈ (0,𝜋/2] дискретный спектр 𝜎𝑑(ℒΩ(𝜃;𝜔)
𝐷 ) имеет по

крайней мере одно собственное число Λ1(Ω(𝜃;𝜔)) ∈ (0,Λ†).

Доказательство. Для того, чтобы ниже точки отсечки нашлось собственное
число, согласно максиминимальному принципу (Теорема 8) достаточно постро­
ить такую ненулевую функцию 𝑉 ∈ ∘

𝐻1(Ω(𝜃;𝜔)), что

‖∇𝑉 ;𝐿2(Ω(𝜃;𝜔))‖2
‖𝑉 ;𝐿2(Ω(𝜃;𝜔))‖2

< Λ†. (1.1)

Рассмотрим функцию 𝑈 𝜀 ∈ ∘
𝐻1(Ω(𝜃;𝜔)),

𝑈 𝜀(𝑥) =

{︃
𝜙(𝑥2,𝑥3)𝑒

−𝜀|𝑥1−𝑑|, 𝑥 ∈ 𝑄1(𝜔),

0, 𝑥 ∈ 𝑄2(𝜔) ∖𝑄1(𝜔),

где 𝜙 – первая нормированная в 𝐿2(𝜔) собственная функция задачи Дирихле
в 𝜔, а 𝑑 — диаметр 𝜔. Отметим, что экспонента в определении функции 𝑢𝜀

выбрана так, чтобы разрыв ее производной лежал вне пересечения 𝑄1(𝜔) ∩
𝑄2(𝜔). Непосредственные вычисления показывают, что

‖𝑈 𝜀;𝐿2(Ω(𝜃;𝜔))‖2 =
1

𝜀
, ‖∇𝑈 𝜀;𝐿2(Ω(𝜃;𝜔))‖2 =

Λ†
𝜀

+𝑂(𝜀) при 𝜀 < 1.
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Таким образом,

‖∇𝑈 𝜀;𝐿2(Ω(𝜃;𝜔))‖2
‖𝑈 𝜀;𝐿2(Ω(𝜃;𝜔))‖2

= Λ† +𝑂(𝜀2) при 𝜀 < 1.

Теперь используем прием из [9]: вместо функции 𝑈 𝜀 подставим в отношение
Рэлея ее возмущение 𝑉 𝜀 = 𝑈 𝜀 +

√
𝜀Φ некоторой функцией Φ ∈ 𝐶∞

0 (Ω(𝜃;𝜔))

с компактным носителем в шаре {𝑥 : |𝑥| < 𝑑}. Для квадрата нормы 𝑉 𝜀 верна
асимптотика

‖𝑈 𝜀 +
√
𝜀Φ;𝐿2(Ω(𝜃;𝜔))‖2 =

1

𝜀
+ 2

√
𝜀Re

∫︁
Ω(𝜃;𝜔)

𝑈 𝜀Φ 𝑑𝑥+𝑂(𝜀).

Интегрируя по частям, выводим оценку для нормы ∇𝑉 𝜀

‖∇(𝑈 𝜀 +
√
𝜀Φ);𝐿2(Ω(𝜃;𝜔))‖2 =

Λ†
𝜀

+ 2
√
𝜀Λ†Re

∫︁
Ω(𝜃;𝜔)

𝑈 𝜀Φ 𝑑𝑥+ 2
√
𝜀Re

∫︁
𝜕𝑄1(𝜔)

𝜕𝑛𝑈
𝜀 · Φ 𝑑𝑠+𝑂(𝜀).

Согласно Замечанию 6 можно выбрать Φ так, чтобы выражение
Re

∫︀
𝜕𝑄1(𝜔)

𝜕𝑛𝑈
𝜀 · Φ 𝑑𝑠 стало отрицательным. Тогда при достаточно малых 𝜀

отношение Рэлея станет меньше Λ†, т.е. неравенство (1.1) в самом деле
выполнено.

Замечание 9. Поскольку по существу свойства формы 𝑄2(𝜔) в доказатель­
стве не использовались, доказан более общий факт: при любом нетривиальном
возмущении 𝐵, “раздувающем” цилиндр 𝑄(𝜔) (см. рисунок 1.1), дискретный
спектр задачи Дирихле для оператора Лапласа на 𝑄(𝜔) ∪𝐵 не пуст.

Далее в этом параграфе исследуем спектральные свойства для волново­
дов, образованных круговыми цилиндрами, т.е. 𝜔 = 𝜔∘. Для краткости опустим
𝜔∘ в обозначении волновода: Ω(𝜃;𝜔∘) = Ω(𝜃), 𝑄𝑗(𝜔∘) = 𝑄𝑗, 𝑗 = 1,2. В случае
прямого крестообразного волновода, т.е. при 𝜃 = 𝜋/2, там, где это не вызывает
недоразумений, не будем указывать угол Ω(𝜋/2;𝜔∘) = Ω(𝜋/2) = Ω и, соответ­
ственно, Ω𝑅(𝜋/2;𝜔∘) = Ω𝑅(𝜋/2) = Ω𝑅. Кроме того, введем обозначение для
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Рисунок 1.1 — Возмущение 𝐵 на бесконечном круговом цилиндре 𝑄,
порождающее точки дискретного спектра ниже точки отсечки краевой задачи

Дирихле для оператора Лапласа.

половинки волновода:

Ω𝑅
∙ = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ Ω𝑅 : 𝑥2 > 0}, Ω∙ = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ Ω: 𝑥2 > 0}.

Для оценки 𝐻1-нормы собственных функций в сердцевине волновода нам
понадобится следующее неравенство.

Лемма 3. Для функции 𝑢 ∈ 𝐻2(R), 𝑎 > 0, 𝑅 > 1/2 верно соотношение

𝑅∫︁
0

|𝑢′(𝑧)|2𝑑𝑧 + 𝑎2
𝑅∫︁

1
2

|𝑢(𝑧)|2𝑑𝑧 ⩾ 𝜇(𝑎,𝑅)

1
2∫︁

0

|𝑢(𝑧)|2𝑑𝑥, (1.2)

причем lim
𝑅→+∞

𝜇(𝑎,𝑅) = 𝜇∞(𝑎), где 𝜇∞(𝑎) — наименьший положительный ко­
рень трансцендентного уравнения

√
𝜇 tg

(︂√
𝜇

2

)︂
= 𝑎.

Доказательство. Рассмотрим заданный на пространстве 𝐻1((0,𝑅)) функцио­
нал

𝐹 (𝑢) =

𝑅∫︁
0

|𝑢′(𝑧)|2𝑑𝑧 + 𝑎2
𝑅∫︁

1
2

|𝑢(𝑧)|2𝑑𝑧.
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Поскольку 𝐹 слабо полунепрерывен снизу и коэрцитивен, на слабо замкну­
том множестве {𝑢 : ‖𝑢;𝐿2 (0,1/2)‖ = 1} он достигает своего наименьшего значе­
ния (см., например, [17, глава 3]). Необходимое условие достижения минимума
𝜇(𝑎,𝑅) функционала 𝐹 на этом множестве принимает вид обыкновенного диф­
ференциального уравнения

−𝑢′′(𝑧) + 𝑎2𝜒(𝑧)𝑢(𝑧) = 𝜇(1− 𝜒(𝑧))𝑢(𝑧), 𝑧 ∈ (0,𝑅), (1.3)

с граничными условиями

𝜕𝑧𝑢(0) = 𝜕𝑧𝑢(𝑅) = 0, (1.4)

где 𝜒(𝑧) = 0 при |𝑧| ⩽ 1/2 и 𝜒(𝑧) = 1 при |𝑧| > 1/2. Решение задачи (1.3), (1.4)
имеет вид

𝑢1(𝑡) =

{︃
𝐶1 cos(

√
𝜇𝑧) на [0,12 ],

𝐶2(𝑒
𝑎𝑧−2𝑎𝑅 + 𝑒−𝑎𝑧) на [12 ,𝑅)

с некоторыми постоянными 𝐶1 и 𝐶2. Из условия непрерывности функции 𝑢 и
ее производной в точке 𝑧 = 1/2 выводим соотношение

√
𝜇 tg

√
𝜇

2
= 𝑎

(︃
−𝑒

𝑎
2−2𝑎𝑅 + 𝑒−

𝑎
2

𝑒
𝑎
2−2𝑎𝑅 + 𝑒−

𝑎
2

)︃
= 𝑎(1 +𝑂(𝑒−2𝑎𝑅)) при 𝑅 → +∞,

которое завершает доказательство леммы.

Единственность собственного числа бесконечного прямого крестообразно­
го волновода с круглым сечением будет следовать из оценок для второго соб­
ственного числа усеченного волновода с условиями Неймана на торцах. Восполь­
зовавшись Теоремой 4, определим соответствующий оператор ℒ𝑅

𝑁 при помощи
положительно определенной замкнутой формы

ℓ𝑅[𝑢, 𝑣] = (∇𝑢,∇𝑣)Ω𝑅, 𝑣 ∈ ℋ𝑅
𝑁 ⊂ 𝐿2(Ω

𝑅),

где
ℋ𝑅

𝑁 := {𝑢 ∈ 𝐻1(Ω𝑅) : 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑅 ∩ 𝜕Ω};
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Лемма 4. Существуют такие 𝑅* > 1/2 и c > 0, что при 𝑅 > 𝑅* для любой
нечетной по переменной 𝑥2 (или 𝑥1) собственной функции 𝑣 оператора ℒ𝑅

𝑁

выполнено соотношение

‖∇𝑣;𝐿2(Ω
𝑅)‖2 ⩾ Λ†‖𝑣;𝐿2(Ω

𝑅)‖2 + c
(︁
‖𝑣;𝐿2(Ω

1/2)‖2 +
∑︁
𝑗=1,2

⃦⃦⃦
𝜕𝑥𝑗

𝑣;𝐿2(𝑄
𝑅
𝑗 )
⃦⃦⃦2)︁

.

Доказательство. Нечетная по переменной 𝑥2 собственная функция 𝑣 одновре­
менно является собственной для оператора Лапласа в половине усеченного вол­
новода Ω𝑅

∙ , ассоциированного с замкнутой положительно определенной полуто­
ралинейной формой (см. Теорему 4)

ℓ𝑅∙ [𝑢,𝑣] = (∇𝑢,∇𝑣)Ω𝑅∙

на области определения

ℋ𝑅
𝑁∙ = {𝑢 ∈ 𝐻1(Ω𝑅

∙ ) : 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑅
∙ ∩ 𝜕Ω∙}.

1•
Q

-

1•
Q
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Рисунок 1.2 — Разбиение на части половины волновода Ω𝑅

∙ (a); плоское
изображение усеченного пространственного прямоугольного крестообразного

квантового волновода Ω𝑅 и его четверти (b).

Двумерные неравенства Фридрихса на круге и полукруге (см. рису­
нок 1.2, a)) влекут за собой соотношения

‖∇𝑣;𝐿2(𝑄
+
2 )‖2 ⩾ Λ†‖𝑣;𝐿2(𝑄

+
2 )‖2 + ‖𝜕𝑥2

𝑣;𝐿2(𝑄
+
2 )‖2, (1.5)

‖𝜕𝑥2
𝑣;𝐿2(𝑄

±
1∙)‖2 + ‖𝜕𝑥3

𝑣;𝐿2(𝑄
±
1∙)‖2 ⩾ Λ∙‖𝑣;𝐿2(𝑄

±
1∙)‖2, (1.6)



53

где Λ∙ — первое собственное число задачи Дирихле в полукруге единичного
диаметра, и согласно Предложению 3 справедливо неравенство Λ∙ > 5.95𝜋2.
Кроме того,

𝑄+
2 = {𝑥 ∈ 𝑄𝑅

2 :
1
2 < 𝑥2 < 𝑅}, 𝑄±

1∙ = {𝑥 ∈ 𝑄𝑅
1 : 𝑥2 > 0, 12 < ±𝑥1 < 𝑅}.

В этих обозначениях опущен индекс 𝑅 для упрощения формул.
Для оценки на сердцевине Ω

1/2
∙ = {𝑥 ∈ Ω𝑅

∙ : |𝑥1| ⩽ 1/2, 𝑥2 ⩽ 1/2}, прини­
мая во внимание условие Дирихле на части ее границы, применим неравенства
Фридрихса по переменным 𝑥2 и 𝑥3. Они приводят к оценкам

‖𝜕𝑥2
𝑣;𝐿2(Ω

1/2
∙ )‖2 ⩾ 𝜋2(1− c)‖𝑣;𝐿2(Ω

1/2
∙ )‖2 + c‖𝜕𝑥2

𝑣;𝐿2(Ω
1/2
∙ )‖2, (1.7)

‖𝜕𝑥3
𝑣;𝐿2(Ω

1/2
∙ )‖2 ⩾ 𝜋2‖𝑣;𝐿2(Ω

1/2
∙ )‖2, (1.8)

где c — константа, которая будет уточнена ниже.
Множество Ω

1/2
∙ ∖ 𝑄1 является объединением отрезков с длинами мень­

ше 1, параллельных оси 𝑥1 с концами на границе 𝜕𝑄2. Используя одномерные
неравенства Фридрихса на этих отрезках, выводим

‖𝜕𝑥1
𝑣;𝐿2(Ω

1/2
∙ ∖𝑄1)‖2 ⩾ 𝜋2(1− c)‖𝑣;𝐿2(Ω

1/2
∙ ∖𝑄1)‖2 + c‖𝜕𝑥1

𝑣;𝐿2(Ω
1/2
∙ ∖𝑄1)‖2 .

(1.9)
Избыток нормы квадрата градиента функции 𝑣 на “уполовиненных” рукавах
в формуле (1.6) может быть использован для компенсации ее недостатка на
сердцевине Ω

1/2
∙ ∩𝑄1. Для реализации этого проинтегрируем неравенство (1.2)

из Леммы 3 по поперечному сечению 𝑄1∙ = 𝑄1 ∩ Ω𝑅
∙ и получим неравенство∫︁

𝑄1∙

|𝜕𝑥1
𝑣(𝑥)|2𝑑𝑥+ 𝑎2

∫︁
𝑄−

1∙∪𝑄+
1∙

|𝑣(𝑥)|2𝑑𝑥 ⩾ 𝜇(𝑅,𝑎)

∫︁
𝑄1∙∩Ω1/2

|𝑣(𝑥)|2𝑑𝑥.

При 𝑧 ∈ (0;𝜋/2) функция 𝑧 tg(𝑧2) является строго возрастающей, и поскольку

2𝜋

3
tg
(︁𝜋
3

)︁
< 4 <

√︀
Λ∙ − Λ†,
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при достаточно больших 𝑅 величина 𝜇(
√︀
Λ∙ − Λ†, 𝑅) превосходит (2𝜋/3)2. Та­

ким образом, согласно Предложению 2 справедлива оценка 𝜇(
√︀

Λ∙ − Λ†) >

Λ† − 2𝜋2. Следовательно, существует 𝑅* > 1/2 и c > 0 такие, что для всех
𝑅 > 𝑅* выполнено неравенство

(1− c)‖𝜕𝑥1
𝑣;𝐿2(𝑄1∙)‖2 + (Λ∙ − Λ†)‖𝑣;𝐿2(𝑄

−
1∙ ∪𝑄+

1∙)‖2

⩾ (Λ† − 2𝜋2 + c𝜋2 + c)‖𝑣;𝐿2(𝑄1∙ ∩ Ω1/2)‖2.

Суммируя последнее неравенство с оценками (1.5) - (1.9), при достаточно ма­
лом c получаем требуемое.

Предложение 11. Существует такое 𝑅* > 1/2, что при 𝑅 > 𝑅* оператор
Лапласа на Ω𝑅

∙ , заданный полуторалинейной формой

ℓ𝑅∙ [𝑢,𝑣] =

∫︁
Ω𝑅∙

∇𝑢 · ∇𝑣 𝑑𝑥,

на области определения

ℋ𝑅
𝑁∙ = {𝑢 ∈ 𝐻1(Ω𝑅

∙ ) : 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑅
∙ ∩ 𝜕Ω∙}

не имеет собственных чисел на промежутке (0,Λ†].

Доказательство. Предположим, что 𝑣 ∈ ℋ𝑅
𝑁∙ — собственная функция этой

задачи, отвечающая собственному числу 𝜏 ∈ (0,Λ†]. Согласно принципу един­
ственности продолжения (см. [63, раздел 4.3]) функция 𝑣 не может быть равна
нулю тождественно на Ω

1/2
∙ . Таким образом, Лемма 4 утверждает, что левая

часть равенства
‖∇𝑣;𝐿2(Ω

𝑅
∙ )‖2 = 𝜏‖𝑣;𝐿2(Ω

𝑅
∙ )‖2

больше Λ†‖𝑣;𝐿2(Ω
𝑅
∙ )‖2, что согласно максиминимальному принципу (Теорема 8)

приводит к противоречию.

Предложение 12. Существует такое 𝑅* > 1/2, что при 𝑅 > 𝑅* у оператора
Лапласа ℒ𝑅

𝑁 второе собственное число Λ𝑅
2 строго больше Λ†.
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Доказательство. Если предположить, что Λ𝑅
2 ∈ (Λ𝑅

1 ,Λ†], то согласно Предло­
жению 11 собственная функция 𝑢2 ∈ ℋ𝑅

𝑁 оператора ℒ𝑅
𝑁 оказывается четной

по переменным 𝑥1 и 𝑥2, а значит, удовлетворяет смешанной краевой задаче на
четверти

𝑄∠ = {𝑥 ∈ Ω𝑅 : 𝑥𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2}

крестовины Ω𝑅 (ее проекция состоит из глубоко тонированной и заштрихован­
ной частей на рисунке 1.2, b)), а именно,

−∆𝑢(𝑥) = 𝜆𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄∠, 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Γ = 𝜕Ω ∩𝑄∠,

𝜕𝑛𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω∠ ∖ Γ.
(1.10)

Сужение на 𝑄∠ первой собственной функции 𝑢1 оператора ℒ𝑅
𝑁 , также удовле­

творяет краевым условиям в задаче (1.10). Согласно максиминимальному прин­
ципу (Теорема 8)

𝜆2 = max
codim𝐸=1

inf
𝑢∈𝐸∖{0}

‖∇𝑢;𝐿2(𝑄
∠)‖2

‖𝑢;𝐿2(𝑄∠)‖2 , (1.11)

где максимум берется по всем подпространствам 𝐸 коразмерности один в про­
странстве

𝐻1
0(𝑄

∠, Γ) = {𝑢 ∈ 𝐻1(𝑄∠) : 𝑢 = 0 на Γ}.

Продолжим функцию 𝑢 ∈ 𝐻1
0(𝑄

∠, Γ) нулем c области Σ0 = {𝑥 ∈ 𝑄∠ : 𝑥𝑖 <

1/2, 𝑖 = 1,2} (ее сечение — глубоко тонированная область на рисунке 1.2, b) на
прямоугольный параллелепипед Σ = {𝑥 : 0 < 𝑥𝑖 < 1/2, 𝑖 = 1,2, |𝑥3| < 1/2}. Пер­
вая собственная функция cos(𝜋𝑥3) смешанной краевой задачи в Σ с условиями
Дирихле, назначенными только на основаниях призмы, участвует в определе­
нии

𝐸⊥ =

{︂
𝑢 ∈ 𝐻1

0(𝑄
∠; Γ) :

∫︁
Σ0

𝑢(𝑥) cos(𝜋𝑥3) 𝑑𝑥 = 0

}︂
, codim𝐸⊥ = 1,

а второе собственное число, отвечающее собственной функции sin(2𝜋𝑥3), равно
4𝜋2 > Λ†. Таким образом, неравенство Пуанкаре

‖∇𝑢;𝐿2(Σ0)‖2 ⩾ 4𝜋2‖𝑢;𝐿2(Σ0)‖2 > Λ†‖𝑢;𝐿2(Σ0)‖2
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и следствия двумерного неравенства Фридрихса в областях 𝑄∠
𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑄∠ : 𝑥𝑖 >

1/2}, 𝑖 = 1,2 (𝑄∠
2 — заштрихованная область на рисунке 1.2, b))

‖𝜕𝑥3−𝑖
𝑢;𝐿2(𝑄

∠
𝑖 )‖2 + ‖𝜕3𝑢;𝐿2(𝑄

∠
𝑖 )‖2 ⩾ Λ†‖𝑢;𝐿2(𝑄

∠
𝑖 )‖2

справедливые для всякой функции 𝑢 ∈ 𝐸⊥, показывают, что правая часть (1.11)
больше Λ†. Этот вывод вступает в противоречие с предположением 𝜆2 ⩽ Λ†.

Замечание 10. Предложение 11 и Предложение 12 остаются справедливыми
для прямого бесконечного крестообразного волновода Ω с круглым сечением,
т.е., когда 𝑅 = +∞, поскольку все переходы в доказательствах этих предложе­
ний остаются верны при замене 𝑅 на +∞ в каждой формуле.

Теорема 16. Если 𝜃 = 𝜋/2, полная кратность дискретного спектра 𝜎𝑑(ℒΩ
𝒟)

равна единице.

Доказательство. Из Предложения 11 и Замечания 10 следует, что у операто­
ра ℒΩ

𝒟 не может быть нечетных собственных функций, отвечающих собствен­
ным числам, не превосходящим точки отсечки Λ†. Согласно Предложению 12
и Замечанию 10, если бы существовала собственная функция оператора ℒΩ

𝒟,
отвечающая собственному числу Λ2, то для собственного числа выполнялась
бы оценка Λ2 > Λ†, что невозможно, поскольку луч [Λ†,∞) заполняют точки
существенного спектра.

§ 3. Оценки спектра и собственных функций

В этом параграфе рассматриваются спектральные задачи для оператора
Лапласа на усеченном волноводе с различными граничными условиями на его
торцах. Мы используем сокращенные обозначения для прямого усеченного кре­
стообразного волновода Ω𝑅, составляющих его цилиндров 𝑄𝑅

𝑗 , 𝑗 = 1,2 и других
геометрических объектов, описанные в предыдущем параграфе. В соответству­
ющих вариационных задачах

(∇𝑢,∇𝑣)Ω𝑅 = Λ(𝑢,𝑣)Ω𝑅, 𝑣 ∈ ℋ𝑅 ⊂ 𝐿2(Ω
𝑅), (1.12)
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различаются функциональные пространства ℋ𝑅 для собственной и пробных
функций. Стоит отметить, что каждая из получающихся полуторалинейных
форм положительно определена и замкнута, поэтому согласно Теореме 4 для
каждого из рассматриваемых краевых условий строится положительно опреде­
ленный самосопряженный оператор:

– лапласиану ℒ𝑅
𝐷 с граничными условиями Дирихле отвечает простран­

ство
ℋ𝑅

𝐷 := {𝑢 ∈ 𝐻1(Ω𝑅) : 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑅};

– лапласиану ℒ𝑅
𝑁 с условиями Неймана — пространство

ℋ𝑅
𝑁 := {𝑢 ∈ 𝐻1(Ω𝑅) : 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑅 ∩ 𝜕Ω};

– лапласиану ℒ𝑅
𝜂 с квазипериодическими условиями на торцах, использу­

ющими параметр Флоке 𝜂 = (𝜂1,𝜂2) ∈ R2, — пространство

ℋ𝑅
𝜂 := {𝑢 ∈ ℋ𝑅

𝑁 : 𝑢(𝑥)|𝑥𝑗=𝑅 = 𝑒𝑖𝜂𝑗𝑅 𝑢(𝑥)|𝑥𝑗=−𝑅 , 𝑗 = 1,2,}.

Далее пишем ℒ𝑅
♯ , подразумевая любой из трех операторов. Благодаря огра­

ниченности области Ω𝑅 и замкнутости по 𝐻1(Ω𝑅)-норме согласно Теореме 2
подпространство ℋ𝑅

♯ (здесь также ♯ = 𝐷,𝑁 или ♯ = 𝜂) компактно вклады­
вается в 𝐿2(Ω

𝑅); следовательно, спектр оператора ℒ𝑅
♯ дискретный и образует

монотонную неограниченную последовательность {Λ𝑅
𝑘,♯}𝑘∈N. Соответствующие

собственные функции 𝑤𝑅
𝑘,♯, 𝑘 ∈ N, ортонормированы в 𝐿2(Ω

𝑅).

Замечание 11. Поскольку ℋ𝑅
𝐷 ⊂ ℋ𝑅

𝜂 ⊂ ℋ𝑅
𝑁 , согласно максиминимальному

принципу (Теорема 8) и Теореме 10, для собственных чисел верны соотношения

Λ𝑅
𝑘,𝑁 ⩽ Λ𝑅

𝑘,𝜂 ⩽ Λ𝑅
𝑘,𝐷, 𝑘 ⩾ 1.

Набор собственных чисел задачи Дирихле для оператора Лапласа в 𝑄𝑅
1

с граничными условиями Дирихле включает в себя последовательность Λ† +

𝜋2𝑛2(2𝑅)−2, 𝑛 ∈ N. Соответствующие им собственные функции, продолженные
нулем вне 𝑄𝑅

1 , линейно независимы и попадают в пространство ℋ𝑅
𝐷. Линейная

оболочка этих функций удовлетворяет условию Следствия 1, поэтому для соб­
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ственных чисел выполнено неравенство

Λ𝑅
𝑘,𝐷 ⩽ Λ† + 𝜋2𝑘2(2𝑅)−2, 𝑘 ∈ N. (1.13)

Оценка снизу для собственных чисел Λ𝑅
𝑘,𝑁 получается значительно труд­

нее, и при ее выводе по существу используются особенности геометрии волно­
вода Ω𝑅. Сначала докажем вспомогательное неравенство.

Лемма 5. При 𝑅 > 1/2, функция 𝑓 ∈ 𝐻1((−𝑅;𝑅)) удовлетворяет неравен­
ству

𝑅∫︁
−𝑅

|𝑓(𝑧)|2𝑑𝑧 ⩽ 4𝑅

1/2∫︁
1/2

|𝑓(𝑧)|2𝑑𝑧 + 2𝑅2

𝑅∫︁
−𝑅

|𝜕𝑧𝑓(𝑧)|2𝑑𝑧.

Доказательство. Проверим соответствующее неравенство для функции,
суженной на (0,𝑅) (переход к (−𝑅,𝑅) получится в результате суммы двух таких
неравенств, примененных 𝑓(𝑥) и 𝑓(−𝑥)). Напишем формулу Ньютона–Лейбни­
ца

𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑡) =

𝑧∫︁
𝑡

𝜕𝑧𝑓(𝜏) 𝑑𝜏.

Благодаря неравенствам Юнга и Коши–Буняковского, имеем

|𝑓(𝑧)|2 ⩽ 2|𝑓(𝑡)|2 + 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑧∫︁
𝑡

𝜕𝑧𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

⩽ 2|𝑓(𝑡)|2 + 2

⎛⎝ 𝑅∫︁
0

|𝜕𝑧𝑓(𝜏)| 𝑑𝜏

⎞⎠2

и

|𝑓(𝑧)|2 ⩽ 2|𝑓(𝑡)|2 + 2𝑅

𝑅∫︁
0

|𝜕𝑧𝑓(𝜏)|2𝑑𝜏.

Последовательное интегрирование по 𝑡 и 𝑧 дает искомый результат.

Предложение 13. Существует такое 𝑅* > 1/2, что при 𝑅 > 𝑅* первое
собственное число Λ𝑅

1,𝑁 оператора ℒ𝑅
𝑁 меньше точки отсечки Λ†. Первая соб­

ственная функция 𝑤𝑅
1,𝑁 оператора ℒ𝑅

𝑁 , отвечающая Λ𝑅
1,𝑁 , при 𝑅 > 𝑅* явля­

ется четной по переменным 𝑥1 и 𝑥2.
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Доказательство. Для больших значений 𝑅 Следствие 2 гарантирует, что от­
ношение Рэлея

‖∇𝑤1;𝐿2(Ω
𝑅)‖2

‖𝑤1;𝐿2(Ω𝑅)‖2

для первой собственной функции 𝑤1 оператора ℒΩ
𝐷, суженной на Ω𝑅, строго

меньше Λ†. Таким образом, максиминимальный принцип (Теорема 8) обеспе­
чивает существование первого собственного числа меньше Λ†. Поскольку вол­
новод Ω𝑅 имеет зеркальную симметрию, нечетная относительно 𝑥2 (или 𝑥1) со­
ставляющая 𝑣 собственной функции 𝑤𝑅

1,𝑁 , суженная на половину волновода Ω𝑅
∙ ,

содержится в пространстве ℋ𝑅
𝑁∙, определенном в Предложении 11, и удовлетво­

ряет соотношению

ℓ𝑅∙ [𝑢, 𝑣] = Λ𝑅
1,𝑁(𝑢, 𝑣)Ω𝑅∙ , ∀𝑢 ∈ ℋ𝑅

𝑁∙.

Согласно Предложению 11 функция 𝑣 обращается в ноль, что доказывает чет­
ность 𝑤𝑅

1,𝑁 .

Теорема 17. Существуют такие 𝑅* > 1/2 и 𝑐𝑁 > 0, что для всех 𝑅 > 𝑅*

справедливы неравенства

Λ𝑅
𝑘,𝑁 ⩾ Λ† + 𝑐𝑁𝑅

−2, 𝑘 ⩾ 2.

Доказательство. Каждая собственная функция 𝑤 оператора Лапласа ℒ𝑅
𝑁 мо­

жет быть разложена в сумму

𝑤(𝑥) = 𝑣1(𝑥) + 𝑣2(𝑥) + 𝑣(𝑥)

с функциями 𝑣𝑗, нечетными по переменным 𝑥𝑗, и функцией 𝑣, четной по обеим
переменным 𝑥1 и 𝑥2, причем

𝑣1(𝑥) =
1

2
(𝑤(𝑥1,𝑥2,𝑥3)− 𝑤(−𝑥1,𝑥2,𝑥3)),

𝑣2(𝑥) =
1

4
(𝑤(𝑥1,𝑥2,𝑥3) + 𝑤(−𝑥1,𝑥2,𝑥3)− 𝑤(𝑥1,− 𝑥2,𝑥3)− 𝑤(−𝑥1,− 𝑥2,𝑥3)),

𝑣(𝑥) =
1

4
(𝑤(𝑥1,𝑥2,𝑥3) + 𝑤(−𝑥1,𝑥2,𝑥3) + 𝑤(𝑥1,− 𝑥2,𝑥3) + 𝑤(−𝑥1,− 𝑥2,𝑥3)).
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Поскольку волновод Ω𝑅 имеет зеркальную симметрию, функции 𝑣1, 𝑣2 и 𝑣 в слу­
чае их нетривиальности также оказываются собственными функциями операто­
ра ℒ𝑅

𝑁 . Более того, они попарно ортогональны в пространстве 𝐿2(Ω
𝑅). Следова­

тельно, каждому собственному числу отвечает собственная функция, нечетная
по одной из переменных 𝑥1 и 𝑥2, или четная по обеим.

Если 𝑣1 ̸= 0, применим Лемму 5 к функциям 𝑓1(𝑧) = 𝑣1(𝑧,𝑥2,𝑥3) и 𝑓2(𝑧) =

𝑣1(𝑥1,𝑧,𝑥3) и проинтегрируем полученные неравенства по круговым сечениям 𝜔.
В итоге приходим к оценкам

‖𝜕𝑥𝑗
𝑣1;𝐿2(𝑄

𝑅
𝑗 )‖2 +

2

𝑅
‖𝑣1;𝐿2(𝑄

1/2
𝑗 )‖2 ⩾ 1

2𝑅2
‖𝑣1;𝐿2(𝑄

𝑅
𝑗 )‖2 , 𝑗 = 1,2 .

Таким образом,

‖𝜕𝑥1
𝑣1;𝐿2(𝑄

𝑅
1 )‖2 + ‖𝜕𝑥2

𝑣1;𝐿2(𝑄
𝑅
2 )‖2 +

4

𝑅
‖𝑣1;𝐿2(Ω

1/2)‖2 ⩾ 1

2𝑅2
‖𝑣1;𝐿2(Ω

𝑅)‖2.

При 𝑅 > 2 это неравенство вместе с Леммой 4 дают оценку

‖∇𝑣1;𝐿2(Ω
𝑅)‖2 ⩾ Λ†‖𝑣1;𝐿2(Ω

𝑅)‖2 + c

2𝑅2
‖𝑣1;𝐿2(Ω

𝑅)‖2 .

Следовательно, максиминимальный принцип (Теорема 8) гарантирует, что

Λ𝑅
𝑘,𝑁 > Λ† +

c

2𝑅2
.

В случае 𝑣2 ̸= 0 рассуждения аналогичны. Остается провести доказатель­
ство для 𝑣 ̸= 0. Заметим, что 𝑣 также является собственной функцией (от­
вечающей тому же собственному числу Λ𝑅

𝑘,𝑁) лапласиана ℒ𝑅
∠ со смешанными

граничными условиями на четверти волновода

Ω𝑅
∠ = {𝑥 ∈ Ω𝑅 : 𝑥𝑗 > 0, 𝑗 = 1,2}.

Оператор ℒ𝑅
∠ порожден полуторалинейной формой (см. Теорему 4)

ℓ𝑅∠[𝑢1,𝑢2] = (∇𝑢1,∇𝑢2)Ω𝑅
∠
,
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определенной на пространстве

ℋ𝑅
∠ = {𝑢 ∈ 𝐻1(Ω𝑅

∠) : 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑅
∠ ∩ 𝜕Ω𝑅}.

Согласно Предложению 13 первая собственная функция оператора ℒ𝑅
𝑁 четна по

обеим переменным 𝑥1 и 𝑥2, и следовательно, ее сужение на Ω𝑅
∠ является собствен­

ной функцией для оператора ℒ𝑅
∠, отвечающей собственному числу Λ𝑅

1,𝑁 < Λ†.
В итоге при 𝑘 ⩾ 2 максиминимальный принцип (Теорема 8) дает соотношение

Λ𝑅
𝑘,𝑁 =

‖∇𝑤𝑅
𝑘,𝑁 ;𝐿2(Ω

𝑅
∠)‖2

‖𝑤𝑅
𝑘,𝑁 ;𝐿2(Ω𝑅

∠)‖2
⩾ max

𝐸
inf

𝑢∈𝐸∖{0}

‖∇𝑢;𝐿2(Ω
𝑅
∠)‖2

‖𝑢;𝐿2(Ω𝑅
∠)‖2

, (1.14)

где максимум вычисляется по всем подпространствам 𝐸 ⊂ ℋ𝑅
∠ с коразмерно­

стью 1.
Для оценки отношения Рэлея в левой части (1.14) рассмотрим функ­

цию 𝑉 , минимизирующую отношение

‖∇𝑉 ;𝐿2(Ω
𝑅
∠)‖2

‖𝑉 ;𝐿2(Ω𝑅
∠)‖2

на конкретном подпространстве

𝐸⊥ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩𝑤 ∈ ℋ𝑅
∠ :

∫︁
Ω

1/2
∠

𝑤(𝑥) cos(𝜋𝑥3) 𝑑𝑥 = 0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , codim𝐸⊥ = 1.

Здесь Ω
1/2
∠ = {𝑥 ∈ Ω𝑅

∠ : 𝑥𝑗 < 1/2, 𝑗 = 1,2}. Поскольку 𝐸⊥ является слабо
замкнутым, минимайзер 𝑉 существует (см., например, [17, глава 3]).

Рассмотрим спектральную задачу для оператора Лапласа на прямоуголь­
ном параллелепипеде Σ = {𝑥 : 0 < 𝑥𝑗 < 1/2, 𝑗 = 1,2, |𝑥3| < 1/2} с условиями
Дирихле на его основаниях {𝑥 ∈ 𝜕Σ: |𝑥3| = 1/2}. Первая собственная функция
𝑢1(𝑥) = cos(𝜋𝑥3), отвечает собственному числу 𝜋2, а вторая 𝑢2(𝑥) = cos(2𝜋𝑥3)

— собственному числу 4𝜋2. Отметим, что Ω
1/2
∠ ⊂ Σ и функция 𝑉 , продолженная
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нулем вне множества Ω
1/2
∠ , является элементом множества

𝐸0
⊥ =

{︂
𝑤 ∈ 𝐻1(Σ) : 𝑤(𝑥) = 0 при |𝑥3| = 1/2,

∫︁
Σ

𝑤(𝑥) cos(𝜋𝑥3) 𝑑𝑥 = 0

}︂
.

Следовательно, по неравенству Пуанкаре

‖∇𝑉 ;𝐿2(Ω
1/2
∠ )‖2 ⩾ 4𝜋2‖𝑉 ;𝐿2(Ω

1/2
∠ )‖2,

откуда следует оценка

‖∇𝑉 ;𝐿2(Ω
1/2
∠ )‖2 ⩾ 4𝜋2 + Λ†

2
‖𝑉 ;𝐿2(Ω

1/2
∠ )‖2 + 4𝜋2 − Λ†

8𝜋2
‖∇𝑉 ;𝐿2(Ω

1/2
∠ )‖2 . (1.15)

Обозначив 𝑄∠
𝑗 = {𝑥 ∈ Ω𝑅

∠ : 𝑥𝑗 > 1/2}, 𝑗 = 1,2, имеем:

‖𝜕𝑥3−𝑗
𝑉 ;𝐿2(𝑄

∠
𝑗 )‖2 + ‖𝜕𝑥3

𝑉 ;𝐿2(𝑄
∠
𝑗 )‖2 ⩾ Λ†‖𝑉 ;𝐿2(𝑄

∠
𝑗 )‖2. (1.16)

Суммируя неравенства (1.15) и (1.16), 𝑗 = 1,2, находим, что

‖∇𝑉 ;𝐿2(Ω
𝑅
∠)‖2 ⩾ Λ†‖𝑉 ;𝐿2(Ω

𝑅
∠)‖2 +

4𝜋2 − Λ†
2

‖𝑉 ;𝐿2(Ω
1/2
∠ )‖2+

+
4𝜋2 − Λ†

8𝜋2
‖∇𝑉 ;𝐿2(Ω

1/2
∠ )‖2 +

∑︁
𝑗=1,2

‖𝜕𝑗𝑉 ;𝐿2(𝑄
∠
𝑗 )‖2.

Лемма 5, примененная к функции 𝑉 , приводит к формуле

‖∇𝑉 ;𝐿2(Ω
𝑅
∠)‖2 ⩾

(︂
Λ† +

4𝜋2 − Λ†
8𝜋2𝑅2

)︂
‖𝑉 ;𝐿2(Ω

𝑅
∠)‖2.

Вспомнив соотношение (1.14), заканчиваем доказательство.

Для исследования первых собственных чисел выясним, насколько близ­
ки по норме в 𝐿2(Ω

𝑅) собственные функции 𝑤𝑅
1,♯ операторов ℒ𝑅

♯ собственной
функции 𝑤1 оператора ℒΩ

𝐷, суженной на усеченный волновод Ω𝑅. Поскольку
𝑤1 не принадлежит ни пространству ℋ𝑅

𝐷, ни пространству ℋ𝑅
𝜂 , умножим ее на
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гладкую срезающую функцию 𝜒𝑅,

𝜒𝑅(𝑥) = 1 при |𝑥𝑗| ⩽ 𝑅− 1, 𝜒𝑅(𝑥) = 0 при |𝑥𝑗| > 𝑅, 𝑗 = 1,2, (1.17)

0 ⩽ 𝜒𝑅 ⩽ 1 и |∇𝜒𝑅| ⩽ 𝑐𝜒.

Образуем разложение в ортогональную сумму

𝜒𝑅𝑤1 = 𝑎𝑅𝑤
𝑅
1,♯ + 𝑏𝑅𝑣, (1.18)

где ‖𝑤1;𝐿2(Ω)‖ = ‖𝑤𝑅
1,♯; Ω

𝑅‖ = ‖𝑣;𝐿2(Ω
𝑅)‖ = 1 и (𝑤𝑅

1,♯,𝑣)Ω𝑅 = 0.

Лемма 6. Найдется такое 𝑅*, что при 𝑅 > 𝑅* коэффициент 𝑎𝑅 равномерно
отделен от нуля.

Доказательство. Из интегрального тождества (1.12) выводим, что

(∇𝑤𝑅
1,♯,∇𝑣)Ω𝑅 = 0,

а значит,

‖∇(𝜒𝑅𝑤1);𝐿2(Ω
𝑅)‖2 = |𝑎𝑅|2Λ𝑅

1,♯ + |𝑏𝑅|2‖∇𝑣;𝐿2(Ω
𝑅)‖2. (1.19)

Благодаря максиминимальному принципу (Теореме 8) верна оценка

‖∇𝑣;𝐿2(Ω
𝑅)‖2 ⩾ Λ𝑅

2,♯,

и по Теореме 17 неравенство Λ𝑅
2,♯ > Λ† выполнено при 𝑅 > 𝑅*. Таким образом,

‖∇(𝜒𝑅𝑤1);𝐿2(Ω
𝑅)‖2 ⩾ |𝑎𝑅|2Λ𝑅

1,♯ + |𝑏𝑅|2Λ†. (1.20)

Экспоненциальное затухание собственной функции 𝑤1, отмеченное в След­
ствии 2, влечет за собой соотношение

‖𝜒𝑅𝑤1;𝐿2(Ω
𝑅)‖2 = 1−𝑂(𝑒−2𝜈𝑅) (1.21)
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при 𝜈 <
√︀
Λ† − Λ1, где Λ1 — первое собственное число оператора ℒΩ

𝐷. Следова­
тельно,

|𝑎𝑅|2 + |𝑏𝑅|2 = 1−𝑂(𝑒−2𝜈𝑅). (1.22)

Более того, Следствие 2 влечет за собой асимптотическую формулу

‖∇(𝜒𝑅𝑤1);𝐿2(Ω
𝑅)‖2 = Λ1 +𝑂(𝑒−2𝜈𝑅). (1.23)

Комбинируя формулы (1.20), (1.22), (1.23) и неравенство Λ† > Λ1, убеждаемся
в отделенности от нуля величины |𝑎𝑅|.

Теорема 18. Для первого собственного числа Λ1 оператора ℒΩ
𝐷 существуют

такие 𝐶Λ
1 > 0 и 𝜈 <

√︀
Λ† − Λ1, что при 𝑅 > 1/2 выполнено неравенство

|Λ𝑅
1,♯ − Λ1| ⩽ 𝐶Λ

1 𝑒
−𝜈𝑅. (1.24)

Доказательство. Неравенство (1.24) достаточно проверять при больших 𝑅.
Для того чтобы оценить разность между Λ1 и Λ𝑅

1,♯, подставим произведение
𝜒𝑅𝑤1 вместе с первой собственной функцией оператора ℒ𝑅

♯ в форму (1.12) с
Λ = Λ𝑅

1,♯ и получим соотношение

(∇𝑤𝑅
1,♯,∇(𝜒𝑅𝑤1))Ω𝑅 = Λ𝑅

1,♯(𝑤
𝑅
1,♯,𝜒

𝑅𝑤1)Ω𝑅.

Интегрирование по частям в левой части приводит к равенству

(∇𝑤𝑅
1,♯,∇(𝜒𝑅𝑤1))Ω𝑅 = Λ1(𝑤

𝑅
1,♯,𝜒

𝑅𝑤1)Ω𝑅 − (𝑤𝑅
1,♯,[∆,𝜒𝑅]𝑤1)Ω𝑅

где [∆,𝜒𝑅] — коммутатор оператора ∆ со срезающей функцией (1.34). Следова­
тельно,

Λ1 − Λ𝑅
1,♯ =

(𝑤𝑅
1,♯,[∆,𝜒𝑅]𝑤1)Ω𝑅

(𝑤𝑅
1,♯,𝜒

𝑅𝑤1)Ω𝑅

. (1.25)

Поскольку supp[∆,𝜒𝑅] ⊂ {𝑥 : |𝑥𝑗| ∈ [𝑅,𝑅 + 1]}, неравенство Коши – Буняков­
ского при учете Следствия 2, показывает, что числитель в правой части (1.25)
есть 𝑂(𝑒−𝜈𝑅). В то же время, по Лемме 6 знаменатель отделен от нуля, что и
заканчивает проверку оценки (1.24).
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Лемма 7. Коэффициенты в разложении (1.19) при 𝑅 > 1/2 удовлетворяют
неравенствам

|𝑎𝑅| = |(𝑤𝑅
1,♯,𝜒

𝑅𝑤1)Ω𝑅| > 1− 𝐶𝑒−𝜈𝑅 и |𝑏𝑅| < 𝐶𝑒−𝜈𝑅/2,

где 𝐶 — положительная постоянная.

Доказательство. Оценка (1.20) вместе с формулами (1.22), (1.23) обеспечива­
ют соотношение

|𝑎𝑅|2(Λ𝑅
1,♯ − Λ†) ⩽ Λ1 − Λ† − 𝑐𝑒−2𝜈𝑅.

Из неравенства Λ𝑅
1,♯ > Λ1 − 𝐶Λ

1 𝑒
−𝜈𝑅, вытекающего из Теоремы 18, выводится

требуемое.

Замечание 12. Аналогичные рассуждения предоставляют неравенство для ко­
эффициентов ортогонального разложения функции 𝑤1, суженной на усеченный
волновод, а именно,

|(𝑤𝑅
1,♯, 𝑤1)Ω𝑅| > 1− 𝐶𝑒−𝜈𝑅.

Теорема 19. Существует такая постоянная 𝐶𝑤
1 > 0, что при 𝑅 > 1/2 вы­

полнено неравенство

‖𝑤1 − 𝑤𝑅
1,♯;𝐻

1(Ω𝑅)‖ ⩽ 𝐶𝑤
1 𝑒

−𝜈𝑅/2.

Доказательство. Следствие 2 влечет за собой оценку

‖𝑤1 − 𝜒𝑅𝑤1;𝐻
1(Ω𝑅)‖ < 𝐶1𝑒

−𝜈𝑅. (1.26)

Ортогональное разложение (1.18) функции 𝜒𝑅𝑤1 влечет за собой тождество

𝜒𝑅𝑤1 − 𝑤𝑅
1,♯ = 𝑏𝑅𝑣 + (𝑎𝑅 − 1)𝑤𝑅

1,♯.

Следовательно, используя полученные в Лемме 7 оценки величин |𝑎𝑅| и |𝑏𝑅|,
заключаем, что существует такое 𝐶2 > 0, что

‖𝜒𝑅𝑤1 − 𝑤𝑅
1,♯;𝐿2(Ω

𝑅)‖ < 𝐶2𝑒
−𝜈𝑅/2. (1.27)



66

Принимая во внимание еще раз соотношения (1.21) и (1.23), выводим соотноше­
ния

‖𝜒𝑅𝑤1 − 𝑤𝑅
1,♯;𝐿2(Ω

𝑅)‖2 = 2− 2Re(𝜒𝑅𝑤1,𝑤
𝑅
1,♯)Ω𝑅 +𝑂(𝑒−2𝜈𝑅), (1.28)

‖∇(𝜒𝑅𝑤1 − 𝑤𝑅
1,♯);𝐿2(Ω

𝑅)‖2 = Λ1 + Λ𝑅
1,♯ − 2Re(∇(𝜒𝑅𝑤1),∇𝑤𝑅

1,♯)Ω𝑅 +𝑂(𝑒−2𝜈𝑅).

(1.29)
Формула (1.27) вместе с оценкой (1.28) гарантируют неравенство

Re(𝜒𝑅𝑤1,𝑤
𝑅
1,♯) > 1− 𝐶3𝑒

−𝜈𝑅.

Поскольку произведение 𝜒𝑅𝑤1 попадает в пространство ℋ𝑅
♯ , а 𝑤𝑅

1,♯ — собствен­
ная функция оператора ℒ𝑅

♯ , верно равенство

(∇(𝜒𝑅𝑤1),∇𝑤𝑅
1,♯)Ω𝑅 = Λ𝑅

1,♯(𝜒
𝑅𝑤1, 𝑤

𝑅
1,♯)Ω𝑅.

Наконец, применяя результат Теоремы 18 к равенству (1.29), имеем

‖∇(𝜒𝑅𝑤1 − 𝑤𝑅
1,♯);𝐿2(Ω

𝑅)‖2 < 𝐶4𝑒
−𝜈𝑅, 𝐶4 > 0,

что вместе с соотношениями (1.26) и (1.27) заканчивает доказательство.

§ 4. Примеры множественного дискретного спектра

В этом параграфе описаны два примера крестообразных волноводов, в ко­
торых дискретный спектр ниже точки отсечки содержит более одного собствен­
ного числа. Рассматриваются два механизма возникновения дополнительных
захваченных мод с частотой ниже точки отсечки:

– уменьшение угла между цилиндрами,
– вытягивание профиля сечения.

В первом случае множественность спектра обусловлена тем, что область сочле­
нения волноводов (пересечения цилиндров, образующих волноводы) увеличива­
ется в объеме, во втором случае причиной возникновения дополнительных мод
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становится эффект околовершинной локализации собственных функций опера­
тора Лапласа в двумерном сечении.

§ 4.1 Уменьшение угла между цилиндрами

В этой секции мы рассматриваем волновод, образованный пересекающи­
мися под углом круговыми цилиндрами, т. е. 𝜔 = 𝜔∘. Для краткости опустим
𝜔∘ в обозначении волновода: Ω(𝜃;𝜔∘) = Ω(𝜃), 𝑄𝑗(𝜔∘) = 𝑄𝑗, 𝑗 = 1,2.

Рисунок 1.3 — Плоское изображение цилиндра 𝑄𝐿,𝜀, заключенного внутри
волновода Ω(𝜃).

Для изучения дискретного спектра волноводов, пересекающихся под уг­
лом, нам потребуется следующая лемма.

Лемма 8. Найдется такое 𝜀 > 0, что при всех 𝐿 > 0 и 𝜃 ∈ (0, 𝜃0(𝐿)), где
𝜃0(𝐿) — некоторое, зависящее от 𝐿, положительное число, волновод Ω(𝜃)

включает множество

𝑄𝐿,𝜀 =
{︀
𝑥 : |𝑥2 − 1

2 |2 + |𝑥3|2 < 𝜀2, 𝑥1 ∈ (𝐿𝜃,𝐿𝜃 + 𝐿)
}︀
, (1.30)

изображенное на рисунке 1.3.

Доказательство. При фиксированных 𝜃 ∈ (0, 𝜋/2) и 𝜀 ∈ (0,1/4) поместим
в 𝑄2 заданный соотношением (1.30) цилиндр 𝑄𝐿*,𝜀 максимально возможной вы­
соты 𝐿* (см. рисунок 1.4). Каждое сечение 𝑄2 параллельное оси 𝑥2 есть эллипс
с большой полуосью 1

2 cos 𝜃 и малой полуосью 1/2. При достаточно маленьких
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Рисунок 1.4 — Плоское изображение и цилиндра 𝑄𝐿*,𝜀 максимально
возможной высоты 𝐿* при фиксированном радиусе основания 𝜀, заключенного

внутри волновода Ω(𝜃).

значениях 𝜃 в такой эллипс можно вписать касающуюся окружность радиу­
са меньше 1/4 с центром на большой полуоси. Таким образом, цилиндр 𝑄𝐿*,𝜀

будет касаться 𝑄2 изнутри в точках 𝐾1(𝐿
*
𝜃,1/2 + 𝜀,0) и 𝐾2(𝐿

*
𝜃 + 𝐿*,1/2− 𝜀,0).

Точка 𝑀(𝐿*
𝜃 + 𝐿*,1/2 − 𝜀 + sec 𝜃,0) — вершина эллипса, являющегося сечени­

ем 𝑄2, содержащим основание 𝑄𝐿*,𝜀. Вычисляя высоту в треугольнике 𝐾1𝐾2𝑀 ,
находим 𝐿* = (sec 𝜃 − 2𝜀) ctg 𝜃, что стремится к бесконечности при 𝜃 → 0, а
значит, при близких к 0 значениях 𝜃 требуемый цилиндр найдется.

Теорема 20. Полная кратность дискретного спектра 𝜎𝑑(ℒΩ(𝜃)
𝐷 ) неограниченно

возрастает при 𝜃 → 0.

Доказательство. Согласно Лемме 8 при малом 𝜃 > 0 в волновод Ω(𝜃) мож­
но поместить цилиндр 𝑄𝐿;𝜀, заданный соотношением (1.30). Плоскости основа­
ний 𝑄𝐿,𝜀 отрезают от 𝑄1 прямой круговой цилиндр 𝑄𝐿 с высотой 𝐿. Перпен­
дикулярное оси 𝑥1 сечение объединения 𝑄𝐿,𝜀 ∪ 𝑄𝐿 содержит круг единичного
диаметра, поэтому согласно Теореме 12 первое собственное число 𝜆𝜀

1 задачи
Дирихле для оператора Лапласа на этом сечении лежит ниже точки отсеч­
ки Λ†. Метод разделения переменных в цилиндре 𝑄𝐿,𝜀 ∪ 𝑄𝐿 гарантирует, что
𝜆𝑛,𝜀 = 𝜆𝜀

1+𝜋2𝑛2𝐿−2 — собственные числа задачи Дирихле оператора Лапласа в
этом цилиндре, причем при целых 𝑛 = 1, . . . ,𝑁𝐿,𝜀 и 𝑁𝐿,𝜀 < 𝜋−1𝐿

√︀
Λ† − 𝜆𝜀

1 спра­
ведливо неравенство 𝜆𝑛,𝜀 < Λ†. Соответствующие собственные функции, про­
долженные нулем на Ω(𝜃), ортогональны в 𝐿2(Ω(𝜃)) и, как следствие, линейно
независимы. Кроме того, для любой нетривиальной линейной комбинации этих
функций отношение Рэлея меньше Λ†. Согласно Следствию 1 существует 𝑁𝐿,𝜀
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точек дискретного спектра задачи Дирихле в Ω(𝜃), причем 𝑁𝐿,𝜀 → +∞ при
𝜃 → +0. Теорема доказана.

§ 4.2 Вытягивание сечения волновода

В этом параграфе мы рассматриваем дискретный спектр в прямом “вытя­
нутом” крестообразном волноводе, у которого сечение 𝜔H — растяжение области
𝜔 в H раз вдоль оси 𝑥3

𝜔H = {(𝑦,𝑧) ∈ R2 : (𝑦,H−1𝑧) ∈ 𝜔},

а образующие волновод цилиндры пересекаются под прямым углом:

Ω(𝜔H) =
{︁
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3 : (𝑥1, 𝑥2,H

−1𝑥3) ∈ Ω(𝜋/2;𝜔)
}︁
.

Таким образом, Ω(𝜔H) = 𝑄1(𝜔
H) ∪𝑄2(𝜔

H), где

𝑄𝑗(𝜔
H) =

{︁
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3 : (𝑥3−𝑗,H

−1𝑥3) ∈ 𝑄𝑗(𝜔)
}︁
, 𝑗 = 1,2.

Мы рассмотрим два случая для исходного сечения 𝜔:
a) сечение цилиндров, образующих волновод, имеет форму ромба, т.е.

𝜔 = 𝜔♢ =
{︁
(𝑦,𝑧) ∈ R2 : |𝑦|+ |𝑧| < 1/2

}︁
,

b) сечение цилиндров, образующих волновод, имеет форму эллипса, т.е.

𝜔 = 𝜔∘ =
{︁
(𝑦,𝑧) ∈ R2 : |𝑦|2 + |𝑧|2 < 1/4

}︁
.

Рассмотрим, как меняется кратность дискретного спектра оператора ℒΩ(𝜔H)
𝐷 при

H → +∞.
Согласно Теореме 13 существенный спектр оператора ℒΩ(𝜔H)

𝐷 занимает луч
[ΛH

† ,+∞). Точка отсечки ΛH
† совпадает с первым собственным числом задачи

Дирихле для оператора Лапласа на сечении 𝜔H. Согласно Предложению 4 и
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Предложению 5 для точки отсечки справедлива асимптотика

ΛH
† = 𝜋2 + 𝜇†H

−𝛼 +𝑂(H−2𝛼), H → +∞,

где в случае a) 𝛼 = 𝛼♢ = 2/3 и в случае b) 𝛼 = 𝛼∘ = 1/2. Величина 𝜇† в
случае a) есть наименьшее собственное число оператора, порожденного диффе­
ренциальным уравнением Эйри

−𝜕2
𝜁w(𝜁) + 4𝜋2|𝜁|w(𝜁) = 𝜈w(𝜁), 𝜁 ∈ R,

а в случае b) — наименьшее собственное число оператора гармонического ос­
циллятора, порожденного дифференциальным уравнением

−𝜕2
𝜁w(𝜁) + 4𝜋2𝜁2w(𝜁) = 𝜈w(𝜁), 𝜁 ∈ R.

Согласно Теореме 15 дискретный спектр оператора ℒΩ(𝜔H)
𝒟 не пуст, а со­

гласно Теореме 8 полная кратность дискретного спектра #𝜎𝑑

(︁
ℒΩ(𝜔H)
𝒟

)︁
конечна.

Введем обозначения для собственных чисел задачи:

0 < ΛH
1 < ΛH

2 ⩽ . . . ⩽ ΛH
#𝜎H

𝑑
< ΛH

† .

В работах [15; 30; 52; 53; 68] исследована задача построения асимптотики
собственных чисел оператора Лапласа на тонком теле, чья функция толщины
имеет единственный максимум. Собственные функции такой задачи локализу­
ются около точки максимума толщины. Задача в крестообразном волноводе
Ω(𝜔H) при помощи масштабирования (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (H−1𝑥1,H

−1𝑥2,H
−1𝑥3) сво­

дится к задаче в крестообразном волноводе, у которого фиксирована высота,
а толщина рукавов равна H−1 и стремится к нулю. По аналогии с задачами о
тонком теле предполагаем, что собственные функции этой задачи концентриру­
ются около самого широкого сечения — сечения плоскостью 𝑥3 = 0. Для дока­
зательства множественности дискретного спектра аналогично процедуре обос­
нования асимптотики, представленной в вышеупомянутых работах [15; 30; 52;
53; 68], построим линейно независимые “почти ортонормированные” тестовые
функции ΦH

𝑗 , линейная оболочка которых удовлетворяют условию Следствия 1.
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Введем следующие обозначения: 𝑥 = (𝑦, 𝑧), где 𝑦 = (𝑥1, 𝑥2), а 𝑧 = 𝑥3.
Кроме того, обозначим сечения параллельно плоскости 𝑧 = 0

Π𝜏 = {𝑦 : (𝑦,𝜏) ∈ Ω(𝜔H)} 𝜏 ∈ [−H/2,H/2].

Каждое сечение Π𝜏 имеет форму плоского крестообразного волновода с шири­
ной рукава в случае a)

ℎ(𝜏) = ℎ♢(𝜏) = 1− 2H−1|𝜏 |

и в случае b)
ℎ(𝜏) = ℎ∘(𝜏) =

√︀
1− 4H−2𝜏 2

Согласно пункту a) Предложения 10 дискретный спектр задачи Дирихле для
оператора Лапласа на Π𝜏 не пуст. Соответствующую первую собственную функ­
цию, отвечающую первому собственному числу 𝜆𝜏 , нормированную в 𝐿2(Π𝜏),
обозначим через 𝑈𝜏 :

−∆𝑦𝑈𝜏(𝑦) = 𝜆𝜏𝑈𝜏(𝑦), 𝑦 ∈ Π𝜏 , 𝑈𝜏 = 0, 𝑦 ∈ 𝜕Π𝜏 .

Соответственно, 𝑈0 — первая нормированная в 𝐿2(Π0) собственная функции
задачи Дирихле оператора Лапласа в плоском крестообразном волноводе Π0

с единичной шириной рукава, отвечающая собственному числу 𝜆0. Зададим
функцию 𝑈H формулой 𝑈H(𝑥) = 𝑈0(ℎ(𝑧)

−1𝑦). Заметим, что 𝑈H(𝑥) = ℎ(𝑧)𝑈𝑧(𝑦),
и для функции 𝑈H(𝑥) при −H/2 < 𝑧 < H/2 справедливы тождества∫︁

Π𝑧

|𝑈H(𝑥)|2 𝑑𝑦 = ℎ(𝑧)2,

∫︁
Π𝑧

|∇𝑦𝑈
H(𝑥)|2 𝑑𝑦 = 𝜆0. (1.31)

В качестве приближения для собственных функций оператора ℒΩ(𝜔H)
𝒟 бе­

рем
ΦH

𝑛 (𝑥) = H−𝛼/4𝜒H(𝜁)w𝑛(𝜁)𝑈0((ℎ(𝑧)
−1𝑦), 𝑛 ⩾ 1, (1.32)

где растянутая координата
𝜁 = H−𝛼/2𝑧. (1.33)
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Кроме того, 𝜒H(𝜁) = 𝜒(2H𝛼/2−1𝜁), где 𝜒 ∈ 𝐶∞(R) — такая гладкая срезающая
функция, что

𝜒(𝜏) = 1 при |𝜏 | < 1/4 и 𝜒(𝜏) = 0 при |𝜏 | > 1/2. (1.34)

Показатель 𝛼 в формулах (1.32) и (1.33) выбирается равным 𝛼 = 𝛼♢ = 2/3 в
случае a) и 𝛼 = 𝛼∘ = 1/2 в случае b). Заметим, что функция ΦH

𝑛 обращается в
ноль на границе 𝜕Ω(𝜔H), поскольку множитель 𝑈H(𝑥) = ℎ(𝑧)𝑈𝑧(𝑦). В качестве
приближения для собственных чисел примем

ΛH
𝑛 = 𝜆0 + 𝜇𝑛H

−𝛼, 𝑛 ⩾ 0, (1.35)

где {𝜇𝑛,w𝑛} в формулах (1.32) и (1.35) — собственная пара уравнения Эйри

−𝜕2
𝜁w(𝜁) + 4𝜆0|𝜁|w(𝜁) = 𝜇w(𝜁), 𝜁 ∈ R, (1.36)

в случае a) и гармонического осциллятора

−𝜕2
𝜁w(𝜁) + 4𝜆0|𝜁|2w(𝜁) = 𝜇w(𝜁), 𝜁 ∈ R, (1.37)

в случае b). Собственные функции w𝑗 выбраны ортонормированными в 𝐿2(R).
Введем обозначение ̃︀𝛼 = 1− 𝛼/2. (1.38)

Заметим, что при 𝛼 = 𝛼♢ и при 𝛼 = 𝛼∘ справедливо неравенство 0 < ̃︀𝛼 < 1.

Лемма 9. Для любого 𝑁 ∈ N существует такое положительное число 𝑐𝑁 ,
что при всех 0 ⩽ 𝑗,𝑘 ⩽ 𝑁 выполнено⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒ H̃︀𝛼/4∫︁
−H̃︀𝛼/4

w𝑗(𝜁)w𝑘(𝜁)𝑑𝜁 − 𝛿𝑗,𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ⩽ 𝑐𝑁H

−̃︀𝛼 ,

где либо 𝛼 = 𝛼♢ в случае a) либо 𝛼 = 𝛼∘ в случае b), а величина ̃︀𝛼 определяется
формулой (1.38).
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Доказательство. Требуемое неравенство вытекает из оценок экспоненциально­
го затухания (0.9) для собственных функций.

Лемма 10. Для любого 𝑁 ∈ N существует такое положительное число 𝑐𝑁 ,
что при всех 0 ⩽ 𝑗,𝑘 ⩽ 𝑁 выполнены неравенства⃒⃒⃒

(ΦH
𝑗 ,Φ

H
𝑘 )ΩΩΩH(𝜔) − 𝛿𝑗,𝑘

⃒⃒⃒
⩽ 𝑐𝑁H

−̃︀𝛼, 𝑗,𝑘 = 1, . . . , 𝑁,

где либо 𝛼 = 𝛼♢ в случае a) либо 𝛼 = 𝛼∘ в случае b), а величина ̃︀𝛼 определяется
формулой (1.38). Иначе говоря, функции ΦH

1 , . . . ,Φ
H
𝑁 “почти ортогональны” в

𝐿2(Ω(𝜔
H)) при достаточно больших H, в частности, они линейно независи­

мы.

Доказательство. Используя (1.31), вычисляем скалярное произведение

(ΦH
𝑗 ,Φ

H
𝑘 )Ω(𝜔H) =

H̃︀𝛼/2∫︁
−H̃︀𝛼/2

𝜒H(𝜁)2w𝑗(𝜁)w𝑘(𝜁)ℎ(H
𝛼/2𝜁)2𝑑𝜁 .

Поскольку

ℎ(H𝛼/2𝜁)2 = ℎ♢(H
𝛼/2𝜁)2 = 1− 4H−̃︀𝛼|𝜁|+ 4H−2̃︀𝛼|𝜁|2

и
ℎ(H𝛼/2𝜁)2 = ℎ∘(H

𝛼/2𝜁)2 = 1− 4H−2̃︀𝛼|𝜁|2,
применяя Лемму 9, в виду тождества (1.34) требуемая оценка вытекает из рав­
номерной по H ограниченности интеграла

H̃︀𝛼/2∫︁
−H̃︀𝛼/2

𝜒H(𝜁)2(|𝜁|+ |𝜁|2)|w𝑗(𝜁)||w𝑘(𝜁)|𝑑𝜁,

которую обеспечивает экспоненциальное затухание функций w𝑗 и w𝑘 (см. нера­
венства (0.4) и (0.9)).
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Лемма 11. Для любого 𝑁 ∈ N существуют такие положительные величины
H𝑁 и 𝑐𝑁 , что при H > H𝑁 выполнено неравенство⃒⃒⃒

(∇𝑥Φ
H
𝑗 ,∇𝑥Φ

H
𝑘 )Ω(𝜔H) − 𝜆0𝛿𝑗,𝑘

⃒⃒⃒
< 𝑐𝑁H

−𝛼, 0 ⩽ 𝑗,𝑘 ⩽ 𝑁, (1.39)

где либо 𝛼 = 𝛼♢ в случае a) либо 𝛼 = 𝛼∘ в случае b).

Доказательство. Скалярное произведение в левой части (1.39) раскладывает­
ся в сумму двух скалярных произведений

𝐼1 = (∇𝑦Φ
H
𝑗 ,∇𝑦Φ

H
𝑘 )Ω(𝜔H) and 𝐼2 = (𝜕𝑧Φ

H
𝑗 ,𝜕𝑧Φ

H
𝑘 )Ω(𝜔H) .

Применяя второе тождество из (1.31), выводим равенство

𝐼1 = 𝜆0

H̃︀𝛼/2∫︁
−H̃︀𝛼/2

|𝜒H(𝜁)|2w𝑗(𝜁)w𝑘(𝜁)𝑑𝜁.

Применяя Лемму 9, получаем оценку |𝐼1 − 𝜆0𝛿𝑗,𝑘| ⩽ 𝑐𝑁H
−̃︀𝛼. Заметим, что и в

случае a) и в случае b) верно неравенство ̃︀𝛼 > 𝛼.
Для оценки скалярного произведения 𝐼2, перепишем его в виде суммы

четырех слагаемых
𝐼2 = 𝐽 𝑗𝑘

1 + 𝐽 𝑗𝑘
2 + 𝐽 𝑗𝑘

3 + 𝐽𝑘𝑗
3 ,

где
𝐽 𝑗𝑘
1 = H−𝛼/2

(︀
𝜕𝑧(𝜒

Hw𝑗)𝑈
H, 𝜕𝑧(𝜒

Hw𝑘)𝑈
H
)︀
Ω(𝜔H)

,

𝐽 𝑗𝑘
2 = H−𝛼/2

(︀
𝜒Hw𝑗 𝜕𝑧𝑈

H, 𝜒Hw𝑘 𝜕𝑧𝑈
H
)︀
Ω(𝜔H)

,

𝐽 𝑗𝑘
3 = H−𝛼/2

(︀
𝜕𝑧(𝜒

Hw𝑗)𝑈
H, 𝜒Hw𝑘 𝜕𝑧𝑈

H
)︀
Ω(𝜔H)

.

Из первого тождества в (1.31) следует, что

𝐽 𝑗𝑘
1 = H−𝛼

H̃︀𝛼/2∫︁
−H̃︀𝛼/2

𝜕𝜁
(︀
𝜒H(𝜁)w𝑗(𝜁)

)︀
𝜕𝜁
(︀
𝜒H(𝜁)w𝑘(𝜁)

)︀
|ℎ(H𝛼/2𝜁)|2 𝑑𝜁.
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Поскольку множитель |ℎ(H𝛼/2𝜁)|2 в интеграле равномерно ограничен при
𝜁 ∈ [−H̃︀𝛼/2,H̃︀𝛼/2], достаточно оценить 𝐿2(R)-норму функции 𝜕𝜁

(︀
𝜒Hw𝑗

)︀
при

𝑗 = 1, . . . , 𝑁 . Подставляя w𝑗 в качестве тестовой функции в слабую форму диф­
ференциального уравнения (1.36) в случае a) и (1.37) в случае b), мы выводим
неравенство

‖𝜕𝜁w𝑗;𝐿2(R)‖2 ⩽ 𝜇𝑗‖w𝑗;𝐿2(R)‖2 < 𝜇𝑁 .

Используя эту оценку, а также неравенство для срезающей функции
|𝜕𝜁𝜒H(𝜁)| ⩽ 𝑐H−̃︀𝛼, при учете ортонормированности в 𝐿2(R) собственных функ­
ций мы получаем, что 𝐽 𝑗𝑘

1 ⩽ 𝑐𝑁H
−𝛼.

Поскольку Π𝑧 = ℎ(𝑧)Π0, слагаемое 𝐽2 при помощи теоремы Фуббини пе­
реписывается в виде

𝐽 𝑗𝑘
2 = H−𝛼/2

H̃︀𝛼/2∫︁
−H̃︀𝛼/2

|𝜒H(𝜁)|2w𝑗(𝜁)w𝑘(𝜁)|ℎ(𝑧)𝜕𝑧(ℎ(𝑧)−1)|2
∫︁
Π0

|𝑦∇𝑦𝑈0(𝑦)|2 𝑑𝑦𝑑𝑧. (1.40)

Предложение 6 гарантирует сходимость внутреннего интеграла в (1.40). Таким
образом, справедлива оценка

𝐽 𝑗𝑘
2 ⩽ 𝐶

H̃︀𝛼/2∫︁
−H̃︀𝛼/2

|𝜒H(𝜁)|2w𝑗(𝜁)w𝑘(𝜁)|ℎ′(H𝛼/2𝜁)|2|ℎ(H𝛼/2𝜁)|−2 𝑑𝜁 .

Производная по 𝑧 функции толщины ℎ(𝑧) на носителе срезающей функции
𝜒H ограничена величиной 𝐶H−1. Рассуждая аналогично доказательству в Лем­
ме 10, выводим неравенство 𝐽 𝑗𝑘

2 ⩽ 𝑐𝑁H
−2.

Закончим доказательство оценкой для последнего скалярного произведе­
ния 𝐽 𝑗𝑘

3 . Применяя неравенство Коши – Буняковского, выводим оценку

𝐽 𝑗𝑘
3 ⩽

(︁
𝐽 𝑗𝑗
1 𝐽𝑘𝑘

2

)︁1/2
⩽ 𝑐H−1−𝛼/2.

Теорема 21. Для любого 𝑁 ∈ N существуют такие положительные величи­
ны H𝑁 и 𝐶𝑁 , что при всех H > H𝑁 дискретный спектр 𝜎H

𝑑 оператора ℒΩ(𝜔H)
𝒟
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содержит по крайней мере 𝑁 собственных чисел, при этом

ΛH
𝑁 < 𝜆0 + 𝐶𝑁H

−𝛼 < 𝜋2 < ΛH
† ,

где 𝛼 = 𝛼♢ = 2/3 в случае а) и 𝛼 = 𝛼∘ = 1/2 в случае b).

Доказательство. При 𝑛 ⩽ 𝑁 , используя максиминимальный принцип (см. Тео­
рему 8), запишем формулу для собственного числа оператора ℒΩ(𝜔H)

𝒟

ΛH
𝑛 = sup

𝐸
inf

𝑈∈𝐸∖{0}

‖∇𝑈 ;𝐿2(Ω(𝜔
H))‖2

‖𝑈 ;𝐿2(Ω(𝜔H))‖2 , (1.41)

где супремум берется по всем подпространствам 𝐸 ⊂ ∘
𝐻1(Ω(𝜔H)) коразмерности

𝑛−1. Согласно Лемме 10 функции ΦH
𝑗 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑁−1, линейно независимы при

больших H, поэтому каждое подпространство 𝐸 в (1.41) содержит линейную
комбинацию

∑︀𝑁
𝑗=1 𝑎𝑗Φ

H
𝑗 с коэффициентами, нормированными

∑︀𝑁
𝑗=1 |𝑎𝑗|2 = 1.

Применяя результаты Леммы 10 и Леммы 11, при H > H𝑁 выводим неравен­
ство⃦⃦⃦∑︀𝑁

𝑗=1 𝑎𝑗∇𝑥Φ
H
𝑗 ;𝐿2(Ω(𝜔

H))
⃦⃦⃦2

⃦⃦⃦∑︀𝑁
𝑗=1 𝑎𝑗Φ

H
𝑗 ;𝐿2(Ω(𝜔H))

⃦⃦⃦2 ⩽

⩽

∑︀𝑁
𝑗=1 |𝑎𝑗|2

⃦⃦
∇𝑥Φ

H
𝑗 ;𝐿2(Ω(𝜔

H))
⃦⃦2

+C𝑁H
−𝛼∑︀𝑁

𝑗=1 |𝑎𝑗|2
⃦⃦
ΦH

𝑗 ;𝐿2(Ω(𝜔H))
⃦⃦2 −C𝑁H−𝛼

⩽ 𝜆0 + 𝐶𝑁H
−𝛼,

где H𝑁 , C𝑁 и 𝐶𝑁 — положительные величины.
Выберем H𝑁 настолько большим, чтобы при H > H𝑁 выполнялось нера­

венство 𝜆0 + 𝐶𝑁H
−𝛼 < 𝜋2 < ΛH

† . Такой выбор возможен, поскольку 𝜆0 первое
собственное число задачи Дирихле в плоском крестообразном волноводе Π0,
лежащее ниже точки отсечки непрерывного спектра, равной 𝜋2 согласно След­
ствию 3.

Замечание 13. Заметим, что при доказательстве множественности спектра
оператора ℒΩ(𝜔H)

𝒟 из всех свойств задачи для собственных функций w𝑗 как в
случае a) так и в случае b) мы использовали только тот факт, что спектр этой
задачи простой, положительный и образует монотонную бесконечную последо­
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вательность, а собственные функции экспоненциально затухают на бесконечно­
сти. В качестве пар (𝜇𝑘,w𝑘) в формулах (1.32) и (1.35) можно было взять соб­
ственные пары для любого оператора Шредингера в 𝐿2(R) с положительным
растущим потенциалом. Выбор конкретных операторов, порождающих уравне­
ния Эйри в случае a) и гармонического осциллятора в случае b), обусловлен
тем, что приближение (1.35) является точной асимптотикой собственных чи­
сел, в чем можно убедиться, подставив анзац (1.32) в собственную задачу для
оператора ℒΩ(𝜔H)

𝒟 и приведя подобные члены вплоть до порядка H−5𝛼/4. Приме­
няя схему, изложенную в работах [15; 30; 52; 53; 68], можно строго обосновать
приближение собственных чисел формулой (1.35) и собственных функций фор­
мулой (1.32).

§ 4.3 Возможные обобщения

Полученные в этой главе результаты можно обобщить на более широкий
класс волноводов. В Теореме 17, Теореме 18 и Теореме 19 выходы на бесконеч­
ность волновода могут иметь разные длины по всем четырем направлениям.
Аналогичная (1.13) верхняя оценка для собственных чисел может быть получе­
на для волноводов с любым сечением и углом между образующими цилиндра­
ми, поскольку форма поперечного сечения и угол не играют роли при выводе
этой оценки. Нижняя оценка из Теоремы 16 зависит от формы сечения, тем не
менее, остается верна, если круговое сечение немного деформировано (напри­
мер, являются эллипсом с малым эксцентриситетом). Теорема 18 и Теорема 19
допускают общую постановку (см. Теорему 14) для произвольных волноводов,
имеющих цилиндрические выходы на бесконечность. В § 4.2 множественность
спектра при вытягивании сечения не зависит от угла между рукавами и формы
сочленения. Кроме того, вместо эллиптического сечения можно было выбрать
любое, чья функция ширины допускает асимптотику вида 1−𝐴H−𝛼+𝑂(H−𝑘𝛼),
где 𝐴 > 0, 𝛼 > 1, 𝑘 > 1.
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Глава 2. Оператор Лапласа в угловом слое

§ 1. Основные геометрические объекты

В пространстве R3 рассмотрим выпуклый 𝑛-угольник 𝑃 ′
1𝑃

′
2 . . . 𝑃

′
𝑛 (𝑛 ⩾ 3),

плоскость которого не проходит через начало координат 𝑂′. Определим
𝑛-гранный угол Υ′ как выпуклую оболочку conv{𝑙′𝑗 : 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛} лучей
ℓ′𝑗 = 𝑂′𝑃 ′

𝑗. Граница Γ′ = 𝜕Υ′ состоит из плоских углов Γ′
𝑗 = conv{ℓ′𝑗, ℓ′𝑗+1},

угловые величины которых обозначим через 𝛼𝑗 = ∠𝑃 ′
𝑗𝑂

′𝑃 ′
𝑗+1. В этой гла­

ве считаем, что нумерация элементов ведется по модулю 𝑛, т.е. 𝑛 + 1 = 1,
𝑛+2 = 2, . . . Угловые величины внутренних двугранных углов, прилегающих к
лучам ℓ′𝑗, обозначим через 𝛽𝑗. На рисунке 2.1 изображены примеры правильных
трехгранного и четырехгранного угловых слоев.

Определим угловой слой единичной толщины формулой

Π = {𝑥 ∈ Υ′ : dist(𝑥,Γ′) ∈ (0,1)}.

Граница 𝜕Π состоит из двух многогранных поверхностей: “внешней” — Γ′ и
“внутренней” — Γ. Если в угол Υ′ можно поместить шар, касающийся всех его
граней, то Γ′ и Γ отличаются параллельным переносом. В противном случае
внутренняя многогранная поверхность Γ может быть устроена сложнее, но да­
лее в этой главе рассматривается только первая из указанных ситуаций. Такая
ситуация имеет место, например, в случае любого трехгранного угла, а также
в случае правильного 𝑛-гранного угла (угла, все плоские углы которого равны
и все двугранные углы которого равны). Для элементов Γ, соответствующих
элементам Γ′, введем те же обозначения, удалив из них штрих.

С каждым двугранным углом многогранного угла Π свяжем прямоуголь­
ную декартову систему координат (𝑥𝑗, 𝑦𝑗, 𝑧𝑗) с началом в точке 𝑂, определяе­
мую ортонормированным базисом (e1𝑗 , e

2
𝑗 , e

3
𝑗), последний из векторов которой

направлен вдоль луча ℓ𝑗, первый из векторов лежит внутри одной из граней, а
второй направлен в полупространство, содержащее угол.
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Рисунок 2.1 — Слои построенные по правильным трехгранным и
четырехгранным углам

В дальнейшем нам понадобится одно естественное разбиение Π. Для каж­
дого плоского угла Γ𝑗 проведем биссектрису и построим плоскость 𝜋𝑗, прохо­
дящую через эту биссектрису, перпендикулярную плоскости Γ𝑗. Область, выре­
заемую из слоя Π двумя такими плоскостями 𝜋𝑗−1 и 𝜋𝑗, обозначаем через 𝜛𝑗.
Таким образом, замыкание слоя Π представляется в виде объединения

Π =
𝑛⋃︁

𝑗=1

𝜛𝑗. (2.1)

Так, например, угловой слой, изображенный на рисунке 2.1 слева разрезается
на три одинаковых части, одна из которых 𝜛3 изображена на рисунке 2.2.

̟3

Рисунок 2.2 — Область 𝜛3 для трехгранного слоя Π c рисунка 2.1

По аналогии со слоями опишем изломанные волноводы. Рассмотрим на
плоскости два луча ℓ′1 и ℓ′2, выходящих из точки 𝑂′, под углом 𝜃 друг к дру­
гу. Их объединение 𝛾′ = ℓ′1 ∪ ℓ′2 будет являться “внешней” границей определя­
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емого волновода. Определим 𝜔(𝜃) — плоский волновод в форме изломанной
под углом 𝜃 ∈ (0,𝜋) полосы единичной ширины, как множество точек внут­
ри угла, находящихся от 𝛾′ на расстоянии меньшем единицы. Граница такого
волновода есть дизъюнктное объединение 𝜕𝜔(𝜃) = 𝛾(𝜃) ∪ 𝛾′(𝜃) “внутренней” и
“внешней” части. Вершину внутреннего угла обозначаем через 𝑂. Кроме того,
определим усеченный волновод 𝜔𝑅(𝜃) как ограниченную часть волновода 𝜔(𝜃)

с “рукавами” длины 𝑅. Длина “рукава” усеченного волновода 𝜔𝑅 измеряется от
вершины 𝑂 внутреннего угла 𝛾(𝜃) до торца, перпендикулярного направляющей
рукава. Далее там, где это не вызовет недоразумения, будем опускать угол 𝜃

при обозначении волноводов.
Отметим, что сечениями 𝜛𝑗, ортогональными оси 𝑂𝑧𝑗 при 𝑧𝑗 > 0, яв­

ляются усеченные изломанные под углом 𝛽𝑗 волноводы единичной ширины с
привязанной системой координат 𝑧⊥𝑗 = (𝑥𝑗, 𝑦𝑗), начало которой совпадает со
внутренней вершиной излома.

§ 2. Структура спектра оператора Лапласа в угловом слое

В этом параграфе мы изучаем спектральную задачу Дирихле для опера­
тора Лапласа

−∆𝑢(𝑥) = Λ𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Π; 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Π (2.2)

в различных слоях Π. Определим лапласиан через замкнутую положитель­
но определенную полуторалинейную форму aΠ в пространстве Соболева
∘
𝐻1(Π) ⊂ 𝐻1(Π) функций c нулевым следом на границе 𝜕Π

aΠ[𝑢,𝑣] = (∇𝑢,∇𝑣)Π, 𝑢,𝑣 ∈ ∘
𝐻1(Π).

Согласно Теореме 4 форма aΠ порождает положительный самосопряженный
оператор AΠ. Таким образом, задача (2.2) допускает вариационную постановку

aΠ[𝑢,𝑣] = Λ(𝑢,𝑣)Π, ∀𝑣 ∈ ∘
𝐻1(Π).
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Предложение 14. Верно включение

𝜎𝑒𝑠𝑠(AΠ) ⊃ [Λ†,+∞),

где Λ† совпадает с первым собственным числом 𝜆1(𝜔(𝛽†)) в изломанном под
углом 𝛽† = min

1⩽𝑗⩽𝑛
𝛽𝑗 плоском волноводе 𝜔(𝛽†).

Доказательство. Прежде всего отметим, что согласно Предложению 10 дис­
кретный спектр задачи Дирихле для оператора Лапласа на 𝜔(𝛽†) действитель­
но не пуст, и точка отсечки Λ† корректно определена. При всех 𝜅 ⩾ 0 построим
последовательность Вейля для оператора A в точке 𝜆1(𝜔(𝛽†)) + 𝜅2. Через 𝑣†

обозначим неотрицательную собственную функцию в волноводе 𝜔(𝛽†), отве­
чающую первому собственному числу 𝜆1(𝜔(𝛽†)), нормированную в 𝐿2(𝜔(𝛽†)).
Слой Π при любом 𝑅 > 0 содержит сколь угодно длинные цилиндры с се­
чениями 𝜔𝑅(𝛽†). Элементы последовательности Вейля мы определим в таких
дизъюнктных цилиндрах, домножив собственную функцию 𝑣† в их поперечном
сечении на подходящую экспоненту с мнимым показателем, зависящую от про­
дольной координаты, а также на необходимые срезающие функции. Опишем
построение более подробно.

Предположим, что 𝛽𝑗 = 𝛽† для некоторого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛. Рассмотрим
часть слоя 𝜛𝑗 = 𝜛† из разбиения (2.1). С 𝜛† связана декартова система
(𝑥†, 𝑦†, 𝑧†) = (𝑥𝑗,𝑦𝑗,𝑧𝑗). Ее сечениями, ортогональными оси 𝑂𝑧† при 𝑧† > 0,
являются усеченные изломанные под углом 𝛽† волноводы единичной ширины.
Соответствующую систему координат в этих сечениях по аналогии обозначим
𝑧⊥† = (𝑥†, 𝑦†).

Обозначим через 𝒳 = 𝒳 (𝑧) гладкую функцию, обращающуюся в ноль при
𝑧 ⩽ 0, равную единице при 𝑧 ⩾ 1 и удовлетворяющую неравенству 0⩽𝒳 (𝑧)⩽1.
С ее помощью определим срезки вдоль оси 𝑧: 𝒳𝑛(𝑧) = 𝒳 (𝑧 − 2𝑛)𝒳 (2𝑛+1 − 𝑧). В
каждом сечении, перпендикулярном оси 𝑂𝑧†, определим гладкую срезающую
функцию 𝜒𝑅(𝑛) = 𝜒𝑅(𝑛)(𝑥†, 𝑦†), равную 1 в усеченном волноводе 𝜔𝑅(𝑛)−1(𝛽†) и
равную 0 в 𝜔(𝛽†)∖𝜔𝑅(𝑛)(𝛽†), где 𝑅(𝑛) — длина наименьшего из рукавов попереч­
ного сечения плоскостью 𝑧† = 2𝑛, стремящаяся к бесконечности с ростом 𝑛. На­
конец, определим последовательность срезок 𝜂𝑛(𝑥†,𝑦†,𝑧†) = 𝒳𝑛(𝑧†)𝜒𝑅(𝑛)(𝑥†,𝑦†).
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Последовательность функций из
∘
𝐻1(Π)

Ψ𝑛(𝑥) =

⎧⎨⎩2−𝑛/2𝑣†(𝑥†,𝑦†)𝑒𝑖𝜅𝑧†𝜂𝑛(𝑥†,𝑦†,𝑧†), (𝑥†,𝑦†,𝑧†) ∈ 𝜛†,

0, (𝑥†,𝑦†,𝑧†) ∈ Π ∖𝜛†

слабо сходится к нулю в 𝐿2(𝜛†), поскольку их 𝐿2(𝜛†)-нормы не превосходят
единицы и их носители дизъюнктны. Кроме того, Следствие 2 влечет за собой
оценку

‖Ψ𝑛; 𝐿2(𝜛†)‖2 ⩾ 1− 𝐶†𝑒
−𝑐†𝑛, 𝐶†, 𝑐† > 0,

из которой следует, что нормы Ψ𝑛 отделены от нуля. Норма невязки

‖ −∆Ψ𝑛 − (𝜆1(𝜔(𝛽†)) + 𝜅2)Ψ𝑛; 𝐿2(𝜛†)‖

оценивается суммой

2−𝑛/2
(︁
‖∆𝑧⊥†

𝜂𝑛𝑣†; 𝐿2(𝜛†)‖+ 2‖∇𝑧⊥†
𝜂𝑛∇𝑧⊥†

𝑣†; 𝐿2(𝜛†)‖
)︁
+

+ 2−𝑛/2
(︁
‖𝜕2

𝑧†𝜂𝑛𝑣†; 𝐿2(𝜛†)‖+ 2𝜅‖𝜕𝑧†𝜂𝑛𝑣†; 𝐿2(𝜛†)‖
)︁
.

Поскольку в каждом сечении носители функций ∆𝑧⊥†
𝜂𝑛 и ∇𝑧⊥†

𝜂𝑛 заключены
внутри 𝜔𝑅(𝑛)(𝛽†) ∖ 𝜔𝑅(𝑛)−1(𝛽†), а 𝐿2-нормы собственной функции 𝑣† и ее гради­
ента в 𝜔(𝛽†) ∖ 𝜔𝑅(𝑛)(𝛽†) согласно Следствию 2 экспоненциально убывают с ро­
стом 𝑛, первое слагаемое также экспоненциально убывает с ростом 𝑛. Носители
функций 𝜕𝑧†𝒳𝑛 и 𝜕2

𝑧†𝒳𝑛 содержатся в объединении двух цилиндров единичной
высоты:

𝜔𝑅(𝑛)(𝛽†)×
(︁
[2𝑛, 2𝑛 + 1] ∪ [2𝑛+1 − 1, 2𝑛+1]

)︁
.

Функция 𝑣† нормирована в пространстве 𝐿2(𝜔(𝛽†)), поэтому за счет экспонен­
циальной малости нормирующего множителя 2−𝑛/2 второе слагаемое в оцен­
ке невязки также экспоненциально убывает с ростом 𝑛. В итоге 𝐿2(𝜛†)-норма
невязки с ростом 𝑛 стремится к нулю.

Таким образом, функции Ψ𝑛 удовлетворяют всем условиям Теоремы 6 и
образуют последовательность Вейля для оператора AΠ и числа 𝜆1(𝜔(𝛽†)) + 𝜅2,
которое согласно Теореме 6 принадлежит существенному спектру.



83

Для доказательства конечности дискретного спектра нам понадобится
вспомогательное неравенство типа Харди.

Лемма 12. Для всякой 𝑣 ∈ 𝐻1(1,+∞) справедливо неравенство

‖𝜌𝑣;𝐿2(2,+∞)‖2 ⩽ 4‖𝑣′;𝐿2(2,+∞)‖2 + 2‖𝑣′;𝐿2(1,2)‖2 + 2‖𝑣;𝐿2(1,2)‖2

при 𝜌(𝑧) = 𝑧−1.

Доказательство. Обозначим левую часть неравенства через 𝐴2 и, используя
формулу Ньютона–Лейбница, оценим ее следующим образом

𝐴2 =

+∞∫︁
2

𝑧−2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2

𝑧∫︁
2

𝑣(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑣2(2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑧 ⩽ 2

+∞∫︁
2

𝑧−2

𝑧∫︁
2

|𝑣(𝑡)||𝑣′(𝑡)|𝑑𝑡 𝑑𝑧 + 1

2
|𝑣(2)|2.

Меняя порядок интегрирования с помощью теоремы Тонелли в последнем ин­
теграле и затем применяя неравенство Коши–Буняковского, заключаем, что

𝐴2 ⩽ 2𝐴𝐵 +
1

2
𝐶2, где 𝐵 =

⎛⎝ +∞∫︁
2

|𝑣′(𝑡)|2
⎞⎠ 1

2

, 𝐶 = |𝑣(2)|.

Применяя неравенство о среднем к правой части, приходим к неравенству

𝐴2 ⩽
1

2
𝐴2 + 2𝐵2 +

1

2
𝐶2,

и, как следствие,
𝐴2 ⩽ 4𝐵2 + 𝐶2. (2.3)

Для оценки последнего слагаемого 𝐶2 = |𝑣(2)|2 запишем формулу Нью­
тона–Лейбница

𝑣(𝑡)− 𝑣(𝑠) =

𝑡∫︁
𝑠

𝑣′(𝑧) 𝑑𝑧
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при 𝑡, 𝑠 ∈ [1, 2]. Интегрируя обе части этого равенства по переменной 𝑠 от 1
до 2, получаем соотношение

𝑣(𝑡) =

2∫︁
1

𝑣(𝑡) 𝑑𝑠 ⩽

2∫︁
1

|𝑣(𝑠)| 𝑑𝑠+
2∫︁

1

𝑡∫︁
𝑠

|𝑣′(𝑧)| 𝑑𝑧 𝑑𝑠

⩽

2∫︁
1

|𝑣(𝑠)| 𝑑𝑠+
2∫︁

1

|𝑣′(𝑧)| 𝑑𝑧 ⩽ ‖𝑣;𝐿2(1,2)‖+ ‖𝑣′;𝐿2(1,2)‖.

В последней оценке мы использовали неравенство Коши–Буняковского. В итоге,
получаем, что

|𝑣(𝑡)|2 ⩽ 2‖𝑣′;𝐿2(1,2)‖2 + 2‖𝑣;𝐿2(1,2)‖2 (2.4)

при 𝑡 ∈ [1,2]. Собирая вместе неравенства (2.3) и (2.4), приходим к требуемому
утверждению.

Нам потребуется чуть более грубая оценка, которую мы оформим в виде
следствия.

Следствие 4. Для всякой 𝑣 ∈ 𝐻1(1, +∞) и любого 𝑅0 ⩾ 2 справедливо нера­
венство

‖𝜌𝑣;𝐿2(𝑅0,+∞)‖2 ⩽ 4‖𝑣′;𝐿2(1,+∞)‖2 + 2‖𝑣;𝐿2(1,𝑅0)‖2

при 𝜌(𝑧) = 𝑧−1.

Теорема 22. Дискретный спектр оператора AΠ в угловом слое Π конечный и
лежит ниже точки отсечки Λ†. Существенный спектр оператора AΠ зани­
мает луч [Λ†,+∞).

Доказательство. Из Предложения 14 дискретный спектр лежит ниже точки
отсечки. Для доказательства его конечности будем использовать аналог вилки
Дирихле–Неймана (см. [20, §XIII.15]), а именно, разрежем слой Дирихле Π на
области 𝜛𝑗 (разбиение (2.1)), сохраняя условие Дирихле на границе 𝜕Π ∩ 𝜕𝜛𝑗

и назначая условие Неймана на плоских границах разрезов 𝜋𝑗 ∩ Π. Этому раз­
биению отвечает оператор ̃︀AΠ, порожденный согласно Теореме 4 квадратичной
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формой

̃︀aΠ(𝑢,𝑢) = 𝑛∑︁
𝑗=1

‖∇𝑢;𝐿2(𝜛𝑗)‖2,

определенной на пространстве

ℋ(Π) = {𝑢 ∈ 𝐿2(Π): 𝑢|𝜛𝑗
∈ 𝐻1(𝜛𝑗) при 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛, 𝑢|𝜕Π = 0}.

Заметим, что
∘
𝐻1(Π) ⊂ ℋ(Π), поэтому согласно Теореме 10 собственные

числа оператора ̃︀AΠ не превосходят соответствующих им собственных чисел
оператора AΠ. Таким образом, принимая во внимание Следствие 1, для провер­
ки конечности дискретного спектра оператора AΠ достаточно убедиться, что
спектр задачи для оператора ̃︀AΠ ниже точки отсечки является дискретным, и
его полная кратность конечна.

Оператор ̃︀AΠ является прямой суммой лапласианов со смешанными крае­
выми условиями на элементах разбиения, поэтому достаточно доказать, что опе­
ратор Лапласа, заданный на 𝜛𝑗, с условиями Неймана на разрезах 𝜕𝜛𝑗 ∖(Γ∪Γ′)

и условиями Дирихле на остальной границе имеет конечное число собственных
чисел, не превосходящих Λ†. Далее индекс 𝑗 писать не будем. Утверждение о
конечности дискретного спектра согласно Теореме 8 следует из существования
такого конечномерного пространства 𝐸 ⊂ 𝐿2(Π), что для всех 𝑢 ортогональ­
ных 𝐸 выполнено неравенство

‖∇𝑢; 𝐿2(𝜛)‖2
‖𝑢; 𝐿2(𝜛)‖2 ⩾ Λ†. (2.5)

Введем некоторые обозначения. Усеченный волновод, являющийся сечени­
ем 𝜛 плоскостью 𝑧 = 𝑅, обозначим через 𝜔ℓ(𝑅), где ℓ(𝑅) = 𝑐𝑅 — длина меньше­
го из его рукавов. Бесконечный волновод, изломанный под тем же углом, что
и 𝜔ℓ(𝑅), обозначим 𝜔. Через 𝑄 обозначим вписанный в 𝜛 цилиндр 𝜔ℓ(1)×(1,+∞).
Все множество 𝜛 разобьем на две части: компактную 𝜛∙ = 𝜛 ∩ {𝑧 ⩽ 𝑅0} и
неограниченную ̃︀𝜛 = 𝜛 ∩ {𝑧 ⩾ 𝑅0} (параметр 𝑅0 будет выбран позже). Для
функции 𝑢 ∈ ℋ(Π) введем обозначение 𝑢𝑧(𝑥,𝑦) = 𝑢(𝑥,𝑦,𝑧).
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Рисунок 2.3 — Множество 𝜛∙ и часть попавшего в него цилиндра 𝑄 в случае
симметричной области 𝜛

Согласно Теореме 8 при 𝑧 ⩾ 0 выполнено неравенство

‖∇𝑢𝑧;𝐿2(𝜔
ℓ(𝑧))‖2 ⩾ 𝜆1(𝜔

ℓ(𝑧))‖𝑢𝑧;𝐿2(𝜔
ℓ(𝑧))‖2, (2.6)

а при 𝑧 ⩾ 1 вне цилиндра 𝑄 в силу неравенства Фридрихса на поперечных
сечениях рукавов волновода можно записать, что

‖∇𝑢𝑧;𝐿2(𝜔
ℓ(𝑧))‖2 ⩾ ‖∇𝑢𝑧;𝐿2(𝜔

ℓ(𝑧) ∖ 𝜔ℓ(1))‖2 ⩾ 𝜋2‖𝑢𝑧;𝐿2(𝜔
ℓ(𝑧) ∖ 𝜔ℓ(1))‖2. (2.7)

Домножив неравенство (2.6) на (1− (4𝑧𝜋)−2)

(1− (4𝑧𝜋)−2)‖∇𝑢𝑧;𝐿2(𝜔
ℓ(𝑧))‖2 ⩾ (1− (4𝑧𝜋)−2)𝜆1(𝜔

ℓ(𝑧))‖𝑢𝑧;𝐿2(𝜔
ℓ(𝑧))‖2,

а неравенство (2.7) записав в виде

(4𝑧𝜋)−2‖∇𝑢𝑧;𝐿2(𝜔
ℓ(𝑧) ∖ 𝜔ℓ(1))‖2 + (4𝑧)−2‖𝑢𝑧;𝐿2(𝜔

ℓ(1))‖2 ⩾ (4𝑧)−2‖𝑢𝑧;𝐿2(𝜔
ℓ(𝑧))‖2,
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сложим получившиеся оценки. В итоге имеем

‖∇𝑢𝑧;𝐿2(𝜔
ℓ(𝑧))‖2 + (4𝑧)−2‖𝑢𝑧;𝐿2(𝜔

ℓ(1))‖2 ⩾
⩾
(︁
(1− (4𝑧𝜋)−2)𝜆1(𝜔

ℓ(𝑧)) + (4𝑧)−2
)︁
‖𝑢𝑧;𝐿2(𝜔

ℓ(𝑧))‖2. (2.8)

В силу Теоремы 14 для коэффициента в правой части (2.8) справедливо нера­
венство

(1− (4𝑧𝜋)−2)𝜆1(𝜔
ℓ(𝑧)) + (4𝑧)−2 ⩾ 𝜆1(𝜔) + (4𝑧)−2(1− 𝜆1(𝜔)𝜋

−2)− 𝐶𝑒−𝜈ℓ(𝑧),

а значит существует 𝑅0 ⩾ 2 такое, что при 𝑧 ⩾ 𝑅0 выполняется неравенство

(1− (4𝑧𝜋)−2)𝜆1(𝜔
ℓ(𝑧)) + (4𝑧)−2 > 𝜆1(𝜔),

и в итоге

‖∇𝑢𝑧;𝐿2(𝜔
ℓ(𝑧))‖2 + (4𝑧)−2‖𝑢𝑧;𝐿2(𝜔

ℓ(1))‖2 ⩾ 𝜆1(𝜔)‖𝑢𝑧;𝐿2(𝜔
ℓ(𝑧))‖2.

Интегрируя последнюю оценку по 𝑧 ∈ [𝑅0,+∞), выводим неравенство

‖∇𝑧⊥𝑢;𝐿2(̃︀𝜛)‖2 + 1

16
‖𝜌𝑢;𝐿2(̃︀𝜛 ∩𝑄)‖2 ⩾ 𝜆1(𝜔)‖𝑢;𝐿2(̃︀𝜛)‖2.

Напомним, что, как и ранее, 𝜌(𝑧) = 𝑧−1. Применяя ко второму слагаемому
Следствие 4, получаем соотношение

‖∇𝑧⊥𝑢;𝐿2(̃︀𝜛)‖2 + 1

4
‖𝜕𝑧𝑢;𝐿2(𝑄)‖2 ⩾

⩾ 𝜆1(𝜔)‖𝑢;𝐿2(̃︀𝜛)‖2 − 1

8
‖𝑢;𝐿2(𝜛∙ ∩𝑄)‖2 (2.9)

Рассмотрим спектральную задачу для оператора Лапласа в 𝜛∙ c условиями Ди­
рихле на границе 𝜕𝜛∙∩𝜕Π и условиями Неймана на оставшейся границе. Заме­
тим, что, накладывая условия ортогональности первым собственным функци­
ям этой задачи на функцию 𝑢, для любого 𝑀 > 0 можно добиться выполнения
неравенства

‖∇𝑢;𝐿2(𝜛∙)‖2 > 𝑀‖𝑢;𝐿2(𝜛∙)‖2.
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Складывая это неравенство, разделенное на 2, с неравенством (2.9), получаем
оценку

‖∇𝑧⊥𝑢;𝐿2(̃︀𝜛)‖2 + 1

4
‖𝜕𝑧𝑢;𝐿2(̃︀𝜛 ∩𝑄)‖2+

1

4
‖𝜕𝑧𝑢;𝐿2(𝜛∙ ∩𝑄)‖2 + 1

2
‖∇𝑢;𝐿2(𝜛∙)‖2 ⩾

𝜆1(𝜔)‖𝑢;𝐿2(̃︀𝜛)‖2 − 1

8
‖𝑢;𝐿2(𝜛∙ ∩𝑄)‖2 + 𝑀

2
‖𝑢;𝐿2(𝜛∙)‖2.

Если 𝑀 ⩾ 2(𝜆1(𝜔) + 1), то

‖∇𝑢;𝐿2(𝜛)‖2 ⩾ 𝜆1(𝜔)‖𝑢;𝐿2(𝜛)‖2,

что дает оценку для нижней отсечки непрерывного спектра. В качестве про­
странства 𝐸 можно выбрать линейную оболочку собственных функций из усло­
вия ортогональности на 𝜛∙, продолженных нулем в 𝜛.

Из Предложения 14 следует, что луч [Λ†,+∞) содержится в существенном
спектре. Согласно максиминимальному принципу (Теорема 8) неравенство (2.5)
справедливое для всех функций из

∘
𝐻1(Π) ортогональных подпространству 𝐸

в 𝐿2(Π) гарантирует, что Λ† является точкой отсечки, ниже которой все соб­
ственные числа принадлежат дискретному спектру.

§ 3. Дискретный спектр в правильном угловом слое

Напомним, что мы называем угловой слой правильным, если его внешняя
граница Γ′ образует правильный многогранный конус, т.е. все величины 𝛽𝑗 дву­
гранных углов равны между собой и все плоские углы 𝛼𝑗 при вершине 𝑂′ равны
между собой. Далее соответствующие величины обозначаем 𝛽 и 𝛼, соответствен­
но, плоский волновод 𝜔(𝛽) в сечении, перпендикулярном ребру углового слоя,
обозначаем 𝜔.

Теорема 23. В правильном угловом слое дискретный спектр не пуст.
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Доказательство. Согласно максиминимальному принципу (Теорема 8) для су­
ществования собственного числа ниже точки отсечки Λ† = 𝜆1(𝜔) достаточно
подобрать такую функцию 𝑉 ∈ ∘

𝐻1(Π), для которой выполнено неравенство

‖∇𝑉 ; 𝐿2(Π)‖2 − 𝜆1(𝜔)‖𝑉 ; 𝐿2(Π)‖2 < 0. (2.10)

Аналогично доказательству Теоремы 22 мы разрезаем слой на части 𝜛𝑗 (раз­
биение (2.1)). Поскольку все они одинаковы, далее будем обозначать одну из
них 𝜛†. Определим в 𝜛† функцию 𝑉 𝜀(𝑥†, 𝑦†, 𝑧†) = 𝑣†(𝑥†, 𝑦†)𝑒−𝜀𝑧†, где 𝜀 > 0, a
𝑣† — первая собственная функция оператора Лапласа с условиями Дирихле на
изломанном волноводе 𝜔. Правильный угловой слой обладает поворотной сим­
метрией, поэтому на стыках 𝜋𝑗−1∩𝜛𝑗 и 𝜋𝑗 ∩𝜛𝑗 функция 𝑉 𝜀 будет непрерывна,
и следовательно 𝑉 𝜀 ∈ ∘

𝐻1(Π). Подставив 𝑉 𝜀 в левую часть неравенства (2.10),
после интегрирования по частям имеем

(−∆𝑧⊥†
𝑉 𝜀, 𝑉 𝜀)𝜛† − 𝜆1(𝜔)‖𝑉 𝜀; 𝐿2(𝜛†)‖2+

+ 𝜀2‖𝑉 𝜀; 𝐿2(𝜛†)‖2 +
∫︁

𝜕𝜛†

𝑛⃗ · ∇𝑧⊥†
𝑣†(𝑧

⊥
† )𝑣†(𝑧

⊥
† )𝑒

−2𝜀𝑧†𝑑𝑆, (2.11)

где 𝑛⃗ = (𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧) — внешняя нормаль к границе 𝜕𝜛† ∖ (Γ ∪ Γ′), а 𝑑𝑆 — стан­
дартная двумерная мера Лебега на этой границе. Так как 𝑣† — собственная
функция, отвечающая 𝜆1(𝜔), первые два слагаемых сокращаются. Плоскостью
симметрии, проходящей через ось 𝑂𝑧†, слой 𝜛† разбивается на две части 𝜛+

и 𝜛−, предполагая, что 𝜛+ направлена вдоль 𝑂𝑥†. Обозначим общий торец 𝜛†

и 𝜛+, лежащий в плоскости 𝑧† = ctg(𝛼/2)𝑥†, через 𝜋+. В итоге сумма (2.11),
преобразуется к виду

𝜀2‖𝑉 𝜀; 𝐿2(𝜛†)‖2 + 2

∫︁
𝜋+

𝑛𝑥𝜕𝑥†𝑣†(𝑥†, 𝑦†)𝑣†(𝑥†, 𝑦†)𝑒
−2𝜀 ctg(𝛼/2)𝑥†𝑑𝑆(𝑥†,𝑦†).

Учитывая, что 𝑑𝑆(𝑥†, 𝑦†) = sin−1(𝛼/2) 𝑑𝑥†𝑑𝑦†, а 𝑛𝑥 = cos(𝛼†/2), последний ин­
теграл может быть записан как удвоенный интеграл по одной из двух симмет­
ричных друг другу половин волновода 𝜔. Обозначим одну из этих половин,
направленную вдоль оси 𝑂𝑥†, через 𝜔+, а другую — через 𝜔−. В этом случае
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выражение приобретает вид

𝜀2‖𝑣†; 𝐿2(𝜛†)‖2 + 2 ctg
(︁𝛼
2

)︁∫︁
𝜔+

𝜕𝑥†𝑣†(𝑥†, 𝑦†)𝑣†(𝑥†, 𝑦†)𝑒
−2𝜀 ctg(𝛼/2)𝑥†𝑑𝑥†𝑑𝑦†.

Интегрируя по частям, получаем

𝜀2‖𝑣†; 𝐿2(𝜛†)‖2 + 2𝜀 ctg2
(︁𝛼
2

)︁∫︁
𝜔+

|𝑣†(𝑥†, 𝑦†)|2 exp(−2𝜀 ctg(𝛼/2)𝑥†)𝑑𝑥†𝑑𝑦†−

− 2 ctg
(︁𝛼
2

)︁
sin

(︂
𝛽

2

)︂∫︁
𝛾0

|𝑣†(𝑥†(𝜏),𝑦†(𝜏))|2 exp(−2𝜀 ctg(𝛼/2)𝑥†(𝜏))𝑑𝜏, (2.12)

𝛾0 = 𝜕𝜔−∩𝜕𝜔+, а 𝜏 — натуральная параметризация границы вдоль 𝛾0. Заметим,
что при достаточно малых 𝜀 значение (2.12) отрицательны, поэтому при малых 𝜀

для функции 𝑉 𝜀 справедливо неравенство (2.10).

§ 4. Возможные обобщения

Результаты Теоремы 22 можно распространить и на слои, построенные по
углам, не обязательно описанным около шаров. Для этого достаточно постро­
ить аналог разбиения (2.1), структура которого нарушится лишь в компактной
окрестности вершины угла, что не повлияет на существенный спектр оператора.
Отметим, что и толщину стенок углового слоя можно сделать разной у разных
граней. В целом результаты останутся схожими — осложнится лишь анализ
спектров L-образных волноводов.

Для правильного многогранного слоя при малых плоских углах при вер­
шине (и двугранных углах близких к 𝜋) можно доказать, что собственных чи­
сел под порогом непрерывного спектра можно сделать сколь угодно много. До­
казательство может быть построено по схеме, изложенной в работах [88; 41].
Остается гипотезой монотонность по углу раствора аналогичная доказанной
в [39, Предложение 3.1]. Как и для плоских волноводов ожидается, что при до­
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статочно больших углах раствора можно доказать единственность собственного
числа под порогом, но на данный момент этого не сделано.

Отметим, что в отличии от правильного многогранного слоя, в общем слу­
чае дискретный спектр ниже точки может отсутствовать. В работе [84] моим
научным руководителем Ф.Л. Бахаревым построен пример такого трехгранного
слоя, для которого дискретный спектр задачи Дирихле оператора Лапласа ни­
же точки отсечки пуст. Другой пример отсутствия дискретного спектра описан
в работе [36]. В этой работе предложен альтернативный подход к исследова­
нию дискретного спектра задачи Дирихле в многогранном слое, основанный на
изучении геометрии сочленения многогранников, составляющих слой.

Еще одной гипотезой является рост количества собственных чисел под
порогом при увеличение количества граней в правильном угле, вписанном в за­
данный конус, поскольку область становится похожа на конический слой, спек­
тральные свойства которого описаны в [40; 50]. Однако оказывается неверным,
что в правильный многогранный слой можно вписать конический слой, поэтому
простыми оценками между операторами это утверждение доказать не удается.
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Глава 3. Тонкая пластина Кирхгофа

§ 1. Локализация собственных функций в узкой пластине
Кирхгофа

Рассмотрим узкую двумерную пластину

Ω𝜀 = {𝑥 = (𝑦,𝑧) ∈ R2 : 𝑦 ∈ (−ℓ,ℓ), 𝑧 ∈ 𝜔𝜀(𝑦)}, 𝜔𝜀(𝑦) = (−𝜀H−(𝑦), 𝜀H+(𝑦)),

где интервал (−ℓ,ℓ), ℓ > 0, для удобства выбран симметричным относитель­
но начала координат, функции H± дважды непрерывно дифференцируемы на
отрезке [−ℓ,ℓ], а 𝜀 — малый положительный параметр. Предположим, что функ­
ция толщины H = H− +H+ удовлетворяет на [−ℓ, ℓ] условиям

H(𝑦) = H0 − 𝐴|𝑦|2 +𝑂(|𝑦|3), 𝐴 > 0, (3.1)

ℎ0 ⩽ H(𝑦) ⩽ H0, ℎ0 > 0, (3.2)

и достигает своего максимума H0 только в нуле. Не умаляя общности, далее
считаем, что H0 = 2, а ℓ > 2. И того, и другого при учете параметра 𝜀 можно
добиться масштабированием.

y

z

εH0 εh0

−ℓ ℓ0

εH+(y)

−εH−(y)

Рисунок 3.1 — Тонкая пластина Кирхгофа

Напомним обозначения, введенные в § 8 главы 0. Спектральная задача
Дирихле для бигармонического оператора

BΩ𝜀𝑈 𝜀 := ∆2
𝑥𝑈

𝜀 = Λ𝜀𝑈 𝜀(𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝜀, 𝑈 𝜀(𝑥) = 𝜕𝑛𝑈
𝜀(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝜀, (3.3)
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в области Ω𝜀 допускает вариационную постановку

bΩ𝜀[𝑈 𝜀, 𝑉 ] := (∆𝑥𝑈
𝜀,∆𝑥𝑉 )Ω𝜀 = Λ𝜀(𝑈 𝜀,𝑉 )Ω𝜀, ∀𝑉 ∈ ∘

𝐻2(Ω𝜀). (3.4)

Напомним (см. § 8 главы 0 ), что для функций из
∘
𝐻2(Ω𝜀) билинейная форма bΩ𝜀

с помощью интегрирования по частям может быть переписана иначе

bΩ𝜀[𝑈,𝑉 ] = (𝜕2
𝑦𝑈,𝜕

2
𝑦𝑉 )Ω𝜀 + 2(𝜕𝑦𝜕𝑧𝑈,𝜕𝑦𝜕𝑧𝑉 )Ω𝜀 + (𝜕2

𝑧𝑈,𝜕
2
𝑧𝑉 )Ω𝜀.

Область определения формы bΩ𝜀 компактно вкладывается в 𝐿2(Ω
𝜀)

(см. Теорему 2), поэтому согласно Теореме 7 спектр оператора BΩ𝜀 является
дискретным и записывается в виде монотонной неограниченной последователь­
ности собственных чисел

0 < Λ𝜀
0 ⩽ Λ𝜀

1 ⩽ . . . ⩽ Λ𝜀
𝑘 ⩽ . . . → +∞. (3.5)

Соответствующие вещественные собственные функции 𝑈 𝜀
𝑘 подчиним условиям

ортогональности и нормировки

(𝑈 𝜀
𝑗 ,𝑈

𝜀
𝑘)Ω𝜀 = 𝛿𝑗,𝑘, 𝑗, 𝑘 ∈ N0 = {0,1,2, . . .},

где 𝛿𝑗,𝑘 — символ Кронекера. Отметим, что нумерация ведется от нуля.
Этот параграф посвящен изучению асимптотики при 𝜀 → 0 собственных

чисел Λ𝜀
𝑘 и и собственных функций 𝑈 𝜀

𝑘 , 𝑘 ⩾ 0, оператора BΩ𝜀.

§ 1.1 Формальная асимптотика

Нам потребуются сведения о первой собственной паре модельной задачи
на интервале (−1,1)

𝜕4
𝜁𝜙(𝜁) = 𝑀𝜙(𝜁), 𝜁 ∈ (−1,1), 𝜙(±1) = 𝜕𝜁𝜙(±1) = 0. (3.6)
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Согласно Теореме 7 при учете Теоремы 2, собственные числа задачи (3.6) обра­
зуют неубывающую последовательность

0 < 𝑀1 < 𝑀2 < . . . < 𝑀𝑛 < . . . → +∞.

Непосредственными вычислениями устанавливается, что собственные числа яв­
ляются корнями трансцендентного уравнения

ch2(
4
√
𝑀) sin2(

4
√
𝑀)− sh2(

4
√
𝑀) cos2(

4
√
𝑀) = 0.

Первая собственная функция 𝜙1, отвечающая собственному числу 𝑀1, имеет
вид

𝜙1(𝜁) = 𝑎
(︀
ch( 4
√︀
𝑀1𝜁) sin(

4
√︀

𝑀1) + sh( 4
√︀
𝑀1) cos(

4
√︀

𝑀1𝜁)
)︀
. (3.7)

Нормирующий множитель в формуле (3.7) выбран таким, чтобы

‖𝜙1;𝐿2(−1,1)‖ = 1.

Введем обозначения

𝐵 = ‖𝜕𝜁𝜙1;𝐿2(−1,1)‖2, 𝒜 = 𝐴𝐵−1𝑀1, (3.8)

где величина 𝐴 взята из формулы (3.1). Далее для описания младших членов
асимптотики нам понадобятся собственные числа и функции квантового гармо­
нического осциллятора

ℒw(𝜂) := −𝜕2
𝜂w(𝜂) +𝒜𝜂2w(𝜂) = mw(𝜂), w ∈ 𝐿2(R). (3.9)

Как уже было сказано в § 5 главы 0, спектр оператора ℒ, порожденного уравне­
нием (3.9), дискретный и состоит из последовательности простых собственных
чисел

m𝑘 =
√
𝒜(2𝑘 + 1), 𝑘 ∈ N0,

отвечающих собственным функциям, образующим ортонормированный базис
в 𝐿2(R). Напомним также, что для собственных функций w𝑘 из формулы (0.3)
следует, что при всех 𝑘 ∈ N0 существует такая положительная величина 𝐶w𝑘

,
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что при всех 𝜂 ∈ R справедливы поточечные оценки

|𝜕𝑝
𝜂w𝑘(𝜂)| ⩽ 𝐶w𝑘

𝑒−|𝜂|, 0 ⩽ 𝑝 ⩽ 4, (3.10)

и неравенство
‖𝜕𝑝

𝜂w𝑘;𝐿2(R)‖ ⩽ 𝐶w𝑘
. (3.11)

Переходя к растянутым координатам, заданным формулами 𝜉𝜀 = (𝜂𝜀,𝜁𝜀),

𝜂𝜀(𝑥) = 𝜀−1/2𝑦, 𝜁𝜀(𝑥) = 𝜀−1H−1(𝑦)
(︀
2𝑧 − 𝜀(H+(𝑦)−H−(𝑦))

)︀
, (3.12)

имеем для собственной пары задачи (3.3) асимптотический анзац

𝑈 𝜀(𝑥) = 𝜙1(𝜁
𝜀)w(𝜂𝜀) + 𝜀v(𝜉𝜀) + . . . , Λ𝜀 = 𝑀1𝜀

−4 + 𝜇𝜀−3. (3.13)

Отметим, что выбор показателя степени у малого параметра 𝜀 в формуле для 𝜂𝜀

обусловлен самой асимптотической процедурой и проясняется несколько позже
при выписывании формулы (3.15). В дальнейшем используем обозначения

Φ𝜀
1(𝑦,𝑧) = 𝜙1(𝜁

𝜀), V𝜀(𝑦,𝑧) = v(𝜂𝜀,𝜁𝜀), W𝜀(𝑦) = w(𝜂𝜀), H(𝑦) = ℎ𝜀(𝜂
𝜀),

(3.14)
в которых строчные буквы используются для функций, записанных в растяну­
тых координатах, а заглавные — для функций, записанных в исходных.

Ниже у координат 𝜉𝜀 = (𝜂𝜀,𝜁𝜀) для простоты опускаем индекс 𝜀, если это
не приводит к противоречиям. Подставляя анзац (3.13) в уравнение задачи (3.3)
и переходя к переменным 𝜉, имеем

16𝜀−4ℎ−4
𝜀 𝜕4

𝜁𝜙1w + 8𝜀−3ℎ−2
𝜀 𝜕2

𝜁𝜙1𝜕
2
𝜂w + 16𝜀−3ℎ−4

𝜀 𝜕4
𝜁v + . . . =

= (𝜀−4𝑀1 + 𝜀−3𝜇+ . . .)(𝜙1w + 𝜀v + . . .). (3.15)

Используя соотношение 16ℎ−4
𝜀 (𝜂)−1 = 2𝜀𝐴|𝜂|2+𝑂(𝜀3/2), являющееся следстви­

ем условия (3.1), приравниваем коэффициенты при 𝜀−3 в выражении (3.15) и
выводим уравнение для функции v

𝜕4
𝜁v(𝜂,𝜁)−𝑀1v(𝜂,𝜁) =

(︀
𝜇− 2𝐴𝑀1|𝜂|2

)︀
𝜙1(𝜁)w(𝜂)− 2𝜕2

𝜁𝜙1(𝜁)𝜕
2
𝜂w(𝜂), (3.16)



96

c условиями Дирихле

v(𝜂,± 1) = 𝜕𝜁v(𝜂,± 1) = 0. (3.17)

Согласно теории Фредгольма условием разрешимости задачи (3.16), (3.17) явля­
ется ортогональность правой части уравнения (3.16) единственному решению 𝜙1

соответствующей однородной задачи. Таким образом, функция w удовлетворя­
ет уравнению

2𝐵𝜕2
𝜂w(𝜂)− 2𝐴𝑀1|𝜂|2w(𝜂) = −𝜇w(𝜂). (3.18)

Используя полученное соотношение, преобразуем уравнение (3.16) к виду

𝜕4
𝜁v(𝜂,𝜁)−𝑀1v(𝜂,𝜁) = −2

(︀
𝐵𝜙1(𝜁) + 𝜕2

𝜁𝜙1(𝜁)
)︀
𝜕2
𝜂w(𝜂). (3.19)

Правая часть равенства (3.19) допускает разделение переменных, поэтому ре­
шение задачи (3.16), (3.17) имеет вид

v(𝜂,𝜁) = 𝜈(𝜁)𝜕2
𝜂w(𝜂),

где функция 𝜈 решает краевую задачу на интервале (−1,1)

𝜕4
𝜁𝜈 −𝑀1𝜈 = −2

(︀
𝜕2
𝜁𝜙1 +𝐵𝜙1

)︀
, 𝜈(±1) = 𝜕𝜁𝜈(±1) = 0. (3.20)

При этом решение задачи (3.20) существует и определено с точностью до мно­
жителя и до слагаемого, пропорционального 𝜙1, что позволяет подчинить функ­
цию 𝜈 условиям ортогональности (𝜈, 𝜙1)(−1,1) = 0. Функция 𝜈 с наложенными
ограничениями является решением вариационной задачи

1∫︁
−1

𝜕2
𝜁𝜈𝜕

2
𝜁𝑔 −𝑀1𝜈𝑔 − 2𝜕𝜁𝜙1𝜕𝜁𝑔 𝑑𝜁 = 0, ∀𝑔 ∈ ̃︀𝐻2(−1,1), (3.21)

где ̃︀𝐻2(−1,1) — подпространство пространства
∘
𝐻2(−1,1), состоящее из функ­

ций 𝑔, удовлетворяющих условию (𝑔,𝜙1)(−1,1) = 0. Оцениваем нормы 𝜈 и ее
производных

‖𝜕𝑘
𝜁 𝜈;𝐿2(−1, 1)‖ ⩽ 𝐶𝜈, 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 4. (3.22)
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Учитывая соглашения (3.8) и вводя обозначение 𝜇 = 2𝐵m, устанавлива­
ем, что уравнение (3.18) равносильно задаче (3.9). Напомним, что согласно § 4
главы 0 (см. (0.5)) функции w𝑘 являются решениями вариационной задачи∫︁

R

𝜕𝜂w𝑘(𝜂)𝜕𝜂𝑓(𝜂)+𝒜𝜂2w𝑘(𝜂)𝑓(𝜂) 𝑑𝜂=m𝑘

∫︁
R

w𝑘(𝜂)𝑓(𝜂) 𝑑𝜂, ∀𝑓 ∈ ℋℒ. (3.23)

Таким образом, построен дискретный набор пар (w𝑘,m𝑘), и соответствен­
но, функций v𝑘 и величин 𝜇𝑘. Для определения функций W𝜀

𝑘 и V𝜀
𝑘 далее ис­

пользуем прежние формулы (3.14).

§ 1.2 Первое приближение для собственных чисел

На сечениях 𝜔𝜀(𝑦) к функции 𝑈 ∈ ∘
𝐻2(Ω𝜀) применимо неравенство Фри­

дрихса

‖𝜕2
𝑧𝑈 ;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2 ⩾ 𝑀1𝜀
−4‖𝑈 ;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2, 𝑦 ∈ (−ℓ,ℓ), (3.24)

поэтому определенная в
∘
𝐻2(Ω𝜀) билинейная форма

⟨𝑈,𝑉 ⟩𝜀 = bΩ𝜀[𝑈,𝑉 ] +
(︀
𝜀−3 −𝑀1𝜀

−4
)︀
(𝑈,𝑉 )Ω𝜀 (3.25)

является замкнутой, симметричной и положительно определенной, что позво­
ляет ввести гильбертово пространство ℋ𝜀 =

∘
𝐻2(Ω𝜀), оснащенное скалярным

произведением (3.25). Оператор 𝒯 𝜀, порожденный соотношением

⟨𝒯 𝜀𝑈,𝑉 ⟩𝜀 = (𝑈,𝑉 )Ω𝜀, 𝑈,𝑉 ∈ ℋ𝜀,

является самосопряженным, положительно определенным, и согласно Теоре­
ме 7 компактным, а его собственные числа связаны с последовательностью (3.5)
формулой

𝜏 𝜀𝑘 =
(︀
Λ𝜀
𝑘 −𝑀1𝜀

−4 + 𝜀−3
)︀−1

.
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Поскольку собственные значения m𝑘, возникающие в младших членах
асимптотики, простые, воспользуемся Леммой 1. В качестве приближенного соб­

y

X (y)

−R RR− 11− R

1

0

Рисунок 3.2 — График функции 𝒳 .

ственного значения оператора 𝒯 𝜀 возьмем величину

𝛽𝜀
𝑘 = (2𝐵m𝑘 + 1)−1𝜀3,

а в качестве приближенной собственной функции —

U𝜀
𝑘(𝑦,𝑧) = 𝒳 (𝑦) (W𝜀

𝑘(𝑦)Φ
𝜀
1(𝑦,𝑧) + 𝜀V𝜀

𝑘(𝑦,𝑧)) , (3.26)

где 𝒳 — произвольная гладкая срезающая функция, принимающая значе­
ния в промежутке [0,1] и заданная для некоторого фиксированного значения
𝑅 ∈ (1,ℓ/2) соотношениями 𝒳 (𝑦) = 1 при |𝑦| < 𝑅 − 1 и 𝒳 (𝑦) = 0 при |𝑦| > 𝑅

(см. рисунок (3.2)). По аналогии с (3.14) введем обозначение 𝜒𝜀(𝜂) = 𝒳 (𝜀1/2𝜂).

Вспомогательные неравенства

Для начала сформулируем несколько простых свойств функции шири­
ны H, являющихся следствием наложенных на нее ограничений (3.1) и (3.2).
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Лемма 13. Существуют такие положительные величины 𝐶H и 𝑐H, что при
всех 𝑦 ∈ [−ℓ,ℓ] верны неравенства

|2𝛼 −H𝛼(𝑦)| ⩽ 𝐶𝛼
H|𝑦|2при 𝛼 ⩾ 0,

|2𝛼 −H𝛼(𝑦)| ⩽ 𝐶Hℎ
𝛼
0 |𝑦|2 при 𝛼 ⩽ 0,

|𝜕𝑦(H−1(𝑦))| ⩽ 𝐶H,⃒⃒
H−3(𝑦)− 2−4H(𝑦)− 2−2𝐴|𝑦|2

⃒⃒
⩽ 𝐶H|𝑦|3,

2𝛼H−𝛼(𝑦)− 1 ⩾ 𝑐H|𝑦|2 при 𝛼 ⩾ 1.

Доказательство. Первые четыре получаются после подстановки в левую часть
вместо функции H ее асимптотического разложения (3.1) и использования оцен­
ки (3.2). В силу условия (3.1) существует такое 𝑐H > 0, что последнее нера­
венство при 𝛼 = 1 выполнено в некоторой окрестности нуля. Непрерывная
функция 2H в дополнении этой окрестности до 𝜔 достигает своего минимума,
поэтому нужной оценки можно добиться, уменьшив 𝑐H, а с ростом параметра 𝛼

левая часть неравенства монотонно возрастает.

В силу гладкости функций H± и условия (3.2) для функций 𝜁𝜀, участвую­
щих в замене переменных (3.12), при всех значениях 𝜀 ∈ (0,1) верны равномер­
ные оценки

|𝜕𝑧𝜁𝜀(𝑥)|+ |𝜕𝑦𝜕𝑧𝜁𝜀(𝑥)|+ |𝜕2
𝑦𝜕𝑧𝜁

𝜀(𝑥)| ⩽ 𝐶𝜁𝜀
−1, 𝑥 ∈ Ω𝜀, (3.27)

с некоторым положительным 𝐶𝜁 . Кроме того, поскольку |𝑧| ⩽ 2𝜀, при всех
𝑥 ∈ Ω𝜀, можно выбрать величину 𝐶𝜁 такой, что дополнительно

|𝜕𝑦𝜁𝜀(𝑥)|+ |𝜕2
𝑦𝜁

𝜀(𝑥)| ⩽ 𝐶𝜁 , 𝑥 ∈ Ω𝜀. (3.28)

Из представления (3.14) для функции Φ𝜀
1 выводятся равенства

‖Φ𝜀
1;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2 = 2−1𝜀H(𝑦)‖𝜙1;𝐿2(−1,1)‖2 = 2−1𝜀H(𝑦), (3.29)

‖𝜕𝑧Φ𝜀
1;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2 = 2𝜀−1H−1(𝑦)‖𝜕𝜁𝜙1;𝐿2(−1,1)‖2 = 2𝜀−1𝐵H−1(𝑦), (3.30)
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‖𝜕2
𝑧Φ

𝜀
1;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2 = 8𝜀−3H−3(𝑦)‖𝜕2
𝜁𝜙1;𝐿2(−1,1)‖2 = 8𝜀−3𝑀1H

−3(𝑦). (3.31)

Более того, в виду неравенств (3.27) и (3.28) существует такая положительная
величина 𝐶Φ, что при 𝑦 ∈ (−ℓ,ℓ) и 𝜀 ∈ (0,1) верны оценки

‖𝜕𝑦Φ𝜀
1;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2 + ‖𝜕2
𝑦Φ

𝜀
1;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2 ⩽ 𝐶Φ𝜀, (3.32)

‖𝜕𝑦𝜕𝑧Φ𝜀
1;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2 + ‖𝜕2
𝑦𝜕𝑧Φ

𝜀
1;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2 ⩽ 𝐶Φ𝜀
−1. (3.33)

Выведем оценки для 𝐿2(Ω
𝜀)-норм функции V𝜀

𝑘 и ее производных. Здесь и
далее до конца текущего параграфа опускаем индекс Ω𝜀 в 𝐿2 норме и в скаляр­
ном произведении, если это не приводит к двусмысленности.

Лемма 14. Существуют такие положительные величины 𝜀𝑘 и 𝐶V𝑘
, что при

всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верна оценка

𝜀−3/4‖V𝜀
𝑘‖ + 𝜀−1/4‖𝜕𝑦V𝜀

𝑘‖ + 𝜀1/4‖𝜕2
𝑦V

𝜀
𝑘‖ + 𝜀1/4‖𝜕𝑧V𝜀

𝑘‖ + 𝜀3/4‖𝜕𝑦𝜕𝑧V𝜀
𝑘‖ ⩽ 𝐶V𝑘

.

Доказательство. Оценка первого слагаемого при учете (3.11) и (3.22) следует
из соотношений

‖V𝜀
𝑘‖2 = 2−1𝜀3/2‖𝜈;𝐿2(−1,1)‖2

𝜀−1/2ℓ∫︁
−𝜀−1/2ℓ

ℎ𝜀|𝜕2
𝜂w𝑘|2 𝑑𝜂 ⩽ 𝜀3/2𝐶2

w𝑘
𝐶2

𝜈 .

Получение остальных проводится аналогичным переходом к растянутым коор­
динатам, при этом каждое дифференцирование по переменной 𝑦 в виду фор­
мул (3.12) уменьшает порядок вхождения 𝜀 в оценку соответствующей нормы
на 1/2, а дифференцирование по 𝑧 по тем же причинам уменьшает порядок
вхождения на 1.

Для единичного замкнутого шара с центром в нуле в пространстве ℋ𝜀

далее используем обозначение B𝜀.

Лемма 15. Существуют такие положительные величины 𝜀B и 𝐶B, что при
всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] для всех функций 𝐹 ∈ B𝜀 справедливо неравенство

𝜀−3/2‖𝐹‖+ 𝜀−1‖𝜕𝑦𝐹‖+ 𝜀−1/2‖𝜕𝑧𝐹‖+ ‖𝜕𝑧𝜕𝑦𝐹‖+ ‖𝜕2
𝑦𝐹‖+ 𝜀1/2‖𝜕2

𝑧𝐹‖ ⩽ 𝐶B.
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Доказательство. Условие 𝐹 ∈ B𝜀 равносильно неравенству

‖𝜕2
𝑧𝐹‖2 + 2‖𝜕𝑦𝜕𝑧𝐹‖2 + ‖𝜕2

𝑦𝐹‖2 + (𝜀−3 −𝑀1𝜀
−4)‖𝐹‖2 ⩽ 1. (3.34)

Неравенство Фридрихса на сечениях 𝜔𝜀(𝑦) гарантирует оценку

‖𝜕2
𝑧𝐹‖2 ⩾ 𝑀1𝜀

−4‖𝐹‖2,

откуда при учете соотношения (3.34) выводим требуемые неравенства для норм
функций 𝐹 , 𝜕2

𝑦𝐹 и 𝜕𝑦𝜕𝑧𝐹 .
Подставляя оценку для нормы функции 𝐹 в соотношении (3.34), при ма­

лых 𝜀 имеем

‖𝜕2
𝑧𝐹‖2 ⩽ 𝜀−4𝑀1‖𝐹‖2 + 1 ⩽ 𝑀1𝜀

−1 + 1 ⩽ 2𝑀1𝜀
−1,

откуда следует требуемое неравенство для нормы 𝜕2
𝑧𝐹 .

Функции 𝜕𝑦𝐹 и 𝜕𝑧𝐹 при всех 𝑦 ∈ (−ℓ,ℓ) удовлетворяют краевым услови­
ям задачи Дирихле для оператора Лапласа на сечениях 𝜔𝜀(𝑦), поэтому к ним
на этих сечениях применимо неравенство Фридрихса, которое при учете усло­
вия (3.2) и уже доказанных оценок для 𝐿2-норм 𝜕2

𝑧𝐹 и 𝜕𝑦𝜕𝑧𝐹 , дает требуемые
оценки для 𝐿2-норм первых производных.

Для произвольной функции 𝐹 ∈ 𝐿2(Ω
𝜀) запишем разложение

𝐹 (𝑦,𝑧) = 𝐹‖(𝑦,𝑧) + 𝐹⊥(𝑦,𝑧), (3.35)

где

𝐹‖(𝑦,𝑧) = 𝑎𝐹 (𝑦)Φ
𝜀
1(𝑦,𝑧), 𝑎𝐹 (𝑦) = 2𝜀−1H−1(𝑦)

∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

𝐹 (𝑦,𝑧)Φ𝜀
1(𝑦,𝑧) 𝑑𝑧, (3.36)

в котором слагаемые удовлетворяют условиям ортогональности∫︀
𝜔𝜀(𝑦)

Φ𝜀
1(𝑦,𝑧)𝐹⊥(𝑦,𝑧) 𝑑𝑧 = 0 и (𝐹‖,𝐹⊥) = 0,∫︀

𝜔𝜀(𝑦)

𝜕2
𝑧Φ

𝜀
1(𝑦,𝑧)𝜕

2
𝑧𝐹⊥(𝑦,𝑧) 𝑑𝑧 = 0 и (𝜕2

𝑧𝐹‖,𝜕
2
𝑧𝐹⊥) = 0,

(3.37)
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и следовательно, соотношениям

‖𝐹⊥‖ ⩽ ‖𝐹‖, ‖𝜕2
𝑧𝐹⊥‖ ⩽ ‖𝜕2

𝑧𝐹‖. (3.38)

Те же формулы можно записать в растянутых координатах, введя функ­
ции

𝑓 𝜀(𝜉) = 𝑓 𝜀
‖ (𝜉) + 𝑓 𝜀

⊥(𝜉), 𝑓 𝜀
‖ (𝜉

𝜀(𝑦,𝑧)) = 𝐹‖(𝑦,𝑧), 𝑓 𝜀
⊥(𝜉

𝜀(𝑦,𝑧)) = 𝐹⊥(𝑦,𝑧). (3.39)

При этом остаются верны соотношения ортогональности

∫︁
R

1∫︁
−1

𝑓 𝜀
‖𝑓

𝜀
⊥𝑑𝜉 = 0,

1∫︁
−1

𝑓 𝜀
⊥(𝜂,𝜁)𝜙1(𝜁) 𝑑𝜁 = 0,

а формула (3.36) приобретает вид

𝑓 𝜀
‖ (𝜂,𝜁) = 𝑎𝜀𝑓(𝜂)𝜙1(𝜁), 𝑎𝜀𝑓(𝜂) =

1∫︁
−1

𝑓 𝜀(𝜂,𝜁)𝜙1(𝜁) 𝑑𝜁. (3.40)

Лемма 16. При 𝐹 ∈ B𝜀 для функции 𝑓 𝜀 ∈ ∘
𝐻2(R× (−1,1)), заданной формула­

ми (3.39), при 𝑝 ⩾ 0 верны неравенства

∫︁
R

(︁ 1∫︁
−1

|𝜕𝑝
𝜁𝜙1(𝜁)𝑓

𝜀(𝜂,𝜁)| 𝑑𝜁
)︁2
𝑑𝜂 ⩽ 2𝜀3/2ℎ−1

0 ‖𝜕𝑝
𝜁𝜙1;𝐿2(−1,1)‖2. (3.41)

Доказательство. Применяя неравенство Коши–Буняковского к внутреннему
интегралу, имеем

∫︁
R

(︁ 1∫︁
−1

|𝜕𝑝
𝜁𝜙1(𝜁)𝑓

𝜀(𝜂,𝜁)| 𝑑𝜁
)︁2
𝑑𝜂 ⩽ ‖𝜕𝑝

𝜁𝜙1,𝐿2(−1,1)‖2‖𝑓 𝜀(𝜂,𝜁);𝐿2(R× (−1,1))‖2.

(3.42)
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Преобразуем последнюю норму при помощи замены переменных (3.12):

‖𝑓 𝜀(𝜂,𝜁);𝐿2(R× (−1,1))‖2 = 𝜀−3/2

ℓ∫︁
−ℓ

∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

|𝐹 (𝑦,𝑧)|2 2

H(𝑦)
𝑑𝑧𝑑𝑦.

Пользуясь условием (3.2) и результатом Леммы 15, имеем

‖𝑓 𝜀(𝜂,𝜁);𝐿2(R× (−1,1))‖2 ⩽ 2𝜀3/2ℎ−1
0 . (3.43)

Комбинируя (3.42) и (3.43), выводим требуемое неравенство.

Следствие 5. Поскольку функции 𝑓 𝜀
⊥ и 𝑓 𝜀

‖ удовлетворяют условиям леммы,
для них также выполнено неравенство (3.41).

Для последующих оценок определим величину 𝐶𝒳 следующим образом:

𝐶𝒳 = sup
𝑦∈[−ℓ,ℓ]

(︀
|𝒳 (𝑦)|+ |𝜕𝑦𝒳 (𝑦)|+ |𝜕2

𝑦𝒳 (𝑦)|
)︀
. (3.44)

Лемма 17. Существуют такие положительные величины 𝜀𝑘 и c𝑘, что при
всех 𝜀 ∈ (0; 𝜀𝑘] верны оценки

‖U𝜀
𝑘‖ ⩾ c𝑘𝜀

3/4, ‖U𝜀
𝑘;ℋ𝜀‖ ⩾ c𝑘𝜀

−3/4.

Доказательство. В силу неравенства Коши–Буняковского и свойств срезаю­
щей функции выполняется неравенство

‖U𝜀
𝑘‖2 ⩾ ‖𝒳Φ𝜀

1W
𝜀
𝑘‖2 − 2𝜀‖𝒳Φ𝜀

1W
𝜀
𝑘‖‖V𝜀

𝑘‖. (3.45)

Для первого слагаемого в его правой части, пользуясь тождеством (3.29), вы­
водим формулу

‖𝒳Φ𝜀
1W

𝜀
𝑘‖2 =

ℓ∫︁
−ℓ

2−1𝜀H|𝒳W𝜀
𝑘|2𝑑𝑦,

из которой благодаря условию (3.2), нормировке функции w𝑘 и ее экспоненци­
альному убыванию (см. (3.10)), а также тождеству (3.29) следуют двусторонние
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оценки
𝜀3/2
(︀
2−1ℎ0 − 𝐶w𝑘

𝑒−2(𝑅−1)𝜀−1/2)︀
⩽ ‖𝒳Φ𝜀

1W
𝜀
𝑘‖2 ⩽ 𝜀3/2. (3.46)

Комбинируя неравенства (3.45) и (3.46) в виду Леммы 14 получаем первое нера­
венство. Применяя неравенство (3.24) к функции U𝜀

𝑘 имеем,

‖𝜕2
𝑧U

𝜀
𝑘‖2 ⩾ 𝑀1𝜀

−4‖U𝜀
𝑘‖2,

и, как следствие, верна оценка

‖U𝜀
𝑘;ℋ𝜀‖2 ⩾ 𝜀−3‖U𝜀

𝑘‖2,

из которой следует оценка снизу для ℋ𝜀-нормы.

Преобразование нормы невязки

Перепишем норму невязки в следующем виде

‖𝒯 𝜀U𝜀
𝑘 − 𝛽𝜀

𝑘U
𝜀
𝑘;ℋ𝜀‖ = sup

𝐹∈B𝜀

⟨𝒯 𝜀U𝜀
𝑘 − 𝛽𝜀

𝑘U
𝜀
𝑘,𝐹 ⟩𝜀 = sup

𝐹∈B𝜀

𝛽𝜀
𝑘(𝐼𝑧𝑧 + 2𝐼𝑦𝑧 + 𝐼𝑦𝑦),

где
𝐼𝑧𝑧 = (𝜕2

𝑧U
𝜀
𝑘,𝜕

2
𝑧𝐹 )−𝑀1𝜀

−4(U𝜀
𝑘,𝐹 ),

𝐼𝑦𝑦 = (𝜕2
𝑦U

𝜀
𝑘,𝜕

2
𝑦𝐹 ),

𝐼𝑦𝑧 = (𝜕𝑦𝜕𝑧U
𝜀
𝑘,𝜕𝑦𝜕𝑧𝐹 )− 𝜀−3𝐵m𝑘(U

𝜀
𝑘,𝐹 ).

Далее, выражения 𝐼𝑧𝑧 и 𝐼𝑦𝑧, пользуясь представлениями (3.26) и (3.35),
разложим в сумму нескольких, после чего, сгруппировав должным образом,
учтем асимптотическое разложение (3.1) функции H. Это позволит отделить
старшие асимптотические члены невязки от младших (выражение 𝐼𝑦𝑦 само ока­
жется младшим членом невязки). В старших членах невязки произойдут сокра­
щения, связанные с процедурой построения асимптотического анзаца, а имен­
но, с уравнением для функции 𝜙1, а также интегральными тождествами (3.23)
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и (3.21) для функций w𝑘 и 𝜈 соответственно. Соответствующие преобразования
и оценки проведены ниже в Предложении 15 и Предложении 16. Для младших
членов в Предложении 17 установлена верхняя оценка порядка 𝜀−1/4.

Ниже все функции из пространства
∘
𝐻2(Ω𝜀) продолжаем нулем вне об­

ласти Ω𝜀 и после замены переменных (3.12) считаем определенными в полосе
Π := R× (−1,1).

Разложение слагаемого 𝐼𝑧𝑧.

Условия, наложенные на функцию 𝜈, в частности, гарантируют выполне­
ние соотношений ортогональности (V𝜀

𝑘,Φ
𝜀
1) = 0, (V𝜀

𝑘, 𝐹‖) = 0, (𝜕2
𝑧V

𝜀
𝑘,𝜕

2
𝑧Φ

𝜀
1) = 0

и (𝜕2
𝑧V

𝜀
𝑘,𝜕

2
𝑧𝐹‖) = 0. Следовательно, вспоминая формулы (3.37), заключаем, что

𝐼𝜀𝑧𝑧 представляется в виде суммы двух слагаемых

𝐼1𝑧𝑧 = 𝜀−4𝑀1

ℓ∫︁
−ℓ

𝒳W𝜀
𝑘(16H

−4 − 1)

∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

Φ𝜀
1𝐹‖ 𝑑𝑧 𝑑𝑦,

𝐼2𝑧𝑧 = 𝜀

ℓ∫︁
−ℓ

𝒳
∫︁

𝜔𝜀(𝑦)

(𝜕2
𝑧V

𝜀
𝑘𝜕

2
𝑧𝐹⊥ −𝑀1𝜀

−4V𝜀
𝑘𝐹⊥) 𝑑𝑧 𝑑𝑦.

Производя замену переменных (3.12) в интеграле 𝐼1𝑧𝑧 и принимая во внимание
асимптотическое разложение (3.1), отделяем старшие члены асимптотики, име­
ющие порядок 𝑂(𝜀−3/4), от младших: 𝐼1𝑧𝑧 = 𝐼11𝑧𝑧 + 𝐼12𝑧𝑧 , а именно,

𝐼11𝑧𝑧 = 2𝜀−3/2𝐴𝑀1(𝜒
𝜀𝜌2w𝑘𝜙1, 𝑓

𝜀)Π,

𝐼12𝑧𝑧 = 8𝜀−4𝑀1

ℓ∫︁
−ℓ

𝒳W𝜀
𝑘

(︁
H−3 − 2−4H − 2−2𝐴𝑟2

)︁
2H−1

∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

Φ𝜀
1𝐹 𝑑𝑧𝑑𝑦,



106

где 𝜌(𝜂) = |𝜂| и 𝑟(𝑦) = |𝑦|. Аналогично выражение 𝐼2𝑧𝑧 раскладываем в сумму,
где старшие по порядку слагаемые выражаются равенствами

𝐼21𝑧𝑧 = 𝜀−3/2(𝜒𝜀𝜕2
𝜁v𝑘, 𝜕

2
𝜁𝑓

𝜀
⊥)Π − 𝜀−3/2𝑀1(𝜒

𝜀v𝑘, 𝑓
𝜀
⊥)Π,

а для младших членов справедливы формулы

𝐼22𝑧𝑧 = 𝜀−3/2(𝜒𝜀(8ℎ−3
𝜀 − 1)𝜕2

𝜁v𝑘, 𝜕
2
𝜁𝑓

𝜀
⊥)Π + 𝜀−3/2𝑀1(𝜒

𝜀(2−1ℎ𝜀 − 1)v𝑘, 𝑓
𝜀
⊥)Π.

Разложение слагаемого 𝐼𝑦𝑧.

Слагаемое 𝐼𝑦𝑧 представим в виде суммы следующих выражений

𝐼1𝑦𝑧 =
(︀
𝜕𝑦(𝒳W𝜀

𝑘𝜕𝑧Φ
𝜀
1),𝜕𝑦𝜕𝑧𝐹

)︀
,

𝐼2𝑦𝑧 = −𝜀−3𝐵m𝑘(𝒳W𝜀
𝑘Φ

𝜀
1, 𝐹 ),

𝐼3𝑦𝑧 = 𝜀
(︀
𝜕𝑦(𝒳𝜕𝑧V

𝜀
𝑘),𝜕𝑧𝜕𝑦𝐹

)︀
− 𝜀−2𝐵m𝑘(𝒳V𝜀

𝑘, 𝐹 ).

Запишем 𝐼1𝑦𝑧 в виде суммы 𝐼1𝑦𝑧 =
∑︀3

𝑗=1 𝐼
1𝑗
𝑦𝑧 , в которой старшие члены асимпто­

тики имеют вид

𝐼11𝑦𝑧 = (𝒳𝜕𝑦W
𝜀
𝑘𝜕𝑧Φ

𝜀
1, 𝜕𝑦𝑎𝐹𝜕𝑧Φ

𝜀
1), 𝐼12𝑦𝑧 = (𝒳𝜕𝑦W

𝜀
𝑘𝜕𝑧Φ

𝜀
1,𝜕𝑧𝜕𝑦𝐹⊥),

а для младших членов справедливы равенства

𝐼13𝑦𝑧 = (𝒳𝜕𝑦W
𝜀
𝑘𝜕𝑧Φ

𝜀
1, 𝑎𝐹𝜕𝑧𝜕𝑦Φ

𝜀
1) + (𝜕𝑦𝒳W𝜀

𝑘𝜕𝑧Φ
𝜀
1 + 𝒳W𝜀

𝑘𝜕𝑦𝜕𝑧Φ
𝜀
1, 𝜕𝑦𝜕𝑧𝐹 ).

Преобразуем далее выражения 𝐼11𝑦𝑧 и 𝐼12𝑦𝑧 , выделив из них слагаемые поряд­
ка 𝑂(𝜀−3/4). В выражении 𝐼11𝑦𝑧 перейдем к растянутым координатам, восполь­
зуемся тождеством (3.30), формулой (3.40) и заменим функцию ℎ−1

𝜀 на 2−1.
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В результате получим

𝐼11𝑦𝑧 = 2𝜀−3/2𝐵(ℎ−1
𝜀 𝜒𝜀𝜕𝜂w𝑘,𝜕𝜂𝑎

𝜀
𝑓)R = 𝜀−3/2𝐵(𝜒𝜀𝜕𝜂w𝑘,𝜕𝜂𝑎

𝜀
𝑓)R+

+ 𝜀−3/2𝐵((2ℎ−1
𝜀 − 1)𝜒𝜀𝜕𝜂w𝑘,𝜕𝜂𝑎

𝜀
𝑓)R =: 𝐼111𝑦𝑧 + 𝐼112𝑦𝑧 .

Второе из полученных слагаемых будет оценено величиной порядка 𝑂(𝜀−1/4) в
Предложении 17, а первое преобразовано в Предложении 15.

В скалярном произведении 𝐼12𝑦𝑧 перекинем производную 𝜕𝑧 с правого сомно­
жителя на левый и перейдем к переменным 𝜉, при этом примем во внимание
тождество

𝜕𝑦𝐹⊥(𝑥) = 𝜕𝑦𝜂
𝜀(𝑥)𝜕𝜂𝑓

𝜀
⊥(𝜉

𝜀) + 𝜕𝑦𝜁
𝜀(𝑥)𝜕𝜁𝑓

𝜀
⊥(𝜉

𝜀).

В результате 𝐼12𝑦𝑧 представляется в виде суммы главного члена

𝐼121𝑦𝑧 = −𝜀−3/2(𝜒𝜀𝜕𝜂w𝑘𝜕
2
𝜁𝜙1, 𝜕𝜂𝑓

𝜀
⊥)Π,

и двух младших членов

𝐼122𝑦𝑧 = −𝜀−1(𝜒𝜀𝜕𝜂w𝑘𝜕
2
𝜁𝜙1𝑔

𝜀, 𝜕𝜁𝑓
𝜀
⊥)Π + 𝜀−3/2((1− 2ℎ−1

𝜀 )𝜒𝜀𝜕𝜂w𝑘𝜕
2
𝜁𝜙1,𝜕𝜂𝑓

𝜀
⊥)Π,

где 𝑔𝜀(𝜉𝜀) = 𝜕𝑦𝜁
𝜀.

Аналогично 𝐼11𝑦𝑧 перепишем слагаемое 𝐼2𝑦𝑧 в виде суммы

𝐼2𝑦𝑧 = −2−1𝜀−3/2𝐵m𝑘(ℎ𝜀𝜒
𝜀w𝑘𝜙1, 𝑓

𝜀)Π = −𝜀−3/2𝐵m𝑘(𝜒
𝜀w𝑘𝜙1, 𝑓

𝜀)Π+

+ 𝜀−3/2𝐵m𝑘((1− 2−1ℎ𝜀)𝜒
𝜀w𝑘𝜙1, 𝑓

𝜀)Π =: 𝐼21𝑦𝑧 + 𝐼22𝑦𝑧 ,

в которой первое слагаемое имеет порядок 𝑂(𝜀−3/4) и будет обработано в Пред­
ложении 15, а второе слагаемое оценено величиной порядка 𝑂(𝜀−1/4) в Предло­
жении 17.
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Старшие асимптотические члены невязки

Предложение 15. Существуют такие положительные величины 𝜀𝑘 и 𝐶1𝑘,
что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верно неравенство |𝐼11𝑧𝑧 + 2𝐼111𝑦𝑧 + 2𝐼21𝑦𝑧 | ⩽ 𝐶1𝑘𝜀

−1/4.

Доказательство. Интегральное тождество (3.23), записанное для пробной
функции

𝜂 ↦→ 𝜒𝜀(𝜂)

1∫︁
−1

𝑓 𝜀(𝜂,𝜁)𝜙1(𝜁) 𝑑𝜁,

попадающей в пространство ℋℒ, показывает, что

𝐼11𝑧𝑧 + 2𝐼111𝑦𝑧 + 2𝐼21𝑦𝑧 = −2𝜀−3/2𝐵(𝜕𝜂𝜒
𝜀𝜕𝜂w𝑘𝜙1, 𝑓

𝜀)Π.

Полученное выражение по неравенству Коши–Буняковского при учете оценок
(3.10), (3.44) и Леммы 16 ограничено сверху величиной 23/2𝜀−1/4𝐵𝐶𝒳𝐶w𝑘

ℎ
−1/2
0 .

Предложение 16. Существуют такие положительные величины 𝜀𝑘 и 𝐶2𝑘,
что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верно неравенство |𝐼21𝑧𝑧 + 2𝐼121𝑦𝑧 | ⩽ 𝐶2𝑘𝜀

−1/4.

Доказательство. Записывая интегральное тождество (3.21) для функции 𝑓 𝜀
⊥,

заключаем, что

𝐼21𝑧𝑧 + 2𝐼121𝑦𝑧 = 2𝜀−3/2(𝜕𝜂w𝑘𝜕𝜂𝜒
𝜀𝜕2

𝜁𝜙1, 𝑓
𝜀
⊥)Π.

Полученное выражение аналогично заключению предыдущего Предложения 15
оценивается величиной 23/2𝜀−1/4𝐶𝒳𝐶w𝑘

𝑀
1/2
1 ℎ

−1/2
0 .
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Младшие асимптотические члены невязки

Предложение 17. Существуют такие положительные величины 𝜀𝑘 и 𝐶3𝑘,
что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верно неравенство

|𝐼12𝑧𝑧 |+ |𝐼22𝑧𝑧 |+ |𝐼112𝑦𝑧 |+ |𝐼122𝑦𝑧 |+ |𝐼13𝑦𝑧 |+ |𝐼22𝑦𝑧 |+ |𝐼3𝑦𝑧|+ |𝐼𝑦𝑦| ⩽ 𝐶3𝑘𝜀
−1/4.

Доказательство. Оценим каждое слагаемое по-отдельности.
Оценка 𝐼12𝑧𝑧 . Для оценки 𝐼12𝑧𝑧 во внутреннем интеграле применим неравен­

ство Коши–Буняковского и воспользуемся тождеством (3.29), затем применим
неравенство Коши–Буняковского во внешнем интеграле, а также предпоследнее
неравенство из Леммы 13 и учтем оценку (3.2). В результате получим

|𝐼12𝑧𝑧 | ⩽ 27/2𝜀−7/2𝐶H𝑀1ℎ
−1/2
0

(︁∫︁
R

|𝑦3W𝜀
𝑘(𝑦)|2𝑑𝑦

)︁1/2
‖𝐹‖.

В завершении осталось перейти к переменной 𝜂 в интеграле и, учитывая экс­
поненциальное затухание функций w𝑘 (см. (3.10)), воспользоваться Леммой 15
для оценки нормы ‖𝐹‖.

Оценка 𝐼22𝑧𝑧 . Пользуясь формулой для v𝑘, оценкой (3.22), Леммой 13 и нера­
венством Коши–Буняковского, получаем следующие оценки для слагаемых, вхо­
дящих в выражение для 𝐼22𝑧𝑧 ,

𝜀−3/2
⃒⃒⃒
(𝜒𝜀(8ℎ−3

𝜀 − 1)𝜕2
𝜁v𝑘, 𝜕

2
𝜁𝑓

𝜀
⊥)Π
⃒⃒⃒
⩽ 8𝜀3/4𝐶H𝐶𝜈ℎ

−3
0 ‖𝜌2𝜕2

𝜂w𝑘;𝐿2(R)‖‖𝜕2
𝑧𝐹‖,

𝜀−3/2𝑀1

⃒⃒⃒
(𝜒𝜀(2−1ℎ𝜀 − 1)v𝑘, 𝑓

𝜀
⊥)Π
⃒⃒⃒
⩽ 2−1/2𝜀−5/4𝑀1𝐶H𝐶𝜈ℎ

−1/2
0 ‖𝜌2𝜕2

𝜂w𝑘;𝐿2(R)‖‖𝐹‖.

Осталось воспользоваться (3.10) и оценками для функции 𝐹 , полученными в
Лемме 15.

Оценка 𝐼112𝑦𝑧 . Интегрируя по частям, перекинем производную 𝜕𝜂 с правого
сомножителя на левый, после чего используем неравенство Коши–Буняковского
и при помощи Леммы 16 оцениваем 𝐿2(R)-норму коэффициента Фурье 𝑎𝜀𝑓 . В
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результате приходим к неравенству

|𝐼112𝑦𝑧 | ⩽ 21/2𝐵𝜀−3/4ℎ
−1/2
0 𝐽1, (3.47)

где 𝐽1 =
⃦⃦
𝜕𝜂
(︀
(1 − 2ℎ−1

𝜀 )𝜒𝜀𝜕𝜂w𝑘

)︀
;𝐿2(R)

⃦⃦
. Выражение 𝐽1 оценивается по нера­

венству треугольника суммой трех слагаемых, возникающих от дифференци­
рования произведения. Каждое из них обрабатывается благодаря свойствам
функции ℎ𝜀, ограничениям, наложенным на функцию 𝜒𝜀, а также экспоненци­
альному убыванию функции w𝑘 и всех ее производных (см. неравенство (3.10)).
При этом слагаемое, возникающее при дифференцировании функции ℎ𝜀, допус­
кает оценку порядка 𝑂(𝜀1/2), а два других — порядка 𝑂(𝜀). В итоге, имеем
требуемое неравенство.

Оценка 𝐼122𝑦𝑧 . Второе слагаемое в выражении для 𝐼122𝑦𝑧 путем интегриро­
вания по частям и перебрасывания оператора 𝜕𝜂 со второго сомножителя на
первый абсолютно аналогично соотношению (3.47) получает верхнюю оценку
порядка 𝑂(𝜀−1/4).

Первое слагаемое в выражении для 𝐼122𝑦𝑧 требует чуть больших усилий.
Функция 𝑔𝜀 в его формуле определяется соотношением

𝑔𝜀(𝜉𝜀(𝑥)) = −H−1(𝑦)
(︀
𝜕𝑦H(𝑦)𝜁𝜀(𝑦,𝑧) + 𝜕𝑦H+(𝑦)− 𝜕𝑦H−(𝑦)

)︀
=: 𝑔𝜀1(𝜂

𝜀)𝜁𝜀 + 𝑔2(𝜂
𝜀),

при этом, как нетрудно видеть, функции 𝑔𝜀, 𝑔𝜀1 и 𝑔𝜀2 ограничены.
Перекинем с помощью интегрирования по частям производную 𝜕𝜁 с пра­

вого сомножителя на левый и получим, что соответствующее слагаемое оцени­
вается суммой двух выражений

𝜀−1
⃒⃒
(𝜒𝜀𝜕𝜂w𝑘𝜕

3
𝜁𝜙1𝑔

𝜀,𝑓 𝜀
⊥)Π
⃒⃒
+ 𝜀−1

⃒⃒
(𝜒𝜀𝜕𝜂w𝑘𝜕

2
𝜁𝜙1𝑔

𝜀
1, 𝑓

𝜀
⊥)Π
⃒⃒
.

Для получения требуемой оценки осталось применить неравенство Коши–Буня­
ковского и результат Леммы 16.

Оценка 𝐼13𝑦𝑧 . Выражение для 𝐼13𝑦𝑧 распадается на три слагаемых. Обозначим
их 𝐽2, 𝐽3 и 𝐽4. Для оценки первого, используя определение (3.14) и формулы
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(3.27) и (3.28), выводим вспомогательное соотношение

∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

|𝜕𝑧Φ𝜀
1(𝑦,𝑧)𝜕𝑦𝜕𝑧Φ

𝜀
1(𝑦,𝑧)| 𝑑𝑧 ⩽ 𝜀−1𝐶𝜁

(︁
𝐶𝜁

1∫︁
−1

|𝜕2
𝜁𝜙1𝜕𝜁𝜙1|𝑑𝜁 +𝐵

)︁
⩽ 𝜀−1𝐶𝜁,𝜙,

Используя его, оцениваем 𝑎𝐹 с помощью неравенства Коши–Буняковского, за­
тем, повторно применяя неравенство Коши–Буняковского, при учете (3.29) вы­
водим, что

|𝐽2| ⩽ 𝜀−1𝐶𝜁,𝜙

(︁ ℓ∫︁
−ℓ

2𝜀−1H−1(𝑦)|𝜕𝑦W𝑘(𝑦)|2𝑑𝑦
)︁1/2

‖𝐹‖.

С помощью Леммы 15 и неравенства (3.2), приходим к нужной оценке

|𝐽2| ⩽ 21/2𝜀−1/4𝐶𝜁,𝜙𝐶w𝑘
𝐶Bℎ

−1/2
0 .

Далее, применяя неравенство Коши–Буняковского, формулы (3.44), (3.30),
(3.33) и результат Леммы 15, выводим требуемые оценки для 𝐽3 и 𝐽4

|𝐽3| ⩽ 21/2𝜀−1/4𝐶𝒳𝐶B𝐵
1/2ℎ

−1/2
0 и |𝐽4| ⩽ 𝜀−1/4𝐶B𝐶

1/2
Φ .

Оценка 𝐼22𝑦𝑧 . Используя Лемму 13, оцениваем слагаемое 𝐼22𝑦𝑧 выражением

2−1𝜀−1/2𝐶H𝐵m𝑘(𝜒
𝜀𝜌2|w𝑘||𝜙1|, |𝑓 𝜀|)Π.

Используя неравенство Коши–Буняковского и Лемму 16 при 𝑝 = 0, выводим
оценку порядка 𝑂(𝜀1/4):

|𝐼22𝑦𝑧 | ⩽ 2−1/2𝜀1/4𝐶H𝐵m𝑘ℎ
−1/2
0 ‖𝜌2w𝑘;𝐿2(R)‖.

Оценка 𝐼3𝑦𝑧. Первое слагаемое в выражении для 𝐼3𝑦𝑧 представляется в виде
суммы двух

𝐼31𝑦𝑧 = 𝜀(𝜕𝑦𝒳𝜕𝑧V
𝜀
𝑘, 𝜕𝑧𝜕𝑦𝐹 ) и 𝐼32𝑦𝑧 = 𝜀(𝒳𝜕𝑦𝜕𝑧V

𝜀
𝑘, 𝜕𝑧𝜕𝑦𝐹 ).
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Применяя неравенство Коши–Буняковского и используя результаты Леммы 14
и Леммы 15 и оценку (3.44), заключаем, что

|𝐼31𝑦𝑧 | ⩽ 𝜀3/4𝐶𝒳𝐶V𝑘
𝐶B и |𝐼32𝑦𝑧 | ⩽ 𝜀1/4𝐶V𝑘

𝐶B.

Второе слагаемое в выражении для 𝐼3𝑦𝑧 оценивается величиной
𝜀−2𝐵m𝑘‖V𝜀

𝑘‖‖𝐹⊥‖. Применяя результаты Леммы 14 и Леммы 15 и нера­
венство (3.38), выводим для этого слагаемого оценку 𝜀1/4𝐵m𝑘𝐶V𝑘

𝐶B.

Оценка 𝐼𝑦𝑦. Применяя неравенство Коши–Буняковского и результат Лем­
мы 15, выводим цепочку неравенств

|𝐼𝑦𝑦| ⩽ ‖𝜕2
𝑦U

𝜀
𝑘‖‖𝜕2

𝑦𝐹‖ ⩽ 𝐶B‖𝜕2
𝑦U

𝜀
𝑘‖ ⩽ 𝐶B

(︀
‖𝜕2

𝑦(𝒳W𝜀
𝑘Φ

𝜀
1)‖+ 𝜀‖𝜕2

𝑦(𝒳V𝜀
𝑘)‖
)︀
. (3.48)

Пользуясь формулой для второй производной произведения, заключаем, что

‖𝜕2
𝑦(𝒳W𝜀

𝑘Φ
𝜀
1)‖ ⩽ ‖𝜕2

𝑦(𝒳W𝜀
𝑘)Φ

𝜀
1‖+ 2‖𝜕𝑦(𝒳W𝜀

𝑘)𝜕𝑦Φ
𝜀
1‖+ ‖𝒳W𝜀

𝑘𝜕
2
𝑦Φ

𝜀
1‖.

При этом соотношения (3.29) и (3.32) позволяют сделать вывод

‖𝜕2
𝑦(𝒳W𝜀

𝑘Φ
𝜀
1)‖ ⩽ 𝜀1/2 ̃︀𝐶Φ

(︁
‖𝜕2

𝑦(𝒳W𝜀
𝑘)‖+ ‖𝜕𝑦(𝒳W𝜀

𝑘)‖+ ‖𝒳W𝜀
𝑘‖
)︁
.

при ̃︀𝐶Φ = max{1,2𝐶1/2
Φ }. С помощью неравенства треугольника и замены пере­

менной получаем соотношение

‖𝜕2
𝑦(𝒳W𝜀

𝑘Φ
𝜀
1)‖ ⩽ 3𝜀−1/4 ̃︀𝐶Φ𝐶𝒳𝐶w𝑘

. (3.49)

Для второго слагаемого правой части неравенства (3.48) верна оценка

‖𝜕2
𝑦(𝒳V𝜀

𝑘)‖ ⩽ ‖𝜕2
𝑦𝒳V𝜀

𝑘‖+ 2‖𝜕𝑦𝒳𝜕𝑦V
𝜀
𝑘‖+ ‖𝒳𝜕2

𝑦V
𝜀
𝑘‖,

из которой в силу Леммы 14 и неравенства (3.44), следует неравенство

‖𝜕2
𝑦(𝒳V𝜀

𝑘)‖ ⩽ 𝐶𝒳𝐶V𝑘
(𝜀−1/4 + 2𝜀1/4 + 𝜀3/4) ⩽ 3𝜀−1/4𝐶𝒳𝐶V𝑘

. (3.50)
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В итоге, комбинируя неравенства (3.48), (3.49) и (3.50) для слагаемого 𝐼𝑦𝑦 при
малых 𝜀 получаем требуемую оценку

|𝐼𝑦𝑦| ⩽ 3𝜀−1/4𝐶𝒳 ( ̃︀𝐶Φ𝐶w𝑘
+ 𝐶V𝑘

).

Предложение 18. При всех 𝑘 ∈ N0 существуют такие положительные ве­
личины 𝜀𝑘, c𝑘 и C𝑘 , что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верны оценки

‖𝒯 𝜀U𝜀
𝑘 − 𝛽𝜀

𝑘U
𝜀
𝑘;ℋ𝜀‖ ⩽ C𝑘𝜀

11/4 и ‖U𝑘;ℋ𝜀‖ ⩾ c𝑘𝜀
−3/4.

Доказательство. Поскольку |𝛽𝜀
𝑘| ⩽ 𝜀3, для доказательства первого неравен­

ства из Предложения 18 необходимо оценить сумму 𝐼𝑧𝑧 + 2𝐼𝑦𝑧 + 𝐼𝑦𝑦 величиной
порядка 𝜀−1/4. Необходимая оценка является комбинацией результатов Предло­
жения 15, Предложения 16 и Предложения 17. Второе неравенство доказано в
Лемме 17.

Первое приближение для собственных чисел

Согласно Лемме 1 существует такой номер 𝑆(𝑘) ⩾ 0, что для собственного
числа Λ𝜀

𝑆(𝑘) оператора BΩ𝜀 выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒(︁
Λ𝜀
𝑆(𝑘) −𝑀1𝜀

−4 + 𝜀−3
)︁−1

− (2𝐵m𝑘 + 1)−1 𝜀3
⃒⃒⃒⃒
⩽ t𝑘, (3.51)

где

t𝑘 =
‖𝒯 𝜀U𝜀

𝑘 − 𝛽𝜀
𝑘U

𝜀
𝑘;ℋ‖

‖U𝜀
𝑘;ℋ‖ .

В силу неравенств Предложения 18 верна оценка

t𝑘 ⩽ C𝑘c
−1
𝑘 𝜀7/2.
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Применяя ее к соотношению (3.51), выводим неравенство⃒⃒⃒
Λ𝜀
𝑆(𝑘) −𝑀1𝜀

−4 − 2𝐵m𝑘𝜀
−3
⃒⃒⃒
⩽

⩽ C𝑘c
−1
𝑘 𝜀1/2

(︁
Λ𝜀
𝑆(𝑘) −𝑀1𝜀

−4 + 𝜀−3
)︁
(2𝐵m𝑘 + 1) , (3.52)

левая часть которого допускает следующую оценку снизу(︁
Λ𝜀
𝑆(𝑘) −𝑀1𝜀

−4 + 𝜀−3
)︁
− (2𝐵m𝑘 + 1) 𝜀−3 ⩽

⃒⃒⃒
Λ𝜀
𝑆(𝑘) −𝑀1𝜀

−4 − 2𝐵m𝑘𝜀
−3
⃒⃒⃒
.

В итоге имеем соотношение

(︁
Λ𝜀
𝑆(𝑘) −𝑀1𝜀

−4 + 𝜀−3
)︁
⩽

⩽ C𝑘c
−1
𝑘 𝜀1/2

(︁
Λ𝜀
𝑆(𝑘)−𝑀1𝜀

−4+ 𝜀−3
)︁
(2𝐵m𝑘+1)+(2𝐵m𝑘+1) 𝜀−3,

которое равносильно неравенству(︁
Λ𝜀
𝑆(𝑘) −𝑀1𝜀

−4+𝜀−3
)︁(︁
1−C𝑘c

−1
𝑘 (2𝐵m𝑘 + 1) 𝜀1/2

)︁
⩽(2𝐵m𝑘+1) 𝜀−3.

Таким образом, пологая 𝒞𝑘 = 2 (2𝐵m𝑘 + 1), при малых значениях 𝜀 мы доказа­
ли неравенство ⃒⃒⃒

Λ𝜀
𝑆(𝑘) −𝑀1𝜀

−4
⃒⃒⃒
⩽ 𝒞𝑘𝜀−3.

Применяя это неравенство для оценивания правой части в (3.52), выводим оцен­
ку собственных чисел⃒⃒⃒

Λ𝜀
𝑆(𝑘) −𝑀1𝜀

−4 − 2𝐵m𝑘𝜀
−3
⃒⃒⃒
⩽ C𝑘c

−1
𝑘 𝒞𝑘(𝒞𝑘 + 1)𝜀−5/2. (3.53)

Поскольку собственные числа оператора BΩ𝜀 монотонно возрастают, в си­
лу Леммы 1 и неравенства (3.53) верно соотношение 𝑆(𝑘) ⩾ 𝑘 при 𝑘 ∈ N0, и
тем самым, в частности, доказано следующее утверждение.

Лемма 18. Для всех 𝑘 ∈ N0 существуют такие положительные величины
𝜀𝑘 и 𝒞𝑘, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] выполнено неравенство

⃒⃒
Λ𝜀
𝑘 −𝑀1𝜀

−4
⃒⃒
⩽ 𝒞𝑘𝜀−3.
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§ 1.3 Теорема единственности

Весовые оценки собственных функций

При всех 𝑅 ∈ (0,ℓ/2) и 𝛽 > 0 определим весовые функции

ℰ𝛽(𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp(𝛽𝜀−1𝑦2) при |𝑦| ⩽ 𝑅,

exp(𝛽𝜀−1(4𝑅|𝑦| − 2𝑅2 − 𝑦2)) при 𝑅 < |𝑦| < 2𝑅,

exp(2𝛽𝜀−1𝑅2) при |𝑦| ⩾ 2𝑅.

Прямые вычисления показывают, что

𝜕𝑦ℰ𝛽 = 2𝜀−1𝛽ℰ𝛽ℬ, 𝜕2
𝑦(ℰ2

𝛽) = 4𝜀−1𝛽ℰ2
𝛽𝜕𝑦ℬ + 16𝜀−2𝛽2ℰ2

𝛽ℬ2, (3.54)

где кусочно-линейная функция ℬ определена равенствами

ℬ(𝑦) = 𝑦 при |𝑦| ⩽ 𝑅,

ℬ(𝑦) = ±2𝑅− 𝑦 при 𝑅 < ±𝑦 < 2𝑅,

ℬ(𝑦) = 0 при |𝑦| ⩾ 2𝑅.

Сформулируем основной результат этого пункта.

Теорема 24. Для всякого 𝑘 ∈ N0 существуют такие положительные вели­
чины 𝜀𝑘, 𝛽𝑘 и 𝐶𝛽𝑘

, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] и 𝛽 ∈ (0,𝛽𝑘] выполнено неравенство

‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘‖+ 𝜀−1/2‖𝑟ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘‖+ 𝜀1/2‖ℰ𝛽𝜕𝑦𝑈 𝜀
𝑘‖+ 𝜀3/2‖ℰ𝛽𝜕2

𝑦𝑈
𝜀
𝑘‖+

+ 𝜀3/2‖ℰ𝛽𝜕𝑦𝜕𝑧𝑈 𝜀
𝑘‖+ 𝜀2‖ℰ𝛽𝜕2

𝑧𝑈
𝜀
𝑘‖ ⩽ 𝐶𝛽𝑘

, (3.55)

где 𝑟(𝑦) = |𝑦| при 𝑦 ∈ R.

Доказательство. Подставим ℰ2
𝛽𝑈

𝜀
𝑘 в качестве пробной функции в интегральное

тождество (3.4) и запишем получившееся равенство в виде

𝐼0𝑦 + 𝐼1𝑦 + 𝐼2𝑦 + 𝐼0𝑦𝑧 + 𝐼1𝑦𝑧 + 𝐼0𝑧 = Λ𝜀
𝑘‖ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘‖2, (3.56)
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где

𝐼0𝑦 = ‖ℰ𝛽𝜕2
𝑦𝑈

𝜀
𝑘‖2, 𝐼1𝑦 = 4(ℰ𝛽𝜕2

𝑦𝑈
𝜀
𝑘 ,𝜕𝑦ℰ𝛽𝜕𝑦𝑈 𝜀

𝑘), 𝐼2𝑦 = (𝜕2
𝑦ℰ2

𝛽𝜕
2
𝑦𝑈

𝜀
𝑘 ,𝑈

𝜀
𝑘),

𝐼0𝑦𝑧 = 2‖ℰ𝛽𝜕𝑦𝜕𝑧𝑈 𝜀
𝑘‖2, 𝐼1𝑦𝑧 = 4(ℰ𝛽𝜕𝑦𝜕𝑧𝑈 𝜀

𝑘 , 𝜕𝑦ℰ𝛽𝜕𝑧𝑈 𝜀
𝑘), 𝐼0𝑧 = ‖ℰ𝛽𝜕2

𝑧𝑈
𝜀
𝑘‖2.

Обработаем слагаемые в левой части тождества (3.56) по-отдельности. Приме­
няя к скалярному произведению 𝐼1𝑦 неравенство Коши–Буняковского и тожде­
ство (3.54), в виду неравенства |ℬ(𝑦)| ⩽ 𝑅 заключаем, что

|𝐼1𝑦 | ⩽ 8𝜀−1𝛽‖ℰ𝛽𝜕2
𝑦𝑈

𝜀
𝑘‖‖ℰ𝛽ℬ𝜕𝑦𝑈 𝜀

𝑘‖ ⩽ 4𝛽𝐼0𝑦 + 4𝜀−2𝛽𝑅2‖ℰ𝛽𝜕𝑦𝑈 𝜀
𝑘‖2. (3.57)

Интегрируя по переменной 𝑦 неравенство Фридрихса

‖𝜕𝑦𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2 ⩽ 𝜀2𝜋−2H2(𝑦)‖𝜕𝑧𝜕𝑦𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2 (3.58)

для функции 𝜕𝑦𝑈
𝜀
𝑘 на сечениях 𝜔𝜀(𝑦) и принимая во внимание, что H ⩽ 2, при

учете (3.57) выводим
|𝐼1𝑦 | ⩽ 4𝛽(𝐼0𝑦 + 2𝜋−2𝑅2𝐼0𝑦𝑧). (3.59)

Аналогичные рассуждения приводят к соотношению

|𝐼1𝑦𝑧| ⩽ 2𝛽𝐼0𝑦𝑧 + 16𝛽𝜋−2‖ℰ𝛽ℬ𝜕2
𝑧𝑈

𝜀
𝑘‖2. (3.60)

Тождества (3.54) и неравенства Коши–Буняковского и Юнга позволяют запи­
сать

|𝐼2𝑦 | ⩽ 4𝜀−1𝛽‖ℰ𝛽𝜕2
𝑦𝑈

𝜀
𝑘‖‖ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘𝜕𝑦ℬ‖+ 16𝜀−2𝛽2𝑅‖ℰ𝛽𝜕2
𝑦𝑈

𝜀
𝑘‖‖ℰ𝛽ℬ𝑈 𝜀

𝑘‖ ⩽

⩽ (2𝛽𝐼0𝑦 + 2𝜀−2𝛽‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘‖2) + (8𝛽𝐼0𝑦 + 8𝜀−4𝛽3𝑅2‖ℰ𝛽ℬ𝑈 𝜀

𝑘‖2),

в итоге получаем оценку

|𝐼2𝑦 | ⩽ 10𝛽𝐼0𝑦 + 2𝜀−2𝛽‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘‖2 + 8𝜀−4𝛽3𝑅2‖𝑟ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘‖2. (3.61)
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Применяя неравенство Фридрихса к функции 𝑈 𝜀
𝑘 на сечениях 𝜔𝜀(𝑦), получаем

при 16𝛽𝜋−2𝑅2 ⩽ 1 неравенство

𝐼0𝑧 − 16𝛽𝜋−2‖ℰ𝛽ℬ𝜕2
𝑧𝑈

𝜀
𝑘‖2 ⩾ 𝑀1𝜀

−4

∫︁
Ω𝜀

16H−4(𝑦)(1− 16𝛽𝜋−2𝑦2)|ℰ𝛽(𝑦)𝑈 𝜀
𝑘(𝑥)|2𝑑𝑥.

При условии 29𝛽𝜋−2ℎ−4
0 ⩽ 𝑐H, пользуясь Леммой 13, выводим соотношение

𝐼0𝑧 −𝑀1𝜀
−4‖ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘‖2 − 16𝛽𝜋−2‖ℰ𝛽ℬ𝜕2
𝑧𝑈

𝜀
𝑘‖2 ⩾ 2−1𝜀−4𝑀1𝑐H‖𝑟ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘‖2. (3.62)

Собирая вместе неравенства (3.59), (3.60), (3.61) и (3.62), в виду тожде­
ства (3.56) и Леммы 18 при условии 2𝛽 ⩽ 𝒞𝑘𝜀−1

𝑘 получаем оценку

(1− 14𝛽)𝐼0𝑦 + (1− 2𝛽(1 + 4𝜋−2𝑅2))𝐼0𝑦𝑧+

+ 𝜀−4(2−1𝑀1𝑐H − 8𝛽3𝑅2)‖𝑟ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘‖2 ⩽ 2𝒞𝑘𝜀−3‖ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘‖2. (3.63)

Норму в правой части представим в виде суммы

‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘‖2 = ‖ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘 ;𝐿2(Ω
𝜀√
𝜀𝜎)‖2 + ‖ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘 ;𝐿2(Ω
𝜀 ∖ Ω𝜀√

𝜀𝜎)‖2,

где Ω𝜀√
𝜀𝜎

= {𝑥 = (𝑦,𝑧) ∈ Ω𝜀 : |𝑦| ⩽ √
𝜀𝜎}, а величина 𝜎 ⩽ 𝑅𝜀−1/2 подлежит

определению. Слагаемые в правой части допускают верхние оценки

‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐿2(Ω

𝜀√
𝜀𝜎)‖2 ⩽ 𝑒𝛽𝜎

2‖𝑈 𝜀
𝑘‖2 ⩽ 𝑒𝛽𝜎

2

, 𝜀𝜎2‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐿2(Ω

𝜀∖Ω𝜀√
𝜀𝜎)‖2 ⩽ ‖𝑟ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘‖2.

Выберем 𝜀𝑘, 𝛽𝑘 и 𝜎 так, чтобы выполнялись условия

16𝛽𝑘𝜋
−2𝑅2 ⩽ 1, 29𝛽𝑘𝜋

−2ℎ−4
0 ⩽ 𝑐H, 2𝛽𝑘 ⩽ 𝒞𝑘𝜀−1

𝑘 ,

𝜀
1/2
𝑘 𝜎 ⩽ 𝑅, 4𝒞𝑘 ⩽ (2−1𝑀1𝑐H − 8𝛽3

𝑘𝑅
2)𝜎2,

кроме того, 𝛽𝑘 возьмем настолько малым, чтобы коэффициенты в левой части
неравенства (3.63) оказались положительными. При введенных ограничениях
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неравенство (3.63) приводится к виду

(1− 14𝛽)𝐼0𝑦 + (1− 2𝛽(1 + 4𝜋−2𝑅2))𝐼0𝑦𝑧 + 𝜀−4(2−2𝑀1𝑐H − 4𝛽3𝑅2)‖𝑟ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘‖2 ⩽

⩽ 2𝒞𝑘𝜀−3‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐿2(Ω

𝜀√
𝜀𝜎)‖2 ⩽ 2𝒞𝑘𝜀−3𝑒𝛽𝜎

2

.

Таким образом, получены требуемые оценки 𝐿2(Ω
𝜀)-норм функций 𝑟ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘 ,
ℰ𝛽𝜕2

𝑦𝑈
𝜀
𝑘 и ℰ𝛽𝜕𝑦𝜕𝑧𝑈 𝜀

𝑘 . Используя неравенство (3.58), оцениваем норму функции
ℰ𝛽𝜕𝑦𝑈 𝜀

𝑘 . Утверждение для первого слагаемого левой части соотношения (3.55)
следует из цепочки неравенств

‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘‖2 = ‖ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘 ;𝐿2(Ω
𝜀√
𝜀𝜎)‖2 + ‖ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘 ;𝐿2(Ω
𝜀 ∖ Ω𝜀√

𝜀𝜎)‖2 ⩽
⩽ 𝑒𝛽𝜎

2‖𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐿2(Ω

𝜀√
𝜀𝜎)‖2 + 𝜀−1𝜎−2‖𝑟ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘 ;𝐿2(Ω
𝜀 ∖ Ω𝜀√

𝜀𝜎)‖2 ⩽ 𝐶1,

верной для некоторой положительной величины 𝐶1. Наконец, для 𝐿2(Ω
𝜀)-нормы

функции ℰ𝛽𝜕2
𝑧𝑈

𝜀
𝑘 получаем 𝐼0𝑧 ⩽ 𝐶1Λ

𝜀
𝑘 + |𝐼1𝑦 | + |𝐼2𝑦 | + |𝐼1𝑦𝑧|, что в виду неравен­

ства (3.60) и Леммы 18 эквивалентно

(1− 16𝛽𝜋−2𝑅2)𝐼0𝑧 ⩽ 𝐶1Λ
𝜀
𝑘 + |𝐼1𝑦 |+ |𝐼2𝑦 |+ 2𝛽𝐼0𝑦𝑧 ⩽ 𝐶2𝜀

−4

с некоторой положительной величиной 𝐶2 и при наложенных на 𝛽 ограничениях
влечет за собой требуемую оценку.

Как следствие, для двумерной пластины Кирхгофа получаются поточеч­
ные оценки с экспоненциальным весом.

Теорема 25. Для всех 𝑘 ∈ N0 существуют такие положительные величины
𝜀𝑘, 𝛽𝑘 и C𝛽𝑘

, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] и 𝛽 ∈ (0,𝛽𝑘] выполнено неравенство

‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐶(Ω𝜀)‖ ⩽ C𝛽𝑘

𝜀−2. (3.64)

Доказательство. Неравенство (3.64) достаточно проверить для произвольной
подобласти Γ𝜀(𝑦0) = {𝑥 ∈ Ω𝜀 : 𝑦 ∈ (𝑦0− 𝜀,𝑦0+ 𝜀)}. Введем растянутые координа­
ты 𝜉𝜀 = (̃︀𝜂𝜀,̃︀𝜁𝜀), где ̃︀𝜂𝜀 = 𝜀−1(𝑦 − 𝑦0) и ̃︀𝜁𝜀 = 𝜀−1𝑧. Как и везде, у растянутых пе­
ременных опускаем индекс 𝜀 там, где это не приводит к противоречиям. В силу
условий гладкости граничных функций H± области Γ1(𝑦0) удовлетворяют силь­
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ному локальному свойству липшицевости, при этом параметры 𝛿 и 𝑀 , участву­
ющие в определении, можно выбрать не зависящими от значения 𝑦0 ∈ (−ℓ,ℓ).
Согласно Теореме 3 нормы операторов вложения 𝐻2(Γ1(𝑦0)) в 𝐶(Γ1(𝑦0)) ограни­
чены положительной величиной 𝐶1, также не зависящей от 𝑦0 ∈ (−ℓ,ℓ). Таким
образом, для функции u𝜀𝑘(̃︀𝜂,̃︀𝜁) = 𝑈 𝜀

𝑘(𝑦0 + 𝜀̃︀𝜂,𝜀̃︀𝜁), определенной в Γ1(𝑦0) ⊂ Ω1,
справедливо неравенство

‖u𝜀𝑘;𝐶(Γ1(𝑦0))‖ ⩽ 𝐶1‖u𝜀𝑘;𝐻2(Γ1(𝑦0))‖. (3.65)

Внесем в норму левой части множитель e𝑦0 = ℰ𝛽(𝑦0 + 𝜀̃︀𝜂)
‖e𝑦0u𝜀𝑘;𝐶(Γ1(𝑦0))‖ ⩽ max̃︀𝜂∈[−1,1]

e𝑦0(̃︀𝜂)‖u𝜀𝑘;𝐶(Γ1(𝑦0))‖.

В силу неравенства (3.65), последняя оценка приводится к виду

‖e𝑦0u𝜀𝑘;𝐶(Γ1(𝑦0))‖ ⩽ max̃︀𝜂∈[−1,1]
e𝑦0(̃︀𝜂)𝐶1‖u𝜀𝑘;𝐻2(Γ1(𝑦0))‖.

Заметим, что при ̃︀𝜂1, ̃︀𝜂2 ∈ [−1,1] значения выражения e𝑦0(̃︀𝜂1)e−1
𝑦0
(̃︀𝜂2) ограничены

положительной величиной 𝐶2, не зависящей от 𝑦0 ∈ (−ℓ,ℓ). Используя это,
можно внести множитель e𝑦0 в норму в правой части неравенства, в результате
чего получается оценка

‖e𝑦0u𝜀𝑘;𝐶(Γ1(𝑦0))‖ ⩽ 𝐶3‖e𝑦0u𝜀𝑘;𝐿2(Γ
1(𝑦0))‖+

+ 𝐶3

(︀
‖e𝑦0𝜕2̃︀𝜂u𝜀𝑘;𝐿2(Γ

1(𝑦0))‖+ ‖e𝑦0𝜕̃︀𝜂𝜕̃︀𝜁u𝜀𝑘;𝐿2(Γ
1(𝑦0))‖+ ‖e𝑦0𝜕2̃︀𝜁u𝜀𝑘;𝐿2(Γ

1(𝑦0))‖
)︀
,

в которой 𝐶3 = 4𝐶1𝐶2. Обратная замена переменной приводит к оценке

‖ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐶(Γ𝜀(𝑦0))‖ ⩽ 𝜀−2𝐶3‖ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘 ;𝐿2(Γ
𝜀(𝑦0))‖+

+ 𝐶3

(︀
‖ℰ𝛽𝜕2

𝑦𝑈
𝜀
𝑘 ;𝐿2(Γ

𝜀(𝑦0))‖+ ‖ℰ𝛽𝜕𝑦𝜕𝑧𝑈 𝜀
𝑘 ;𝐿2(Γ

𝜀(𝑦0))‖+ ‖ℰ𝛽𝜕2
𝑧𝑈

𝜀
𝑘 ;𝐿2(Γ

𝜀(𝑦0))‖
)︀
.

Применяя к ней результат Теоремы 24, выводим требуемое неравенство.

Для собственных функций задачи (3.3) справедливы поточечные оценки.
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Теорема 26. Для всякого номера 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные
величины 𝜀𝑘, 𝛼𝑘 и 𝐶𝛼𝑘

, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верна оценка

|𝑒𝜀−1𝛼𝑘𝑦
2

𝑈 𝜀
𝑘(𝑥)| ⩽ 𝐶𝛼𝑘

𝜀−2, 𝑥 ∈ Ω𝜀. (3.66)

Доказательство. Пусть 𝛽𝑘 и 𝜀𝑘 — положительные величины, определенные в
Теореме 24, тогда для 𝛼𝑘 ⩽ 𝛽𝑘𝑅

2ℓ−2 при всех 𝑦 ∈ (−ℓ,ℓ), 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] оказывается
верным неравенство exp(𝜀−1𝛼𝑘𝑦

2) ⩽ ℰ𝛽𝑘
(𝑦). Заменяя в Теореме 25 функцию ℰ𝛽𝑘

на exp(𝜀−1𝛼𝑘𝑦
2), получаем требуемую оценку.

Наличие множителя exp(𝜀−1𝛼𝑘𝑦
2) в неравенстве (3.66) объясняет эффект

локализации около начала координат, т.е. экспоненциальное затухание при
𝜀 → 0 значений собственной функции вне сколь угодно малой окрестности
множества {𝑦 = 0}.

§ 1.4 Теорема о сходимости, подготовительные утверждения

Начнем с нескольких вспомогательных утверждений. Запишем ортого­
нальное разложение 𝑈 𝜀

𝑘(𝑦,𝑧) = 𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦)Φ

𝜀
1(𝑦,𝑧)+𝑉 𝜀

𝑘 (𝑦,𝑧) для функции 𝑈 𝜀
𝑘 , в кото­

ром при всех 𝑦 ∈ [−ℓ,ℓ] ∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

𝑉 𝜀
𝑘 (𝑦,𝑧)Φ

𝜀
1(𝑦,𝑧) 𝑑𝑧 = 0. (3.67)

Функция 𝑊 𝜀
𝑘 при этом выражается формулой

𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦) =

2

𝜀H(𝑦)

∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

𝑈 𝜀
𝑘(𝑦,𝑧)Φ

𝜀
1(𝑦,𝑧) 𝑑𝑧, (3.68)

а функция 𝑉 𝜀
𝑘 наследует краевые условия

𝜕𝑧𝑉𝑘(±𝜀H±(𝑦)) = 𝑉𝑘(±𝜀H±(𝑦)) = 0. (3.69)
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Кроме того, благодаря связи между функциями Φ𝜀
1 и 𝜙1 (см. (3.14)) и опреде­

лению последней выполнена ортогональность∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

𝜕2
𝑧𝑉

𝜀
𝑘 (𝑦,𝑧)𝜕

2
𝑧Φ

𝜀
1(𝑦,𝑧) 𝑑𝑧 = 0. (3.70)

Умножая равенства (3.67) и (3.70) на 𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦) и интегрируя по переменной 𝑦,

получаем соотношения

(𝑊𝑘Φ
𝜀
1,𝑉

𝜀
𝑘 ) = 0, (𝜕2

𝑧(𝑊
𝜀
𝑘Φ

𝜀
1),𝜕

2
𝑧𝑉

𝜀
𝑘 ) = 0. (3.71)

Лемма 19. Для всех 𝑘 ∈ N0 существуют такие положительные величины
𝜀𝑘 и 𝐶𝑉𝑘

, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] выполнено неравенство

𝜀−1/2‖𝑉 𝜀
𝑘 ‖+ 𝜀1/2‖𝜕𝑧𝑉 𝜀

𝑘 ‖+ 𝜀3/2‖𝜕2
𝑧𝑉

𝜀
𝑘 ‖ ⩽ 𝐶𝑉𝑘

.

Доказательство. Из соотношений (3.71) следует, что

‖𝑈 𝜀
𝑘‖2 = ‖𝑊 𝜀

𝑘Φ
𝜀
1‖2 + ‖𝑉 𝜀

𝑘 ‖2, ‖𝜕2
𝑧𝑈

𝜀
𝑘‖2 = ‖𝑊 𝜀

𝑘𝜕
2
𝑧Φ

𝜀
1‖2 + ‖𝜕2

𝑧𝑉
𝜀
𝑘 ‖2. (3.72)

В силу тождества (3.67) неравенство Пуанкаре для функции 𝑉 𝜀
𝑘 на сечени­

ях 𝜔𝜀(𝑦), приобретает вид ‖𝜕2
𝑧𝑉

𝜀
𝑘 ;𝐿2(𝜔

𝜀(𝑦))‖2 ⩾ 𝑀2𝜀
−424H−4(𝑦)‖𝑉 𝜀

𝑘 ;𝐿2(𝜔
𝜀(𝑦))‖2

и, как следствие, верна оценка

‖𝜕2
𝑧𝑉

𝜀
𝑘 ‖2 ⩾ 𝑀2𝜀

−4‖𝑉 𝜀
𝑘 ‖2. (3.73)

Используя результат Леммы 18 и тождества (3.72), преобразуем неравенство
‖𝜕2

𝑧𝑈
𝜀
𝑘‖2 ⩽ Λ𝜀

𝑘 к виду

‖𝑊 𝜀
𝑘𝜕

2
𝑧Φ

𝜀
1‖2 + ‖𝜕2

𝑧𝑉
𝜀
𝑘 ‖2 ⩽

(︀
𝑀1𝜀

−4 + 𝒞𝑘𝜀−3
)︀(︀
‖𝑊 𝜀

𝑘Φ
𝜀
1‖2 + ‖𝑉 𝜀

𝑘 ‖2
)︀
.

Привлекая соотношение (3.73), приходим к оценке

(︀
1−𝑀1𝑀

−1
2 − 𝒞𝑘𝑀−1

2 𝜀
)︀
‖𝜕2

𝑧𝑉
𝜀
𝑘 ‖2 ⩽

⩽
(︀
𝑀1𝜀

−4 + 𝒞𝑘𝜀−3
)︀
‖𝑊 𝜀

𝑘Φ
𝜀
1‖2 − ‖𝑊 𝜀

𝑘𝜕
2
𝑧Φ

𝜀
1‖2 ⩽ 𝒞𝑘𝜀−3.
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В последнем неравенстве учтено, что 𝑀1𝜀
−4‖𝑊 𝜀

𝑘Φ
𝜀
1‖2 ⩽ ‖𝑊 𝜀

𝑘𝜕
2
𝑧Φ

𝜀
1‖2. Поскольку

𝑀1 < 𝑀2, при достаточно малых 𝜀 коэффициент в левой части положитель­
ный. Таким образом, верна требуемая оценка для нормы ‖𝜕2

𝑧𝑉
𝜀
𝑘 ‖. Неравенства

для норм младших производных получаются из полученной оценки привлече­
нием неравенства (3.73) и неравенства Фридрихса для оператора Лапласа на
сечениях с граничными условиями Дирихле (см. (3.69)).

Лемма 20. При всех 𝑘 ∈ N0 существуют такие положительные величины 𝜀𝑘

и 𝐶𝑊𝑘
, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верна оценка

‖𝑟ℰ𝛽𝑊 𝜀
𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖+𝜀1/2‖ℰ𝛽𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖+𝜀‖ℰ𝛽𝜕𝑦𝑊 𝜀
𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖ ⩽ 𝐶𝑊𝑘

. (3.74)

Доказательство. Используя формулу (3.68), перепишем первые две нормы в
формуле (3.74) следующим образом

‖𝑟ℰ𝛽𝑊𝑘;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖2 = 𝜀−2

ℓ∫︁
−ℓ

⃒⃒⃒ ∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

2H−1(𝑦)|𝑦|ℰ𝛽(𝑦)𝑈 𝜀
𝑘(𝑦,𝑧)Φ

𝜀
1(𝑦,𝑧) 𝑑𝑧

⃒⃒⃒2
𝑑𝑦,

‖ℰ𝛽𝑊𝑘;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖2 = 𝜀−2

ℓ∫︁
−ℓ

⃒⃒⃒ ∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

2H−1(𝑦)ℰ𝛽(𝑦)𝑈 𝜀
𝑘(𝑦,𝑧)Φ

𝜀
1(𝑦,𝑧) 𝑑𝑧

⃒⃒⃒2
𝑑𝑦.

Применяя неравенство Коши–Буняковского к внутренним интегралам и исполь­
зуя равенство (3.29) и условие (3.2), приходим к оценкам

‖𝑟ℰ𝛽𝑊 𝜀
𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖2 ⩽ 2𝜀−1ℎ−1

0 ‖𝑟ℰ𝛽𝑈 𝜀
𝑘‖2, ‖ℰ𝛽𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖2 ⩽ 2𝜀−1ℎ−1
0 ‖ℰ𝛽𝑈 𝜀

𝑘‖2.

Осталось применить Теорему 24, и оценка первых двух слагаемых в (3.74) за­
вершена.

Обратимся к третьему слагаемому. Поскольку 𝑈 𝜀
𝑘(𝑦, ± 𝜀H±(𝑦)) = 0 при

всех 𝑦 ∈ (−ℓ,ℓ), дифференцируя по правилу Лейбница интеграл в форму­
ле (3.68), выводим тождество

𝜕𝑦𝑊
𝜀
𝑘 (𝑦)=−H′(𝑦)

H(𝑦)
𝑊 𝜀

𝑘 (𝑦) +
2

𝜀H(𝑦)

∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

𝜕𝑦𝑈
𝜀
𝑘(𝑦,𝑧)Φ

𝜀
1(𝑦,𝑧) + 𝑈 𝜀

𝑘(𝑦,𝑧)𝜕𝑦Φ
𝜀
1(𝑦,𝑧) 𝑑𝑧.
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Следовательно,

‖ℰ𝛽𝜕𝑦𝑊 𝜀
𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖2 ⩽ 2 sup

𝑦∈(−ℓ,ℓ)

⃒⃒⃒⃒
H′(𝑦)

H(𝑦)

⃒⃒⃒⃒2
‖ℰ𝛽𝑊 𝜀

𝑘‖2+

+

ℓ∫︁
−ℓ

16ℰ2
𝛽(𝑦)

𝜀2H2(𝑦)

⎛⎜⎝(︁∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

|𝜕𝑦𝑈 𝜀
𝑘(𝑦,𝑧)Φ

𝜀
1(𝑦,𝑧)| 𝑑𝑧

)︁2
+
(︁ ∫︁
𝜔𝜀(𝑦)

|𝑈 𝜀
𝑘(𝑦,𝑧)𝜕𝑦Φ

𝜀
1(𝑦,𝑧)| 𝑑𝑧

)︁2⎞⎟⎠ 𝑑𝑦.

Необходимая оценка первого из полученных слагаемых следует из уже доказан­
ных неравенств и свойств функции H (см. Лемму 13). Для обработки второго и
третьего следует применить неравенство Коши–Буняковского для внутренних
интегралов, а затем соотношения (3.29), (3.32) и результат Теоремы 24.

§ 1.5 Доказательство теоремы о сходимости

Введем по аналогии с (3.14) обозначение 𝑤𝜀
𝑘(𝜂) = 𝑊 𝜀

𝑘 (𝜀
1/2𝜂).

Лемма 21. Существует бесконечно малая последовательность {𝜀𝑝}𝑝⩾1, вдоль
которой последовательность функций 𝜀

3/4
𝑝 𝜒𝜀𝑝𝑤

𝜀𝑝
𝑘 слабо сходится в простран­

стве ℋℒ к некоторой ненулевой предельной функции 𝑤𝑘. Более того, суще­
ствует такая положительная величина 𝐶𝑤𝑘

, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верно
неравенство

‖𝑒𝛽𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘;𝐿2(R)‖+ ‖𝜌𝑒𝛽𝜒𝜀𝑤𝜀

𝑘;𝐿2(R)‖+ ‖𝑒𝛽𝜕𝜂(𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘);𝐿2(R)‖ ⩽ 𝐶𝑤𝑘

𝜀−3/4, (3.75)

где 𝜌(𝜂) = |𝜂|, 𝑒𝛽(𝜂) = 𝑒𝛽𝜂
2, а параметр 𝛽 определен в Теореме 24.

Доказательство. Оценка для первых двух слагаемых в (3.75) является след­
ствием замены переменной, неравенства |𝒳 | ⩽ 1 и Леммы 20. Действительно,

‖𝑒𝛽𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘;𝐿2(R)‖ = 𝜀−1/4‖ℰ𝛽𝒳𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖ ⩽ 𝐶𝑊𝑘
𝜀−3/4,

‖𝜌𝑒𝛽𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘;𝐿2(R)‖ = 𝜀−3/4‖𝑟ℰ𝛽𝒳𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖ ⩽ 𝐶𝑊𝑘
𝜀−3/4.
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Для последнего слагаемого, основываясь на тех же идеях, запишем цепочку
неравенств

‖𝑒𝛽𝜕𝜂(𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘);𝐿2(R)‖ ⩽ ‖𝑒𝛽𝜒𝜀𝜕𝜂𝑤

𝜀
𝑘;𝐿2(R)‖+ ‖𝑒𝛽𝜕𝜂𝜒𝜀𝑤𝜀

𝑘;𝐿2(R)‖ ⩽

⩽ 𝜀1/4
(︀
‖ℰ𝛽𝒳𝜕𝑦𝑊

𝜀
𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖+‖ℰ𝛽𝜕𝑦𝒳𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖
)︀
⩽ 𝐶𝑊𝑘

(𝜀−3/4+𝐶𝒳𝜀
−1/4).

Оценка (3.75) влечет за собой ограниченность ℋℒ-норм функций 𝜀3/4𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘.

Выделим из этого ограниченного по норме семейства функций последова­
тельность слабо сходящуюся в ℋℒ к некоторой функции 𝑤𝑘. Покажем, что
‖𝑤𝑘;𝐿2(R)‖ ≠ 0. Для этого воспользуемся первым из тождеств (3.72) и Лем­
мой 19 и получим в результате оценку снизу ‖𝑊 𝜀

𝑘Φ
𝜀
1‖2 ⩾ 1 − 𝐶2

𝑉𝑘
𝜀. Поскольку

ширина пластины отделена от нуля (см. условие (3.2)), заключаем, что

𝜀1/2‖𝑤𝜀
𝑘;𝐿2(−𝜀−1/2ℓ,𝜀−1/2ℓ)‖2 = ‖𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖2 ⩾ 2𝜀−1ℎ−1
0 (1− 𝐶2

𝑉𝑘
𝜀).

Из Леммы 20 следует, что изменение нормы, обусловленное умножением на
срезку, мало при малых 𝜀, а именно

ℓ∫︁
−ℓ

(1−𝒳 2(𝑦))|𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦)|2 𝑑𝑦 ⩽

∫︁
|𝑦|⩾𝑅−1

ℰ−2
𝛽 (𝑦)|ℰ𝛽(𝑦)𝑊 𝜀

𝑘 (𝑦)|2 𝑑𝑦 ⩽

⩽ 𝑒−2(𝑅−1)2𝛽𝜀−1‖ℰ𝛽𝑊 𝜀
𝑘‖2 ⩽ 𝐶2

𝑊𝑘
𝜀−1𝑒−2(𝑅−1)2𝛽𝜀−1

, (3.76)

и следовательно, верна оценка снизу

𝜀1/2‖𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘;𝐿2(−𝜀−1ℓ,𝜀−1ℓ)‖2 = ‖𝒳𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖2 ⩾ 𝐶𝑘𝜀
−1 (3.77)

для некоторой положительной величины 𝐶𝑘.
Согласно Предложению 1 пространство ℋℒ компактно вкладывается

в 𝐿2(R), поэтому последовательность функций 𝜀3/4𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘 сходится к функции 𝑤𝑘

сильно в 𝐿2(R). Следовательно, в неравенстве (3.77) возможен предельный пе­
реход, в результате которого получается оценка снизу ‖𝑤𝑘;𝐿2(R)‖2 ⩾ 𝐶𝑘 и, как
следствие, 𝑤𝑘 ̸= 0.
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Следствие 6. Поскольку ℋℒ-норма является слабо полунепрерывным снизу
функционалом, действующим в ℋℒ, для предельной функции 𝑤𝑘 также верна
оценка

‖𝑒𝛽𝑤𝑘;𝐿2(R)‖+ ‖𝑒𝛽𝜌𝑤𝑘;𝐿2(R)‖+ ‖𝑒𝛽𝜕𝜂𝑤𝑘;𝐿2(R)‖ ⩽ 𝐶𝑤𝑘
.

Замечание 14. Из цепочки неравенств

‖𝑒𝛽𝜕𝜂𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘;𝐿2(R)‖2 = 𝜀1/2‖ℰ𝛽𝜕𝑦𝒳𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖2 ⩽
⩽ 𝐶2

𝒳𝜀
1/2‖ℰ𝛽𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖2 ⩽ 𝐶2
𝒳𝐶

2
𝑊𝑘

𝜀−1/2

использованной в доказательстве Леммы 21, в частности, следует, что
𝜀3/4𝜕𝜂𝜒

𝜀𝑤𝜀
𝑘 → 0 по норме в пространстве 𝐿2(R) при 𝜀 → 0, поэтому

𝜀3/4𝑝 𝜒𝜀𝑝𝜕𝜂𝑤
𝜀𝑝
𝑘 → 𝜕𝜂𝑤𝑘 слабо в 𝐿2(R)

вдоль выбранной в Лемме 21 последовательности {𝜀𝑝}𝑝⩾1.

Теорема 27. При всех 𝑘 ∈ N0 существует бесконечно малая последователь­
ность 𝜀𝑝 = 𝜀𝑝(𝑘), вдоль которой последовательность

1

2𝐵

(︀
Λ
𝜀𝑝
𝑘 − 𝜀−4

𝑝 𝑀1

)︀
𝜀3𝑝,

сходится к собственному числу задачи (3.9).

Доказательство. Для произвольной гладкой функции с компактным носите­
лем 𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (R) определим функцию 𝐹 𝜀(𝑦) = 𝑓(𝜀−1/2𝑦). Кроме того, введем
обозначение

𝐶𝑓 =
3∑︁

𝑙=0

2∑︁
𝑗=0

‖𝜌𝑙𝜕𝑗
𝜂𝑓 ;𝐿2(R)‖+

2∑︁
𝑗=1

‖𝜕𝑗
𝜂𝑓 ;𝐿∞(R)‖.
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Подстановка 𝒳𝐹 𝜀Φ𝜀
1 в качестве пробной функции в интегральное тожде­

ство (3.4) приводит к равенству

(𝜕2
𝑦𝑈

𝜀
𝑘 ,𝜕

2
𝑦(𝒳𝐹 𝜀Φ𝜀

1)) + 2(𝜕𝑦𝜕𝑧𝑈
𝜀
𝑘 ,𝜕𝑦𝜕𝑧(𝒳𝐹 𝜀Φ𝜀

1))+

+ (𝜕2
𝑧𝑈

𝜀
𝑘 ,𝜕

2
𝑧(𝒳𝐹 𝜀Φ𝜀

1)) = Λ𝜀
𝑘(𝑈

𝜀
𝑘 ,𝒳𝐹 𝜀Φ𝜀

1). (3.78)

Принимая во внимание соотношения (3.67) и (3.70), умножая на нормирующий
множитель 𝜀9/4, перепишем соотношение (3.78) следующим образом

𝜀9/4(𝐽𝜀
1 + 2𝐽𝜀

2 + 2𝐽𝜀
3 + (𝐽𝜀

4 −𝑀1𝜀
−4𝐽𝜀

0)) = 𝜀9/4(Λ𝜀
𝑘 −𝑀1𝜀

−4)𝐽𝜀
0 , (3.79)

где

𝐽𝜀
1 = (𝜕2

𝑦𝑈
𝜀
𝑘 ,𝜕

2
𝑦(𝒳𝐹 𝜀Φ𝜀

1)), 𝐽𝜀
2 = (𝜕𝑦(𝑊

𝜀
𝑘𝜕𝑧Φ

𝜀
1),𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀𝜕𝑧Φ

𝜀
1)),

𝐽𝜀
3 = (𝜕𝑦𝜕𝑧𝑉

𝜀
𝑘 ,𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀𝜕𝑧Φ

𝜀
1)), 𝐽𝜀

4 = (𝑊 𝜀
𝑘𝜕

2
𝑧Φ

𝜀
1,𝒳𝐹 𝜀𝜕2

𝑧Φ
𝜀
1),

𝐽𝜀
0 = (𝑊 𝜀

𝑘Φ
𝜀
1,𝒳𝐹 𝜀Φ𝜀

1).

Покажем, что равенство (3.79), а вместе с ним и (3.78), допускает предельный
переход вдоль некоторой бесконечно малой последовательности 𝜀. Доказатель­
ство этого разобьем на несколько шагов, а именно, вычислим предел каждого
из слагаемых в формуле (3.79).

Шаг 1. Сначала обработаем правую часть соотношения (3.79). Собствен­
ное число Λ𝜀

𝑘 представляется в виде суммы Λ𝜀
𝑘 = 𝑀1𝜀

−4 + 𝜇𝜀
𝑘, причем согласно

Лемме 18 младший член асимптотики допускает оценку |𝜇𝜀
𝑘| ⩽ 𝒞𝑘𝜀−3. Исполь­

зуя Лемму 18 и Лемму 21, заключаем, что существует такая бесконечно малая
последовательность индексов 𝜀, вдоль которой

𝜀3𝜇𝜀
𝑘 → 2𝐵𝑚𝑘, 𝜀3/4𝜒𝜀𝑤𝜀

𝑘 → 𝑤𝑘 слабо в ℋℒ, 𝑤𝑘 ̸= 0, (3.80)
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при некотором 𝑚𝑘. Результаты Леммы 13, оценка (3.75) и неравенство
Коши–Буняковского приводят к цепочке неравенств⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝜀3/4 𝜀−1/2ℓ∫︁

−𝜀−1/2ℓ

(ℎ𝜀 − 2)𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘𝑓 𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ⩽ 𝜀7/4𝐶H‖𝜒𝜀𝑤𝜀

𝑘;𝐿2(R)‖‖𝜌2𝑓 ;𝐿2(R)‖ ⩽ 𝜀𝐶H𝐶𝑤𝑘
𝐶𝑓 .

В то же время из соотношения (3.29) следует тождество

𝜀9/4
(︀
Λ𝜀
𝑘 −𝑀1𝜀

−4
)︀
𝐽𝜀
0 = 𝜀3𝜇𝜀

𝑘

𝜀−1/2ℓ∫︁
−𝜀−1/2ℓ

2−1ℎ𝜀(𝜂)𝜀
3/4𝜒𝜀(𝜂)𝑤𝜀

𝑘(𝜂)𝑓(𝜂) 𝑑𝜂,

и следовательно, возможен предельный переход

𝜀9/4(Λ𝜀
𝑘 −𝑀1𝜀

−4)𝐽𝜀
0 → 2𝐵𝑚𝑘

∫︁
R

𝑤𝑘(𝜂)𝑓(𝜂) 𝑑𝜂

вдоль некоторой бесконечно малой последовательности 𝜀.
Шаг 2. Приступим теперь к последнему слагаемому в левой части тожде­

ства (3.79). В силу соотношений (3.29) и (3.31) верно равенство

𝐽𝜀
4 −𝑀1𝜀

−4𝐽𝜀
0 = 8𝜀−3𝑀1

ℓ∫︁
−ℓ

H(𝑦)(H−4(𝑦)− 2−4)𝒳 (𝑦)𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦)𝐹

𝜀(𝑦) 𝑑𝑦,

а из Леммы 13 и Леммы 21, применяя неравенство Коши–Буняковского, выво­
дим оценку⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝐽𝜀

4 −𝑀1𝜀
−4𝐽𝜀

0 − 2𝜀−3𝐴𝑀1

ℓ∫︁
−ℓ

|𝑦|2𝒳 (𝑦)𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦)𝐹

𝜀(𝑦) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ 8𝜀−7/4𝑀1𝐶H𝐶𝑤𝑘

𝐶𝑓 .

Таким образом, переходя к пределу по указанной выше последовательности
индексов 𝜀, в силу (3.80) убеждаемся в том, что

𝜀9/4
(︀
𝐽𝜀
4 −𝑀1𝜀

−4𝐽𝜀
0

)︀
→ 2𝐴𝑀1

∫︁
R

|𝜂|2𝑤𝑘(𝜂)𝑓(𝜂) 𝑑𝜂.
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Шаг 3. Выражение 𝐽𝜀
2 представляется в виде суммы четырех слагаемых

𝐽𝜀
21 = (𝜕𝑦𝑊

𝜀
𝑘𝜕𝑧Φ

𝜀
1,𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀)𝜕𝑧Φ

𝜀
1), 𝐽𝜀

22 = (𝑊 𝜀
𝑘𝜕𝑦𝜕𝑧Φ

𝜀
1,𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀)𝜕𝑧Φ

𝜀
1),

𝐽𝜀
23 = (𝜕𝑦𝑊

𝜀
𝑘𝜕𝑧Φ

𝜀
1,𝒳𝐹 𝜀𝜕𝑦𝜕𝑧Φ

𝜀
1), 𝐽𝜀

24 = (𝑊 𝜀
𝑘𝜕𝑦𝜕𝑧Φ

𝜀
1,𝒳𝐹 𝜀𝜕𝑦𝜕𝑧Φ

𝜀
1).

Из неравенства Коши–Буняковского следуют оценки

𝐽𝜀
22 ⩽ ‖𝑊 𝜀

𝑘𝜕𝑦𝜕𝑧Φ
𝜀
1‖‖𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀)𝜕𝑧Φ

𝜀
1‖, (3.81)

𝐽𝜀
23 ⩽ ‖𝜕𝑦𝑊 𝜀

𝑘𝜕𝑧Φ
𝜀
1‖‖𝒳𝐹 𝜀𝜕𝑦𝜕𝑧Φ

𝜀
1‖, (3.82)

𝐽𝜀
24 ⩽ ‖𝑊 𝜀

𝑘𝜕𝑦𝜕𝑧Φ
𝜀
1‖‖𝒳𝐹 𝜀𝜕𝑦𝜕𝑧Φ

𝜀
1‖. (3.83)

Из тождества (3.30), неравенства (3.33) и условия (3.2) следуют оценки

‖𝜕𝑦𝑊 𝜀
𝑘𝜕𝑧Φ

𝜀
1‖2 ⩽ 2𝜀−1𝐵ℎ−1

0 ‖𝜕𝑦𝑊𝑘;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖2,

‖𝑊 𝜀
𝑘𝜕𝑦𝜕𝑧Φ

𝜀
1‖2 ⩽ 𝜀−1𝐶Φ‖𝑊𝑘;𝐿2(−ℓ, ℓ)‖2,

поэтому согласно Лемме 20 верны неравенства

‖𝜕𝑦𝑊 𝜀
𝑘𝜕𝑧Φ

𝜀
1‖ ⩽ 𝜀−3/2(2𝐵)1/2ℎ

−1/2
0 𝐶𝑊𝑘

, (3.84)

‖𝑊 𝜀
𝑘𝜕𝑦𝜕𝑧Φ

𝜀
1‖ ⩽ 𝜀−1𝐶

1/2
Φ 𝐶𝑊𝑘

. (3.85)

В виду неравенства (3.33) верна оценка

‖𝒳𝐹 𝜀𝜕𝑦𝜕𝑧Φ
𝜀
1‖2 ⩽ 𝜀−1𝐶Φ

ℓ∫︁
−ℓ

|𝒳 (𝑦)𝐹 𝜀(𝑦)|2 𝑑𝑦 ⩽ 𝜀−1/2𝐶Φ𝐶
2
𝑓 . (3.86)

Пользуясь тождеством (3.30) и условием (3.2), имеем

‖𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀)𝜕𝑧Φ
𝜀
1‖2 ⩽ 2𝜀−1𝐵ℎ−1

0 ‖𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀);𝐿2(−ℓ,ℓ)‖2.

Для нормы в правой части при учете (3.44) верна оценка

‖𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀);𝐿2(−ℓ, ℓ)‖ ⩽ ‖𝜕𝑦𝒳𝐹 𝜀;𝐿2(−ℓ, ℓ)‖+ ‖𝒳𝜕𝑦𝐹
𝜀;𝐿2(−ℓ, ℓ)‖ ⩽ 2𝜀−1/4𝐶𝑓
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и, как следствие,

‖𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀)𝜕𝑧Φ
𝜀
1‖ ⩽ 23/2𝜀−3/4𝐵1/2ℎ

−1/2
0 𝐶𝑓 . (3.87)

Комбинируя неравенства (3.81)-(3.87), находим такую положительную констан­
ту 𝐶𝑓,𝑘, что оказываются верными оценки

|𝐽𝜀
22| ⩽ 𝐶𝑓,𝑘𝜀

−7/4, |𝐽𝜀
23| ⩽ 𝐶𝑓,𝑘𝜀

−7/4, |𝐽𝜀
24| ⩽ 𝐶𝑓,𝑘𝜀

−5/4.

Таким образом, 𝜀9/4(𝐽𝜀
22 + 𝐽𝜀

23 + 𝐽𝜀
24), стремится к нулю.

Для нахождения предела выражения 𝜀9/4𝐽𝜀
21 перепишем его, пользуясь

тождеством (3.30), в следующем виде

𝜀9/4𝐽𝜀
21 = 2𝜀5/4𝐵

ℓ∫︁
−ℓ

H−1(𝑦)𝜕𝑦𝑊
𝜀
𝑘 (𝑦)𝜕𝑦(𝒳 (𝑦)𝐹 𝜀(𝑦)) 𝑑𝑦. (3.88)

Покажем, что замена сомножителя H−1 на 2−1 под интегралом в (3.88) изменит
его на бесконечно малую величину. Действительно, по Лемме 13⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

ℓ∫︁
−ℓ

(2−1 −H−1)𝜕𝑦𝑊
𝜀
𝑘𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ 𝐶Hℎ

−1
0

ℓ∫︁
−ℓ

|𝑦2𝜕𝑦𝑊 𝜀
𝑘𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀)| 𝑑𝑦 ⩽

⩽ 𝐶Hℎ
−1
0 ‖𝜕𝑦𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖‖𝑟2𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀);𝐿2(−ℓ,ℓ)‖ ⩽ 2𝜀−1/4𝐶Hℎ
−1
0 𝐶𝑊𝑘

𝐶𝑓 .

Последнее неравенство получается теми же рассуждениями, что и оценка вы­
ражения 𝐽𝜀

22 выше.
Таким образом, достаточно найти предел выражения

𝜀5/4(𝜕𝑦𝑊
𝜀
𝑘 , 𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀))(−ℓ,ℓ) =

= 𝜀5/4(𝜕𝑦𝑊
𝜀
𝑘 , 𝐹

𝜀𝜕𝑦𝒳 )(−ℓ,ℓ) + 𝜀5/4(𝜕𝑦𝑊
𝜀
𝑘 ,𝒳𝜕𝑦𝐹

𝜀)(−ℓ,ℓ). (3.89)

Первое скалярное произведение в правой части (3.89) оценивается при помощи
Леммы 20:

|(𝜕𝑦𝑊 𝜀
𝑘 ,𝐹

𝜀𝜕𝑦𝒳 )(−ℓ,ℓ)| ⩽ ‖𝜕𝑦𝑊 𝜀
𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖‖𝐹 𝜀𝜕𝑦𝒳 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖ ⩽ 𝜀−3/4𝐶𝒳𝐶𝑓𝐶𝑊𝑘

.
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Переход во втором скалярном произведении соотношения (3.89) к растянутым
координатам и учет Замечания 14 приводит к следующей сходимости

𝜀5/4(𝜕𝑦𝑊
𝜀
𝑘 ,𝒳𝜕𝑦𝐹

𝜀)(−ℓ,ℓ) = 𝜀3/4(𝜒𝜀𝜕𝜂𝑤
𝜀
𝑘, 𝜕𝜂𝑓)R → (𝜕𝜂𝑤𝑘, 𝜕𝜂𝑓)R

вдоль выбранной в Лемме 21 бесконечно малой последовательности 𝜀𝑝. Оконча­
тельно делаем вывод, что 𝜀9/4𝐽𝜀

2 → 𝐵(𝜕𝜂𝑤, 𝜕𝜂𝑓)R по указанной выше последо­
вательности 𝜀𝑝.

Шаг 4. Оставшиеся слагаемые 𝐽𝜀
1 и 𝐽𝜀

3 в формуле (3.79) стремятся к нулю.
Докажем это для 𝐽𝜀

3 , утверждение для 𝐽𝜀
1 доказывается с незначительными

изменениями. Интегрирование по частям и неравенство Коши–Буняковского
позволяют записать соотношения

|𝐽𝜀
3 | = |(𝜕𝑧𝑉 𝜀

𝑘 ,𝜕
2
𝑦(𝒳𝐹 𝜀𝜕𝑧Φ

𝜀
1))| ⩽ ‖𝜕𝑧𝑉 𝜀

𝑘 ‖‖𝜕2
𝑦(𝒳𝐹 𝜀𝜕𝑧Φ

𝜀
1)‖.

Для малых 𝜀 в виду определений 𝐶𝒳 и 𝐶𝑓 при 𝑦 ∈ (−ℓ,ℓ) верны оценки

|𝒳𝐹 𝜀| ⩽ 𝐶𝒳𝐶𝑓 , |𝜕𝑦(𝒳𝐹 𝜀)| ⩽ 2𝜀−1/2𝐶𝒳𝐶𝑓 , |𝜕2
𝑦(𝒳𝐹 𝜀)| ⩽ 4𝜀−1𝐶𝒳𝐶𝑓 ,

поэтому в виду тождества (3.29) и неравенства (3.33)

‖𝜕2
𝑦(𝒳𝐹 𝜀𝜕𝑧Φ

𝜀
1)‖ ⩽ 4𝜀−1𝐶𝒳𝐶𝑓(‖𝜕𝑧Φ𝜀

1‖+ ‖𝜕𝑦𝜕𝑧Φ𝜀
1‖+ ‖𝜕2

𝑦𝜕𝑧Φ
𝜀
1‖) ⩽

⩽ 4𝜀−3/2𝐶𝒳𝐶𝑓((2𝐵)1/2ℎ
−1/2
0 + 2𝐶

1/2
Φ ).

Дополняя полученную оценку результатом Леммы 19, выводим неравенство
𝜀9/4|𝐽𝜀

3 | ⩽ 𝐶𝑓,𝑘𝜀
1/4 с некоторой положительной величиной 𝐶𝑓,𝑘.

Резюмируя, получаем, что вдоль бесконечно малой последовательности,
построенной в Лемме 21, можно перейти к пределу в соотношении (3.79) и по­
лучить, что для функции 𝑤𝑘 выполнено интегральное тождество∫︁

R

(𝜕𝜂𝑤𝑘(𝜂)𝜕𝜂𝑓(𝜂) +𝒜𝜂2𝑤𝑘(𝜂)𝑓(𝜂)) 𝑑𝜂 = 𝑚𝑘

∫︁
R

𝑤𝑘(𝜂)𝑓(𝜂) 𝑑𝜂.
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В силу произвольности выбора 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (R), принимая во внимание Следствие 6,

функция 𝑤𝑘 ∈ 𝐻1(R) и удовлетворяет уравнению (3.9), следовательно, суще­
ствует такой номер 𝑁(𝑘), что 𝑚𝑘 = m𝑁(𝑘).

§ 1.6 Доказательство основной теоремы

Предложение 19. Пусть при 𝑘 ∈ N0 известно предельное соотношение

lim
𝑝→+∞

1

2𝐵

(︀
Λ
𝜀𝑝
𝑘 − 𝜀−4

𝑝 𝑀1

)︀
𝜀3𝑝 = m𝑁(𝑘),

тогда 𝑁(𝑘) ⩾ 𝑘.

Доказательство. Покажем, что собственные функции оператора ℒ, возникаю­
щие в результате предельного перехода, попарно ортогональны. Пусть при 𝑘 ̸= 𝑙

имеют место сходимости

𝜀3/4𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘 → w𝑁(𝑘) и 𝜀3/4𝜒𝜀𝑤𝜀

𝑙 → w𝑁(𝑙) слабо в ℋℒ

вдоль бесконечно малой последовательности индексов 𝜀. В виду компактности
вложения ℋℒ в 𝐿2(R) (см. Теорему 2, а также Предложение 1) имеют место
также сходимости

𝜀3/4𝜒𝜀𝑤𝜀
𝑘 → w𝑁(𝑘) и 𝜀3/4𝜒𝜀𝑤𝜀

𝑙 → w𝑁(𝑙) сильно в 𝐿2(R). (3.90)

Оценим скалярное произведение почти собственных функций. Используя заме­
ну переменных (3.12), имеем

∫︁
R

𝜀3/4𝜒𝜀(𝜂)𝑤𝜀
𝑘(𝜂)𝜀

3/4𝜒𝜀(𝜂)𝑤𝜀
𝑙 (𝜂) 𝑑𝜂 = 𝜀

ℓ∫︁
−ℓ

|𝒳 (𝑦)|2𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦)𝑊

𝜀
𝑙 (𝑦) 𝑑𝑦. (3.91)
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Применяя неравенство Коши–Буняковского и используя оценку (3.76), выводим
неравенство

⃒⃒⃒ ℓ∫︁
−ℓ

(1−𝒳 2)𝑊𝑘𝑊𝑙 𝑑𝑦
⃒⃒⃒
⩽ ‖
√︀
1−𝒳 2𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖‖
√︀
1−𝒳 2𝑊 𝜀

𝑙 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖ ⩽

⩽ 𝐶2
𝑊𝑘

𝜀−1𝑒−2(𝑅−1)2𝛽𝜀−1

, (3.92)

из которого следует, что срезка мало влияет на результат скалярного произве­
дения. Пользуясь тождеством (3.29), выводим равенство

(𝑊 𝜀
𝑘Φ

𝜀
1,𝑊

𝜀
𝑙 Φ

𝜀
1) = 𝜀

ℓ∫︁
−ℓ

2−1H(𝑦)𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦)𝑊

𝜀
𝑙 (𝑦)𝑑𝑦, (3.93)

из которого в виду условия (3.2) и Леммы 20 следуют оценка сверху

‖𝑊 𝜀
𝑘Φ

𝜀
1‖2 ⩽ 𝜀‖𝑊𝑘‖2 ⩽ 𝐶2

𝑊𝑘
. (3.94)

Вследствие ортогональности в 𝐿2(Ω
𝜀) собственных функций оператора BΩ𝜀 вер­

но, что 0 = (𝑈 𝜀
𝑘 ,𝑈

𝜀
𝑙 ) = (𝑊 𝜀

𝑘Φ
𝜀
1,𝑊

𝜀
𝑙 Φ

𝜀
1) + (𝑊 𝜀

𝑘Φ
𝜀
1,𝑉

𝜀
𝑙 ) + (𝑉 𝜀

𝑘 ,𝑊
𝜀
𝑙 Φ

𝜀
1) + (𝑉 𝜀

𝑘 ,𝑉
𝜀
𝑙 ), из

чего после применения неравенства Коши–Буняковского выводим неравенство

|(𝑊 𝜀
𝑘Φ

𝜀
1,𝑊

𝜀
𝑙 Φ

𝜀
1)| ⩽ ‖𝑊 𝜀

𝑘Φ
𝜀
1‖‖𝑉 𝜀

𝑙 ‖+ ‖𝑉 𝜀
𝑘 ‖‖𝑊 𝜀

𝑙 Φ
𝜀
1‖+ ‖𝑉 𝜀

𝑘 ‖‖𝑉 𝜀
𝑙 ‖. (3.95)

Кроме того, из соотношения (3.93) следует тождество

(𝑊 𝜀
𝑘Φ

𝜀
1,𝑊

𝜀
𝑙 Φ

𝜀
1) = 𝜀

ℓ∫︁
−ℓ

𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦)𝑊

𝜀
𝑙 (𝑦)𝑑𝑦 −

𝜀

2

ℓ∫︁
−ℓ

|2−H(𝑦)|𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦)𝑊

𝜀
𝑙 (𝑦) 𝑑𝑦.

Применяя к последнему слагаемому этого тождества неравенство Коши–Буня­
ковского, в силу Леммы 13 и Леммы 20 заключаем, что

ℓ∫︁
−ℓ

|2−H(𝑦)||𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦)𝑊

𝜀
𝑙 (𝑦)|𝑑𝑦 ⩽ 𝐶H‖𝑟𝑊 𝜀

𝑘 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖‖𝑟𝑊 𝜀
𝑙 ;𝐿2(−ℓ,ℓ)‖ ⩽ 𝐶H𝐶

2
𝑊𝑘

.

(3.96)
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Таким образом, комбинируя соотношения (3.94), (3.95), (3.96) и оценку из Лем­
мы 19, имеем неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
ℓ∫︁

−ℓ

𝑊 𝜀
𝑘 (𝑦)𝑊

𝜀
𝑙 (𝑦)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ 1

2
𝐶H𝐶

2
𝑊 + 2𝜀−1/2𝐶𝑉𝑘

𝐶𝑊𝑘
+ 𝐶2

𝑉𝑘
. (3.97)

Следовательно, вдоль бесконечно малой последовательности индексов 𝜀 ска­
лярное произведение (3.91) в виду неравенств (3.92) и (3.97) стремится к нулю,
и сходимость (3.90) влечет за собой ортогональность предельных собственных
функций

0 =

∫︁
R

w𝑁(𝑘)(𝜂)w𝑁(𝑙)(𝜂)𝑑𝜂.

Таким образом, последовательность 𝑁(𝑘) строго монотонно возрастает, а зна­
чит выполнено требуемое неравенство.

Теорема 28. Для всякого номера 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные
величины 𝜀𝑘 и C𝑘, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верно неравенство

⃒⃒
Λ𝜀
𝑘 −𝑀1𝜀

−4 − 2𝐵m𝑘𝜀
−3
⃒⃒
⩽ C𝑘𝜀

−5/2.

Доказательство. Используя результат Предложения 19, делаем вывод, что в
оценке (3.53) для индексов верно соотношение 𝑆(𝑘) = 𝑘, что завершает доказа­
тельство.

Теорема 29. Для всех 𝑘 ∈ N0 существуют такие положительные величи­
ны 𝜀𝑘 и ̃︀𝒞𝑘, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] найдется нормированная в ℋ𝜀 собственная
функция 𝒰 𝜀

𝑘 задачи (3.3), для которой верна оценка

⃦⃦
𝒰 𝜀
𝑘 − a𝑘(𝜀)U

𝜀
𝑘;ℋ𝜀

⃦⃦
⩽ ̃︀𝒞𝑘𝜀1/2,

где a𝑘(𝜀) = ‖U𝜀
𝑘;ℋ𝜀‖−1 — нормирующий множитель.

Доказательство. Из Теоремы 28 и неравенства (3.51) следует, что найдется
такое ̃︀𝑐𝑘, что при малых 𝜀 для собственных чисел оператора 𝒯 𝜀 выполняются
неравенства |𝜏 𝜀𝑘−(2𝐵m𝑘+1)−1𝜀3| ⩽ ̃︀𝑐𝑘𝜀3 и |𝜏 𝜀𝑙 −(2𝐵m𝑘+1)−1𝜀3| > ̃︀𝑐𝑘𝜀3, при 𝑙 ̸= 𝑘.
Таким образом, применяя Лемму 1 к оператору 𝒯 𝜀, взяв в качестве 𝛽, 𝑡 и 𝑇



134

величины (2𝐵m𝑘+1)−1𝜀3, C𝑘c
−1
𝑘 𝜀7/2 и ̃︀𝑐𝑘𝜀3 соответственно, а вместо функции 𝑓

— выражение a𝑘(𝜀)U
𝜀
𝑘, выводим требуемое неравенство при ̃︀𝒞𝑘 = 2C𝑘(̃︀𝑐𝑘c𝑘)−1.

Из оценок в ℋ𝜀 следует более слабое утверждение об оценках
𝐿2(Ω

𝜀)-нормы погрешности.

Следствие 7. Для всех 𝑘 ∈ N0 существуют такие положительные величи­
ны 𝜀𝑘 и ̃︀c𝑘, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] для собственной функции 𝒰 𝜀

𝑘 из Теоремы
29 верна оценка ⃦⃦

𝒰 𝜀
𝑘 − a𝑘(𝜀)W

𝜀
𝑘Φ

𝜀
1‖ ⩽ ̃︀c𝑘𝜀2. (3.98)

Доказательство. Используя неравенство треугольника, выводим

‖𝒰 𝜀
𝑘 − a𝑘(𝜀)W

𝜀
𝑘Φ

𝜀
1‖ ⩽ ‖𝒰 𝜀

𝑘 − a𝑘(𝜀)U
𝜀
𝑘‖+ 𝜀a𝑘(𝜀)‖𝒳V𝜀

𝑘‖+ a𝑘(𝜀)‖(1−𝒳 )W𝜀
𝑘Φ

𝜀
1‖.

Оценивая с помощью Леммы 17 коэффициент a𝑘(𝜀), а затем применяя к перво­
му слагаемому в правой части неравенства результаты Теоремы 29 и Леммы 15,
ко второму — Лемму 14, и оценивая третье аналогично (3.76) при учете (3.29),
выводим требуемое неравенство.

Собственные подпространства в 𝐿2(Ω
𝜀), отвечающие собственным числам

Λ𝜀
𝑘, почти совпадают с одномерными подпространствами, порожденными функ­

циями

U𝜀
𝑘(𝑦,𝑧) = w𝑘(𝜀

−1/2𝑦)𝜙1

(︀
𝜀−1H−1(𝑦)

(︀
2𝑧 − 𝜀(H+(𝑦)−H−(𝑦)

)︀)︀
.

Теорема 30. Для всякого номера 𝑘 ⩾ 0 существуют такие положительные
величины 𝜀𝑘 и c𝑘, что при всех 𝜀 ∈ (0,𝜀𝑘] верно неравенство

⃦⃦
𝑈 𝜀
𝑘 − 𝑎𝑘(𝜀)U

𝜀
𝑘;𝐿2(Ω

𝜀)‖ ⩽ c𝑘𝜀
1/2,

с некоторым коэффициентом 𝑎𝑘(𝜀), зависящим только от малого параметра.

Доказательство. Из Теоремы 28 следует, что при малых 𝜀 собственные
числа задачи (3.3) простые, поэтому можно считать, что в Теореме 29
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𝒰 𝜀
𝑘 = 𝑈 𝜀

𝑘‖𝑈 𝜀
𝑘 ;ℋ𝜀‖−1. Пользуясь определением нормы в ℋ𝜀 (см. (3.25)) и приме­

няя Лемму 18, для ℋ𝜀-нормы собственной функции 𝑈 𝜀
𝑘 выводим оценку

‖𝑈 𝜀
𝑘 ;ℋ𝜀‖2 = (Λ𝜀

𝑘 −𝑀1𝜀
−4 + 𝜀−3)‖𝑈 𝜀

𝑘‖2 ⩽ (𝒞𝑘 + 1)𝜀−3.

Подставляя выражение для 𝒰 𝜀
𝑘 в неравенство (3.98), после преобразований по­

лучаем требуемую оценку с 𝑎𝑘(𝜀) = a𝑘(𝜀)‖𝑈 𝜀
𝑘 ;ℋ𝜀‖ и c𝑘 = ̃︀c𝑘(𝒞𝑘+1)1/2.

§ 1.7 Возможные обобщения

В начале этого параграфа мы приняли несколько упрощений, касающихся
формы пластины. Все приведенные рассуждения остаются верны, если область
определения функции H не симметрична относительно начала координат, и
единственный максимум толщины достигается не в нуле.

Поведение функции толщины в окрестности глобального максимума опре­
деляют порядок поправочного члена асимптотики, а именно, предположим, что

Ω𝜀 = {𝑥 = (𝑦,𝑧) ∈ R2 : 𝑦 ∈ (𝑎,𝑏), 𝑧 ∈ 𝜔𝜀(𝑦)}, 𝜔𝜀(𝑦) = (−𝜀H−(𝑦), 𝜀H+(𝑦)),

где функции H± дважды непрерывно дифференцируемы на отрезке [𝑎,𝑏], а
функция толщины H = H− + H+ строго положительна на [𝑎,𝑏] и имеет един­
ственный глобальный максимум в точке 𝑦0 ∈ (𝑎,𝑏), причем в окрестности 𝑦0

верна асимптотика

H(𝑦) = H0 − 𝐴|𝑦 − 𝑦0|2𝑠 +𝑂(|𝑦 − 𝑦0|2𝑠+1), 𝐴 > 0, 𝑠 ⩾ 1.

Асимптотический анзац спектра задачи Дирихле для бигармонического опера­
тора в этом случае имеет вид

Λ𝜀
𝑘 =

16

H4
0

𝑀1𝜀
−4 +

8𝐵

H2
0

m𝑘𝜀
− 2(𝑠+2)

𝑠+1 + . . . ,



136

а поправочный член асимптотики определяется через спектр оператора Шре­
дингера на прямой

−𝜕2
𝜂w𝑘(𝜂) +𝒜(𝜂)w𝑘(𝜂) = m𝑘w𝑘(𝜂), w𝑘 ∈ 𝐿2(R),

с растущим потенциалом 𝒜(𝜂) = 8𝐴𝐵−1𝑀1H
−3
0 |𝜂|2𝑠.

Можно также рассматривать многомерную область Ω𝜀 ⊂ R𝑑+1. Функ­
ции H, H± в этом случае по-прежнему считаем дважды непрерывно диффе­
ренцируемыми в замыкании некоторой выпуклой области с липшицевой грани­
цей, функция толщины отделена от нуля и имеет единственный максимум в
точке 𝑦0, ее поведение в окрестности этой точки описывается асимптотическим
соотношением

H(𝑦) = H0 − 𝐴(𝜃)𝜌2𝑠 +𝑂(𝜌2𝑠+1), 𝑠 ∈ N,

где (𝜌,𝜃) — сферические координаты в пространстве R𝑑 с центром в 𝑦0,
𝜂 = 𝜀−

1
𝑠+1 (𝑦 − 𝑦0), 𝜌 = |𝜂|, 𝜃 ∈ S𝑑−1, функция 𝐴 положительная дважды диф­

ференцируемая на сфере S𝑑−1. Асимптотика спектра в этом случае имеет тот
же вид, при этом собственные числа могут быть кратными, а поправочный
член асимптотики выражается через собственные числа оператора Шрединге­
ра, определенного в R𝑑, с положительным растущим на бесконечности потенци­
алом 𝒜(𝜂) = 8𝑀1H

−3
0 𝐵−1𝐴(𝜃)|𝜂|2𝑠.

§ 2. Дифракция на тонкой полубесконечной пластине Кирхгофа с
периодической свободной границей

Падение плоской волны на тонкую полубесконечную пластину Кирхгофа
со свободной периодической границей (см. рисунок 3.3) описывается спектраль­
ной задачей для бигармонического оператора. Напомним его определение, по­
дробно описанное в § 8 главы 0. Рассмотрим замкнутую положительно опреде­
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ленную полуторалинейную форму

b[𝑢,𝑣]=

∫︁
Ω

(∆𝑥𝑢∆𝑥𝑣+(1− 𝜈)(2𝜕2
𝑧𝑦𝑢𝜕

2
𝑧𝑦𝑣−𝜕2

𝑧𝑢𝜕
2
𝑦𝑣 − 𝜕2

𝑦𝑢𝜕
2
𝑧𝑣))𝑑𝑥,

заданную на пространстве Соболева 𝐻2(Ω), где 𝜈 ∈ [0,1/2) — коэффициент
Пуассона материала пластины, Ω — область в R2 с кусочно 𝐶4-гладкой грани­
цей. Форма b порождает самосопряженный положительный оператор B. Если
граница Ω достаточно гладкая, то оператор B совпадает с бигармоническим
оператором

B𝑢(𝑥) = ∆2
𝑥𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

определенным на функциях cоболевского пространства 𝐻4(Ω) с условиями на
границе

𝑁2𝑢 = 𝑁3𝑢 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, (3.99)

где операторы в краевых условиях определены на пространстве следов функций
из 𝐻4(Ω),

𝑁2𝑢(𝑥) = 𝜕𝑛∆𝑢(𝑥) + (1− 𝜈)(𝜕2
𝑠𝜕𝑛𝑢(𝑥)− 𝜕𝑠(𝜅(𝑥)𝜕𝑠𝑢(𝑥))),

𝑁3𝑢(𝑥) = ∆𝑢(𝑥)− (1− 𝜈)(𝜕2
𝑠𝑢(𝑥) + 𝜅(𝑥)𝜕𝑛𝑢(𝑥)),

𝑥 ∈ 𝜕Ω.

Здесь (𝑠, 𝑛) — локальная система криволинейных координат, введенная в
окрестности границы области Ω: 𝑠 —длина дуги границы, 𝑛 — ориентированное
расстояние до границы, отрицательное внутри области Ω, 𝜕𝑛 и 𝜕𝑠 — нормальная
и тангенциальная производные, а 𝜅 — кривизна границы 𝜕Ω, причем 𝜅 ⩾ 0 на
выпуклых участках границы и 𝜅 ⩽ 0 на вогнутых участках границы.

z

y

Ω

0 1

Рисунок 3.3 — Тонкая полубесконечная пластина Кирхгофа Ω с
периодической границей. Штриховкой выделена ячейка периодичности 𝜔.
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Как и в задаче о падении плоской акустической волны на периодическую
поверхность (см. [9], [44]) условие периодичности границы позволяет свести опи­
сание падения волны под углом на тонкую пластину Кирхгофа к спектральной
задаче в полубесконечной полосе 𝜔 = {𝑥 = (𝑦,𝑧) ∈ Ω: 0 < 𝑧 < 1} (см. рису­
нок 3.4). Для этого введем форму

b𝜔[𝑢,𝑣]=

∫︁
𝜔

(∆𝑥𝑢∆𝑥𝑣 + (1− 𝜈)(2𝜕2
𝑧𝑦𝑢𝜕

2
𝑧𝑦𝑣 − 𝜕2

𝑧𝑢𝜕
2
𝑦𝑣 − 𝜕2

𝑦𝑢𝜕
2
𝑧𝑣))𝑑𝑥,

определенную на подпространстве 𝐻2
𝜃 (𝜔) функций из пространства 𝐻2(𝜔) с

условиями квазипериодичности на границе:

𝑢(𝑦,0) = 𝑒𝑖𝜃𝑢(𝑦,1), 𝜕𝑧𝑢(𝑦,0) = 𝑒𝑖𝜃𝜕𝑧𝑢(𝑦,1), (𝑦,0), (𝑦,1) ∈ 𝜕𝜔.

Параметр 𝜃 зависит от спектрального параметра и угла падения волны. Спек­
тральная задача принимает вид

b𝜔[𝑢,𝑣] = 𝜆(𝑢,𝑣)𝜔, ∀𝑣 ∈ 𝐻2
𝜃 (𝜔). (3.100)

Согласно Теореме 4 полуторалинейная положительно определенная форма b𝜔

порождает самосопряженный оператор B𝜔, для которого в случае гладкой гра­
ницы задача (3.100) принимает вид

B𝜔𝑢 = ∆2
𝑥𝑢 = 𝜆𝑢, 𝑢 ∈ ∘

𝐻4
𝜃(𝜔),

где
∘
𝐻4

𝜃(𝜔) — пространство функций с квадратично суммируемыми на 𝜔 чет­
вертыми частными производными, удовлетворяющих условию свободного края
(3.99) и условиям квазипериодичности с параметром 𝜃 ∈ R

𝜕𝛼
𝑧 𝑢(𝑦,0) = 𝑒𝑖𝜃𝜕𝛼

𝑧 𝑢(𝑦,1), (𝑦,0), (𝑦,1) ∈ 𝜕𝜔, 0 ⩽ 𝛼 ⩽ 3.

Для дальнейшего описания результатов введем следующие обозначения:
область 𝜔 состоит из полубесконечной полосы 𝜔+ = {𝑥 = (𝑦,𝑧) ∈ 𝜔 : 𝑦 > 0}
и ограниченной области 𝜔− = 𝜔 ∖ 𝜔+ (см. рисунок 3.4). Часть границы Ω,
совпадающую с границей 𝜔−, обозначим 𝜕𝜔− = 𝜕Ω ∩ 𝜕𝜔.
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Рисунок 3.4 — Слева ячейка периодичности 𝜔, состоящая из полубесконечной
полосы 𝜔+ и области 𝜔− с возмущенной границей 𝜕𝜔−; справа ячейка

периодичности, у которой граница 𝜕𝜔− состоит из отрезков, параллельных оси
𝑧.

Для периодических краевых условий при 𝜃 = 0 известно (см., напри­
мер, [77]), что существенный спектр совпадает со множеством неотрицатель­
ных вещественных чисел, и на пороге есть единственная жорданова цепочка
{1,0,0,0} длиной 4. В этом параграфе описываются спектральные свойства за­
дачи (3.100) при 𝜃 ̸= 0. Неравенство Фридрихса на поперечных сечениях поло­
сы 𝜔 в случае параллельной оси 𝑧 прямой границы 𝜕𝜔− гарантирует отсутствие
захваченных волн. Основной результат этого параграфа заключается в том, что
почти любое (кроме изображенного на рисунке (3.4) справа) возмущение гра­
ницы 𝜕𝜔− порождает захваченные волны.

Для описания свойств спектра задачи при 𝜃 ̸= 0 нам понадобится следу­
ющее вспомогательное утверждение, которое проверяется непосредственными
вычислениями.

Предложение 20. Первое собственное число спектральной задачи, порож­
денной обыкновенным дифференциальным уравнением

𝜕4
𝑧𝑣(𝑧) = 𝜆𝑣(𝑧), 𝑣 ∈ 𝐻4((0,1)),

с условиями квазипериодичности на концах отрезка

𝜕𝛼
𝑧 𝑣(0) = 𝑒𝑖𝜃𝜕𝛼

𝑧 𝑣(1), 𝜃 ∈ R, 0 ⩽ 𝛼 ⩽ 3,
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равно 𝜃4, а первая нормированная в пространстве 𝐿2(0,1) собственная функ­
ция при 𝜃 ̸= 0 имеет вид

𝑢1(𝑧) = 𝑒−𝑖𝜃𝑧. (3.101)

Предложение 21. Существенный спектр оператора B𝜔 занимает
луч [𝜃4,+∞).

Доказательство. В силу Предложения 20 неравенство Фридрихса для одно­
мерного бигармонического оператора на поперечных сечениях полосы 𝜔+ га­
рантирует отсутствие точек существенного спектра ниже точки отсечки 𝜃4.

y

XN (y)

2N 2N+12N+1−12N+1

1

0

Рисунок 3.5 — График срезающей функции 𝒳𝑁 .

Чтобы убедиться, что все числа выше точки отсечки являются точка­
ми существенного спектра, построим для произвольного 𝜆 ∈ [𝜃4, + ∞) по­
следовательность Вейля для оператора B𝜔. Функция 𝑢(𝑦,𝑧) = 𝑒𝑖𝜇𝑦𝑢1(𝑧) при
𝜇 =

√︀√
𝜆− 𝜃2 удовлетворяет уравнению B𝜔𝑢(𝑥) = 𝜆𝑢(𝑥) при всех 𝑥 ∈ 𝜔+.

Рассмотрим последовательность функций 𝑢𝑁(𝑥) = 𝒳𝑁(𝑦)𝑢(𝑦,𝑧), где 𝒳𝑁(𝑦) =

𝒳 (𝑦− 2𝑁)𝒳 (2𝑁+1− 𝑦), а 𝒳 — такая гладкая функция, что 𝒳 (𝑦) = 0 при 𝑦 ⩽ 0,
𝒳 (𝑦) = 1 при 𝑦 ⩾ 1 и 0 ⩽ 𝒳 (𝑦) ⩽ 1 (см. рисунок 3.5). При 𝑁 ⩾ 1 имеем оценки

‖𝑢𝑁 ;𝐿2(𝜔)‖ ⩾ 2𝑁−1, ‖B𝜔𝑢𝑁 − 𝜆𝑢𝑁 ;𝐿2(𝜔)‖ ⩽ 𝒞,

где константа 𝒞 не зависит от 𝑁 . Последовательность нормированных функций

𝑢̃𝑁 =
𝑢𝑁

‖𝑢𝑁 ;𝐿2(𝜔)‖

слабо сходится к нулю в 𝐿2(𝜔) и удовлетворяет неравенству

‖B𝜔𝑢̃𝑁 − 𝜆𝑢̃𝑁 ;𝐿2(𝜔)‖ ⩽
𝒞

2𝑁−1
, 𝑁 ⩾ 1,

поэтому является последовательностью Вейля для оператора B𝜔 в точке 𝜆. Со­
гласно Теореме 6 существование такой последовательности равносильно тому,
что 𝜆 является точкой существенного спектра оператора B𝜔.



141

Теорема 31. Если кусочно 𝐶4-гладкая граница 𝜕𝜔− не является объединением
отрезков, параллельных оси 𝑧, при 𝜃 ̸= 0 ниже точки отсечки существуют
собственные числа оператора B𝜔.

Доказательство. Предположим, что ниже точки отсечки нет точек дискрет­
ного спектра, тогда согласно максиминимальному принципу (Теорема 8) верно
неравенство

b𝜔[𝑢,𝑢]− 𝜃4‖𝑢‖2 ⩾ 0, ∀ 𝑢 ∈ 𝐻2
𝜃 (𝜔). (3.102)

Для функции 𝑢𝜀 ∈ 𝐻2
𝜃 (𝜔)

𝑢𝜀(𝑥) =

{︃
𝑢1(𝑧)𝑒

−𝜀𝑦2, 𝑦 ⩾ 0,

𝑢1(𝑧), 𝑦 < 0,

неравенство (3.102) переписывается следующим образом

‖𝜕2
𝑦𝑢

𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 + ‖𝜕2
𝑧𝑢

𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 + 2𝜈 Re(𝜕2
𝑦𝑢

𝜀,𝜕2
𝑧𝑢

𝜀)𝜔+

+ 2(1− 𝜈)‖𝜕2
𝑦𝑧𝑢

𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 − 𝜃4‖𝑢𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 ⩾ 0.

В силу Предложения 20 справедливо равенство

‖𝜕2
𝑧𝑢

𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 − 𝜃4‖𝑢𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 = 0,

а для остальных слагаемых левой части верны следующие оценки

‖𝜕2
𝑦𝑢

𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 ⩽ 𝐶11𝜀
3/2, ‖𝜕2

𝑦𝑧𝑢
𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 ⩽ 𝐶12𝜀

1/2, |(𝜕2
𝑦𝑢

𝜀,𝜕2
𝑧𝑢

𝜀)𝜔| ⩽ 𝐶13𝜀
1/2,

(3.103)
при некоторых 𝐶11, 𝐶12, 𝐶13 > 0. При выводе последней оценки используется
неравенство Коши–Буняковского и соотношение

‖𝜕2
𝑧𝑢

𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 = 𝜃4‖𝑢𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 = 𝜃4
(︂√︂

𝜋

2
𝜀−1/2 + |𝜔−|

)︂
,

где |𝜔−| — площадь области 𝜔−. Складывая неравенства (3.103), приходим к
оценке

b𝜔[𝑢
𝜀,𝑢𝜀]− 𝜃4‖𝑢𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 ⩽ 𝐶1𝜀

1/2, (3.104)
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где 𝐶1 = 𝐶11 + 2(1− 𝜈)𝐶12 + 2𝜈𝐶13.
Неравенство (3.102) также должно выполняться для любого малого воз­

мущения 𝑢𝜀+ 𝜀𝛼𝑣 ∈ 𝐻2
𝜃 (𝜔), где 𝑣 — гладкая функция с компактным носителем,

поэтому
b𝜔[𝑢

𝜀 + 𝜀𝛼𝑣,𝑢𝜀 + 𝜀𝛼𝑣]− 𝜃4‖𝑢𝜀 + 𝜀𝛼𝑣;𝐿2(𝜔)‖2 ⩾ 0.

Сгруппировав слагаемые в левой части, имеем

b𝜔[𝑢
𝜀,𝑢𝜀]− 𝜃4‖𝑢𝜀;𝐿2(𝜔)‖2 + 2𝜀𝛼Re(b𝜔[𝑢

𝜀,𝑣]− 𝜃4(𝑢𝜀,𝑣)𝜔)+

+ 𝜀2𝛼(b𝜔[𝑣,𝑣]− 𝜃4‖𝑣;𝐿2(𝜔)‖2) ⩾ 0.

Принимая во внимание оценку (3.104), полагая 𝑣 не зависящей от 𝜀 и считая

0 < 𝜀 < 1,
1

4
< 𝛼 <

1

2
, (3.105)

выводим неравенство

Re(b𝜔[𝑢
𝜀,𝑣]− 𝜃4(𝑢𝜀,𝑣)𝜔) ⩾ −1

2
(𝐶1 + 𝐶𝑣)𝜀

1/2−𝛼, (3.106)

где 𝐶𝑣 = b𝜔[𝑣,𝑣]− 𝜃4‖𝑣;𝐿2(𝜔)‖2 — положительная постоянная, зависящая от 𝑣.
Предположим, что функция 𝑣 равна нулю вне 𝜔−. Поскольку в области 𝜔−

функция 𝑢𝜀 не зависит от переменной 𝑦, верно соотношение

b𝜔[𝑢
𝜀,𝑣]− 𝜃4(𝑢𝜀,𝑣)𝜔 =

∫︁
𝜔−

𝜕2
𝑧𝑢

𝜀𝜕2
𝑧𝑣 𝑑𝑥−

∫︁
𝜔−

𝜃4𝑢𝜀𝑣 𝑑𝑥+ 𝜈

∫︁
𝜔−

𝜕2
𝑧𝑢

𝜀𝜕2
𝑦𝑣 𝑑𝑥. (3.107)

После двукратного интегрирования по частям первого интеграла по перемен­
ной 𝑧 при учете равенства (3.101) и равенств

𝜕2
𝑧𝑢1(𝑧) = −𝜃2𝑢1(𝑧), 𝜕3

𝑧𝑢1(𝑧) = 𝑖𝜃3𝑢1(𝑧)

соотношение (3.107) принимает вид

b𝜔[𝑢
𝜀,𝑣]− 𝜃4(𝑢𝜀,𝑣)𝜔 = −𝜃2

∫︁
𝜕𝜔−

𝑢1(𝜕𝑧𝑣 + 𝑖𝜃𝑣)𝑛𝑧 𝑑𝑠+ 𝜈

∫︁
𝜔−

𝜕2
𝑧𝑢

𝜀𝜕2
𝑦𝑣 𝑑𝑥, (3.108)
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где (𝑛𝑦,𝑛𝑧) — координаты единичной внешней нормали к границе.
Рассмотрим 𝐶4−гладкий кусок 𝛾 границы 𝜕𝜔−, содержащийся в круге

радиуса 𝛿 с центром (𝑦♢,𝑧♢) ∈ 𝛾. Радиус 𝛿 выберем настолько малым, что
0 < 𝛿 < |𝑦♢|. В качестве 𝑣 подставим в (3.108) функцию 𝑣♢(𝑥) = 𝑖𝑒−𝑖𝜃𝑧ℎ(𝑧)𝜒♢(𝑦),
где ℎ — гладкая вещественнозначная функция с носителем в (0,1)∩(𝑧♢−𝛿,𝑧♢+𝛿),
а 𝜒♢ — такая гладкая функция, что 𝜒♢(𝑦) = 0 при 𝑦 ⩾ 0, 𝜒♢(𝑦) = 1 при 𝑦 ⩽ 𝑦♢

(например, можно взять 𝜒♢(𝑦) = 𝒳
(︁
− 𝑦

|𝑦♢|

)︁
). При сделанных предположениях

последнее слагаемое в (3.108) оказывается чисто мнимым числом, а веществен­
ная часть (3.108) имеет вид

Re(b𝜔[𝑢
𝜀,𝑣]− 𝜃4(𝑢𝜀,𝑣)𝜔) = −2𝜃3

∫︁
𝛾

ℎ(𝑧)𝑛𝑧 𝑑𝑠.

В итоге неравенство (3.106) для функции 𝑣♢ принимает вид

−2𝜃3
∫︁
𝛾

ℎ(𝑧)𝑛𝑧𝑑𝑠 ⩾ −1

2
(𝐶1 + 𝐶𝑣)𝜀

1/2−𝛼.

Для произвольной гладкой вещественнозначной финитной функции ℎ при 𝜃 ̸= 0

с учетом (3.105) последнее неравенство верно при малых 𝜀 только в том случае,
когда 𝑛𝑧 = 0 для почти всех точек 𝛾. Таким образом, собственные числа ни­
же точки отсечки отсутствуют только в случае прямой торцевой границы 𝜔 и
прямых трещин, параллельных ей (см. рисунок 3.4).

§ 2.1 Возможные обобщения

В недавней работе [73], ссылающейся на статью автора [90], используя
другую пробную функцию, удалось доказать существование волн для произ­
вольного возмущения, т.е. даже в случае, когда граница является объединением
отрезков, параллельных торцу пластины.
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Заключение

В данной диссертации изучаются свойства дискретного спектра эллипти­
ческих операторов (оператора Лапласа и бигармонического оператора) при воз­
мущении или деформации области.

Для оператора Лапласа с граничными условиями Дирихле в бесконечном
трехмерном крестообразном волноводе

– доказано, что дискретный спектр не пуст;
– доказано, что в случае круглого сечения и прямого угла между ци­

линдрами, образующими волновод, дискретный спектр состоит из един­
ственного собственного числа;

– построены два примера возникновения множественного дискретного
спектра:

– появление сколь угодно большого количества собственных чи­
сел ниже точки отсечки, возникающее в результате уменьшения
угла между образующими волновод цилиндрами;

– появление сколь угодно большого количества собственных чи­
сел ниже точки отсечки, возникающее в результате вытягива­
ния профиля сечения образующих волновод цилиндров.

Для оператора Лапласа в усеченном волноводе с круглым сечением и пря­
мым углом между образующими волновод цилиндрами для различных гранич­
ных условий (Дирихле, Наймана и квазипериодичности)

– получена асимптотика первых собственных чисел: доказано, что первое
собственное число задачи в бесконечном волноводе является главным
членом асимптотики, а поправка экспоненциально убывает с ростом
длин образующих волновод цилиндров;

– доказана экспоненциальная близость первых собственных функций за­
дач на усеченном и бесконечном волноводах по норме соболевского про­
странства функций с квадратично суммируемой первой производной;

– получены двухсторонние оценки второго и последующих собственных
чисел.
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Для оператора Лапласа с условиями Дирихле на границе в трехмерных
слоях постоянной толщины, построенных по многогранным трехмерным углам,

– доказано, что существенный спектр занимает луч;
– точка отсечки существенного спектра определяется наименьшим из дву­

гранных углов и совпадает с первым собственным числом задачи Дири­
хле оператора Лапласа в плоском бесконечном волноводе, изломанном
под таким углом;

– доказана конечность дискретного спектра;
– для правильных слоев, т.е. слоев, у которых равны все плоские углы

при вершине и равны все двугранные углы между образующими гра­
ницу гранями, доказано существование собственного числа ниже точки
отсечки существенного спектра.

Для спектральной задачи Дирихле бигармонического оператора в узкой
двумерной области (тонкой пластине Кирхгофа с жестко защемленными края­
ми), когда ширина области стремится к нулю, при этом функция ширины имеет
единственный максимум

– получены асимптотики собственных чисел; установлено, что поправоч­
ный член в асимптотике собственных чисел вычисляется при помощи
собственных чисел обыкновенного дифференциального уравнения вто­
рого порядка;

– получены асимптотики собственных функций;
– установлен эффект локализации собственных функций, заключающий­

ся в их экспоненциальном затухании при удалении от наиболее широко­
го региона области;

Для спектральной задачи бигармонического оператора в плоской полу­
бесконечной полосе с квазипериодическими условиями на сторонах и условием
Неймана на торце

– доказано, что существенный спектр занимает луч;
– доказано, что точка отсечки существенного спектра совпадает с пер­

вым собственным числом краевой задачи дифференциального операто­
ра четвертой степени с квазипериодическими условиями;
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– в случае, когда условия на сторонах не периодические, доказано, что
при любом возмущении торцевой границы, отличном от прямых трещин
параллельных краю, дискретный спектр ниже точки отсечки не пуст.

Сделан вывод о том, что в задаче о падении под углом плоской волны на тон­
кую полубесконечную пластину Кирхгофа со свободной периодической грани­
цей любое периодическое возмущение торцевой границы пластины, отличное от
прямых трещин параллельных краю, при ненулевом угле падения порождает
захваченную волну.
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43. Duclos P., Exner P., Krejčiř́ık D. Bound states in curved quantum layers //

Communications in Mathematical Physics. — 2001. — Vol. 223. — P. 13–

28.

44. Electromagnetic Theory of Gratings / ed. by R. Petit. — Berlin Heidelberg :

Springer-Verlag, 1980. — (Topics in Current Physics ; 22).
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47. Exner P., Šeba P. Bound states in curved quantum waveguides // Journal

of Mathematical Physics. — 1989. — Vol. 30, no. 11. — P. 2574–2580.
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