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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âåòâÿùååñÿ ñëó÷àé-

íîå áëóæäàíèå ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì, êîòîðûé îáîáùàåò

ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ è âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà. Âîçíèêøàÿ

â ñåðåäèíå 19-ãî ñòîëåòèÿ êàê òåîðèÿ, ïûòàâøàÿñÿ îáúÿñíèòü ïðè-

÷èíû âûðîæäåíèÿ çíàìåíèòûõ ôàìèëèé â Âåëèêîáðèòàíèè (çàäà÷à

Ãàëüòîíà�Âàòñîíà), òåîðèÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñòàëà â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ðàçâåòâëåííîé îáëàñòüþ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìîùíûì èí-

ñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, òàêèõ

êàê òåîðèÿ àëãîðèòìîâ, òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, òåîðèÿ ñëó-

÷àéíûõ îòîáðàæåíèé, òåîðèÿ ïðîñà÷èâàíèÿ, à òàêæå âî ìíîãèõ ðàçäå-

ëàõ äðóãèõ íàóê, â ÷èñëî êîòîðûõ âõîäÿò, â ÷àñòíîñòè, ôèçèêà, õèìèÿ

è áèîëîãèÿ [32], [49]. Òàêæå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íàõîäÿò ïðèìåíå-

íèÿ â ýêîíîìèêå [57], [61].

Ñàì òåðìèí ¾âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ¿ áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí À. Í. Êîë-

ìîãîðîâûì è Í. À. Äìèòðèåâûì â ñòàòüå [12], ïîñâÿùåííîé àíàëèçó

ýâîëþöèè ïîïóëÿöèé âåðîÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè. Ïîñëå ïåðâûõ ìîñ-

êîâñêèõ ïóáëèêàöèé (ðàáîòû À. Í. Êîëìîãîðîâà è åãî ó÷åíèêîâ) ïî

âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññàì â 1947�1948 ãã. â ÑØÀ òàêæå ïîÿâèëîñü íåñêîëü-

êî ðàáîò íà àíàëîãè÷íóþ òåìó, ÷àñòü èç êîòîðûõ, ïî âñåé âèäèìîñòè,

áûëà ñâÿçàíà ñ ðàáîòàìè ïî ñîçäàíèþ àòîìíîãî îðóæèÿ â Ëîñ�Àëàìîñå

(ðàáîòû Ñ. Óëàìà, Ä. Õîêèíñà, Ê. Äæ. Ýâåðåòòà). Ïîýòîìó ïîçäíåå âñå
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èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âåòâÿùèìèñÿ ïðîöåññàìè, áûëè çàñåêðå÷å-

íû (ñì. [18]).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåí-

íûõ èçó÷åíèþ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (ÂÑÁ). Ïðèâåäåì

çäåñü êðàòêèé îáçîð ïóáëèêàöèé, ñâÿçàííûõ ñ òåìàòèêîé íàñòîÿùåãî

èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòàõ [1, 4, 19, 20, 22, 24, 25] ðàññìàòðèâàëèñü ìîäåëè ÂÑÁ

íà ðåøåòêå Zd ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ îäíîãî òèïà,

ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü âåòâëåíèÿ õàðàêòåðèçîâàëàñü ïîëîæèòåëüíûì

÷èñëîì β, êîòîðîå ñâÿçàíî ñî ñðåäíèì ÷èñëîì ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòè-

öû. Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé A0 =
(
a(v, u)

)
v,u∈Zd â ýòèõ

ìîäåëÿõ ïðåäïîëàãàëàñü îäíîðîäíîé, òî åñòü äëÿ âñåõ u, v ∈ Zd ýëå-

ìåíòû ìàòðèöû a(u, v) óäîâëåòâîðÿëè ñîîòíîøåíèþ

a(v, u) = a(u, v) = a0(u− v),

ïðè÷åì ôóíêöèÿ a0(u) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì a0(u) > 0 ïðè u 6= 0,

a0(0) < 0,
∑
u∈Zd

a0(u) = 0 è
∑
u∈Zd
‖u‖2a0(u) < ∞, ãäå ‖u‖ � åâêëèäîâà

íîðìà âåêòîðà u â Rd. Èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñèììåòðè÷íî, îäíîðîäíî è èìååò êîíå÷íóþ

äèñïåðñèþ ñêà÷êîâ. Ïðåäïîëàãàëîñü òàêæå, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, òî åñòü ëþáàÿ òî÷êà v ∈ Zd äîñòèæèìà (ñì.

[10]).

Ðàçìíîæåíèå è ãèáåëü ÷àñòèö â èñòî÷íèêå âåòâëåíèÿ çàäàâàëîñü

ïðîöåññîì Áüåíîìå�Ãàëüòîíà�Âàòñîíà (ñì. [15], [26], [34]). Èìåííî, âåòâ-

ëåíèå â èñòî÷íèêàõ çàäàâàëîñü ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé b(s) =
+∞∑
k=0

bks
k,

0 6 s 6 1, ãäå bk > 0 ïðè k 6= 1, b1 < 0 è
+∞∑
k=0

bk = 0. Êîýôôèöèåíò bk

îòâå÷àåò çà èíòåíñèâíîñòü äåëåíèÿ ÷àñòèöû íà k ïîòîìêîâ. Äëÿ ëþ-
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áîãî íàòóðàëüíîãî n âåëè÷èíà b(n)(1) ïðåäïîëàãàëàñü êîíå÷íîé. ×åðåç

β îáîçíà÷àëàñü âåëè÷èíà β = b ′(1) =
+∞∑
k=0

kbk. Âñþäó äàëåå âåëè÷èíó β

áóäåì íàçûâàòü èíòåíñèâíîñòüþ âåòâëåíèÿ.

Äëÿ òàêîé ìîäåëè âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ áûëè íàé-

äåíû óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â ïðî-

èçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ðåøåòêè ïðè t → ∞. Èìåííî, áû-

ëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå βc, òàêîå ÷òî ïðè

β > βc â ñïåêòðå îïåðàòîðà, îïèñûâàþùåãî ýâîëþöèþ ñðåäíåãî ÷èñëà

÷àñòèö, ïîÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Òàêæå áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ïðè d = 1 èëè d = 2 êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå βc ðàâíî íó-

ëþ, à ïðè d > 3 êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå βc ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Êðîìå

òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â ñïåêòðå îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò ïîëî-

æèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ, òî ïðè t→∞ äëÿ ëîêàëüíîé (ò.å.

â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå u ∈ Zd) µ(t, u) è ïîëíîé ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö

µ(t) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

lim
t→∞

µ(t, u)e−λt = ξψ(u), lim
t→∞

µ(t)e−λt = ξ,

ãäå ψ(u) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íà Zd, à ξ � íåâûðîæäåííàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà.

Â ðàáîòå [22] ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ÂÑÁ ñ èñòî÷íèêàìè âåòâëå-

íèÿ òðåõ òèïîâ:

• â èñòî÷íèêàõ ïåðâîãî òèïà ãèáåëü è ðàçìíîæåíèå ÷àñòèö ïðîèñ-

õîäèò áåç íàðóøåíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ,

• â èñòî÷íèêàõ âòîðîãî òèïà íàðóøàåòñÿ ñèììåòðè÷íîñòü áëóæäà-

íèÿ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà, ðåãóëèðóþùå-

ãî ñòåïåíü ïðåîáëàäàíèÿ âåòâëåíèÿ èëè áëóæäàíèÿ â èñòî÷íèêå,

• â èñòî÷íèêàõ òðåòüåãî òèïà íàðóøàåòñÿ òîëüêî ñèììåòðè÷íîñòü
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áëóæäàíèÿ (áåç ðàçìíîæåíèÿ èëè ãèáåëè ÷àñòèö) � òàêèå èñòî÷-

íèêè íàçûâàþòñÿ "ïñåâäî-èñòî÷íèêàìè".

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èñòî÷íèêè òðåòüåãî òèïà íå ìîãóò ïðèâåñòè ê

ïîÿâëåíèþ ïîëîæèòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Êàê è äëÿ ÂÑÁ ñ

îäíèì òèïîì èñòî÷íèêîâ áûëè èññëåäîâàíû ñïåêòðû îïåðàòîðîâ, îïè-

ñûâàþùèõ ýâîëþöèþ ñðåäíèõ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö êàê â ïðîèçâîëü-

íîì óçëå, òàê è íà âñåé ðåøåòêå, è íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ïîëîæèòåëüíîãî ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîå ïðèâîäèò ê

ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö. Â äàííûõ ðàáîòàõ èñ-

ïîëüçîâàëñÿ àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ýâî-

ëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ ìîìåíòîâ ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö êàê óðàâíå-

íèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è èññëåäîâàíèè ñïåêòðà îïåðàòîðîâ,

âîçíèêàþùèõ â ïðàâûé ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé.

Â ðàáîòå [70] áûëà ââåäåíà äðóãàÿ ìîäåëü ÂÑÁ � êàòàëèòè÷åñêîå

âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî Z ñ îäíèì èñòî÷íèêîì âåòâëåíèÿ

â íà÷àëå êîîðäèíàò. Áûë ââåäåí äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð, îòâå÷àþ-

ùèé çà ñîîòíîøåíèå ìåæäó ¾âåòâëåíèåì¿ è ¾áëóæäàíèåì¿ â èñòî÷íè-

êå âåòâëåíèÿ, ÷òî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî ãåíåðàòîð ñëó÷àéíîãî áëóæäà-

íèÿ ïåðåñòàë áûòü ñèììåòðè÷íûì. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ [5, 7, 8, 9]

áûëî ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå òàêèõ ìîäåëåé äëÿ ñëó÷àÿ öåëî÷èñëåí-

íîé ðåøåòêè ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè Zd. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî â ðàáîòàõ [8], [9] áûëî èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âå-

ðîÿòíîñòåé íåâûðîæäåíèÿ òàêîãî ïðîöåññà ê ìîìåíòó t → ∞ è íàëè-

÷èÿ â íóëå õîòÿ áû îäíîé ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t→∞, à òàêæå

äîêàçàíû óñëîâíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ êîëè÷åñòâà ÷àñòèö, íàõî-

äÿùèõñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â íà÷àëå êîîðäèíàò è âíå åãî. Îòìåòèì

åùå ðàáîòó [6], â êîòîðîé îáîáùàþòñÿ äàííûå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé
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êîíå÷íîãî ÷èñëà èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ. Â äàííûõ ðàáîòàõ èñïîëüçóåò-

ñÿ äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ÂÑÁ êàê âåòâÿùåãîñÿ

ïðîöåññà ñ íåñêîëüêèìè òèïàìè ÷àñòèö, à òàêæå íà ïðèìåíåíèè ìíî-

ãîìåðíûõ òåîðåì âîññòàíîâëåíèÿ.

Äàëåå, áûëè ðàññìîòðåíû ìîäåëè ÂÑÁ ñ áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèåé

ñêà÷êîâ [14], [21], [23], [71]. Äëÿ òàêèõ ÂÑÁ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âû-

ïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ a0(x), îïèñûâàþùóþ

ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå,

a0(z) =
H (|z|/z)

|z|d+α
, α ∈ (0, 2), z ∈ Zd, z 6= 0,

ãäåH(z) � ïîëîæèòåëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ, ÂÑÁ

íåâîçâðàòíî â ðàçìåðíîñòè d = 1 ïðè α ∈ (0, 1), à â ðàçìåðíîñòè d = 2

íåâîçâðàòíî ïðè α ∈ (0, 2).

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé èññëåäî-

âàòü ÂÑÁ íà Zd ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ â ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî èíòåíñèâíîñòü âåòâëåíèÿ β(v), v ∈ Zd ÿâëÿåòñÿ ïåðè-

îäè÷åñêîé ôóíêöèåé íà Zd îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé d-ìåðíîé ðåøåòêè

Γ ⊂ Zd. Ïðåäïîëîæåíèå îá îäíîðîäíîñòè áëóæäàíèÿ òàêæå çàìåíåíî

íà áîëåå ñëàáîå ïðåäïîëîæåíèå îá èíâàðèàíòíîñòè ýëåìåíòîâ a(u, v)

ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà ýëåìåí-

òû ðåøåòêè Γ, òî åñòü a(v, u) = a(v + g, u + g) äëÿ ëþáîãî g ∈ Γ. Ýòà

êîíñòðóêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ÂÑÁ íà ãðàôå G = (Zd, E) ñ ìíîæåñòâîì

âåðøèí Zd è ìíîæåñòâîì ðåáåð

E = {(v, u) : a(v, u) > 0, v, u ∈ Zd}.

Îòìåòèì çäåñü ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ñëó-

÷àÿ îò ñëó÷àÿ ÂÑÁ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ. Äî-

áàâëåíèå ê îáû÷íîìó áëóæäàíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà èñòî÷íèêîâ âåòâëå-
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íèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ â ñïåêòðå îïåðàòîðà, îïèñûâàþùå-

ãî ýâîëþöèþ ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö, êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî

÷èñëà èñòî÷íèêîâ ñ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùèìèñÿ èíòåíñèâíîñòÿìè ñè-

òóàöèÿ ñîâåðøåííî èíàÿ � äîáàâëåíèå òàêèõ èñòî÷íèêîâ ïðèâîäèò íå ê

âîçìîæíîìó ïîÿâëåíèþ ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷-

íîé êðàòíîñòè, à ê âîçìîæíîìó âîçíèêíîâåíèþ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà

â ïîëîæèòåëüíîé îáëàñòè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-

ìîñòè ïðèìåíåíèÿ íîâûõ ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ.

Èñïîëüçóåìûé íàìè ïîäõîä îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè îïåðàòîðà, îïè-

ñûâàþùåãî ýâîëþöèþ ëîêàëüíîé ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö, â ïðÿìîé èíòå-

ãðàë îïåðàòîðîâ (ñì. ãë. XIII.16, [66] è ãë. 4, [28]) è äàëüíåéøåì èññëå-

äîâàíèè ñïåêòðîâ ïîëó÷åííûõ âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Íàïîìíèì çäåñü, ÷òî ðàçëîæåíèå â ïðÿìîé èíòåãðàë � ýòî òåõ-

íèêà èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùàÿ ñâåñòè

èçó÷åíèå ñïåêòðà îïåðàòîðà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ê èçó÷åíèþ ñïåê-

òðîâ ñåìåéñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ íà ïðîñòðàí-

ñòâå �ìåíüøåé� ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ òàêîå ðàçëîæåíèå ïðèìåíÿåòñÿ êðàéíå øèðîêî (ñì., íà-

ïðèìåð, [3], [13], è óïîìÿíóòûå òàì ðàáîòû). Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçî-

âàíèå, ïåðåâîäÿùåå èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî â ïðÿìîé èíòåãðàë ñëîåâ,

îáû÷íî íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì Ãåëüôàíäà, à ñàìà òåîðèÿ íàçûâà-

åòñÿ òåîðèåé Ôëîêå�Áëîõà.

Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå îïåðàòîð, îïèñûâàþùèé ýâîëþ-

öèþ ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö, îáû÷íî íàçûâàþò âåñîâûì êîìáèíàòîðíûì

îïåðàòîðîì Ëàïëàñà íà ïåðèîäè÷åñêîì è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ëîêàëüíî

êîíå÷íîì ãðàôå (ñì. [33]).

Ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà σ(∆) íà ëîêàëüíî êîíå÷íîì ïåðèîäè÷å-
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ñêîì ãðàôå øèðîêî èçó÷åí (ñì. [38], [40], [52], [65] è óïîìÿíóòûå òàì

ðàáîòû). Èçâåñòíî, ÷òî σ(∆) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñïåêòðàëü-

íûõ çîí è, âîçìîæíî, ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áåñêîíå÷íîé êðàòíîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîëüçóåìñÿ ìåòîäàìè óïîìÿíóòûõ ðàáîò äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðà âåñîâîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà â èíòåðåñóþùåì

íàñ ñëó÷àå íå ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ãðàôà.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè

ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè t → ∞ ñðåäíåãî

÷èñëà ÷àñòèö âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà Γ-ïåðèîäè÷åñêîì

ãðàôå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èíòåíñèâíîñòü âåòâëåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ

Γ-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â äàííîé ðàáîòå íàðÿäó ñ ÷èñòî âåðî-

ÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè îïåðàòîðîâ, ñïåê-

òðàëüíîé òåîðèè è àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿ-

þòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà

è ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ íà ïåðèîäè÷åñêèõ ãðà-

ôàõ. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ðàáîòû ìîãóò áûòü âîñòðåáîâàíû â èññëå-

äîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíè-

âåðñèòåòå, Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Ì. Â. Ëîìî-

íîñîâà, Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ñàíêò-

Ïåòåðáóðãñêîì îòäåëåíèè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåê-

ëîâà ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, èíñòèòóòå

ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ Ðîññèéñêîé àêà-
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äåìèè íàóê.

Ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1) Ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè t → ∞ ñðåäíåãî

÷èñëà ÷àñòèö ÂÑÁ íà ïåðèîäè÷åñêîì ãðàôå ñ ïåðèîäè÷åñêîé èí-

òåíñèâíîñòüþ èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëüøèì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ1(0) êîíå÷íîé ìàòðèöû A(0), êîýôôè-

öèåíòû êîòîðîé ÿâíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó èíòåíñèâíî-

ñòåé ïåðåõîäîâ è ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè âåòâëåíèÿ.

2) Â ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè âòîðîãî ìîìåíòà ó ñêà÷êîâ

ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íàéäåí ñòàðøèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñðåä-

íåãî ÷èñëà ÷àñòèö ÂÑÁ â ôèêñèðîâàííîé âåðøèíå ãðàôà.

3) Â ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè âñåõ ìîìåíòîâ ó ñêà÷êîâ ñëó-

÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ñðåä-

íåãî ÷èñëà ÷àñòèö ÂÑÁ â ôèêñèðîâàííîé âåðøèíå ãðàôà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü:

• íà Ãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ñòàòèñòèêå ÏÎÌÈ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ìàðò 2018 ã.);

• íà ñåìèíàðå îòäåëà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-

òèñòèêè ÌÈÀÍ (Ìîñêâà, ìàðò 2018 ã.);

• íà Êðûìñêîé îñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå-ñèìïîçèóìå ïî ñïåê-

òðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì (Êðûì, 17�29 ñåíòÿáðÿ 2018 ã.);

• íà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé çèìíåé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè ïî

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

24�26 äåêàáðÿ 2018 ã.);
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• íà ñåìèíàðå êàôåäðû Âûñøåé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-

çèêè ÑÏáÃÓ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, íîÿáðü 2017 ã.);

• íà ¾Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé çèìíåé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè ïî

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

19�21 äåêàáðÿ 2017 ã.);

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè Third Indo-Russian meeting in

probability and statistics (Èíäèÿ, Áàíãàëîð, 8�12 ÿíâàðÿ 2018 ã.);

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè 3rd International Conference on

Stochastic Methods (Äèâíîìîðñêîå, 3�9 èþíÿ 2018 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ÷å-

òûðåõ ðàáîòàõ [73, 74, 75, 76], îïóáëèêîâàííûõ â âåäóùèõ íàó÷íûõ

æóðíàëàõ èç ñïèñêà, ðåêîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-

äåíèÿ, 4 ãëàâ, ïðèëîæåíèÿ è çàêëþ÷åíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðà-

áîòû ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå òåîðåì. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå ëåìì.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 79 ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòå-

ðàòóðû ñîäåðæèò 76 íàèìåíîâàíèÿ.

Âî Ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû,

ñôîðìóëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâà-

íèé. Òàêæå ïðèâåäåí èñòîðè÷åñêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåð-

òàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü âåòâÿùåãîñÿ

ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà Zd ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ïåðèîäè÷å-

ñêîé ôóíêöèåé èíòåíñèâíîñòè âåòâëåíèÿ. Ââîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå

îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì. Òàêæå ïðèâîäèòñÿ
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ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ôàêòîâ. Â ÷àñòíîñòè îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó ðàñ-

ñìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ âåòâëåíèåì

íà ïðîèçâîëüíîì ïåðèîäè÷åñêîì ãðàôå. Òàêæå, â ïåðâîé ãëàâå ïðèâî-

äèòñÿ îáðàòíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ñðåä-

íåå ÷èñëî ÷àñòèö â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ðåøåòêè. Îïåðàòîð A, ñòîÿ-

ùèé â ýòîì óðàâíåíèè, è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé öåëüþ äàëüíåéøèõ èññëå-

äîâàíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë è

íåêîòîðûõ äðóãèõ êëàññè÷åñêèõ ïðèåìîâ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðà-

òîðîâ è ìàòðè÷íîãî àíàëèçà èññëåäóåòñÿ ñïåêòð îïåðàòîðà A. Èìåííî,

èññëåäóåòñÿ ïîëîæåíèå ïðàâîãî êðàÿ ñïåêòðà, à òàêæå õàðàêòåð ïîâå-

äåíèÿ ñòàðøåé çîííîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ýòîãî êðàÿ. Ðåçóëüòàòû

âî ìíîãîì ïîõîæè íà àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äðóãèìè

àâòîðàìè äëÿ âåñîâîãî êîìáèíàòîðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïåðèî-

äè÷åñêîì ëîêàëüíî êîíå÷íîì ãðàôå. Èíòåðåñóþùèé íàñ îïåðàòîð A

ÿâëÿåòñÿ âåñîâûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà äëÿ íåêîòîðîãî ãðàôà, âîîáùå

ãîâîðÿ, íå ëîêàëüíî êîíå÷íîãî. Ýòî ïðèâîäèò ê ðÿäó äîïîëíèòåëüíûõ

òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëü-

òàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â ôèê-

ñèðîâàííîé òî÷êå Zd (òåîðåìà 3.3) è ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö íà âñåì

Zd (òåîðåìà 3.6). Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé

ñëó÷àé âûøåîïèñàííîé êîíñòðóêöèè � îäíîðîäíîå ÂÑÁ ñ îäèíàêîâîé

èíòåíñèâíîñòüþ èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä ïðèìåðîâ:

ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà Zd, d = 1, 2 ñ âîçìîæíîñòüþ ïåðåõîäà òîëüêî

â ñîñåäíèå òî÷êè, ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà ãðàôàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ãðàôåíó è ñòàíåíó.
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Â Ïðèëîæåíèè äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâîäèòñÿ ðÿä óòâåðæäå-

íèé, çàèìñòâîâàííûõ èç öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, èñïîëüçóåìûõ ïî õî-

äó èçëîæåíèÿ.

Â Çàêëþ÷åíèè êðàòêî èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâî-

äèòåëþ, ïðîôåññîðó Íàòàëèè Âàñèëüåâíå Ñìîðîäèíîé çà ïîñòàíîâêó

èíòåðåñíûõ çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîääåðæêó, ïîëåçíûå îá-

ñóæäåíèÿ è öåííûå ñîâåòû, çàìå÷àíèÿ è êîììåíòàðèè.



Ãëàâà 1

Âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû ïîäðîáíî îïèøåì ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü âåòâÿùå-

ãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ (ÂÑÁ) è ââåäåì ðÿä íåîáõîäèìûõ âñïîìî-

ãàòåëüíûõ îáúåêòîâ. Òàêæå â ýòîé ãëàâå ìû ïðèâåäåì àëãîðèòì ïî-

ñòðîåíèÿ âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà Zd è âûâåäåì îñíîâ-

íîå óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö â ïðîèçâîëüíîé ôèê-

ñèðîâàííîé òî÷êå.

1.1 Îïèñàíèå ìîäåëè âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæ-

äàíèÿ

Ïóñòü g1, . . . , gd ∈ Zd � íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ (íå îáÿçàòåëüíî

îðòîãîíàëüíûõ) âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè. Áóäåì íà-

çûâàòü ðåøåòêîé ìíîæåñòâî

Γ = {g ∈ Zd : g =
d∑
j=1

njgj, nj ∈ Z, j = 1, . . . , d},

à ìíîæåñòâî {gj}dj=1 áóäåì íàçûâàòü áàçèñîì ðåøåòêè Γ. Îòìåòèì, ÷òî

ðàçëè÷íûå áàçèñû ìîãóò ïîðîæäàòü îäíó è òó æå ðåøåòêó.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ‖g‖ åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà â Rd. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ÷àñòèö èìååò ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ

14
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èíòåíñèâíîñòåé A0 =
(
a(v, u)

)
v,u∈Zd, äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîé âûïîëíå-

íû óñëîâèÿ

(i) a(v, u) > 0, v 6= u;

(ii) a(v, v) < 0;

(iii)
∑
u∈Zd

a(v, u) = 0;

(iv) a(v, u) = a(u, v) = a(v + g, u+ g), ∀g ∈ Γ;

(v)
∑
u∈Zd
‖u‖2|a(v, u)| <∞, v ∈ Zd;

(vi) äëÿ ëþáûõ v, u ∈ Zd ñóùåñòâóåò ïóòü v = u0, u1, . . . , um = u,

òàêîé ÷òî a(ui−1, ui) > 0, i = 1, . . . ,m.

Óñëîâèå (iv) îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû A0 ÿâëÿþòñÿ

èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãà íà ëþáîé âåêòîð èç Γ. Ñâîéñòâî

(v) îçíà÷àåò êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè ñêà÷êîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ.

Óñëîâèå (vi) îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà u ∈ Zd äîñòèæèìà, òî åñòü

ñîîòâåòñòâóþùåå áëóæäàíèå íåïðèâîäèìî (ñì. �6, ãë. 3, [10]). Ñóùå-

ñòâîâàíèå äàííîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà îáåñïå÷èâàåò òåîðåìà 2, �3,

ãë. 7, [10]. Äàëåå ìû ïðèâåäåì åùå ÿâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêîãî

ïðîöåññà.

Ââåäåì íà Zd îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåííî, òî÷êè u, v ∈ Zd

íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè u − v ∈ Γ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ôàêòîð-

ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω = Zd/Γ. Ìíîæåñòâî Ω âñåãäà êîíå÷-

íî (ñì. ëåììó 1.1), ÷åðåç p = card Ω îáîçíà÷èì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòî-

ãî ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî Ω áóäåì íàçûâàòü ôóíäàìåíòàëüíûì ìíî-

æåñòâîì âåðøèí, åãî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì

{v1, . . . , vp} ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ Zd. Êîíêðåòíûé âû-

áîð ìíîæåñòâà {v1, . . . , vp} íàì óäîáíî ñäåëàòü ïîçäíåå (ñì. ëåììó 2.8).
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Äî ëåììû 2.8 ðàññóæäåíèÿ íå çàâèñÿò îò ýòîãî âûáîðà. Äëÿ ôèêñèðî-

âàííîãî âûáîðà Ω = {v1, . . . , vp} ëþáàÿ âåðøèíà u ∈ Zd åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u = ωu + γu, (1.1)

ãäå ωu ∈ Ω è γu ∈ Γ. Îïðåäåëèì åùå ïðîåêòîðû π
Ω

: Zd → Ω è

π
Γ

: Zd → Γ ôîðìóëàìè

π
Ω
u = wu, π

Γ
u = γu. (1.2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G = (Zd, E) ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Zd è

ìíîæåñòâîì ðåáåð

E = {(v, u) : a(v, u) > 0, v, u ∈ Zd}. (1.3)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (vi) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ñâÿçíîñòè ãðàôà G.

ÏóñòüH � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà g1, . . . , gd ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó

Zd. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B òðàíñïîíèðîâàííóþ ê H ìàòðèöó. Òîãäà ãðàô

G èçîìîðôåí ãðàôó BG = (VB, EB), ãäå

VB = {x ∈ Rd : Bx ∈ Zd}, EB = {(x, y) ∈ V × V : (Bx,By) ∈ E}.

Ãðàô BG âëîæåí â Rd, ÿâëÿåòñÿ Zd-ïåðèîäè÷åñêèì, òî åñòü ïåðèî-

äè÷åñêèé îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè, ïîðîæäåííîé ñòàíäàðòíûì áàçèñîì

Zd, è ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí â åäèíè÷íîì êóáå. Èññëåäóåìîå

ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ñëó÷àéíîå áëóæäà-

íèå íà ãðàôå BG. Îòìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå,

ýêâèâàëåíòíûå äàííîìó, îïðåäåëåíèÿ Zd-ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàôîâ (ñì.,

íàïðèìåð, [28], [38]).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðåøåòêó Γ íà Z2, ïîðîæäåííóþ

âåêòîðàìè g1 = (2, 0) è g2 = (0, 2) (ñì. ðèñ. 1.1). Â ýòîì ñëó÷àå
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ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî âåðøèí ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òî÷åê, êîòî-

ðûå ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì: v1 = (0, 0), v2 =

(1, 0), v3 = (0, 1), v4 = (1, 1).

s
s
s
s
s

s
s
s
s
s

s
s
s
s
s

s
s
s
s
s

s
s
s
s
s

s
s
s
s
s

-

6

g1

g2

v1

v3

v2

v4

Ðèñ. 1.1: Ïðèìåð äâóìåðíîé ðåøåòêè è ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèâåäåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà p âåðøèí ôóíäàìåíòàëüíîãî

ìíîæåñòâà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìíîæåñòâî

C = {x ∈ Rd : x =
d∑
j=1

xjgj, 0 6 xj < 1} ⊂ Rd.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.1. ×èñëî ýëåìåíòîâ p ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà Ω

ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Zd ∩ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîæåñòâî

C + Γ = {x ∈ Rd : x = xc + g, xc ∈ C, g ∈ Γ}
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ñîâïàäàåò ñî âñåì Rd, òî â C åñòü ïðåäñòàâèòåëü êàæäîãî êëàññà èç Ω.

Òàê êàê íè îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà Zd ∩ C íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí

ñäâèãîì äðóãîãî ýëåìåíòà íà âåêòîðà èç Γ, òî â C íå áîëåå îäíîãî

ïðåäñòàâèòåëÿ êàæäîãî êëàññà. Òàêèì îáðàçîì

p = card
(
Zd ∩ C

)
.

Èñòî÷íèê âåòâëåíèÿ â êàæäîé âåðøèíå v ∈ Zd â ðàññìàòðèâàåìîé

íàìè ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ bk(v),

k ∈ N ∪ {0}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

b1(v) 6 0, bk(v) > 0 ïðè k 6= 1,
+∞∑
k=0

bk(v) = 0.

Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñâîåé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

B(v, s) =
+∞∑
k=0

bk(v)sk. (1.4)

Ðàçìíîæåíèå è ãèáåëü ÷àñòèö â èñòî÷íèêå âåòâëåíèÿ â âåðøèíå

v ∈ Zd çàäàåòñÿ ïðîöåññîì Áüåíîìå�Ãàëüòîíà�Âàòñîíà, ãäå bk(v) � èí-

òåíñèâíîñòü äåëåíèÿ ÷àñòèöû íà k ïîòîìêîâ.

Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé v ∈ Zd âûïîëíåíî

β(v) = B′(v, 1) =
+∞∑
k=1

kbk(v) <∞,

òî åñòü ÷èñëî ïîòîìêîâ â êàæäîì èñòî÷íèêå èìååò êîíå÷íûé ïåðâûé

ìîìåíò. Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ β(v) ÿâëÿåòñÿ Γ-

ïåðèîäè÷åñêîé, òî åñòü β(v + g) = β(v) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà g ∈ Γ.

Ñîîòâåòñòâåííî, íà âñåì Zd ó íàñ èìååòñÿ p èñòî÷íèêîâ ðàçëè÷íîé èí-

òåíñèâíîñòè. Åñëè ìû îòîæäåñòâëÿåì Ω ñ ìíîæåñòâîì {v1, v2, . . . , vp},
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òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû bk(vj) áóäåì îáîçíà÷àòü bjk, à èí-

òåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà β(vj) áóäåì îáîçíà÷àòü βj. Îòìåòèì, ÷òî ñëó-

÷àþ îòñóòñòâèÿ èñòî÷íèêà â âåðøèíå vj ñîîòâåòñòâóåò bjk = 0 äëÿ

ëþáîãî k, è, çíà÷èò, B(vj, s) ≡ 0.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â ìîìåíò âðåìåíè

t â íåêîòîðîé òî÷êå v = vj + γv, γv ∈ Γ, íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ

÷àñòèö â ñèñòåìå, ìîæåò çà âðåìÿ [t, t + h) ïåðåéòè ñ âåðîÿòíîñòüþ

p(h, v, u) = a(v, u)h + o(h) â òî÷êó u 6= v, èëè ïðîèçâåñòè k 6= 1 ïî-

òîìêîâ, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êå v, ñ âåðîÿòíîñòüþ pk(h, v) = bjkh+ o(h),

(ïðè k = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëî ïîòîìêîâ ðàâíî 0, òî åñòü ÷àñòèöà ïî-

ãèáàåò), èëè ñîõðàíèòüñÿ (òî åñòü íèêàêèõ èçìåíåíèé íå ïðîèçîéäåò)

ñ âåðîÿòíîñòüþ

1−
∑
u6=v

a(v, u)h−
∑
k 6=1

bjkh+ o(h).

1.2 Ïîñòðîåíèå âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäà-

íèÿ íà Zd

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì óäîáíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÂÑÁ ñ

ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé è ïðî-

èçâîäÿùåé ôóíêöèåé âåòâëåíèÿ B(v, s). Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ îáû÷íî-

ãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ (áåç âåòâëåíèÿ).

Ïîñòðîåíèå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà ðåøåòêå Zd. Ïóñòü P =

{p(v, u)}v,u∈Zd � âåðîÿòíîñòíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäîâ, òî åñòü âåëè÷èíû

p(v, u) íåîòðèöàòåëüíû è äëÿ ëþáîãî v ∈ Zd ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå∑
u p (v, u) = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå
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ñ ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ A0 = P − I íàì ïîíàäîáèòñÿ

ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ν(t) (ñ èíòåíñèâíîñòüþ 1). Îïè-

øåì ïîäðîáíî àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ.

Ïóñòü íàøå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ξv(t) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-

ìåíè t = 0 ñòàðòóåò èç òî÷êè v ∈ Zd (ò.å. ξv(0) = v).

Â ìîìåíò âðåìåíè τ1 ïåðâîãî ñêà÷êà ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ν ïðî-

öåññ ξv(t) ïåðåõîäèò â êàêóþ-ëèáî äðóãóþ òî÷êó u ∈ Zd ñ âåðîÿòíîñòüþ

p(v, u) èëè îñòàåòñÿ íà ìåñòå ñ âåðîÿòíîñòüþ p(v, v). Äàëåå ìû æäåì

ñëåäóþùåãî ñêà÷êà ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà è ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó

ñíîâà. Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ñåìåéñòâî ïðîöåññîâ ξv(t), v ∈ Zd

ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ñåìåéñòâîì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïîðîæäàåò ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ

P tf(v) = Ef(ξv(t)).

Âû÷èñëèì ãåíåðàòîð ýòîé ïîëóãðóïïû (ò.å. ìàòðèöó èíòåíñèâíîñòåé

ïåðåõîäîâ). Ïðè t→ 0 èìååì

Ef(ξv(t)) = e−tf(v)

+ e−tt
(
p(v, v)f(v) +

∑
u6=v

p(v, u)f(u)
)

+ o(t).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ñîáûòèþ, ñîñòîÿùåìó â òîì, ÷òî çà

âðåìÿ t ó ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà íå ïðîèçîøëî ñêà÷êà. Âòîðîå ñëà-

ãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ñîáûòèþ ñîñòîÿùåìó â òîì, ÷òî ïðîèçîøåë îäèí

ñêà÷îê, è ÷àñòèöà îñòàëàñü â òî÷êå v. Òðåòüå ñëàãàåìîå � ÷àñòèöà ïå-

ðåøëà â òî÷êó u 6= v. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî

ïðîèçîøëî 2 è áîëåå ñêà÷êîâ, ÿâëÿåòñÿ o(t), è ïðè âû÷èñëåíèè ãåíåðà-

òîðà íå íóæíà.
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Òîãäà

Ef(ξv(t)) = f(v)
(
1− t+ tp(v, v)

)
+ t
∑
u6=v

p(v, u)f(u) + o(t)

è, ñîîòâåòñòâåííî, ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïå-

ðàòîð P − I, ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé A0 ñïðà-

âåäëèâî òîëüêî óñëîâèå
∑

u a(v, u) = 0, v ∈ Zd, ÷òî íå ãàðàíòèðóåò

òîãî, ÷òî ìàòðèöà I + A0 ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé.

Â ýòîì ñëó÷àå çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî γ, òàêîå ÷òî äëÿ

ëþáîãî v âûïîëíåíî

1 > 1 + a(v, v)γ > 0.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå ýòî

âñåãäà âîçìîæíî, òàê êàê íóæíî óäîâëåòâîðèòü ëèøü êîíå÷íîìó ÷èñëó

íåðàâåíñòâ.

Òîãäà I + γA0 ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ è ìû

ìîæåì îñóùåñòâèòü âûøåîïèñàííóþ ïðîöåäóðó, íî íå ñî ñòàíäàðòíûì

ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì, à ñ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì èìåþùèì èí-

òåíñèâíîñòü λ = 1/γ.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð A0 ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì

ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóãðóïïû. Ïðè t→ 0 èìååì

P tf(v) = Ef(ξv(t)) = e−λtf(v)

+ e−λtλt
(
(1 + γa(v, v))f(v) + γ

∑
u6=v

a(v, u)f(u)
)

+ o(t)

= f(v)
(
1− λt+ λt+ λγta(v, v)

)
+ t
∑
u 6=v

a(v, u)f(u) + o(t).

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû P t
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ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð A0 : `2(Zd)→ `2(Zd), ãäå

A0f(v) =
∑
u∈Zd

a(v, u)f(u).

Ïîñòðîåíèå âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà Zd. Â ýòîì

ïàðàãðàôå ìû âêðàòöå îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âåòâÿùåãîñÿ ñëó-

÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà Zd ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé A0

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ bk(v), k ∈ N∪{0}, çàäàþùèìè

âåòâëåíèå.

Âûáåðåì ñíà÷àëà ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó γ, òàê ÷òîáû äëÿ âñåõ

v ∈ Zd âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

1 > 1 + a(v, v)γ > 0,

1 > 1 + b1(v)γ > 0.

×òîáû ñìîäåëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ÂÑÁ íàì ïîíàäîáèòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåññîâ {νj(t)}∞j=1 ñ

èíòåíñèâíîñòüþ λ = 1/γ è íå çàâèñÿùàÿ îò íåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ηj}∞j=1 ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí òàêæå ñ ïàðàìåòðîì λ = 1/γ.

Ïóñòü íàøå âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ξv(t) íà÷èíàåòñÿ â

ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñ åäèíñòâåííîé ÷àñòèöû, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â

òî÷êå v ∈ Zd. Äî ìîìåíòà âðåìåíè η1 ìû, êàê è âûøå, ìîäåëèðóåì

îáû÷íîå áëóæäàíèå îäíîé ÷àñòèöû ïðè ïîìîùè ïðîöåññà ν1(t) è âåðî-

ÿòíîñòíîé ìàòðèöû I + γA0

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè η1 íàøà ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé

òî÷êå u ∈ Zd. Â ýòîò ìîìåíò ìû óáèðàåì íàøó ÷àñòèöó èç òî÷êè

u, íî âìåñòî íåå ñàæàåì â òî÷êó u ñëó÷àéíîå ÷èñëî íîâûõ ÷àñòèö.

Ýòî ñëó÷àéíîå ÷èñëî ÷àñòèö ìû ìîäåëèðóåì, èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíîå
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ðàñïðåäåëåíèå íà N ∪ {0} ñ âåñàìè qk, k ∈ N ∪ {0} ñëåäóþùåãî âèäà

q0 = γb0(u), q1 = 1 + γb1(u), qk = γbk(u) ïðè k > 2.

Äàëåå ìû äàåì êàæäîé íîâîðîæäåííîé ÷àñòèöå ñâîé ïóàññîíîâñêèé

ïðîöåññ è ñâîþ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

(äëÿ ðàçíûõ ÷àñòèö � íåçàâèñèìûå ìåæäó ñîáîé) è äàëåå ìîäåëèðóåì

ýâîëþöèþ êàæäîé èç íèõ îòäåëüíî â òî÷íîñòè òàêæå, êàê äëÿ ïåðâîé

÷àñòèöû.

Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåñ-

ñîì ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå öåëî÷èñëåííûõ ìåð íà Zd. Ñåìåé-

ñòâî òàêèõ ïðîöåññîâ ïîðîæäàåò ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ

P tf(v) = E
N(t)∑
k=1

f(ξ(k)
v (t)),

ãäå ÷åðåç ξ
(k)
v (t) îáîçíà÷åíî ïîëîæåíèå k-îé ÷àñòèöû â ìîìåíò t, à ÷åðåç

N(t) � îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö íà Zd â ìîìåíò âðåìåíè t.

Âû÷èñëèì ãåíåðàòîð ýòîé ïîëóãðóïïû. Ïðè t→ 0 èìååì

P tf(v) = E
N(t)∑
k=1

f(ξ(k)
v (t)) = e−λte−λtf(v)

+ e−λtλte−λt
[
(1 + γa(v, v))f(v) + γ

∑
u6=v

a(v, u)f(u)
]

+ e−λtλtf(v)
[
1 + γb1(v) + γ

∑
k 6=1

kbk(v)
]

+ o(t)

= f(v)
[
1− 2λt+ λt+ γλta(v, v)

+ λt+ γλtb1(v) + γλt
∑
k 6=1

kbk(v)
]

+ γλt
∑
u6=v

a(v, u)f(u) + o(t).
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Òîãäà ãåíåðàòîð A : `2(Zd)→ `2(Zd) èìååò âèä

Af(v) =
∑
u∈Zd

a(v, u)f(u) + β(v)f(v).

Àëãîðèòì è ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî

áëóæäàíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ ìîæíî íàéòè

â ðàáîòå [11].

1.3 Âûâîä îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç `2(Zd) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàä-

ðàòîì êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé f : Zd → C ñ íîðìîé

‖f‖2
`2(Zd) =

∑
v∈Zd
|f(v)|2 <∞.

×åðåç ξv(t), t > 0 îáîçíà÷èì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ íåïðåðûâíûì

âðåìåíåì è ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé A0, âûõîäÿùåå â ìî-

ìåíò âðåìåíè t = 0 èç òî÷êè v ∈ Zd. Äëÿ f ∈ `2(Zd) ïîëîæèì

P t
0f(v) = Ef(ξv(t)).

Òàê êàê ξv(t) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ P t
0 ïðè

t > 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé. Âû÷èñëèì ãåíåðàòîð ýòîé ïîëóãðóïïû.

Ïðè t→ 0 èìååì

P t
0f(v) = f(v)(1 + a(v, v)t) + t

∑
u6=v

a(v, u)f(u) + o(t),

ñëåäîâàòåëüíî, ãåíåðàòîð A0 : `2(Zd) → `2(Zd) ïîëóãðóïïû P t
0 èìååò

âèä

A0f(v) =
∑
u∈Zd

a(v, u)f(u). (1.5)
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Äàëåå, ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæ-

äàíèå, äëÿ êîòîðîãî èíòåíñèâíîñòü β(v) ÿâëÿåòñÿ Γ-ïåðèîäè÷åñêîé, òî

åñòü β(v+ g) = β(v). Òàêèì îáðàçîì íà âñåì Zd ó íàñ èìååòñÿ p èñòî÷-

íèêîâ ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè. Åñëè ìíîæåñòâî Ω îòîæäåñòâëÿåòñÿ

ñ ìíîæåñòâîì {v1, v2, . . . , vp}, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èñòî÷íèê ñ èí-

òåíñèâíîñòüþ βj = β(vj) ðàñïîëàãàåòñÿ â òî÷êàõ vj + g, ãäå g ∈ Γ.

Âåòâëåíèå â òî÷êå vj îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé B(vj, s),

îïðåäåëåííîé (1.4).

Ïóñòü Nv(t) � îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t, ïðè óñëîâèè,

÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 áûëà îäíà ÷àñòèöà â òî÷êå v.

×åðåç ξ
(k)
v (t) îáîçíà÷èì ïîëîæåíèå k-îé ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ïîëîæèì

P tf(v) = E
(Nv(t)∑

k=1

f(ξ(k)
v (t))

)
.

Âû÷èñëèì ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû P t. Åñëè v = vj + g, ãäå g ∈ Γ, òî

ïðè t→ 0 èìååì

P tf(v) = f(v)(1+a(v, v)t+bj1t)+t
∑
u6=v

a(v, u)f(u)+tf(v)
∑
k 6=1

kbjk+o(t),

ñëåäîâàòåëüíî, ãåíåðàòîð A : `2(Zd) → `2(Zd) ïîëóãðóïïû P t èìååò

âèä

Af(v) =
∑
u∈Zd

a(v, u)f(u) + (Qf)(v), (1.6)

ãäå Q : `2(Zd) → `2(Zd) � îïåðàòîð ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ íà ôóíê-

öèþ Q(v), ïåðèîäè÷åñêóþ îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè Γ,

(Qf)(v) = Q(v)f(v), Q(v) = Q(v + g), ∀g ∈ Γ,

Q(vj) = βj, vj ∈ Ω.
(1.7)

Êàê è âûøå, ÷åðåç M(v, u, t) îáîçíà÷èì ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â

ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå u, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0
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ó íàñ áûëà îäíà ÷àñòèöà, êîòîðàÿ íàõîäèëàñü â òî÷êå v. Ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.2. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì u ∈ Zd ôóíêöèÿ M(v, u, t),

êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòîâ v, t, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çà-

äà÷è Êîøè 
∂M
∂t (v, u, t) =

(
AM

)
(v, u, t),

M(v, u, 0) = δu(v),
(1.8)

ãäå δu( · ) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà {u}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

M(v, u, t) =
(
P tδu

)
(v),

à îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû P t.



Ãëàâà 2

Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîðà A

Â ýòîé ãëàâå ìû èññëåäóåì ñïåêòð îïåðàòîðà A. Â ÷àñòíîñòè ìû ïî-

êàçûâàåì, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà çîí,

íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò âûðîæäàòüñÿ. Äëÿ ïîèñêà àñèìïòîòèêè

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.8) ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ íàèáîëåå âàæíîé ÿâ-

ëÿåòñÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà îêîëî åãî ïðàâîãî êðàÿ.

2.1 Ðàçëîæåíèå â ïðÿìîé èíòåãðàë

ÎïåðàòîðA0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñàìîñîïðÿæåííûì îãðàíè÷åííûì îïå-

ðàòîðîì èç ïðîñòðàíñòâà `2(Zd) â ïðîñòðàíñòâî `2(Zd). Îòìåòèì, ÷òî

åñëè ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ a(v, · ), îòëè÷-

íûõ îò íóëÿ ïðè êàæäîì v ∈ Zd, òî îïåðàòîð A0 ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì

îïåðàòîðîì Ëàïëàñà. Äëÿ òàêîãî îïåðàòîðà èçâåñòíî, ÷òî îí íåïîëî-

æèòåëåí (ñì., íàïðèìåð, [58]). Íèæå ïðèâåäåíî àíàëîãè÷íîå äîêàçà-

òåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ

a(v, · ).

Ëåììà 2.1. Åñëè êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà A0, îïðåäåëåííîãî (1.5),

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (i)�(iii), òî A0 íåïîëîæèòåëüíûé, à äëÿ

27
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åãî íîðìû âûïîëíåíà îöåíêà

‖A0‖ 6 2 max
v∈Zd
|a(v, v)|. (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåïîëîæèòåëüíîñòü îïåðàòîðà A0. Ïåðå-

íóìåðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âñå âåðøèíû ãðàôà G, îïðåäåëåííî-

ãî (1.3). Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà ðåáðàõ `2(E , A0) ñî ñëåäóþ-

ùåé íîðìîé

‖h‖2
E =

∑
(vj ,vk)∈E

|h(vj, vk)|2a(vj, vk).

Îïðåäåëèì îïåðàòîð d : `2(Zd)→ `2(E , A0), ïîëàãàÿ

(df)(vj, vk) =

f(vj)− f(vk), j > k,

f(vk)− f(vj), j 6 k.

Ñîïðÿæåííûì ê íåìó ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð d∗ : `2(E , A0) → `2(Zd),

ãäå

(d∗h)(vj) =
∑
k<j

h(vj, vk)a(vj, vk)−
∑
k>j

h(vj, vk)a(vj, vk).

Òîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A0 = −d∗d. Ñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîð A0

íåïîëîæèòåëåí.

Äîêàæåì îöåíêó (2.1). ÎïåðàòîðA0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-

ìû

A0 = A1 +A2, (A1f)(v) = a(v, v)f(v), (A2f)(v) =
∑
u6=v

a(v, u)f(u).

Íîðìà îïåðàòîðà A1 íå ïðåâîñõîäèò maxv∈Zd |a(v, v)|. Ïðèìåíèì ê îïå-

ðàòîðó A2 ëåììó Øóðà (ñì. ëåììó 5.1 èç Ïðèëîæåíèÿ) ïðè X =

Y = Zd ñ ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè p = q. Îòñþäà ïîëó÷èì îöåíêó

‖A2‖ 6 maxv∈Zd |a(v, v)|. Òîãäà îöåíêà (2.1) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêà.
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà A, îïðåäåëåííîãî (1.6), ìû

ðàçëîæèì åãî â ïðÿìîé èíòåãðàë îïåðàòîðîâ â ñëîÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî

÷åðåç Ω îáîçíà÷åíî ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî âåðøèí Ω = Zd/Γ,

êîòîðîå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì {v1, v2, . . . , vp}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈 · , · 〉 ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

â Rd. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áàçèñ {g̃j}dj=1 äâîéñòâåííûé ê {gj}dj=1, åñëè

〈g̃i, gj〉 = 2πδij.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî C̃, ïîëàãàÿ

C̃ =
{
θ ∈ Rd : θ =

d∑
j=1

θj g̃j, 0 6 θj < 1, j = 1, . . . , d
}
. (2.2)

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïðÿìîãî èíòåãðàëà ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâ. Ïðÿìîé èíòåãðàë H ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ `2(Ω) �

ýòî ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èçìåðèìûõ è êâàäðàòè÷íî

èíòåãðèðóåìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, íàäåëåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì

(u, v)H =

∫
C̃

〈u(θ), v(θ)〉`2(Ω) dθ.

Åñëè H � ïðÿìîé èíòåãðàë ïðîñòðàíñòâ `2(Ω), òî ïèøóò

H =

∫
C̃
⊕`2(Ω) dθ.

Äàëåå, ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð A íà H ðàçëîæåí â ïðÿìîé èíòåãðàë

îïåðàòîðîâ, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ A(θ), θ ∈ C̃, ïðèíèìàþùàÿ çíà-

÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç `2(Ω) â `2(Ω), òàêàÿ ÷òî

äëÿ âñåõ ψ ∈ H âûïîëíåíî

(Aψ)(θ) = A(θ)ψ(θ), θ ∈ C̃.

Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò

A =

∫
C̃
⊕A(θ) dθ,
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ïðè ýòîì A(θ) íàçûâàþò îïåðàòîðàìè â ñëîå, à ïàðàìåòð θ íàçûâà-

þò êâàçèèìïóëüñîì. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â ãëàâå

XIII.16 êíèãè [66].

Ðàçëè÷íûå ïðèìåíåíèå äàííîé òåõíèêè ìîæíî íàéòè êàê äëÿ äèñ-

êðåòíûõ, òàê è äëÿ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóê-

òóðàõ. Äëÿ äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ðàçëîæåíèå â ïðÿìîé èí-

òåãðàë ñ ÿâíûì âèäîì îïåðàòîðà â ñëîå áûëî ïîëó÷åíî â [52], [54].

Áåç ÿâíîãî âèäà îïåðàòîðà â ñëîå ýòî ðàçëîæåíèå ïîëó÷åíî â [38], [40].

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ íàçûâàåòñÿ òåîðèåé Ôëîêå�Áëîõà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå,

ïåðåâîäÿùåå èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî â ïðÿìîé èíòåãðàë ñëîåâ, íàçûâà-

þò ïðåîáðàçîâàíèåì Ãåëüôàíäà. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

òàêîå ðàçëîæåíèå øèðîêî âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð,

[3], [13], è ññûëêè â íèõ).

Îáû÷íî â ëèòåðàòóðå ðàçëîæåíèå â ïðÿìîé èíòåãðàë ñòðîèòñÿ äëÿ

îïåðàòîðîâ A, ó êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ a(v, · ),

v ∈ Zd, íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì ðàçëîæåíèå îïå-

ðàòîðà A â ïðÿìîé èíòåãðàë ñ äîêàçàòåëüñòâîì.

Òåîðåìà 2.2. Îïåðàòîð A : `2(Zd)→ `2(Zd) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí

ïðÿìîìó èíòåãðàëó îïåðàòîðîâ, òî åñòü ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

UAU−1 =

∫
C̃
⊕A(θ) dθ, (2.3)

ãäå U : `2(Zd)→ H � óíèòàðíûé îïåðàòîð. Îïåðàòîð A(θ) : `2(Ω)→

`2(Ω) èìååò âèä

(A(θ)f)(v) =
∑
u∈Ω

ã(v, u, θ)f(u) + Q̃(v)f(v), v ∈ Ω, θ ∈ C̃,

ãäå êîýôôèöèåíòû ã(v, u, θ) è ïîòåíöèàë Q̃ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâà-



Ãëàâà 2. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîðà A 31

ìè

ã(v, u, θ) =
∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉a(v + g, u), (2.4)

(
Q̃f
)
(v) = Q(v)f(v), v ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü `2
0(Zd) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç `2(Zd), èìå-

þùèõ êîíå÷íûé íîñèòåëü. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð U : `2
0(Zd)→ H, îïðå-

äåëåííûé ðàâåíñòâîì

(Uf)(v, θ) = |C̃|−1/2
∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉f(v + g), v ∈ Ω, (2.5)

ãäå, êàê è ðàíüøå, 〈 · , · 〉 � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rd.

Äëÿ íîðìû ôóíêöèè Uf èìååì

‖Uf‖2
H =

∫
C̃

‖(Uf)( · , θ)‖2
`2(Ω) dθ

= |C̃|−1

∫
C̃

(∑
v∈Ω

∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉f(v + g)
∑
g′∈Γ

ei〈g
′,θ〉f̄(v + g′)

)
dθ

= |C̃|−1
∑
v∈Ω

∑
g∈Γ

∑
g′∈Γ

(
f(v + g)f̄(v + g′)

∫
C̃
e−i〈g−g

′,θ〉 dθ
)

=
∑
v∈Zd
|f(v)|2 = ‖f‖2

`2(Zd).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð U ñîõðàíÿåò íîðìó ôóíêöèè èç ìíîæå-

ñòâà `2
0(Zd), ïëîòíîãî â `2(Zd). Òîãäà îí ìîæåò áûòü ïî íåïðåðûâíî-

ñòè ïðîäîëæåí äî èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà èç `2(Zd) â H. Ïîêàæåì

ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ U , äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííûé

îïåðàòîð U ∗. Ïóñòü h = {hv}v∈Ω ∈ H, ãäå hv : C̃ → C. Îïðåäåëèì

(U ∗h)(v + g) = |C̃|−1/2

∫
C̃

ei〈g,θ〉 hv(θ) dθ, v ∈ Ω, g ∈ Γ.
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ßâíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî U ∗ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì îïå-

ðàòîðîì ê îïåðàòîðó U . Áîëåå òîãî, èç ôîðìóëû

‖U ∗h‖2
`2(Z) =

∑
v∈Zd
|(U ∗h)(v)|2 =

∑
v∈Ω

∑
g∈Γ

|(U ∗h)(v + g)|2

= |C̃|−1
∑
v∈Ω

∑
g∈Γ

∣∣∣ ∫
C̃

ei〈g,θ〉 hv(θ) dθ
∣∣∣2 =

∑
v∈Ω

∫
C̃

|hv(θ)|2 dθ = ‖h‖2
H

ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð U ∗ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì. Çäåñü ìû èñïîëü-

çîâàëè ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ôóíêöèè hv(θ). Òîãäà îïåðàòîð U �

óíèòàðíûé.

Äàëåå, äëÿ îïåðàòîðà A0 è ôóíêöèè f ∈ `2
0(Zd) èìååì

(UA0f)(v, θ) = |C̃|−1/2
∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉(A0f)(v + g)

= |C̃|−1/2
∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉
∑
u∈Zd

a(v + g, u)f(u)

= |C̃|−1/2
∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉
∑
u∈Ω

∑
g′∈Γ

a(v + g, u+ g′)f(u+ g′)

= |C̃|−1/2
∑
u∈Ω

∑
g′∈Γ

∑
g∈Γ

e−i〈g
′,θ〉e−i〈g−g

′,θ〉a(v + g − g′, u)f(u+ g′)

= |C̃|−1/2
∑
u∈Ω

∑
g′∈Γ

e−i〈g
′,θ〉f(u+ g′)

∑
g′′∈Γ

e−i〈g
′′,θ〉a(v + g′′, u)

=
∑
u∈Ω

(Uf)(u, θ)ã(v, u, θ) = A0(θ)(Uf)(v, θ),

(2.6)

ãäå v ∈ Ω, θ ∈ C̃. ×åðåç A0(θ) ìû îáîçíà÷èëè îïåðàòîð `2(Ω) → `2(Ω)

âèäà

(A0(θ)f)(v) =
∑
u∈Ω

ã(v, u, θ)f(u), (2.7)

ãäå êîýôôèöèåíòû ã(v, u, θ) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (2.4). Äëÿ ïîòåí-

öèàëà Q, îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé (1.7), â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè èìååì

(UQf)(v, θ) = Q(v)(Uf)(v, θ) = Q̃(Uf)(v, θ). (2.8)

Èç (2.6) è (2.8) ñëåäóåò (2.3).



Ãëàâà 2. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîðà A 33

Îïåðàòîð A(θ) ïðè êàæäîì θ ∈ C̃ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ñà-

ìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åãî ñïåêòð ñîñòîèò èç

êîíå÷íîãî íàáîðà âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

λ1(θ) > . . . > λp(θ),

ãäå p � ÷èñëî òî÷åê ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà Ω. Êîýôôèöèåí-

òû îïåðàòîðà A(θ) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè θ ∈ C̃. Òîãäà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λj(θ) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè θ ∈ C̃ ïðè âñåõ

j = 1, . . . , p. Îòñþäà è èç òåîðåìû 5.3 èç Ïðèëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîñòîèò èç p ñïåêòðàëüíûõ çîí (âîçìîæíî ïåðå-

êðûâàþùèõñÿ)

σ(A) =

p⋃
j=1

λj(C̃),

ãäå ÷åðåç λj(C̃) îáîçíà÷åíà îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè λj(θ), θ ∈ C̃.

Òàê êàê îïåðàòîð A0 ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíûì, òî åãî ñïåêòð òî-

æå íåïîëîæèòåëåí, òî åñòü λj(θ) 6 0 ïðè âñåõ j = 1, . . . , p è θ ∈ C̃.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A0(θ), îïðåäåëåííûé (2.7), òàêæå íåïî-

ëîæèòåëåí ïðè âñåõ θ ∈ C̃. Îòìåòèì, ÷òî âîçìóùåíèå îïåðàòîðà A0(θ)

ïîòåíöèàëîì Q̃ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ïðè êàæäîì θ ∈ C̃.

Â ñëó÷àå, êîãäà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ã(v, u, θ) îò θ àíàëè-

òè÷åñêàÿ, ïðî ñïåêòð σ(A) óäàåòñÿ ñêàçàòü áîëüøå. Íàïðèìåð, èç òåî-

ðåìû 1 â [16] ñëåäóåò, ÷òî îí ñîñòîèò èç àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ çîí è

êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áåñêîíå÷íîé êðàòíîñòè. Êîýô-

ôèöèåíòû ã(v, u, θ) áóäóò àíàëèòè÷åñêèìè, åñëè óñëîâèå (v) çàìåíèòü

íà óñëîâèå ∑
u∈Zd
‖u‖N |a(v, u)| <∞, v ∈ Zd, (2.9)

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N . Ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíåíî, íàïðèìåð,

åñëè ïðè êàæäîì v ∈ Zd ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ a(v, u)
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îòëè÷íî îò íóëÿ.

×òîáû èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó ÷èñëà ÷àñòèö ïðè áîëüøèõ âðåìå-

íàõ, ìû äîëæíû ïîíÿòü, êàê âåäåò ñåáÿ ïðàâûé êðàé ñïåêòðà îïåðàòî-

ðà A. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ìàêñèìóì ñïåêòðà îïåðàòîðà A ñîâïà-

äàåò ñî ñòàðøèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ1(0) îïåðàòîðà â ñëîå A(0),

òî åñòü

maxσ(A) = λ1(0),

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çîíà íå âûðîæäàåòñÿ. Â ñëó÷àå, êî-

ãäà òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ a(v, · ), v ∈ Zd, íå îáðàùà-

åòñÿ â íóëü, àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â ðàáîòå [69].

2.2 Àíàëèç ñïåêòðà îïåðàòîðà A(θ)

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç v1, . . . , vp îáîçíà÷åíû òî÷êè ìíîæåñòâà Ω. Äëÿ

êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç ãjk(θ) êîýôôèöèåíòû ã(vj, vk, θ). Ïóñòü

δ̃v1
, . . . , δ̃vp � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå `

2(Ω):

δ̃vj(v) =

1, v = vj,

0, v 6= vj.
(2.10)

Òîãäà èçîáðàæàþùàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà A(θ) â ýòîì áàçèñå èìååò

âèä

A(θ) =


ã11(θ) + β1 ã12(θ) · · · ã1p(θ)

ã21(θ) ã22(θ) + β2 · · · ã2p(θ)
...

... . . . ...

ãp1(θ) ãp2(θ) · · · ãpp(θ) + βp

 . (2.11)

Äàëåå íàì íåîäíîêðàòíî ïîíàäîáÿòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðà ψj(θ)

ýòîé ìàòðèöû. Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðà ψj(θ) âñåãäà âûáðàíû

âåùåñòâåííûìè.
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Ìàòðèöà A(0) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ, òàê

êàê â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû ãjk(0) ëåãêî ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ÷åðåç

êîýôôèöèåíòû a(v, u). Èìåííî,

ãjk(0) =
∑
g∈Γ

a(vj + g, vk).

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ïðàâîãî êðàÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

a) ïðàâûé êðàé ñïåêòðà îïåðàòîðà A ñîâïàäàåò ñ λ1(0), òî åñòü

maxσ(A) = λ1(0);

b) ðàññòîÿíèå îò ïðàâîãî êðàÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà A äî ïðàâîãî

êðàÿ âòîðîé çîíû ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî, òî åñòü

λ1(0)− sup
θ∈C̃

λ2(θ) > 0; (2.12)

c) ãåññèàí ôóíêöèè λ1(θ) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè θ = 0, òî åñòü

Hess λ1(0) 6= 0;

d) ÷èñëî λ1(0) íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A,

òî åñòü ïðàâûé êðàé ñïåêòðà íå âûðîæäåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä

âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 2.4. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h ∈ Γ ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå

â âèäå

h =

nh∑
s=1

hs, hs ∈ Γ, (2.13)

ãäå äëÿ êàæäîãî s âûïîëíåíî a(vjs, vks+hs) > 0 ïðè íåêîòîðûõ vjs, vks ∈

Ω.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð h ∈ Γ. Èç (vi)

ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû 0 è h ñîåäèíåíû ïóòåì. Ïóñòü 0 = u0, u1, . . . , unh =

h âåðøèíû ýòîãî ïóòè. Òîãäà

h =

nh∑
s=1

(us − us−1).

Ïîëîæèì ωs = π
Ω
us è γs = π

Γ
us, s = 1, . . . , nh, ãäå ïðîåêòîðû π

Ω
è

π
Γ
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (1.2). Òîãäà

h = π
Γ
h =

nh∑
s=1

(γs − γs−1).

Ïî óñëîâèþ a(us−1, us) > 0, íî

a(us−1, us) = a(γs−1 + ωs−1, γs + ωs) = a(ωs−1, ωs + hs),

ãäå hs = γs − γs−1.

Ñëåäñòâèå 2.5. Ñóùåñòâóåò íàáîð èç d ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-

òîðîâ {g′m}dm=1 èç Γ òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ m = 1, . . . , d âûïîëíåíî

a(vjm, vkm + g′m) > 0 äëÿ íåêîòîðûõ vjm, vkm ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {gm}dm=1 � íåêîòîðûé áàçèñ, ïîðîæäàþùèé

ðåøåòêó Γ. Ïî ëåììå 2.4 äëÿ êàæäîãî âåêòîðà gm ñóùåñòâóåò ðàçëî-

æåíèå (2.13). Ñðåäè âåêòîðîâ èç âñåõ ðàçëîæåíèé ìîæíî âûáðàòü d

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ {g′m}dm=1 ∈ Γ. Èç ëåììû 2.4 ñëåäóåò,

÷òî a(vjm, vkm + g′m) > 0 äëÿ íåêîòîðûõ vjm, vkm ∈ Ω.

×åðåç A0(0) îáîçíà÷èì ìàòðèöó A(0) ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå êîýô-

ôèöèåíòû βj, j = 1, . . . , p, ðàâíû 0.

Ëåììà 2.6. Ìàòðèöà A0(0) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé è ñèììåòðè÷-

íîé. Êîýôôèöèåíòû ãjk(0) ìàòðèöû A0(0) èìåþò ñëåäóþùèå ñâîé-

ñòâà:
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1) êîýôôèöèåíòû ãjk(0) ïðè j 6= k íåîòðèöàòåëüíû

ãjk(0) > 0, j 6= k, j, k = 1, . . . , p;

2) ñóììà ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà íóëþ

p∑
k=1

ãjk(0) = 0, j = 1, . . . , p; (2.14)

3) ãðàô G̃ = (Ω, Ẽ) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Ω è ìíîæåñòâîì ðåáåð

Ẽ = {(vj, vk) : ãjk(0) > 0} (2.15)

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì;

4) Ïðè âñåõ j, k = 1, . . . , p äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ãjk(0) âûïîëíåíû íåðà-

âåíñòâà

ãjk(0) > |ãjk(θ)|, j 6= k,

ãjj(0) > −|ãjj(θ)|.

Îäíîâðåìåííî ïðè âñåõ j, k = 1, . . . , p ðàâåíñòâà äîñòèãàþòñÿ òîëüêî

ïðè θ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà A0 ñëåäóþò

âåùåñòâåííîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû A0(0), à òàêæå ñâîéñòâà

1, 2 äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ãjk(0).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G̃

� íåñâÿçíûé. Îáîçíà÷èì îäíó èç åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ÷åðåç G̃1 =

(Ω1, Ẽ1). Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí vj ∈ Ω1, vk ∈ Ω2 = Ω \ Ω1

âûïîëíåíî

ãjk(0) =
∑
g∈Γ

a(vj + g, vk) = 0.
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Òàê êàê êîýôôèöèåíòû a(v, u) ïðè v 6= u íåîòðèöàòåëüíû, çíà÷èò

ïðè âñåõ g ∈ Γ êîýôôèöèåíòû a(v+ g, u) ðàâíû íóëþ. Òîãäà íà ãðàôå

G = (Zd, E) ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð, îïðåäåëåííûì (1.3), íåò íè îäíîãî

ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíó èç ìíîæåñòâà Ω1 + Γ ñ âåðøèíîé èç

ìíîæåñòâà Ω2 + Γ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G = (Zd, E) � íåñâÿçíûé, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó (vi) êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà A0.

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 4. Èç ÿâíîãî âèäà (2.4) êî-

ýôôèöèåíòîâ ãjk(θ) è íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ

j, k = 1, . . . , p äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ãjk(0) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

ãjk(0) > |ãjk(θ)|, j 6= k (2.16)

Ïðåäñòàâèì êîýôôèöèåíò ãjj(θ) â âèäå ñóììû

ãjj(θ) = a(vj, vj) +
∑

g∈Γ\{0}

a(vj, vj + g)ei〈g,θ〉.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îòðèöàòåëüíî, âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ÿâëÿþò-

ñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ñ àðãóìåíòàìè 〈g, θ〉. Çàìåòèì, ÷òî êîãäà

âñå àðãóìåíòû ðàâíû íóëþ, çíà÷åíèå ñóììû íàèáîëåå áëèçêî ê òî÷êå

íóëü. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ãjj(0) > −|ãjj(θ)|. (2.17)

Åñëè â íåðàâåíñòâàõ (2.16), (2.17) ðàâåíñòâà äîñòèãàþòñÿ îäíîâðå-

ìåííî ïðè âñåõ j, k = 1, . . . , p, òî äëÿ ëþáîãî g ∈ Γ è âñåõ j, k = 1, . . . , p

âûïîëíåíî

e−i〈θ,g〉a(vj + g, vk) = a(vj + g, vk).

Ïî ëåììå 2.4 äëÿ âåêòîðà g ∈ Γ ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå (2.13),

ïðè ýòîì a(vj + gs, vk) 6= 0 ïðè s = 1, . . . , ng. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

e−i〈θ,gs〉 = 1, à çíà÷èò, è

e−i〈θ,g〉 =

ng∏
s=1

e−i〈θ,gs〉 = 1,
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äëÿ ëþáîãî âåêòîðà g ∈ Γ. Ïðè θ ∈ C̃ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî,

òîëüêî åñëè θ = 0.

Èç (2.14) ñëåäóåò, ÷òî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé

ôóíêöèåé îïåðàòîðà A0(0), ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 0 ∈ σ(A0). Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëü-

ñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà äîñòàòî÷íî

ïðîèçâîëüíîì ãðàôå ìîæíî íàéòè â [58].

Ëåììà 2.7. Ñòàðøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1(0) îïåðàòîðà A(0)

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

ψ1(0) ìîæåò áûòü âûáðàíà ïîëîæèòåëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãðàô G̃, îïðåäåëåííûé (2.15). Ïî ëåì-

ìå (2.6) îí ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Ïðåâðàòèì åãî â îðèåíòèðîâàííûé ãðàô,

ñ÷èòàÿ, ÷òî êàæäîìó íåîðèåíòèðîâàííîìó ðåáðó ñîîòâåòñòâóþò äâà

ðåáðà ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèè. Òîãäà èç òåîðåìû 6.2.24 â [37]

ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A(0) íåðàçëîæèìà. Âûáåðåì ÷èñëî D èç óñëîâèÿ

D > max
j
|ajj(0) + βj|.

Âñå ýëåìåíòû ìàòðèöûA(0)+DI íåîòðèöàòåëüíû. Òîãäà îáà óòâåð-

æäåíèÿ ëåììû ñëåäóþò èç òåîðåìû Ïåððîíà�Ôðîáåíèóñà (ñì. òåîðåìó

5.2 èç Ïðèëîæåíèÿ).

Ëåììà 2.8. Ñóùåñòâóåò òàêîé ñïîñîá âûáðàòü ìíîæåñòâî Ω, ÷òî

ãðàô G′ = (Ω, E ′) ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð

E ′ = {(vj, vk) : a(vj, vk) > 0} (2.18)

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G′ � íåñâÿçíûé. ×åðåç J è

K îáîçíà÷èì äâå åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Òàê êàê ãðàô G̃, îïðåäå-

ëåííûé (2.15), ñâÿçíûé, òî ñóùåñòâóþò äâå âåðøèíû vj ∈ J è vk ∈ K,

òàêèå ÷òî ãjk(0) > 0. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî 0 6= g ∈ Γ êîýôôèöèåíò

a(vj, vk + g) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé. Åñëè â ôóíäàìåíòàëüíîì ìíîæå-

ñòâå çàìåíèòü âåðøèíû K íà âåðøèíû, ñäâèíóòûå íà âåêòîð g, òî íà

íîâîì ãðàôå G′ âñå âåðøèíû èç J è K + g ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòè. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû ïîëó÷èì

ñâÿçíûé ãðàô G′.

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G′ = (Ω, E ′) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Íàñ èíòåðåñóåò ïðàâûé êðàé ñïåêòðà îïåðàòîðà A. Ñëåäóþùàÿ ëåììà

ïîêàçûâàåò, ÷òî èì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî λ1(0).

Ëåììà 2.9. Ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå r > 0, C > 0, òàêèå ÷òî ïðè

âñåõ ‖θ‖ 6 r äëÿ ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(θ) îïåðàòîðà

A(θ) âûïîëíåíî

λ1(0)− λ1(θ) > C‖θ‖2. (2.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ1 � íîðìèðîâàííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàðøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1(0) îïåðàòîðà

A(0). Äëÿ âñåõ j = 1, . . . , p èìååì

A(0)ψ1(vj) =

p∑
k=1

ãjk(0)ψ1(vk) + βjψ1(vj) = λ1(0)ψ1(vj).

Îòêóäà

βjψ1(vj) = λ1(0)ψ1(vj)−
p∑

k=1

ãjk(0)ψ1(vk).

Ïóñòü f ∈ `2(Ω), îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ1f ïîòî÷å÷íîå ïðîèçâåäåíèå
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ôóíêöèé ψ1 è f . Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈A(θ)ψ1f, ψ1f〉

=

p∑
j=1

( p∑
k=1

ãjk(θ)ψ1(vk)f(vk) + βjψ1(vj)f(vj)
)
ψ1(vj)f(vj)

=

p∑
j=1

p∑
k=1

(
ãjk(θ)f(vk)− ãjk(0)f(vj)

)
ψ1(vk)ψ1(vj)f(vj) + λ1(0)〈ψ1f, ψ1f〉.

Ïî ëåììå 2.7 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ψ1(vj) > 0 ïðè âñåõ j = 1, . . . , p.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ `2(Ω) ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå â âè-

äå h = ψ1f , f ∈ `2(Ω). Äëÿ ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(θ)

îïåðàòîðà A(θ) èìååì

λ1(θ) = max
|h|=1
〈A(θ)h, h〉 = max

|ψ1f |=1
〈A(θ)ψ1f, ψ1f〉`2(Ω)

= λ1(0) + max
|ψ1f |=1

p∑
j=1

( p∑
k=1

(
ãjk(θ)f(vk)− ãjk(0)f(vj)

)
ψ1(vk)

)
ψ1(vj)f(vj).

Ïðè êàæäîì θ ∈ C̃ îáîçíà÷èì ÷åðåç fθ ôóíêöèþ, íà êîòîðîé äîñòè-

ãàåòñÿ ìàêñèìóì. Èìååì

λ1(0)− λ1(θ)

=

p∑
j=1

( p∑
k=1

(
ãjk(0)fθ(vj)− ãjk(θ)fθ(vk)

)
ψ1(vk)

)
ψ1(vj)f θ(vj).

(2.20)

Ðàññìîòðèì äâà ñëàãàåìûõ ñóììû ñ èíäåêñàìè j, k è k, j. Ñ ó÷åòîì òî-

ãî, ÷òî ψ1 � âåùåñòâåííûé âåêòîð, à ìàòðèöà A(θ) � ñàìîñîïðÿæåííàÿ,
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èìååì(
ãjk(0)fθ(vj)− ãjk(θ)fθ(vk)

)
ψ1(vk)ψ1(vj)f θ(vj)

+
(
ãkj(0)fθ(vk)− ãkj(θ)fθ(vj)

)
ψ1(vj)ψ1(vk)f θ(vk)

= ψ1(vj)ψ1(vk)
(
ãjk(0)|fθ(vj)|2 + ãkj(0)|fθ(vk)|2 − 2Re

(
ãjk(θ)fθ(vk)fθ(vj)

))
= ψ1(vj)ψ1(vk)

(
ãjk(0)(|fθ(vj)| − |fθ(vk)|)2

)
+ ψ1(vj)ψ1(vk)

(
2ãjk(0)|fθ(vj)‖fθ(vk)| − 2Re

(
ãjk(θ)fθ(vk)fθ(vj)

))
> ψ1(vj)ψ1(vk)ãjk(0)(|fθ(vj)| − |fθ(vk)|)2.

(2.21)

Íà ïîñëåäíåì øàãå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïóíêòà 4, ëåììû 2.6. Èç ôîð-

ìóëû (2.21) ñëåäóåò, ÷òî

1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

ψ1(vj)ψ1(vk)ãjk(0)
(
|fθ(vj)| − |fθ(vk)|

)2

6 λ1(0)− λ1(θ).

Òàê êàê λ1(θ) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ θ, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå ÷òî ïðè ‖θ‖ < δ âûïîëíåíî

|λ1(0)− λ1(θ)| 6 ε.

Òîãäà äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè fθ, ‖θ‖ < δ â äâóõ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ

ñìåæíûõ âåðøèíàõ vj, vk ãðàôà G̃ âûïîëíåíî

|fθ(vj)− fθ(vk)| 6

√
2ε

ψ1(vj)ψ1(vk)ãjk(0)
.

Ãðàô G̃, îïðåäåëåííûé (2.15), ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, è èìååò ëèøü p

âåðøèí. Òîãäà íà íåì ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó ëþáîé ïàðîé âåðøèí,

ïðè÷åì äëèíà ýòîãî ïóòè íå áîëüøå, ÷åì p− 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû

ðàçëè÷íûõ âåðøèí vj, vk ãðàôà G̃ âûïîëíåíî

|fθ(vj)− fθ(vk)| 6 (p− 1)

√√√√ 2ε

min
j 6=k

ψ1(vj)ψ1(vk)ãjk(0)
. (2.22)



Ãëàâà 2. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîðà A 43

Â ñèëó óñëîâèÿ |ψ1fθ| = 1, íîðìû ôóíêöèé fθ ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åíû ñíèçó. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε çíà÷åíèÿ ôóíêöèè fθ îòäå-

ëåíû îò íóëÿ. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ||θ‖ íàñòîëüêî ìàë, ÷òî ýòî âûïîëíå-

íî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φjk(θ) ðàçíîñòü àðãóìåíòîâ arg fθ(vj)−arg fθ(vk).

Èç (2.20) è (2.21) ñëåäóåò, ÷òî

λ1(0)− λ1(θ)

>
(

min
j
ψ1(vj)

)2
p∑
j=1

p∑
k=1

(
ãjk(0)|fθ(vj)‖fθ(vk)| − 2Re

(
ãjk(θ)fθ(vk)fθ(vj)

))
> C1

p∑
j=1

p∑
k=1

∑
g∈Γ

a(vj, vk + g)
(

1− cos
[
〈g, θ〉+ φjk(θ)

])
.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó (2.22) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî φjk(θ)→ 0

ïðè ‖θ‖ → 0. Èç ëåììû 2.5 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áàçèñ {gs}ds=1,

òàêîé ÷òî a(vjs, vks+gs) > 0 ïðè íåêîòîðûõ js, ks. Âñå ñëàãàåìûå ñóììû

âûøå íåîòðèöàòåëüíû. Îñòàâëÿÿ ñëàãàåìûå ïðè g = 0 è ñëàãàåìûå ñ

èíäåêñàìè gs, js, ks, ïîëó÷àåì

λ1(0)− λ1(θ) > C1

d∑
s=1

(
a(vjs, vks + gs)(1− cos

[
〈gs, θ〉+ φjsks(θ)

])
+ C1

p∑
j=1

j 6=k

p∑
k=1

a(vj, vk)(1− cosφjk(θ)).

Âåðøèíû vjs è vks ñâÿçàíû íà ãðàôå G′, îïðåäåëåííîì (2.18), ïó-

òåì äëèíû íå áîëüøå, ÷åì p − 1. Òîãäà íà ýòîì ïóòè ñóùåñòâóåò ïî

êðàéíåé ìåðå îäíî ðåáðî, òàêîå ÷òî ðàçíîñòü àðãóìåíòîâ ôóíêöèè fθ



Ãëàâà 2. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîðà A 44

â åãî êîíöàõ ïî êðàéíåé ìåðå φjsks(θ)/(p− 1). Òîãäà

λ1(0)− λ1(θ) > C2

d∑
s=1

(2− cos(φjsks/(p− 1))− cos
[
〈gs, θ〉+ φjsks(θ)

]
)

=
C2

2

d∑
s=1

(
φjsks(θ)

2/(p− 1)2 +
[
〈gs, θ〉+ φjsks(θ)

]2
+O(‖θ‖4) +O(φjsks(θ)

4)
)

> C3

d∑
s=1

〈gs, θ〉2.

Ïóñòü P � ìàòðèöà çàìåíû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {es}ds=1 íà

áàçèñ {gs}ds=1. Òàê êàê áàçèñ gs ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè

êîîðäèíàòàìè, òî |gs| > 1. Èìååì

λ1(0)− λ1(θ) > C3

d∑
s=1

〈 d∑
k=1

Pek, θ
〉2

> C4‖P ∗θ‖2 > C‖θ‖2. (2.23)

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.3. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå

ïóíêòà a. Èç ôîðìóëû (2.21) ñëåäóåò, ÷òî

λ1(0)− λ1(θ) =
1

2

p∑
j=1

p∑
k=1

ψ1(vj)ψ1(vk)
(
ãjk(0)(|fθ(vj)| − |fθ(vk)|)2

+ 2ãjk(0)|fθ(vj)‖fθ(vk)| − 2Re
(
ãjk(θ)fθ(vk)fθ(vj)

))
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà |fθ(vj)| 6= |fθ(vk)| ïðè íåêîòîðûõ vj, vk ∈

Ω. Òàê êàê ãðàô G̃ � ñâÿçíûé, òî íà ïóòè, ñîåäèíÿþùåì ýòè âåðøèíû,

ôóíêöèÿ |fθ| íå ïîñòîÿííà, è ñóììà âûøå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Åñëè

ôóíêöèÿ |fθ| ïîñòîÿííà, òî â ñèëó |ψ1f | = 1, îíà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Òîãäà

λ1(0)− λ1(θ) >
p∑
j=1

p∑
k=1

ψ1(vj)ψ1(vk)|fθ(vj)‖fθ(vk)|
(
ãjk(0)− |ãjk(θ)|

)
.
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè

θ = 0 â ñèëó ïóíêòà 4 ëåììû 2.6. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

λ1(0) > λ1(θ), θ 6= 0, (2.24)

òî åñòü òî÷êà θ = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà è ïåðâàÿ

÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ â ýòîé òî÷êå îáðàùàåòñÿ

â íóëü.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà b. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé λj( · )

íåðàâåíñòâî

λ1(θ) > λ2(θ)

âûïîëíåíî ïðè âñåõ θ ∈ C̃. Èç ëåììû 2.7 ñëåäóåò, ÷òî

λ1(0) > λ2(0).

Ó÷èòûâàÿ ýòî è íåðàâåíñòâî (2.24) ïîëó÷àåì

λ1(0) > λ2(θ), θ ∈ C̃,

òî åñòü âûïîëíåíî (2.12).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà c. Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (v) ñëå-

äóåò, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1(θ) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé â íóëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãåññèàí îá-

ðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå θ = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàïðàâëåíèå

τ , ÷òî
∂2λ1(0)

∂τ 2
= 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îöåíêå (2.19).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà d. ×èñëî λ1(0) íå ìîæåò áûòü ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.24) è ñâîéñòâ

ñïåêòðà ïðÿìîãî èíòåãðàëà îïåðàòîðîâ (òåîðåìà 5.3 èç Ïðèëîæåíèÿ).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2.3 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.



Ãëàâà 3

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñðåäíåãî

÷èñëà ÷àñòèö

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðèâîäèì è äîêàçûâàåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îá àñèìï-

òîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

ðåøåòêè è íà âñåé ðåøåòêå.

3.1 Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

Ïðèâåäåì äâà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(0) ìàòðèöû A(0), îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé

(2.11). Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç A0(0) ìû îáîçíà÷àåì ìàòðèöó A(0) ïðè

óñëîâèè, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû βj, j = 1, . . . , p ðàâíû 0.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü ïîòåíöèàë Q̃ óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç

ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a)
p∑
j=1

βj > 0;

b) βmax = max
16j6p

βj > ‖A0(0)‖,

ãäå ‖A0(0)‖ �îïåðàòîðíàÿ íîðìà ìàòðèöû A0(0). Òîãäà ó îïåðàòîðà

A(0) åñòü ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

46
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå a. Ïóñòü ϕ(vj) =

1, j = 1, . . . , p, � ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ íà ôóíäàìåíòàëüíîì ìíîæåñòâå

Ω. Äëÿ ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(0) îïåðàòîðà A(0) èìååì

λ1(0) = sup
h∈`2(Ω)

h6=0

〈A(0)h, h〉`2(Ω)

〈h, h〉`2(Ω)
>
〈A(0)ϕ, ϕ〉`2(Ω)

〈ϕ, ϕ〉`2(Ω)
=

p∑
j=1

βj/p > 0.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå b. Ñïåêòð îïåðàòîðà Q̃, êàê îïåðàòîðà

Cp → Cp, ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé β1, β2, . . . , βp. Èç ëåììû

5.4 èç Ïðèëîæåíèÿ, ñëåäóåò, ÷òî ó îïåðàòîðà A(0) = A0(0) + Q̃ åñòü

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, êîòîðîå íå ìåíüøå βmax − ‖A0(0)‖ > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ óâåëè÷è-

ëàñü â µ ðàç, òîãäà ïîòåíöèàë Q ìåíÿåòñÿ íà ïîòåíöèàë µQ. Â ýòîì

ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî êîíñòàíòà µ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé ñâÿçè. Âû÷èñëèì

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(0) (èëè

ïðàâîãî êðàÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà A) ïðè µ→ 0 è µ→∞.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü Aµ = A0 + µQ. Òîãäà äëÿ ïðàâîãî êðàÿ ñïåêòðà

a) ïðè µ→ 0 âûïîëíåíî

maxσ(Aµ) =
µ

p

∑
j

βj +O(µ2), (3.1)

ãäå p � ÷èñëî òî÷åê ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà Ω;

b) ïðè µ→∞ âûïîëíåíî

maxσ(Aµ) = µmax
j
βj +O(1). (3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà a. Íóëü ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A0(0). Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî

îíî ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì. Òîãäà ïî ëåììå 2.7 ýòî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
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ïðîñòîå. Èç êîíå÷íîìåðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé ïðè ìàëûõ µ (ñì. ëåì-

ìó 5.5 èç Ïðèëîæåíèÿ) ñëåäóåò, ÷òî

λ1(0) =
µ

p

∑
j

βj +O(µ2).

Òàê êàê λ1(0) = max σ(Aµ), îòñþäà ñëåäóåò (3.1).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà b. Èç ëåììû 5.4 èç Ïðèëîæåíèÿ ñëå-

äóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ µ ñòàðøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà â

ñëîå A(0) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|λ1(0)− µmax
j
βj| 6 ‖A0(0)‖.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò (3.2).

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ M(v, u, t) =
(
P tδu

)
(v) îïèñûâàåò ñðåäíåå

÷èñëî ÷àñòèö âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t

â òî÷êå u ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â ñèñòåìå èìåëàñü

åäèíñòâåííàÿ ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå v.

Êàê è ðàíüøå, ÷åðåç ψ1(0) ìû îáîçíà÷àåì ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàò-

ðèöû A(0), îòâå÷àþùèé ñòàðøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1(0). Íà-

ïîìíèì, ÷òî äàííûé âåêòîð ìû âûáðàëè òàê, ÷òî âñå åãî êîîðäèíàòû

ïîëîæèòåëüíû.

Äëÿ òî÷åê v è u âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (1.1). ×åðåç ωv è

ωu îáîçíà÷èì äåéñòâèå ïðîåêòîðà π
Ω
íà v è u ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç

γv è γu îáîçíà÷èì äåéñòâèå ïðîåêòîðà π
Γ
íà v è u.

Òåîðåìà 3.3. Ïðè t → ∞ äëÿ ôóíêöèè M(v, u, t) ñòàðøèé ÷ëåí

àñèìïòîòèêè èìååò âèä

M(v, u, t) = eλ1(0)tt−
d/2 (2π)

d/2 ψ1(ωv, 0)ψ1(ωu, 0)

|C̃|
√
| detλ

′′
1(0)|

(
1 +O(t−1)

)
. (3.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óðàâíåíèÿ (1.8) ñëåäóåò, ÷òî

M(v, u, t) = eAtM(v, u, 0) = eAtδu(v), v ∈ Zd, u ∈ Zd.

Òîãäà

M(v, u, t) = 〈M( · , u, t), δv( · )〉`2(Zd).

Â ñèëó óíèòàðíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ U , îïðåäåëåííîãî (2.5), èìååì

M(v, u, t) =

∫
C̃

〈UeAtδu( · , θ), Uδv( · , θ)〉`2(Ω) dθ

=

∫
C̃

〈eA(θ)tUδu( · , θ), Uδv( · , θ)〉`2(Ω) dθ.

Òîãäà äëÿ w ∈ Ω èìååì

Uδv(w, θ) = |C̃|−
1
2

∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉δv(w + g) = |C̃|−
1
2e−i〈γv,θ〉δ̃ωv(w),

Uδu(w, θ) = |C̃|−
1
2

∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉δu(w + g) = |C̃|−
1
2e−i〈γu,θ〉δ̃ωu(w),

ãäå δ̃ωv(w) è δ̃ωu(w) îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (2.10). Ðàçëîæèì ôóíêöèè

Uδωv( · , θ) è Uδωu( · , θ) ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà A(θ) ïðè

êàæäîì θ ∈ C̃

Uδωv(w, θ) =

p∑
j=1

cωvj (θ)ψj(w, θ), Uδωu(w, θ) =

p∑
j=1

cωuj (θ)ψj(w, θ),

ãäå

cωvj (θ) = 〈Uδωv( · , θ), ψj( · , θ)〉`2(Ω) = |C̃|−
1
2ψj(ωv, θ),

cωuj (θ) = 〈Uδωu( · , θ), ψj( · , θ)〉`2(Ω) = |C̃|−
1
2ψj(ωu, θ).

Èìååì

eA(θ)tUδωu(w, θ) =

p∑
j=1

eλj(θ)tcωuj (θ)ψj(w, θ).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

M(v, u, t) =
1

|C̃|

∫
C̃

p∑
j=1

eλj(θ)t ei〈γv−γu,θ〉 ψj(ωu, θ)ψj(ωv, θ) dθ.

Ïðè t→∞ îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë äàåò ýêñïîíåíòà ñ íàèáîëü-

øèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ1(θ) â ïîêàçàòåëå. Òîãäà

M(v, u, t) =
1

|C̃|

∫
C̃

eλ1(θ)t ei〈γv−γu,θ〉 ψ1(ωu, θ)ψ1(ωv, θ) dθ
(

1 +O(e−εt)
)

(3.4)

äëÿ ëþáîãî 0 < ε < ε1, ãäå ε1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.12). Àñèìï-

òîòèêà ñòàðøåãî ÷ëåíà â èíòåãðàëå (3.4) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäà Ëàïëàñà (ñì. òåîðåìó 5.6 èç Ïðèëîæåíèÿ è çàìå÷àíèå

ïîñëå íåå). Òàê êàê ìû ïîêàçàëè, ÷òî íîëü ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé

òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè λ1(θ) íà C̃, òî îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë

âíîñÿò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òîãäà ïðè t→∞ ñïðà-

âåäëèâî

M(v, u, t) = eλ1(0)tt−
d/2 (2π)

d/2 ψ1(ωv, 0)ψ1(ωu, 0)

|C̃|
√
| detλ

′′
1(0)|

(
1 +O(t−1)

)
.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå îïðåäåëå-

íèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕk(t)} íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïðè t→

∞, åñëè ïðè ëþáîì öåëîì k > 0

ϕk+1(t) = o
(
ϕk(t)

)
.

Ðÿä
∞∑
k=0

ckϕk(t),
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âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäÿùèéñÿ, íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì ôóíê-

öèè f(t) ïðè t → ∞, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî (ñì. �3, ãë. 1, [17])∣∣∣f(t)−
n∑
k=0

ckϕk(t)
∣∣∣ = o

(
ϕn(t)

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(t) ðàçëàãàåòñÿ â àñèìï-

òîòè÷åñêèé ðÿä ïðè t→∞ è ïèøóò

f(t)
as
=

∞∑
k=0

ckϕk(t).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà âûïîëíåíî óñëî-

âèå (2.9), à çíà÷èò, êîýôôèöèåíòû ã(v, u, θ) � àíàëèòè÷íû ïî ïåðåìåí-

íîé θ.

Òåîðåìà 3.4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.9) ñïðàâåäëèâî àñèìïòî-

òè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

M(v, u, t)
as
= eλ1(0)tt−

d/2
∞∑
k=0

ck(v, u) t−k.

Âñå êîýôôèöèåíòû ck(v, u) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÿâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1,

�4, ãë. 2, [17].

3.2 Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö íà âñåé ðåøåòêå

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ãjk(0) ñàìè ìîãóò èãðàòü ðîëü ïåðåõîä-

íûõ èíòåíñèâíîñòåé íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà êîíå÷íîì

ãðàôå G̃ = (Ω, Ẽ) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Ω. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæå-

ñòâîì ðåáåð ãðàôà G̃ ÿâëÿåòñÿ

Ẽ = {(vj, vk) : ãjk(0) > 0}
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è, â ñèëó ïóíêòà 3) ëåììû 2.6, ãðàô G̃ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Îáîçíà÷èì

÷åðåç N(v, u, t) ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæ-

äàíèÿ â òî÷êå u ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0

ñóùåñòâîâàëà îäíà ÷àñòèöà â òî÷êå v, ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ èíòåí-

ñèâíîñòåé A(0), è èñòî÷íèêîì âåòâëåíèÿ ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

B(v, s) â âåðøèíå v ∈ Ω. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ

ëåììà.

Ëåììà 3.5. Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö N(v, u, t) âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî

áëóæäàíèÿ íà ãðàôå G̃ ïðè âñåõ t óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

N(v, u, t) =

p∑
j=1

dj(u)eλj(0)tψj(v, 0),

ãäå

dj(u) = 〈δu( · ), ψj( · , 0)〉 = ψj(u, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî òîìó êàê áûëî ïîêàçàíî, ÷òîM(v, u, t)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.8) íà Zd, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

N(v, u, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
∂N
∂t (v, u, t) =

(
A(0)N

)
(v, u, t),

N(v, u, 0) = δu(v),

ãäå v, u ∈ Ω � äâå âåðøèíû ãðàôà G̃. Îòñþäà ïîëó÷àåì

N(v, u, t) = eA(0)tN(v, u, 0) = eA(0)tδu(v), v, u ∈ Ω.

Ðàçëîæèì íà÷àëüíîå äàííîå δu(v) ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ìàòðèöû

A(0)

δu(v) =

p∑
j=1

〈δu( · ), ψj( · , 0)〉ψj(v, 0).
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Îòñþäà èìååì

N(v, u, t) = eA(0)tδu(v) =

p∑
j=1

〈δu( · ), ψj( · , 0)〉eλj(0)tψj(v, 0).

Îáîçíà÷èì ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö èñõîäíîãî ÂÑÁ íà âñåì Zd ÷åðåç

M(v, t). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.6. Äëÿ ëþáûõ v ∈ Zd è t > 0 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

M(v, t) =

p∑
j=1

Dje
λj(0)tψj(v, 0),

ãäå

Dj =
∑
u∈Ω

ψj(u, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö íà

âñåé ðåøåòêå, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü v ∈ Ω.

Òîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

N(v, u, t) =
∑
g∈Γ

M(v, u+ g, t), v, u ∈ Ω,

è ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò ëåììû 3.5.

3.3 Îäíîðîäíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé âûøåîïèñàííîé

êîíñòðóêöèè, èìåííî îäíîðîäíîå âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå.

Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñ-

ëè êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé óäîâëåòâîðÿ-

þò ñîîòíîøåíèþ a(v, u) = a(v − u, 0) = a0(v − u) äëÿ âñåõ v, u ∈ Zd.
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Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ èí-

òåíñèâíîñòåé Γ = Zd è â êà÷åñòâå âåêòîðîâ gj ìîãóò áûòü âûáðàíû

ñòàíäàðòíûå áàçèñíûå âåêòîðà Zd. Áîëåå òîãî, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî

èñòî÷íèêè âåòâëåíèÿ íàõîäÿòñÿ â êàæäîé òî÷êå Zd è èìåþò îäèíàêî-

âóþ èíòåíñèâíîñòü β.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî âåðøèí Ω ñîñòîèò èç

åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà (p = 1), à |C̃| = (2π)d. Ïðåîáðàçîâàíèå U ,

îïðåäåëåííîå (2.5), ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì d-ìåðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

Ôóðüå, è îíî ïîëíîñòüþ äèàãîíàëèçóåò îïåðàòîðA. Îïåðàòîðîì â ñëîå

A(θ) : C → C ïðè ôèêñèðîâàííîì θ ∈ C̃ = [0, 2π]d ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî

A(θ)f(v) = f(v)
(∑
g∈Z

a(v + g, v)e−i〈g,θ〉 + β
)

= f(v)
(∑
g∈Z

a(v + g, v) cos 〈g, θ〉+ β
)

= f(v)
(∑
g∈Z

a0(g) cos 〈g, θ〉+ β
)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A(0) ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà ÷èñëî

β. Â ýòîì ñëó÷àå

λ1(θ) =
∑
g∈Z

a0(g) cos 〈g, θ〉+ β,

à çíà÷èò {
∂2λ1(θ)

∂θj∂θk

∣∣∣
θ=0

}d
j,k=1

=

{
−
∑
g∈Zd

gjgka0(g)

}d
j,k=1

, (3.5)

ãäå gj = ∂〈g,θ〉
∂θj

∣∣∣
θ=0

� j-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà g. Èç ýòîé ôîðìóëû, â

÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ëþáîìó íàïðàâ-

ëåíèþ ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ. Òîãäà îïðåäåëèòåëü detλ′′1(0) ìåíüøå íóëÿ.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà (3.3) èìååò âèä

M(v, w, t) = eβt(2πt)−
d
2

1√
− detλ′′1(0)

(
1 +O(t−1)

)
,

äëÿ ëþáûõ v, w ∈ Zd, ãäå λ′′1(0) � ýòî ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ (3.5).



Ãëàâà 4

Ïðèìåðû

Â äàííîé ãëàâå ìû ïðèâîäèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñëó÷àéíûõ áëóæäà-

íèé ñ âåòâëåíèåì íà ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàôàõ. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ãðàôîâ

ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü îòäåëüíûé èíòåðåñ äëÿ ôèçèêîâ â ñâÿçè ñî ñâîé-

ñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ãðàôàì êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð [27].

4.1 Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà îñè

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A0 íà Z1 ñ êîýôôèöèåíòàìè

a(v, u) =


−2, v = u,

1, |v − u| = 1,

0, |v − u| > 2.

Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð −A0 íàçûâàþò îïåðàòîðîì Ëàïëàñà íà Z1.

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë V , ïåðèîäè÷åñêèé îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè Γ ñ

áàçèñíûì âåêòîðîì g = 2. Ðåøåòêà Γ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 4.1,

æèðíûì âûäåëåíû òî÷êè, â êîòîðûõ ïîòåíöèàë íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Òàêîé ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èñòî÷íèêó âåòâëåíèÿ íà ïåðè-

îäå. Îáîçíà÷èì èíòåíñèâíîñòü ýòîãî èñòî÷íèêà ÷åðåç β. Â ýòîì ñëó÷àå

ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê v1, v2. Èçîá-

56
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s s s s s s s sx x x x
-

g
v1 v2

Ðèñ. 4.1: Ðåøåòêà â ïðèìåðå 1.

ðàæàþùàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà Aβ(θ) â ñëîå èìååò ñëåäóþùèé âèä

A(θ) =

 −2 + β 1 + e2iθ

1 + e−2iθ −2

 .

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1,2(θ) ìàòðèöû Aβ(θ) ðàâíû

λ1,2(θ) =
β − 4±

√
β2 + 16 cos2 θ

2
.

Ïðè θ = 0 íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ψ1

ψ1 =


β+
√
β2+16√

2β2+32+β
√

2β2+32

4√
2β2+32+β

√
2β2+32

 . (4.1)

Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ λ1(θ) â òî÷êå θ0 = 0

λ
′′

1(0) = − 8√
(β2 + 16)

< 0.

Òîãäà ïðè t→∞ àñèìïòîòèêà M(vj + γvj , vk + γvk, t), j, k = 1, 2 èìååò

ñëåäóþùèé âèä

M(vj + γvj , vk + γvk, t)

= et
β−4+

√
β2+16

2

4
√
β2 + 16√

4πt
ψ1(vk, 0)ψ1(vj, 0)

(
1 +O(t−1)

)
,

ãäå j, k = 1, 2, γvj , γvk ∈ Γ, ψ(vj, 0) � ýòî j-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ψ1,

îïðåäåëåííîãî (4.1).
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4.2 Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå â ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A0 íà Z2 ñ êîýôôèöèåíòàìè

a(v, u) =


−4, v = u,

1, ‖v − u‖ = 1,

0, ‖v − u‖ >
√

2.

Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð −A0 íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà íà

Z2. Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë V, ïåðèîäè÷åñêèé îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè

Γ ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè g1 = (2, 0), g2 = (0, 2). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ðåøåòêà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå (4.2), æèðíûì âûäåëåíû òî÷êè, â êî-

òîðûõ ïîòåíöèàë íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàêîé ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâó-

åò îäíîìó èñòî÷íèêó âåòâëåíèÿ íà ïåðèîäå. Îáîçíà÷èì èíòåíñèâíîñòü

ýòîãî èñòî÷íèêà ÷åðåç β. Ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ñîñòîèò

èç ÷åòûðåõ òî÷åê v1, v2, v3, v4. Åñëè çàíóìåðîâàòü èõ êàê ïîêàçàíî

íà ðèñóíêå, òî èçîáðàæàþùàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà A(θ) â ñëîå èìååò

ñëåäóþùèé âèä

A(θ) =


−4 + β 1 + e2iθ1 1 + e2iθ2 0

1 + e−2iθ1 −4 0 1 + e2iθ2

1 + e−2iθ2 0 −4 1 + e2iθ1

0 1 + e−2iθ2 1 + e−2iθ1 −4

 .

Äëÿ ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(0) ìàòðèöû A(0) ïîëó÷àåì

âûðàæåíèå

λ1(0)

=

−4 + β
3 +

2
√
β2+48

3 cos
(
π
3 + 1

3 arctan
6
√

6
√
β4+26β2+512

β3−36β

)
, β 6 6,

−4 + β
3 +

2
√
β2+48

3 cos
(

1
3 arctan

6
√

6
√
β4+26β2+512

β3−36β

)
, β > 6.
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x

-

6

g1

g2

v1

v3

v2

v4

Ðèñ. 4.2: Ðåøåòêà â ïðèìåðå 2.

Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà êóñî÷íóþ çàïèñü, ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà β.

Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè θ = (θ1, θ2)
T = (0, 0)T èìååò âèä

λ
′′

1(0) =

{
∂2λ1(θ)

∂θj∂θk

∣∣∣
θ=0

}2

j,k=1

= − 16(λ1(0) + 4)2 − 8β(λ1(0) + 4) + 32

4(λ1(0) + 4)3 − 3β(λ1(0) + 4)2 − 32(λ1(0) + 4) + 8β

1 0

0 1

 .

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïåðåä åäèíè÷íîé ìàòðèöåé íå îáðàùà-

åòñÿ â íîëü, à çíà÷èò, è ãåññèàí íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Íåíîðìèðîâàí-

íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ψ1 ïðè θ = (θ1, θ2)
T = (0, 0)T ìîæåò áûòü
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âûáðàí ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψ1 =


1

λ1(0)+4−β
4

λ1(0)+4−β
4

λ1(0)+4−β
λ1(0)+4

 . (4.2)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (3.3) ïðèíèìàåò âèä

M(vj + γ, vk, t) = eλ1(0)t 2

πt
√
| detλ′′1(0)|

ψ1(vk, 0)ψ1(vj, 0)

‖ψ1(0)‖2
`2(Ω)

(
1 +O(t−1)

)
,

ãäå j, k = 1, 2, 3, 4, γ ∈ Γ, ψ1(vj, 0) � ýòî j-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà (4.2).

4.3 Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ãðàôåíîâîé ðåøåòêå

Ãðàôåí [62] � äâóìåðíàÿ àëëîòðîïíàÿ ìîäèôèêàöèÿ óãëåðîäà, îáðà-

çîâàííàÿ ñëîåì àòîìîâ óãëåðîäà òîëùèíîé â îäèí àòîì, ñîåäèíåííûõ

â ãåêñàãîíàëüíóþ äâóìåðíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó. Åãî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê îäíó ïëîñêîñòü ãðàôèòà, îòäåëåííóþ îò îáúåìíîãî

êðèñòàëëà.

Îáû÷íî ãðàôåí èçîáðàæàåòñÿ êàê øåñòèóãîëüíàÿ ðåøåòêà (ñì. ðèñ

(4.3)). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåòêà ïåðèîäîâ Γ ïîðîæäàåòñÿ, íàïðèìåð,

áàçèñíûìè âåêòîðàìè g1 = (1, 0), g2 = (0, 2). Ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæå-

ñòâî âåðøèí ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ v1 = (0, 0), v2 = (0, 1). Êîýô-

ôèöèåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâàìè

a(v1, v1) = a(v2, v2) = −3,

a(v1, v2) = a(v1, v2 − g1) = a(v1, v2 − g2) = 1

äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí u âûïîëíåíî a(v1, u) = 0.



Ãëàâà 4. Ïðèìåðû 61

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êàõ v = v1 + Γ íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê ñ èí-

òåíñèâíîñòüþ β1, à â òî÷êàõ v = v2 + Γ � èñòî÷íèê ñ èíòåíñèâíîñòüþ

β2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåòêà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå (4.3).
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Ðèñ. 4.3: Ãðàôåíîâàÿ ðåøåòêà.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ìàòðèöà A(θ) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé

âèä

A(θ) =

 −3 + β1 1 + e−iθ1 + e−2iθ2

1 + eiθ1 + e2iθ2 −3 + β2

 .

Äëÿ ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(0) ìàòðèöû A(0) ïîëó÷àåì

âûðàæåíèå

λ1(0) =
1

2

(
− 6 + β1 + β2 +

√
36 + (β1 − β2)2

)
.

Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè θ = (θ1, θ2)
T = (0, 0)T èìååò âèä

λ
′′

1(0) =

{
∂2λ1(θ)

∂θj∂θk

∣∣∣
θ=0

}2

j,k=1

=
4√

(β1 − β2)2 + 36

−1 1

1 −4

 .
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Òîãäà √
| detλ′′1(0)| =

√
48

(β1 − β2)2 + 36
.

Íåíîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ψ ïðè (θ1, θ2) = (0, 0) ìîæåò

áûòü âûáðàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ =

1
6

(
β1 − β2 +

√
36 + (β1 − β2)2

)
1

 . (4.3)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (3.3) ïðèíèìàåò âèä

M(vj + g, vk + h, t) =
c0(vj, vk)

t
e

(
−6+β1+β2+

√
36+(β1−β2)2

)
t/2
(
1 +O(t−1)

)
,

ãäå j, k = 1, 2, g, h ∈ Γ. Êîýôôèöèåíò c0(vj, vk) ðàâåí

c0(vj, vk) =

√
(β1 − β2)2 + 36

48

ψjψk
π‖ψ‖

,

ãäå ψj � ýòî j-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà (4.3).

4.4 Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ñòàíåíîâîé ðåøåòêå

Ñòàíåí [68] ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ìàòåðèàëîì è äâóìåðíûì òîïîëîãè-

÷åñêèì èçîëÿòîðîì. Îí ñîñòîèò èç àòîìîâ îëîâà, ðàñïîëîæåííûõ â

îäíîì ãåêñàãîíàëüíîì ñëîå, àíàëîãè÷íî ãðàôåíó.

Óäîáíî èçîáðàæàòü ñòàíåíîâóþ ðåøåòêó â âèäå øåñòèóãîëüíèêîâ

c äîïîëíèòåëüíûìè âåðøèíàìè. Ðåøåòêà ñ ôóíäàìåíòàëüíûì ìíîæå-

ñòâîì èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 4.4. Ðåøåòêà Γ äëÿ ñòàíèíà ïîðîæäàåò-

ñÿ, íàïðèìåð, áàçèñíûìè âåêòîðàìè g1 = (2, 0), g2 = (0, 2). Ôóíäàìåí-

òàëüíîå ìíîæåñòâî âåðøèí ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ v1 = (0, 0),

v2 = (0, 1), v3 = (1, 0), v4 = (1, 1). Êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ïåðåõîä-
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íûõ èíòåíñèâíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

a(v1, v1) = a(v2, v2) = −4,

a(v3, v3) = a(v4, v4) = −1,

a(v1, v2) = a(v1, v2 − g1) = a(v1, v2 − g2) = a(v1, v3) = a(v2, v4) = 1

äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí u âûïîëíåíî a(v1, u) = 0.

Â ñëó÷àå ãðàôåíîâîé ðåøåòêè ìû ðàññìàòðèâàëè èñòî÷íèêè îáùå-

ãî âèäà. Â äàííîì ñëó÷àå îòâåòû äëÿ èñòî÷íèêîâ îáùåãî âèäà êðàéíå

ãðîìîçäêèå è äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà β1 =

β2, β3 = β4. Îáîçíà÷èì β1 = α, β3 = β. Òàêæå ìû íå ïðèâîäèì çíà÷å-

íèÿ λ
′′

1(0) â ñâÿçè ñ òåõíè÷åñêèìè ñëîæíîñòÿìè äàííîãî âû÷èñëåíèÿ.

HHH

��
�

H
HH

�
��

���

HH
H

�
��

H
HH

s s s sHH
H
HH

HH
H
HH

HH
H
HH

HH
H

HH
s s s s
s s s s��

��
�

��
��
�

��
��
�

��
��
�

s s s s
HHHHH

HHH
HH

HHH
HH

HHH
HHs s s s

s s s s��
���

��
���

��
���

��
���

s s sHH
H

HH

HH
HH

H

HH
HH

H
s s s
s s s��

��
�

��
��
�

��
��
�

s s sH
HHHH

H
HHHH

H
HHHHs s s

s s s
���

��

���
��

���
��

s s s sHH
HH

H

HH
HH

H

HH
HH

H

HH
HH

H
s s s s
s s s s�
��

��

�
��

��

�
��

��

�
��

��
s s s sHH

HHH

HH
HHH

HH
HHH

HH
HHHs s s s

s s s s�
����

�
����

�
����

�
����

s s s s s

s s s s

s s s s s

s s s s

s s s s s

s s s s

s s s s s

g2

g1

v1

v2

v3

v4

-











�

Ðèñ. 4.4: Ñòàíåíîâàÿ ðåøåòêà.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ìàòðèöà A(θ) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé
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âèä

A(θ) =


−4 + α 1 + e−iθ1 + e−2iθ2 1 0

1 + eiθ1 + e2iθ2 −4 + α 0 1

1 0 −1 + β 0

0 1 0 −1 + β

 .

Äëÿ ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1(0) ìàòðèöû A(0) ïîëó÷àåì

âûðàæåíèå

λ1(0) =
α + β − 2 +

√
4 + (α− β)2

2

Íåíîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ψ ïðè (θ1, θ2) = (0, 0) ìîæåò

áûòü âûáðàí ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψ =


α− β +

√
4 + (α− β)2

α− β +
√

4 + (α− β)2

2

2

 .

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (3.3) ïðèíèìàåò âèä

M(vj + g, vk + h, t) =
c0(vj, vk)

t
e

(
α+β−2+

√
4+(α−β)2

)
t/2
(
1 +O(t−1)

)
,

ãäå j, k = 1, 2, g, h ∈ Γ, à êîýôôèöèåíò c0(vj, vk) ïðè êîíêðåòíûõ

çíà÷åíèÿõ α è β ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí ÷èñëåííî.



Ãëàâà 5

Ïðèëîæåíèå

Òåîðåìà 5.1 (ñì. òåîðåìó 5.2, [35]). Ïóñòü k � èçìåðèìîå íåîòðèöà-

òåëüíîå ÿäðî, à p è q � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå èçìåðèìûå ôóíêöèè

íà X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëî-

æèòåëüíûå ÷èñëà α è β, òàêèå ÷òî∫
Y

k(x, y)q(y)dy 6 αp(x), ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ X ,

∫
X

k(x, y)p(x)dx 6 βq(y), ïðè ïî÷òè âñåõ y ∈ Y .

Òîãäà êâàäðàò íîðìû îïåðàòîðà ñ ÿäðîì k îãðàíè÷åí ÷èñëîì αβ.

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà p × p, à λj, j = 1, . . . , p, � åå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(A) ñïåê-

òðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû A, òî åñòü íàèáîëüøèé ìîäóëü ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ A

ρ(A) = max
j
|λj|.

Òåîðåìà 5.2 (ñì. òåîðåìó 8.4.4, [37]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A íåðàçëî-

æèìà è âñå åå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû. Òîãäà

(a) ρ(A) > 0;

65
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(b) ρ(A) � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A;

(c) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåêòîðà ψ âûïîëíåíî Aψ =

ρ(A)ψ;

(d) ρ(A) � àëãåáðàè÷åñêè (à çíà÷èò, è ãåîìåòðè÷åñêè) ïðîñòîå ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû A âñå ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû, à ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ðàâåí ëèáî íàè-

áîëüøåìó, ëèáî ìèíóñ íàèìåíüøåìó èç íèõ. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó

5.2 ê ìàòðèöå A+DI ïðè íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì D > 0, ìîæ-

íî ïîëó÷èòü âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 5.2 äëÿ ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ.

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ A( · ) èç ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé 〈M,µ〉 âî

ìíîæåñòâî ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H′. Îíà íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç-

ìåðèìà ôóíêöèÿ (A( · ) + iI)−1. Ïî ýòîé ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü

îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå H =
∫
M

⊕H′(m) dµ(m) ñîîòíîøåíèåì

(Aψ)(m) = A(m)ψ(m),

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A) =
{
ψ ∈ H |ψ(m) ∈ D(A(m)) ï.â.,

∫
M

‖A(m)ψ(m)‖2
H dµ(m) < +∞

}
.

Îáû÷íî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå A =
∫
M

⊕A(m) dµ(m).

Òåîðåìà 5.3 (ñì. òåîðåìó XIII.85 [66]). Ïóñòü A =
∫
M

⊕A(m) dµ(m),

ãäå A( · ) � èçìåðèìà è A(m) � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð äëÿ êàæ-

äîãî m. Òîãäà
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(a) îïåðàòîð A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð;

(b) ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A â H èìååò âèä
∫
M

⊕A(m)dµ(m)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A+ iI)−1 åñòü îãðàíè÷åííûé ðàç-

ëîæèìûé îïåðàòîð;

(c) äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè F íà R

F (A) =

∫
M

⊕F (A(m))dµ(m);

(d) λ ∈ σ(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

µ({m ∈M | σ(A(m)) ∩ (λ− ε, λ+ ε) 6= ∅}) > 0;

(e) λ åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà

µ({m ∈M | λ åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A(m)}) > 0;

(f) åñëè ñïåêòð êàæäîãî A(m) ñîäåðæèò òîëüêî àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíóþ ÷àñòü, òî òàêîâ æå è ñïåêòð îïåðàòîðà A;

(g) ïðåäïîëîæèì, ÷òî B =
∫
M

⊕B(m) dµ(m), ïðè÷åì êàæäûé B(m)

ñàìîñîïðÿæåí. Åñëè B îãðàíè÷åí îòíîñèòåëüíî A è åãî A-ãðàíü

ðàâíà a, òî B(m) ïî÷òè âñþäó A(m)-îãðàíè÷åí è åãî A(m)-

ãðàíü a(m) 6 a. Åñëè a < 1, òî

A+B =

∫
M

⊕(A(m) +B(m))dµ(m)

ñàìîñîïðÿæåí íà D(A).

Ïóñòü A = A∗, B = B∗ � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H c îäèíàêîâîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü
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èõ ðàçíîñòü V = B − A ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç EA(α, β) ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà A íà èíòåðâàë

(α, β).

Ëåììà 5.4 (ñì �9.4, ãë. 9, [2]). Åñëè σ(V ) ⊂ [v−, v+], òî äëÿ ëþáîãî

èíòåðâàëà (α, β)

dimEA(α, β)H 6 dimEB(α + v−, β + v+)H.

Ýòà ëåììà â ÷àñòíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî íèêàêîå ñîáñòâåííîå çíà÷å-

íèå íå ìîæåò ñäâèíóòüñÿ ñèëüíåå, ÷åì íà íîðìó îïåðàòîðà âîçìóùå-

íèÿ.

Ïóñòü H0 = H∗0 � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, V = V ∗ � ñàìîñî-

ïðÿæåííîå îãðàíè÷åííîå âîçìóùåíèå. Ïóñòü H(β) = H0 + βV , à λ(0)

� ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà H0. Òîãäà ïðè ìàëûõ β è ε

â êðóãå |λ(0) − λ| < ε ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

îïåðàòîðàH(β) ðàâíîå λ(β). Ïóñòü ψ0 � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà

H0 ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ(0).

Ëåììà 5.5 (ñì. [66], ñòð. 17�18). Äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ(β)

âûïîëíåíî

λ(β) = λ(0) + β(ψ0, V ψ0).

Ïóñòü C � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd, t � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð,

S(x) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë Ëàïëàñà

F (t) =

∫
Ω

f(x)etS(x)dx.

Òåîðåìà 5.6 (ñì. �4, ãë. 2, [17]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. f(x), S(x) ∈ C(C);
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2. ìàêñèìóì ôóíêöèè S(x) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x0 ∈ C;

3. f(x), S(x) ∈ C∞ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0;

4. x0 � íåâûðîæäåííàÿ òî÷êà ìàêñèìóìà.

Òîãäà ïðè t→∞ âûïîëíåíî

F (t)
as
= etS(x0)t−d/2

∞∑
k=0

ckt
−k. (5.1)

Ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî t ëþáîå ÷èñëî ðàç. Êî-

ýôôèöèåíòû àñèìïòîòèêè èìåþò âèä

ck =
(2π)d/2√
| detS ′′(x0)|

1

2kk!

(
LS

(
∂

∂x

))k
f(x)etS(x,x0)

∣∣∣∣∣
x=x0

,

ãäå

LS =
〈
(S ′′xx(x0))

−1∇,∇
〉
,

S(x, x0) = S(x)− S(x0)−
1

2
〈S ′′xx(x0)(x− x0), x− x0〉 .

Çàìå÷àíèå. Åñëè óñëîâèå 3. â òåîðåìå 5.6 çàìåíèòü íà óñëîâèe:

3.1 f(x) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, à S(x) ∈ C2 â îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0,

òî ñòàðøèé ÷ëåí è ïîïðàâêà â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè F (t) èìå-

þò âèä

F (t)
as
=

(2π)d/2f(x0)√
| detS ′′(x0)|

etS(x0)t−d/2(1 +O(t−1)).



Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñðåäíåãî ÷èñëà ÷à-

ñòèö (â ôèêñèðîâàííîé âåðøèíå è îáùåãî) âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî

áëóæäàíèÿ íà ïåðèîäè÷åñêîì ãðàôå, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîãðóæåí â

Zd. Èñòî÷íèêè âåòâëåíèÿ ðàñïîëîæåíû â êàæäîé âåðøèíå ãðàôà, à èõ

èíòåíñèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé. Îñíîâíûå ðåçóëü-

òàòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1) Ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè t → ∞ ñðåäíåãî

÷èñëà ÷àñòèö ÂÑÁ íà ïåðèîäè÷åñêîì ãðàôå ñ ïåðèîäè÷åñêîé èí-

òåíñèâíîñòüþ èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëüøèì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ1(0) êîíå÷íîé ìàòðèöû A(0), êîýôôè-

öèåíòû êîòîðîé ÿâíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó èíòåíñèâíî-

ñòåé ïåðåõîäîâ è ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè âåòâëåíèÿ.

2) Â ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè âòîðîãî ìîìåíòà ó ñêà÷êîâ

ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íàéäåí ñòàðøèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñðåä-

íåãî ÷èñëà ÷àñòèö ÂÑÁ â ôèêñèðîâàííîé âåðøèíå ãðàôà.

3) Â ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè âñåõ ìîìåíòîâ ó ñêà÷êîâ ñëó-

÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ñðåä-

íåãî ÷èñëà ÷àñòèö ÂÑÁ â ôèêñèðîâàííîé âåðøèíå ãðàôà.
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