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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ áûëà îïðåäåëåíà Âåð-

äüå â 1963 ãîäó. Ñ òåõ ïîð èçó÷åíèå ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé è ýêâèâàëåíò-

íîñòåé ìåæäó íèìè ñòàëî íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àë-

ãåáð. Îñíîâíûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâîäíûõ êàòå-

ãîðèé ÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ðèêàðäà è Êåëëåðà, îíà äàåò íåîáõîäè-

ìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðîèçâîäíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

àëãåáðû A è B ïðîèçâîäíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-

ñòâóåò îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ T , ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïðî-

åêòèâíûõ A-ìîäóëåé, óäîâëåòâîðÿþùèé íåêîòîðûì òåõíè÷åñêèì óñëîâèÿì.

Òàêîé êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ íàêëîíÿþùèì. Îäíèìè èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ íà-

êëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ ÿâëÿþòñÿ íàêëîíÿþùèå êîìïëåêñû íàä àëãåáðàìè,

ñîîòâåòñòâóþùèìè äåðåâüÿì Áðàóýðà, ïîñòðîåííûå Ðèêàðäîì. Åñëè A = B,

òî íàêëîíÿþùèé êîìïëåêñ çàäàåò àâòîýêâèâàëåíòíîñòü, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì

ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó ñòàíäàðòíûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé Db(A) ïî ìîäóëþ

åñòåñòâåííûõ èçîìîðôèçìîâ, òî åñòü ïðîèçâîäíóþ ãðóïïó Ïèêàðà. Ïðîèç-

âîäíàÿ ãðóïïà Ïèêàðà TrPic(A) àëãåáðû A � ýòî ãðóïïà êëàññîâ èçîìîðôèç-

ìîâ äâóñòîðîííèõ íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ â Db(A⊗Aop), ãäå ïðîèçâåäåíèå

êëàññîâ X è Y � ýòî êëàññ X ⊗A Y .
Ïðîèçâîäíàÿ ãðóïïà Ïèêàðà àëãåáðû áûëà âïåðâûå îïðåäåëåíà Ðóêüå

è Öèììåðìàííîì. Ýòî î÷åíü èíòåðåñíûé èíâàðèàíò ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè,

êîòîðûé, îäíàêî, êðàéíå ñëîæåí äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî TrPic(A) ñî-

äåðæèò äâå åñòåñòâåííûå ïîäãðóïïû: êîïèþ Z (ïðåäñòàâëåííóþ êîìïëåêñàìè

âèäà A[n]) è êëàññè÷åñêóþ ãðóïïó Ïèêàðà Pic(A), òî åñòü ãðóïïó Ìîðèòà-

àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé. Â ñëó÷àå ëîêàëüíîé àëãåáðû A èëè êîììóòàòèâíîé

àëãåáðû A ñî ñâÿçíûì ñïåêòðîì Ðóêüå, Öèììåðìàíí è Åêóòèåëè ïîêàçàëè,

÷òî TrPic(A) = Pic(A)× Z.
Ïðîèçâîäíàÿ ãðóïïà Ïèêàðà âû÷èñëåíà â î÷åíü íåáîëüøîì ÷èñëå ñëó-

÷àåâ. Â ðàáîòå Ìèÿ÷è è Åêóòèåëè ýòà ãðóïïà âû÷èñëåíà äëÿ êîíå÷íîìåð-

íûõ íàñëåäñòâåííûõ àëãåáð. Ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòó Ëåíöèíãà è Ìåëüöåðà,

â êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé îãðàíè÷åííîé ïðîèç-
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âîäíîé êàòåãîðèè êàíîíè÷åñêîé àëãåáðû, è ðàáîòó Áðóìõåäà, Ïàóêñòöåëëî

è Ïëîîãà, â êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé äèñêðåòíîé

ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè. Èç òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñòîèò îòìåòèòü ðàáî-

òó Õóèñãåí-Öèììåðìàíí è Ñàîðèíà, â êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ

ìåòîäîâ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Out0(A) � êîìïîíåíòà åäèíèöû ãðóïïû âíåøíèõ

àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû A, � ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ïðîèçâîäíîé

ãðóïïû Ïèêàðà, ðàáîòó Åêóòèåëè, â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîä-

íàÿ ãðóïïà Ïèêàðà êëàññèôèöèðóåò êëàññû èçîìîðôèçìîâ äóàëèçèðóþùèõ

êîìïëåêñîâ, è åùå îäíó ðàáîòó Åêóòèåëè, â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðî-

èçâîäíàÿ ãðóïïà Ïèêàðà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî àëãåáðàè÷åñêîé.

Àëãåáðû, ñîîòâåòñòâóþùèå äåðåâüÿì Áðàóýðà, åñòåñòâåííî âîçíèêàþò

â ìîäóëÿðíîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé äëÿ îïèñàíèÿ áëîêîâ ãðóïï ñ öèêëè÷å-

ñêîé ãðóïïîé äåôåêòà, òàêæå îíè ÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êëàññà ñèììåòðè÷å-

ñêèõ ñïåöèàëüíûõ áèðÿäíûõ àëãåáð è àëãåáð êîíå÷íîãî òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ,

ýòîò êëàññ àëãåáð ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð êîíå÷íîãî òèïà

ïðåäñòàâëåíèÿ äðåâåñíîãî òèïàAn. Ðèêàðä äîêàçàë, ÷òî äâå àëãåáðû, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå äåðåâüÿì Áðàóýðà Γ è Γ′, ïðîèçâîäíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà èõ òèïû (n, t), ãäå n � ýòî ÷èñëî ðåáåð â äåðåâå Áðàóýðà Γ, à t �

êðàòíîñòü èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû, è (n′, t′) ñîâïàäàþò, à èç ðåçóëüòàòà Ãà-

áðèýëÿ è Ðèäìàíí âûòåêàåò, ÷òî êëàññ àëãåáð Áðàóýðà çàìêíóò îòíîñèòåëüíî

ïðîèçâîäíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðóêüå è Öèììåðìàíí íà÷àëè èçó÷åíèå ïðîèç-

âîäíîé ãðóïïû Ïèêàðà àëãåáð, ñîîòâåòñòâóþùèõ äåðåâüÿì Áðàóýðà. Â ñëó÷àå

êðàòíîñòè èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû 1 îíè ïîñòðîèëè ìîðôèçì èç àðòèíîâîé

ãðóïïû êîñ íà n+1 íèòÿõ (ãäå n � ÷èñëî ïðîñòûõ A-ìîäóëåé) â TrPic(A). Îíè

òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî ýòî èçîìîðôèçì ïî ìîäóëþ íåêîòîðîé öåíòðàëüíîé ïîä-

ãðóïïû, êîãäà n = 2. Õîâàíîâ è Çåéäåëü îïðåäåëèëè äåéñòâèå ãðóïïû êîñ íà

îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè íåêîòîðîé àëãåáðû, áëèçêîé ê àëãåáðå,

ñîîòâåòñòâóþùåé äåðåâó Áðàóýðà; èç èõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî äåéñòâèå

ãðóïïû êîñ íà îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè àëãåáðû, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé äåðåâó Áðàóýðà ñ êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû 1, òî÷íî.

Øàïñ è Çàêàé-Èëëîóç ïîñòðîèëè äåéñòâèå ãðóïïû êîñ íà àôôèííîé

äèàãðàììå Ãn−1 íà îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè àëãåáðû, ñîîòâåò-
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ñòâóþùåé äåðåâó Áðàóýðà ñ ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåð-

øèíû. Ìóõòàäè-Àëàìñèàõ ïîêàçàëà, ÷òî ýòî äåéñòâèå òî÷íî â ñëó÷àå êðàò-

íîñòè 1.

Øàïñ è Çàêàé-Èëëîóç òàêæå ïîñòàâèëè âîïðîñ, ïîðîæäàþò ëè îáðàçû

îáðàçóþùèõ ãðóïïû êîñ Hi (ñì. äàëåå), ñäâèã è Pic(A) ïðîèçâîäíóþ ãðóïïó

Ïèêàðà â ñëó÷àå êðàòíîñòè 6= 1, è ÿâëÿåòñÿ ëè ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû êîñ

îäíî-îäíîçíà÷íûì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûé ãðóïïîèä Ïèêàðà, îáúåêòû êîòîðîãî

ñîîòâåòñòâóþò àëãåáðàì ñ äåðåâîì Áðàóýðà ñ n ðåáðàìè è êðàòíîñòüþ èñêëþ-

÷èòåëüíîé âåðøèíû 1, à ìîðôèçìû � ñòàíäàðòíûå ïðîèçâîäíûå ýêâèâàëåíò-

íîñòè ìåæäó íèìè. TrPic(A) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ýíäîìîðôèçìîâ îáúåêòà A â

ýòîé êàòåãîðèè. Ïî ðåçóëüòàòó Àáå è Õîøèíî ïðîèçâîäíûé ãðóïïîèä Ïèêà-

ðà, ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññó àëãåáð Áðàóýðà ñ êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé

âåðøèíû t è ñ çàôèêñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì ïðîñòûõ ìîäóëåé n, ïîðîæäåí

îäíî÷ëåííûìè è äâó÷ëåííûìè íàêëîíÿþùèìè êîìïëåêñàìè.

Äâó÷ëåííûå íàêëîíÿþùèå êîìïëåêñû ñâÿçàíû ñ òåîðèåé τ -

íàêëîíåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî A-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ τ -æåñòêèì (τ -rigid),

åñëè Hom(M, τM) = 0; τ -íàêëîíÿþùèì (τ -tilting), åñëè îí τ -æåñòêèé,

è ÷èñëî åãî íåèçîìîðôíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ãðóïïû

Ãðîòåíäèêà àëãåáðû; τ -íàêëîíÿþùèì ñ íîñèòåëåì (support τ -tilting), åñëè ñó-

ùåñòâóåò èäåìïîòåíò e òàêîé, ÷òî M � ýòî τ -íàêëîíÿþùèé (A/AeA)-ìîäóëü.

Â ðàáîòå Àäà÷è, Èÿìû è Ðàéòåí â ÷àñòíîñòè äîêàçàíî, ÷òî íàä ñèììåòðè-

÷åñêîé àëãåáðîé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ìíîæåñòâî êëàññîâ

èçîìîðôèçìîâ áàçèñíûõ τ -íàêëîíÿþùèõ ìîäóëåé ñ íîñèòåëåì íàõîäèòñÿ âî

âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ áà-

çèñíûõ äâó÷ëåííûõ íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ. Òàêæå èç èõ ðàáîòû ñëåäóåò,

÷òî ó ïî÷òè ïîëíîãî (òî åñòü, êîãäà ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ

ðàâíÿåòñÿ ðàíãó ãðóïïû Ãðîòåíäèêà àëãåáðû −1) äâó÷ëåííîãî ÷àñòè÷íî

íàêëîíÿþùåãî êîìïëåêñà ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà äîïîëíåíèÿ äî äâó÷ëåííîãî

íàêëîíÿþùåãî êîìïëåêñà. Ýòî î÷åíü âàæíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé îáîáùàåò

êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î íàêëîíÿþùèõ ìîäóëÿõ è ïîçâîëÿåò ðàçâèâàòü

òåîðèþ ìóòàöèé äëÿ ýòîãî êëàññà îáúåêòîâ.
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòàõ Øàïñ, Çàêàé-Èëëîóç êëàññèôèöèðîâà-

íû âñå äâó-îãðàíè÷åííûå íàêëîíÿþùèå êîìïëåêñû íàä àëãåáðàìè, ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè äåðåâüÿì Áðàóýðà ñ ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòüþ; ýòîò êëàññ íàêëî-

íÿþùèõ êîìïëåêñîâ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êëàññîì äâó÷ëåííûõ íàêëîíÿþùèõ êîì-

ïëåêñîâ. Òàêæå â ðàáîòå Àäà÷è êëàññèôèöèðîâàíû τ -íàêëîíÿþùèå ìîäóëè

íàä àëãåáðàìè Íàêàÿìû. Àëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çâåçäå Áðàóýðà, ÿâëÿåò-

ñÿ àëãåáðîé Íàêàÿìû.

Öåëü ðàáîòû. Ðàçðàáîòàòü ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îáðàçóþùèõ ïðîèçâîä-

íîé ãðóïïû Ïèêàðà ñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð êîíå÷íîãî òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ è

ïðèìåíèòü åãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ ïðîèçâîäíîé ãðóïïû

Ïèêàðà àëãåáð, ñîîòâåòñòâóþùèõ äåðåâüÿì Áðàóýðà ñ ïðîèçâîëüíîé êðàòíî-

ñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû; îïèñàòü ìíîæåñòâî äâó÷ëåííûõ íàêëîíÿþ-

ùèõ êîìïëåêñîâ íàä àëãåáðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äåðåâüÿì Áðàóýðà ñ êðàò-

íîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû 1, è âû÷èñëèòü êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ òà-

êèõ êîìïëåêñîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-

òè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ ïðîèçâîäíîé ãðóïïû Ïèêàðà ñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð

êîíå÷íîãî òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ è äëÿ îïèñàíèÿ ñîîòíîøåíèé â ïðîèçâîäíûõ

ãðóïïàõ Ïèêàðà àëãåáð, ñîîòâåòñòâóþùèõ äåðåâüÿì Áðàóýðà ñ ïðîèçâîëüíîé

êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû. Òàêæå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû äëÿ èçó÷åíèÿ êîìáèíàòîðèêè ãðàôà çàìåíû ìóòàöèé äâó÷ëåí-

íûõ íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ íàä àëãåáðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äåðåâüÿì

Áðàóýðà ñ êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû 1, è äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæå-

ñòâà äâó÷ëåííûõ íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ íàä àëãåáðàìè, ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè äåðåâüÿì Áðàóýðà ñ ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ

ïðîèçâîäíîé ãðóïïû Ïèêàðà àëãåáð, ñîîòâåòñòâóþùèõ äåðåâüÿì Áðàóýðà, èñ-

ïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ìóòàöèé íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ, ðàçðàáîòàííàÿ Àèõà-

ðîé è Èÿìîé, è òåõíèêà ìóòàöèé ãðàôîâ Áðàóýðà, ðàçðàáîòàííàÿ Êàóýðîì è

Àíòèïîâûì. Òîò ôàêò, ÷òî ëþáîé íàêëîíÿþùèé êîìïëåêñ íàä ñèììåòðè÷å-
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ñêîé àëãåáðîé êîíå÷íîãî òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ

íåïðèâîäèìûõ ìóòàöèé, ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà îáðà-

çóþùèõ ïðîèçâîäíîé ãðóïïû Ïèêàðà. Äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà äâó÷ëåííûõ

íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ íàä àëãåáðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äåðåâüÿì Áðàó-

ýðà ñ êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû 1, èñïîëüçóåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ

òàêèõ íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ, êàê íåêîòîðûõ êëàññîâ ãîìîòîïèè êðèâûõ

íà ïëîñêîñòè ñ ïðîêîëàìè â âåðøèíàõ äåðåâà Áðàóýðà.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ ïðîèçâîäíîé ãðóïïû Ïèêàðà àëãåáðû,

ñîîòâåòñòâóþùåé çâåçäå Áðàóýðà ñ ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòüþ èñêëþ÷è-

òåëüíîé âåðøèíû.

2. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà äâó÷ëåííûõ íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ íàä àëãåá-

ðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äåðåâüÿì Áðàóýðà ñ êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëü-

íîé âåðøèíû 1.

3. Îïèñàíèå êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ äâó÷ëåííûõ íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ

íàä àëãåáðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äåðåâüÿì Áðàóýðà ñ êðàòíîñòüþ èñ-

êëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû 1.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëè èç-

ëîæåíû íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ.

1. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Workshop and International Conference on

Representations of Algebras (ICRA 2012)".

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Maurice Auslander Distinguished Lectures

and International conference 2013".

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Maurice Auslander Distinguished Lectures

and International conference 2014".

4. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîðîäñêîé àëãåáðàè÷åñêèé ñåìèíàð èìåíè Ä.Ê.

Ôàääååâà.
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Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ÷å-

òûðåõ ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ àâòîðà [1]�[4], ïðèâåäåííûõ â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Èç íèõ äâå [1], [2] âûøëè â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ.

Ðàáîòà [1] íàïèñàíà â ñîàâòîðñòâå, â íåé äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæàò

ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 3 è 4 è Ïðåäëîæåíèå 4 èç ðàçäåëà 6.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ

ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 107 ñòðàíèö. Ñïèñîê

ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 37 íàèìåíîâàíèé íà 4 ñòðàíèöàõ.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîð-

ìóëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé, ïðåä-

ñòàâëåíû âûíîñèìûå íà çàùèòó íàó÷íûå ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèâåäåíû ôàêòû î ïðîèçâîäíûõ ýê-

âèâàëåíòíîñòÿõ è ìóòàöèÿõ íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþò-

ñÿ â äàëüíåéøèõ ãëàâàõ. Òàêæå â íåé îïðåäåëÿåòñÿ îäèí èç ãëàâíûõ îáúåêòîâ

èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû � àëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåðåâó

Áðàóýðà. Íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ýòîò êëàññ àëãåáð îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Γ � äåðåâî ñ n ðåáðàìè è îäíîé îòìå÷åííîé âåðøè-

íîé, êîòîðîé ïðèïèñàíà êðàòíîñòü t ∈ N (ýòà âåðøèíà íàçûâàåòñÿ èñêëþ-

÷èòåëüíîé, t íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû), è ïóñòü

â Γ çàôèêñèðîâàí öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ðåáåð, èíöèäåíòíûõ êàæäîé âåð-

øèíå (â ñëó÷àå, êîãäà Γ ëåæèò íà ïëîñêîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåá-

ðà óïîðÿäî÷åíû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Â ýòîì ñëó÷àå Γ íàçûâàåòñÿ äåðåâîì

Áðàóýðà òèïà (n, t).

Â ñëó÷àå, êîãäà äåðåâî � ýòî çâåçäà ñ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíîé â

öåíòðå, îíî íàçûâàåòñÿ çâåçäîé Áðàóýðà.

Êàæäîìó äåðåâó Áðàóýðà òèïà (n, t) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå

àëãåáðó A(n, t). Àëãåáðà A(n, t) � ýòî àëãåáðà ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿ-

ìè. Ïî äåðåâó Áðàóýðà Γ ïîñòðîèì êîë÷àí Áðàóýðà QΓ. Âåðøèíû QΓ � ýòî
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ðåáðà Γ; åñëè ðåáðà i è j èíöèäåíòíû îäíîé âåðøèíå â Γ, è ðåáðî j ñëåäó-

åò çà ðåáðîì i â ñîîòâåòñòâèè ñ öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì ðåáåð, èíöèäåíòíûõ

èõ îáùåé âåðøèíå, òî èç âåðøèíû i â âåðøèíó j â QΓ åñòü ñòðåëêà. Êîë÷àí

QΓ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: QΓ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îðèåíòè-

ðîâàííûõ öèêëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì Γ; êàæäàÿ âåðøèíà QΓ ëåæèò

ðîâíî íà äâóõ öèêëàõ. Öèêë, ñîîòâåòñòâóþùèé èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíå, íà-

çûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì. Ñòðåëêè QΓ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ñåìåéñòâà α è

β òàê, ÷òî ñòðåëêè, ïðèíàäëåæàùèå ïåðåñåêàþùèìñÿ öèêëàì, ïðèíàäëåæàò

ðàçíûì ñåìåéñòâàì. Áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðåëêè, ïðèíàäëåæàùèå ñåìåéñòâó α,

÷åðåç α, à ñòðåëêè, ïðèíàäëåæàùèå ñåìåéñòâó β, ÷åðåç β ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Áàçèñíàÿ àë-

ãåáðà Áðàóýðà A(n, t), ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåðåâó Γ òèïà (n, t), � ýòî àëãåáðà

KQΓ/I, ãäå èäåàë I ïîðîæäåí ñîîòíîøåíèÿìè âèäà:

1. αβ = 0 = βα äëÿ ëþáûõ ñòðåëîê, ïðèíàäëåæàùèõ ñåìåéñòâàì α è β,

ñîîòâåòñòâåííî;

2. äëÿ ëþáîé âåðøèíû x, íå ïðèíàäëåæàùåé èñêëþ÷èòåëüíîìó öèêëó,

exα
xαex = exβ

xβex, ãäå xα, ñîîòâåòñòâåííî xβ � äëèíà α-, ñîîòâåò-

ñòâåííî β-öèêëà, ñîäåðæàùåãî x, à ex � èäåìïîòåíò, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé x;

3. äëÿ ëþáîé âåðøèíû x, ïðèíàäëåæàùåé èñêëþ÷èòåëüíîìó α-öèêëó

(ñîîòâåòñòâåííî β-öèêëó), ex(α
xα)tex = exβ

xβex (ñîîòâåòñòâåííî

exα
xαex = ex(β

xβ)tex).

Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Áðàóýðà òèïà (n, t), åñëè îíà Ìîðèòà-

ýêâèâàëåíòíà àëãåáðå A(n, t) äëÿ íåêîòîðîãî äåðåâà Áðàóýðà Γ òèïà (n, t).

Ïîíÿòèå ìóòàöèè íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â äàí-

íîé ðàáîòå, äëÿ ïðîñòîòû äàäèì îïðåäåëåíèå â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêîé àë-

ãåáðû A.

Ïóñòü T � áàçèñíûé íàêëîíÿþùèé îáúåêò â Kb(proj-A), T = M ⊕X,
M = add(M). Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê

X
f−→M ′ −→ Y −→, (1)
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ãäå f � ìèíèìàëüíàÿ ëåâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ X ïî îòíîøåíèþ êM. Êîìïëåêñ

µ+
X(T ) := M⊕Y íàçûâàåòñÿ ëåâîé ìóòàöèåé T ïî îòíîøåíèþ ê X. Êîìïëåêñ

µ+
X(T ) ñíîâà ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì íàêëîíÿþùèì. ÅñëèX íåðàçëîæèì, òî ìóòà-

öèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé. Ïðàâûå ìóòàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïî äâîéñòâåí-

íîñòè è îáîçíà÷àþòñÿ µ−X(T ). Çàìåòèì, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ òðåóãîëüíèêà (1)

èìååì µ−Y (µ+
X(T )) ' T.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî Àèõàðà ïîêàçàë, ÷òî íàä ñèììåòðè÷åñêîé àë-

ãåáðîé êîíå÷íîãî òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîé íàêëîíÿþùèé êîìïëåêñ ìîæåò

áûòü ïîëó÷åí èç àëãåáðû A ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðèâîäèìûõ

ìóòàöèé.

Â ñëó÷àå àëãåáðû, ñîîòâåòñòâóþùåé äåðåâó Áðàóýðà, Êàóýð è Àíòèïîâ

îïðåäåëèëè íåêîòîðóþ ïåðåñòðîéêó äåðåâà Áðàóýðà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò

ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäàííîé íàêëîíÿþùèì êîìïëåêñîì µ+
Pj

(A), ãäå Pj � íåðàç-

ëîæèìûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåáðó j.

Âî âòîðîé ãëàâå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû âû÷èñ-

ëåíèÿ êîìïîçèöèè íåêîòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ ïîìîùüþ ìó-

òàöèé íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ. Ïðè ïîìîùè ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ ïîðîæäàþ-

ùåå ìíîæåñòâî ïðîèçâîäíîé ãðóïïû Ïèêàðà àëãåáðû, ñîîòâåòñòâóþùåé çâåç-

äå Áðàóýðà.

Â ïåðâîì ïóíêòå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ëåììû.

Âî âòîðîì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ ñòàíäàðòíàÿ êîíñòðóêöèÿ äåðåâà Áðàó-

ýðà ïî çâåçäå Áðàóýðà ñ ïîìîùüþ ïåðåñòðîåê, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå ìóòàöèé,

îïðåäåëåííûõ Êàóýðîì è Àíòèïîâûì. Äàëåå íàä àëãåáðîé, ñîîòâåòñòâóþùåé

çâåçäå Áðàóýðà, âû÷èñëÿåòñÿ íàêëîíÿþùèé êîìïëåêñ, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â

ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìóòàöèé ê ñàìîé àëãåáðå.

Ýòè ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðâûì øàãîì â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ

ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � áàçèñíàÿ àëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çâåçäå

Áðàóýðà òèïà (n,t), t > 1, è ïóñòü A = ⊕i∈Z/nZPi � ðàçëîæåíèå àëãåáðû A

íà íåðàçëîæèìûå íåèçîìîðôíûå ïðîåêòèâíûå ìîäóëè. Òîãäà TrPic(A) ïî-
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ðîæäåíà ñäâèãîì, Pic(A) è ýêâèâàëåíòíîñòÿìè Hi òàêèìè, ÷òî

Hi(Pj) =


0 → 0 → Pj, j 6= i, i− 1

0 → 0 → Pi−1, j = i

Pi
β−→ Pi−1

soc−→ Pi−1, j = i− 1.

Ýêâèâàëåíòíîñòè Hi èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Øàïñ è Çàêàé-Èëëîóç. Ýòè

ýêâèâàëåíòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì ãðóïïû êîñ íà àôôèííîé äèà-

ãðàììå Ãn−1. Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ïðîèçâîäíûå ãðóïïû Ïèêàðà ïðîèç-

âîäíî ýêâèâàëåíòíûõ àëãåáð èçîìîðôíû. Ñîïðÿãàÿ ïîëó÷åííûå îáðàçóþùèå

ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèåé àëãåáðû, ñîîò-

âåòñòâóþùåé ïðîèçâîëüíîìó äåðåâó Áðàóýðà, è ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèåé àë-

ãåáðû, ñîîòâåòñòâóþùåé çâåçäå Áðàóýðà, ìîæíî ïîëó÷èòü îáðàçóþùèå ïðî-

èçâîäíîé ãðóïïû Ïèêàðà àëãåáðû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîëüíîìó äåðåâó

Áðàóýðà, â ÿâíîì âèäå.

Â ñëó÷àå êðàòíîñòè 1 ãðóïïà TrPic(A) ïîðîæäåíà ÷óòü áîëüøèì ìíî-

æåñòâîì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � áàçèñíàÿ àëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çâåçäå

Áðàóýðà òèïà (n,1). Òîãäà TrPic(A) ïîðîæäåíà ñäâèãîì, Pic(A), ýêâèâàëåíò-

íîñòÿìè Hi è ýêâèâàëåíòíîñòÿìè Qi òàêèìè, ÷òî

Qi(Pj) =

 0 → Pi → 0, j = i

0 → Pi
βi−j−−→ Pj, j 6= i.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïðèâåäåíà â ïóíêòå 3. Íåñëîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî Hi(A) ' (µ+
i )2(A). Äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíîé àâòîýêâèâàëåíòíî-

ñòè F äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî F (Hi(Pi−1)) � ýòî äâîéíàÿ ìóòàöèÿ F (Pi) îòíîñè-

òåëüíî äðóãèõ ñëàãàåìûõ F (A). Èç ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè íåêîòîðûé íà-

êëîíÿþùèé êîìïëåêñ T ìîæíî ïîëó÷èòü èç A, ïðèìåíÿÿ êâàäðàòû ìóòàöèé

(T = (µ±jq)
2 ◦ ... ◦ (µ±j1)

2(A)), òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò èç R, êîòîðûé ïåðåâîäèò

íåðàçëîæèìûå ïðîåêòèâíûå A-ìîäóëè â ñëàãàåìûå T , ãäåR � ïîäãðóïïà ïðî-

èçâîäíîé ãðóïïû Ïèêàðà, ïîðîæäåííàÿ ñäâèãîì, Pic(A) è ýêâèâàëåíòíîñòÿìè
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Hi. Èç ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé äâóñòîðîííèé íàêëîíÿþùèé

êîìïëåêñ, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà A èçîìîðôíî T , ïðèíàäëåæèò R.
Ïî ðåçóëüòàòàì Àèõàðû äëÿ ëþáîãî íàêëîíÿþùåãî êîìïëåêñà T , ñî-

ñðåäîòî÷åííîãî â íåïîëîæèòåëüíûõ ñòåïíÿõ, ñóùåñòâóþò {i1, i2, ..., is} òàêèå,
÷òî T = µ+

is
◦ ... ◦ µ+

ir+1
◦ µ+

ir
◦ µ+

ir−1
◦ ... ◦ µ+

i2
◦ µ+

i1
(A). Âñòàâèâ ìåæäó êàæäû-

ìè äâóìÿ ìóòàöèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìóòàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàí-

äàðòíîé êîíñòðóêöèè äåðåâà è îáðàòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷àåì, ÷òî

óñëîâèå ïðåäñòàâèìîñòè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòîâ ìóòàöèé äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü ëèøü äëÿ êîìïëåêñîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ìóòàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàíäàðòíîé êîíñòðóêöèè äåðåâà, ïðîèçâîëü-

íîé ìóòàöèè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàòíîé ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìóòàöèé,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàíäàðòíîé êîíñòðóêöèè äåðåâà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòî-

ãî ôàêòà ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñëó÷àåâ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé

äåðåâà, ýòîìó ïîñâÿùåíû ïóíêòû 4 è 5.

Â ïóíêòå 6 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 äîêàçûâàåòñÿ òåîðå-

ìà 2. Ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè t = 1 èñêëþ÷èòåëüíàÿ âåðøèíà íè÷åì

íå âûäåëåíà. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ äîáàâèòü àâòîýêâèâàëåíòíîñòè Qi. Íàêëî-

íÿþùèé êîìïëåêñ, ñîîòâåòñòâóþùèé Qi, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ìóòàöèé, êîòîðàÿ ìåíÿåò öåíòðàëüíóþ âåðøèíó çâåçäû Áðàóýðà

íà âíåøíèé êîíåö ðåáðà ñ ìåòêîé i. Ïîñëå ýòîãî, ïî íåîáõîäèìîñòè ïðèìå-

íèâ ê ïðîèçâîëüíîé ñòàíäàðòíîé àâòîýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìóòàöèé, çàäàþùóþ Qi, ïîëó÷èì, ÷òî êîìïîçèöèÿ Qi è ýòîé ïðîèçâîëüíîé

àâòîýêâèâàëåíòíîñòè îñòàâëÿåò öåíòðàëüíóþ âåðøèíó çâåçäû íà ìåñòå. Òàê

êàê ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, ïðîäåëàííûõ â ïóíêòàõ 4 è 5 âåðíû ïðè t = 1,

ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Â òðåòüåé ãëàâå ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ òîãî, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïðîåêòèâ-

íîå ïðåäñòàâëåíèå íåðàçëîæèìîãî ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî íàêëîíÿþùèì

êîìïëåêñîì, îïèñûâàþòñÿ äâó÷ëåííûå íàêëîíÿþùèå êîìïëåêñû íàä àëãåá-

ðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äåðåâüÿì Áðàóýðà ñ êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé

âåðøèíû 1. Òàêæå âû÷èñëÿþòñÿ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ òàêèõ íàêëîíÿþùèõ

êîìïëåêñîâ.
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Ëþáîé äâó÷ëåííûé êîìïëåêñ T := P 0 f→ P 1 ∈ per-A (ñîñðåäîòî÷åí-

íûé â 0 è 1) èçîìîðôåí ïðÿìîé ñóììå ìèíèìàëüíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ íåêîòîðîãî ìîäóëÿ M è êîìïëåêñà, ñîñòîÿùåãî èç ïðîåêòèâíîãî

ìîäóëÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî â 0. Â ïåðâîì ïóíêòå òðåòüåé ãëàâû äîêàçûâàåò-

ñÿ êðèòåðèé òîãî, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå íåðàçëîæè-

ìîãî ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî íàêëîíÿþùèì êîìïëåêñîì: ïóñòü A � ñèì-

ìåòðè÷åñêàÿ K-àëãåáðà, M � ìîäóëü áåç ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ, è

ïóñòü T := P 0 f→ P 1 � ìèíèìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîäóëÿ M,

êîìïëåêñ T ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî íàêëîíÿþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

HomA(M,Ω2M) = 0. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî êðèòåðèÿ â ïóíêòå äâà äîêàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � àëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåðåâó Áðàóýðà ñ

êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû 1. Ìèíèìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå íåðàçëîæèìîãî íåïðîåêòèâíîãî A-ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷-

íî íàêëîíÿþùèì êîìïëåêñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M íå èçîìîðôåí

P/soc(P ) íè äëÿ êàêîãî íåðàçëîæèìîãî ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ P.

Èç ðåçóëüòàòîâ Àáå è Õîøèíî ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå àëãåáðû, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé äåðåâó Áðàóýðà, äëÿ òîãî, ÷òîáû êëàññèôèöèðîâàòü âñå áàçèñíûå

äâó÷ëåííûå íàêëîíÿþùèå êîìïëåêñû T = ⊕ni=1Ti, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî êëàññèôèöèðîâàòü íàáîðû èç n ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ íåèçîìîðôíûõ

íåðàçëîæèìûõ äâó÷ëåííûõ ÷àñòè÷íî íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ {T1, ..., Tn}.
Â òðåòüåì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ êðèòåðèé (òåîðåìà 4) òîãî, ÷òî ñóììà

äâóõ íåðàçëîæèìûõ ÷àñòè÷íî íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ Ti è Tj ñíîâà ÿâëÿ-

åòñÿ ÷àñòè÷íî íàêëîíÿþùèì êîìïëåêñîì (òî åñòü òîãî, ÷òî Ti è Tj îðòîãî-

íàëüíû). Ýòîò êðèòåðèé ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ äèàãðàìì ïðîåêòèâíûõ

ïðåäñòàâëåíèé.

Ïóñòü Ti = P0
f→ P1 ∈ per-A � ìèíèìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ïðåäñòàâëå-

íèå íåðàçëîæèìîãî íåïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ M, è ïóñòü ìîäóëü M íå èçîìîð-

ôåí P/soc(P ) íè äëÿ êàêîãî íåðàçëîæèìîãî ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ P. Â ñèëó

èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèè íåðàçëîæèìûõ A-ìîäóëåé, äèàãðàììà ìîäóëÿ M

ÿâëÿåòñÿ çèãçàãîì. Ïóñòü P0 =
⊕

l∈LAel, P1 =
⊕

l∈J Ael. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó

òîãî, ÷òî ó M íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, è òîãî, ÷òî M

13



íå èçîìîðôåí P/soc(P ) íè äëÿ êàêîãî íåðàçëîæèìîãî ïðîåêòèâíîãî ìîäó-

ëÿ P, êàæäûé èíäåêñ ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî îäèí ðàç è òîëüêî â îäíîì

èç ìíîæåñòâ. Äâó÷ëåííîìó êîìïëåêñó T = P0
f→ P1 ñîïîñòàâèì ñëåäóþùóþ

äèàãðàììó íà êîë÷àíå àëãåáðû A.

Îïðåäåëåíèå 3. Îòìåòèì íà êîë÷àíå àëãåáðû A âåðøèíû, ñîîòâåòñòâó-

þùèå ìíîæåñòâó L ∪ J. Òàêæå îòìåòèì íà êîë÷àíå àëãåáðû A ïóòü èç

l â j, l ∈ L, j ∈ J, åñëè ó f åñòü íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà ìåæäó ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ïðÿìûìè ñëàãàåìûìè P0 è P1. Ïîëó÷åííóþ äèàãðàììó áóäåì

íàçûâàòü äèàãðàììîé ïðîåêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ T = P0
f→ P1.

Èñïîëüçóÿ ýòî îïðåäåëåíèå, ìû ïîëó÷àåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó ìèíèìàëüíûìè ïðîåêòèâíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè íåïðîåêòèâ-

íûõ ìîäóëåé, íåèçîìîðôíûõ P/soc(P ) íè äëÿ êàêîãî íåðàçëîæèìîãî ïðîåê-

òèâíîãî ìîäóëÿ P , è ñâÿçíûìè ïóòÿìè Θ íà êîë÷àíå àëãåáðû A òàêèìè, ÷òî

Θ � ïóòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, � ìåíÿåò îðèåíòàöèþ ïðè êàæäîé ñìåíå öèêëà

è ñîñòîèò áîëüøå, ÷åì èç îäíîé âåðøèíû.

Â øåñòîì ïóíêòå äèàãðàììû ïðîåêòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé è òåîðåìà

4 èíòåðïðåòèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ïåðåñå÷åíèé íåêîòîðûõ êðèâûõ. Áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî êîë÷àí àëãåáðû A íàðèñîâàí íà òîé æå ïëîñêîñòè, ÷òî è ñîîòâåò-

ñòâóþùåå äåðåâî Áðàóýðà, ïðè÷åì âåðøèíû êîë÷àíà íàðèñîâàíû â ñåðåäèíàõ

ðåáåð, êîòîðûì îíè ñîîòâåòñòâóþò, à â âåðøèíàõ äåðåâà Áðàóýðà íàõîäÿòñÿ

ïðîêîëû. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðèâûå γ íà ïëîñêîñòè R2 òàêèå, ÷òî êîí-

öû γ � ýòî âåðøèíû äåðåâà Áðàóýðà, γ � êðèâàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, γ íå

ñîäåðæèò íèêàêèõ âåðøèí äåðåâà Áðàóýðà, êðîìå ñâîèõ êîíöîâ. Êðèâóþ γ

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè â êëàññå òàêèõ êðèâûõ. Áó-

äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî, èìåÿ íàáîð ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ òàêèõ êðèâûõ,

ìû âñåãäà âûáèðàåì ïðåäñòàâèòåëåé ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ÷èñëîì òî÷åê

ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïóñòü Ti � äèàãðàììà ìèíèìàëüíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìî-

äóëÿ M òàêàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé äâó÷ëåííûé êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷-

íî íàêëîíÿþùèì. Ti ñîñòîèò èç íåêîòîðûõ ñòðåëîê êîë÷àíà A; îáîçíà÷èì α1,

α2 ñòðåëêè, âûõîäÿùèå èç êîíöîâ äèàãðàììû Ti, ïðèíàäëåæàùèå Ti. Ñîïîñòà-
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âèì Ti êðèâóþ γi ñëåäóþùèì îáðàçîì: êðèâàÿ γi ñîâïàäàåò ñ Ti âåçäå êðîìå

α1, α2, êîíåö Ti, èç êîòîðîãî âûõîäèò α1, ïîäâèíåì âäîëü ðåáðà â òó âåð-

øèíó äåðåâà Áðàóýðà A, êîòîðàÿ íå ñîîòâåòñòâóåò öèêëó, íà êîòîðîì ëåæèò

α1, òî æå ñäåëàåì ñî âòîðûì êîíöîì Ti. Åñëè êîíåö Ti ñîîòâåòñòâóåò ñòîêó,

îòìåòèì åãî íà γi êðàñíûì öâåòîì, èñòîêó � ñèíèì. Åñëè Ti � íåðàçëîæèìûé

ïðîåêòèâíûé ìîäóëü, ñîïîñòàâèì åìó êðèâóþ, ñîâïàäàþùóþ ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì ðåáðîì, åñëè Ti ñîñðåäîòî÷åí â 0, îòìåòèì îáà êîíöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî

ðåáðà ñèíèì, åñëè â 1 � êðàñíûì. Çàìåòèì, ÷òî êðèâóþ γi, ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ ÷àñòè÷íî íàêëîíÿþùåìó êîìïëåêñó, ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíà íå

èìåëà ñàìîïåðåñå÷åíèé è íå ÿâëÿëàñü ïåòëåé. Ñ ïîìîùüþ ýòîé êîíñòðóêöèè

äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü Ti è Tj � äâà äâó÷ëåííûõ ÷àñòè÷íî íàêëîíÿþùèõ

êîìïëåêñà. Ti⊕Tj ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî íàêëîíÿþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå Ti è Tj, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî èõ

ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò èç êîíå÷íîé âåðøèíû, ïðè÷åì ýòà âåðøèíà îòìå÷åíà

îäíèì è òåì æå öâåòîì íà îáåèõ êðèâûõ.

Â ÷åòâåðòîì ïóíêòå òðåòüåé ãëàâû îïèñûâàþòñÿ êîëüöà ýíäîìîðôèç-

ìîâ äâó÷ëåííûõ íàêëîíÿþùèõ êîìïëåêñîâ íàä àëãåáðàìè, ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè äåðåâüÿì Áðàóýðà ñ êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû 1. Ñ ïîìîùüþ

ýòîãî îïèñàíèÿ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàä ëþáîé àëãåáðîé, ñîîòâåòñòâóþùåé äå-

ðåâó Áðàóýðà ñ êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû 1, ñóùåñòâóåò äâó÷ëåí-

íûé íàêëîíÿþùèé êîìïëåêñ T òàêîé, ÷òî EndKb(proj-A)(T ) èçîìîðôíî àëãåáðå,

ñîîòâåòñòâóþùåé çâåçäå Áðàóýðà.

Â ïÿòîì ïóíêòå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé àëãåáðû A, ñî-

îòâåòñòâóþùåé çâåçäå Áðàóýðà ñ êðàòíîñòüþ 1. Äëÿ òàêîé àëãåáðû îïèñûâà-

þòñÿ âñå äâó÷ëåííûå íàêëîíÿþùèå êîìïëåêñû è èõ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ.

Òàêæå äëÿ ëþáîé àëãåáðû B, ñîîòâåòñòâóþùåé äåðåâó Áðàóýðà Γ ñ n ðåáðàìè

è êðàòíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíîé âåðøèíû 1, ñòðîèòñÿ äâó÷ëåííûé íàêëîíÿþ-

ùèé êîìïëåêñ T íàä àëãåáðîé A òàêîé, ÷òî B ' EndKb(proj-A)(T ).
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