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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû, ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè

Íàñòîÿùÿÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ãðóïïàì Ñòåéíáåðãà êëàññè÷åñêèõ ãðóïï: ëèíåéíîé, îð-

òîãîíàëüíîé, ñèìïëåêòè÷åñêîé è óíèòàðíîé íàä ïðîèçâîëüíûìè êîëüöàìè.

Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï äàòèðóþò âòîðîé ïîëîâèíû XIX âåêà è ñâÿçû-

âàþò ñ èìåíàìè Æîðäàíà, Ôðîáåíèóñà, Äèêñîíà. Îíè ðàññìàòðèâàëè êëàññè÷åñêèå ãðóïïû

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Âèòò íà÷àë èçó÷àòü îðòîãîíàëü-

íûå ãðóïïû íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè â ñâÿçè ñ òåîðèåé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ñàì òåð-

ìèí ¾êëàññè÷åñêàÿ ãðóïïà¿ ïðèíàäëåæèò Âåéëþ, êîòîðûé ðàññìàòðèâàë ýòè ãðóïïû íàä

(ïðîèçâîëüíûìè) ïîëÿìè, â ÷àñòíîñòè, ðàçâèâàë òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé êëàññè÷åñêèõ ãðóïï.

Äüåäîííå ïåðåí¼ñ ìíîãèå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé òåë.

Èçëîæåíèå òåîðèè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï íàä ïîëÿìè (è òåëàìè) ìîæíî íàéòè â [5]. Îäíèì

èç îñíîâíûõ å¼ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû î ïîðîæäåíèè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï ýëåìåí-

òàìè ïðîñòîãî âèäà: îòðàæåíèÿìè èëè òðàíñâåêöèÿìè. Íàïðèìåð, ýëåìåíòû ñïåöèàëüíîé

ëèíåéíîé ãðóïïû íàä ïîëåì ìîæíî ïðèâåñòè ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðà-

çîâàíèÿìè.

Âî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà íà÷èíàåòñÿ àêòèâíîå èçó÷åíèå êëàññè÷åñêèõ ãðóïï íàä ïðî-

èçâîëüíûìè êîëüöàìè. Â òåîðèè àðèôìåòè÷åñêèõ ãðóïï èãðàþò îãðîìíóþ ðîëü êëàññè÷åñêèå

ãðóïïû íàä êîëüöîì öåëûõ è íàä êîëüöîì àäåëåé ãëîáàëüíîãî ïîëÿ. Â òîïîëîãèè Óàéòõåä

ââîäèò èíâàðèàíò êðó÷åíèÿ, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, êàê êðó÷åíèå Ðàéäåìàéñòåðà, à

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â ãðóïïå Óàéòõåäà Wh(π1), ïîñòðîåííîé ïî ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïå

ãðóïïîâîãî êîëüöà Zπ1 (çäåñü π1 � ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà) [74]. Êîíñòðóêöèÿ Óàéòõåäà

â äåéñòâèòåëüíîñòè ôîðìàëèçóåò òîò ôàêò, ÷òî íå ëþáàÿ ìàòðèöà èç SL(n, Zπ1) ïðèâîäèòñÿ

ê åäèíè÷íîé ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (ïðè àáåëåâîé π1). Ñåé÷àñ åãî ðàáîòû íà ýòó

òåìó ñ÷èòàþòñÿ îäíèì èç èñòîêîâ àëãåáðàè÷åñêîé K-òåîðèè.

Ââåä¼ííàÿ Óàéòõåäîì ãðóïïà âñêîðå íàøëà ïðèëîæåíèÿ â òîïîëîãèè. Ìèëíîð èñïîëüçî-

âàë å¼ äëÿ îïðîâåðæåíèÿ Îñíîâíîé ãèïîòåçû êîìáèíàòîðíîé òîïîëîãèè, ¾Hauptvermutung¿,

óòâåðæäàþùåé, ÷òî ëþáûå äâå òðèàíãóëÿöèè îäíîãî ïðîñòðàíñòâà äîïóñêàþò èçîìîðôíûå

ïîäðàçáèåíèÿ [46]. Âñêîðå Áàðäåí, Ìàçóð è Ñòîëëèíãñ èñïîëüçîâàëè êðó÷åíèå Óàéòõåäà â

òåîðèè êîáîðäèçìîâ.

Õàéìàí Áàññ [28], èíòåðïðåòèðóÿ èäåè Óàéòõåäà è Ìèëíîðà, äàë îïðåäåëåíèå K1(n, R) êàê

4



ôàêòîð-ãðóïïû GL(n, R) ïî å¼ ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè, E(n, R).

Â ýòèõ òåðìèíàõ ìîæíî îïèñàòü ãðóïïó Óàéòõåäà êàê Wh(π1) = K1(n, Zπ1)/± π1.

Ãðóïïà K1 îêàçàëàñü íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé êîíãðóýíö ïîäãðóïï: îòâåò íà êîí-

ãðóýíö-ïðîáëåìó äëÿ SLn(R) ïîëîæèòåëåí â òî÷íîñòè ïðè òðèâèàëüíîñòè âñåõ îòíîñèòåëü-

íûõ K1 ôóíêòîðîâ. Áàññ, Ìèëíîð è Ñåðð ïðèâåëè îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãëîáàëüíîãî ïîëÿ â [29]. Â ýòîé ñòàòüå áûëà íàéäåíà íåîæèäàííàÿ âçàèìî-

ñâÿçü ìåæäó ñòðîåíèåì îòíîñèòåëüíûõ ãðóïï K1(R, I) è çàêîíàìè âçàèìíîñòè, ÷òî ïðèâëåêëî

âíèìàíèå ìíîãèõ ëþäåé, â ÷àñòíîñòè, Õèäåéè Ìàöóìîòî è Äæîíà Òåéòà.

Êîíãðóýíö-ïðîáëåìà è òåîðèÿ ïåðåñòðîåê â äèôôåðåíöèàëüíîé òîïîëîãèè ïðèâåëè ê èäåå

çàìåíèòü ëèíåéíóþ ãðóïïó â îïðåäåëåíèè K1 íà äðóãèå êëàññè÷åñêèå ãðóïïû è ïîÿâëåíèþ

L-òåîðèè.

Õîòÿ ïðîñòûå îáðàçóþùèå êëàññè÷åñêèõ ãðóïï íàä ïîëÿìè áûëè õîðîøî èçâåñòíû åù¼

â XIX âåêå, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè áûëè âïåðâûå íàéäåíû òîëüêî â 1962

ãîäó Ðîáåðòîì Ñòåéíáåðãîì [56], ïðè÷¼ì ñðàçó â êîíòåêñòå (îäíîñâÿçíûõ) ãðóïï Øåâàëëå.

Êðîìå òîãî, Ñòåéíáåðã çàäàë îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè óíèâåðñàëüíûå öåíòðàëüíûå

ðàñøèðåíèÿ ãðóïï Øåâàëëå (òî åñòü, èõ ðàñøèðåíèÿ ïðè ïîìîùè ìóëüòèïëèêàòîðîâ Øó-

ðà), êîòîðûå ìû ñåé÷àñ íàçûâàåì ãðóïïàìè Ñòåéíáåðãà. Íàïðèìåð, äëÿ ëèíåéíîé ãðóïïû

SL(n, Fq) îáðàçóþùèìè âûñòóïàþò òðàíñâåêöèè, à ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû ìîæíî ïðåäñòàâ-

ëÿòü êàê öåïî÷êè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäÿùèõ ìàòðèöó ê åäèíè÷íîé. Òîãäà

ñîîòíîøåíèÿ â ëèíåéíîé ãðóïïå Ñòåéíáåðãà îïèñûâàþò ýëåìåíòàðíûå ïåðåñòðîéêè, êîòî-

ðûìè ìîæíî ïåðåõîäèòü ê íîâîé öåïî÷êå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàä êîíå÷íûì ïîëåì ëþáûå

äâà ñïîñîáà ïðèâåñòè ìàòðèöó ê åäèíè÷íîé ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ýëåìåíòàðíûõ ïåðåñòðîåê Ñòåéíáåðãà. Îäíàêî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ïîëÿ ýòî óæå íå òàê. Åñ-

ëè æå ðàññìàòðèâàòü âìåñòî ïîëÿ ïðîèçâîëüíîå (êîììóòàòèâíîå) êîëüöî, òî ó îòîáðàæåíèÿ

St(n, R)→ SL(n, R) èç ëèíåéíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà â ñïåöèàëüíóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó ïîÿâ-

ëÿåòñÿ íå òîëüêî íåòðèâèàëüíîå ÿäðî, íî òàêæå è êîÿäðî SL(n, R)/E(n, R). Âñëåä çà ðàáîòà-

ìè Ñòåéíáåðãà, Äæîí Ìèëíîð îïðåäåëèë àëãåáðàè÷åñêèé K2-ôóíêòîð êàê ÿäðî ðàñøèðåíèÿ

St(n, R)→ E(n, R), ñì. [47].

Âñêîðå Õèäåéà Ìàöóìîòî îïèñàë ÿäðà îòîáðàæåíèé èç ãðóïï Ñòåéíáåðãà â ãðóïïû Øå-

âàëëå íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì ïðè ïîìîùè îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé [45]. Óëüô Ðåìàíí

îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò íà òåëà [51].

Äæîí Òåéò ðàññìàòðèâàë ëèíåéíûé K2 è ïîñòðîèë ãîìîìîðôèçìû íîðìåííûõ âû÷åòîâ èç

K2(F ) (äëÿ êàæäîãî n, ãäå 1/n ∈ F ). Åñëè F ñîäåðæèò n-ûé ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1, òî ýòè

ãîìîìîðôèçìû äåéñòâóåò â ãðóïïó Áðàóýðà; âîîáùå ãîâîðÿ, îíè äåéñòâóþò â íåêîòîðóþ ãðóï-

ïó êîãîìîëîãèé Ãàëóà. Òåéò ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãëîáàëüíîãî ïîëÿ K2(F )/n→ H2(F, µ⊗2
n )

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì [66]. Ïîçæå Ìåðêóðüåâ è Ñóñëèí ïîêàçàëè, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ ëþáîãî ïîëÿ [10, 11].

Äëÿ êîëåö, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîëÿìè, ïðîãðåññ ø¼ë ìåäëåííåå. Âàæíûì îòëè÷èåì ñëó÷àÿ

ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ãðóïïû K1 è K2 (ëèíåéíûå èëè ýðìèòîâû) íå çàâèñÿò îò ðàíãà
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ãðóïïû, ïî êîòîðîé îíè ïîñòðîåíû, íàïðèìåð,

Ker
(

St(n, F )→ E(n, F )
) ∼= Ker

(
St(n+ 1, F )→ E(n+ 1, F )

)
.

Îäíàêî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîëåö ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òàê. Áàññ ïîêàçàë â [28], ÷òî îòîá-

ðàæåíèå K1(n, R) → K1(n + 1, R) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè R � ýòî êîììóòàòèâíîå

í¼òåðîâî êîëüöî ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ 6 n− 1. Ïîçæå, â [29] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî îòîáðà-

æåíèå èíúåêòèâíî ïðè dimR 6 n − 2. Áàññ è åãî ó÷åíèêè, Ìàéê Ñòàéí è Ýíòîíè Áàê, çà-

íèìàëèñü ñòðîåíèåì êëàññè÷åñêèõ ãðóïï è ãðóïï Øåâàëëå ¾íà ñòàáèëüíîì óðîâíå¿, òî åñòü,

êîãäà K-ôóíêòîðû ïåðåñòàþò çàâèñåòü îò ðàíãà ãðóïïû, ïî êîòîðîé îíè ïîñòðîåíû. Òàêæå,

îíè ïîëó÷èëè áîëåå ñëàáûå óñëîâèÿ, ÷åì ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ, íà êîëüöà, ïðè êîòîðûõ íà-

ñòóïàåò ñòàáèëèçàöèÿ, è ïåðåíåñëè ðåçóëüòàòû î ñòàáèëèçàöèè íà K-ôóíêòîðû, ïîñòîðåííûå

ïî êëàññè÷åñêèì ãðóïïàì è ãðóïïàì Øåâàëëå [22, 55].

Äàæå òàêîé ôàêò, êàê íîðìàëüíîñòü ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû E(n, R) â GL(n, R) äîëãîå

âðåìÿ áûë èçâåñòåí òîëüêî íà ñòàáèëüíîì óðîâíå. Íîâûé ýòàï â ðàçâèòèè ñòðóêòóðíîé òåî-

ðèè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï íà÷àëñÿ ñ òåîðåìû íîðìàëüíîñòè Ñóñëèíà î òîì, ÷òî ýòîò ôàêò

âåðåí äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R è íàòóðàëüíîãî n > 3 [18]. Ïîçæå ýòà òåõíèêà

áûëà ðàçâèòà Âàñåðøòåéíîì, Ãîëóá÷èêîì, Ìèõàë¼âûì, à òàêæå ïåðåíåñåíà íà êëàññè÷åñêèå

ãðóïïû è ãðóïïû Øåâàëëå â ðàáîòàõ Êîïåéêî, Òàääåè, Àáå è äðóãèõ [8, 19, 63, 62, 64, 68, 60],

à íà óíèòàðíûå ãðóïïû � Áàêîì, Âàâèëîâûì, Âàñåðøòåéíîì è äðóãèìè [20, 67, 1, 3, 2, 16,

42, 43, 69, 70, 12, 23, 71, 4, 32, 31, 33, 26, 48, 25, 59]. Ñì. òàêæå äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ

â [27, 49, 15, 13, 58]. Îãðîìíóþ ðîëü â ýòèõ ðàáîòàõ èãðàåò òåõíèêà ðåäóêöèè îñíîâíîãî

êîëüöà ê åãî ëîêàëèçàöèÿì.

Òåîðåìà íîðìàëüíîñòè Ñóñëèíà óòâåðæäàåò, ÷òî K1(n, R) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, à íå ïðîñòî

ìíîæåñòâîì ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ, íî òåîðåìà íîðìàëüíîñòè â òî÷íîñòè ïîêà-

çûâàåò, ÷òî ïîðîæä¼ííàÿ èìè ýëåìåíòàðíàÿ ãðóïïà íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Áîëåå òîãî,

ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ñóñëèí ðàññìàòðèâàë ¾áåñêîîðäèíàòíûå âåðñèè¿ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé, è ïðîâåðèë, ÷òî ïîðîæä¼ííàÿ èìè ãðóïïà ñîâïàäàåò ñ E(n, R).

Âèëüáåðä âàí äåð Êàëëåí ïåðåí¼ñ ðàññóæäåíèå Ñóñëèíà íà óðîâåíü (ëèíåéíîé) ãðóïïû

Ñòåéíáåðãà è äîêàçàë, ÷òî K2(n, R) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå Ñòåéíáåð-

ãà, â ÷àñòíîñòè, àáåëåâîé ãðóïïîé [34]. Â ñâî¼ì äîêàçàòåëüñòâå îí ïîëó÷èë çàäàíèå ãðóïïû

Ñòåéíáåðãà ¾áåñêîîðäèíàòíûìè¿ îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðîå îí íàçâàë äðó-

ãèì êîïðåäñòàâëåíèåì. Âñëåä çà íèì, ìû èñïîëüçóåì ýòîò òåðìèí â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.

Êðîìå òîãî, åãî ðåçóëüòàò ïîêàçûâàë, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ïîëÿ, ëèíåéíàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåð-

ãà St(n, R) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû

E(n, R), à K2(n, R) � å¼ ìóëüòèïëèêàòîðîì Øóðà äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R.

Âñêîðå ó÷åíèê Ñóñëèíà, Ìàðàò Òóëåíáàåâ, îáîáùèë ðåçóëüòàò âàí äåð Êàëëåíà íà (íåêîì-

ìóòàòèâíûå) êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè [20]. Îäíàêî àíàëîã

òåîðåìû öåíòðàëüíîñòè äëÿ äðóãèõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï âïåðâûå ïîÿâèëñÿ òîëüêî â ðàáîòå
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ñîèñêàòåëÿ â 2015 ãîäó [39].

Ñóñëèí äàë äîêàçàòåëüñòâî íîðìàëüíîñòè ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû â ñâîåé ðàáîòå [17] ñ ïî-

ëîæèòåëüíûì ðåøåíèåì ïðîáëåìû Ñåððà. Âñêîðå îí äîêàçàë òàêæå K1-àíàëîã ïðîáëåìû

Ñåððà, à èìåííî, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì 1 íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì

F [t1, . . . , tm] ïðèâîäèòñÿ ê åäèíè÷íîé ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè [18]. Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ñâîåãî K1-àíàëîãà, Ñóñëèí èñïîëüçîâàë óòâåðæäåíèå îá ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèöàõ,

àíàëîãè÷íîå ¾ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîé ëåììå Êâèëëåíà¿ î ñâîáîäíûõ ìîäóëÿõ [50], à èìåííî,

÷òî îáðàòèìàÿ ìàòðèöà g(t) íàä êîëüöîì R[t], óäîâëåòâîðÿþùàÿ g(0) = 1, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-

òàðíîé ìàòðèöåé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âñå å¼ ëîêàëèçàöèè âî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ

èäåàëàõ êîëüöà R ýëåìåíòàðíû. Ñóñëèí íàçûâàåò ýòî óòâåðæäåíèå òåîðåìîé Êâèëëåíà, à ìû

â íàñòîÿùåé äèñåðòàöèè áóäåì íàçûâàòü ðÿä óòâåðæäåíèé òàêîãî òèïà ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûì

ïðèíöèïîì Êâèëëåíà�Ñóñëèíà. Ïîçæå Ìàðàò Òóëåíáàåâ äîêàçàë ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèí-

öèï äëÿ ëèíåéíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà St(n, R) è ïîëó÷èë ñ åãî ïîìîùüþ K2-àíàëîã ïðîáëåìû

Ñåððà [21].

Íàêîíåö, íåçàäîëãî äî ðåçóëüòàòîâ Ñóñëèíà è âàí äåð Êàëëåíà, ïîÿâèëîñü îïðåäåëå-

íèå Êâèëëåíà âûñøåé K-òåîðèè êàê ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï πnBGL(R)+. Åãî +-êîíñòðóêöèþ

ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü ê ëþáîé êëàññè÷åñêîé ãðóïïå èëè ãðóïïå Øåâàëëå, à íå òîëüêî

GL(R), ïðè ýòîì, ïî åãî îïðåäåëåíèþ, K2-ôóíêòîð âñåãäà îêàçûâàëñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì

Øóðà ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû. Òàêèì îáðàçîì, íîâîå îïðåäåëåíèå îáîáùèëî êëàññè÷åñêèå

K2-ôóíêòîðû äëÿ ëèíåéíîé ãðóïïû (áëàãîäàðÿ ðåçóëüòàòàì âàí äåð Êàëëåíà è Òóëåíáàåâà),

à òàêæå äëÿ âñåõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï è ãðóïï Øåâàëëå íà ñòàáèëüíîì óðîâíå.

Öåëè è çàäà÷è, íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè. Å¼ ïåðâàÿ ãëàâà ïî-

ñâÿùåíà ëèíåéíîé ãðóïïå Ñòåéíáåðãà è ëèíåéíîìó K2, à òàêæå ïðèëîæåíèÿì ê ñëó÷àþ îð-

òîãîíàëüíîé ãðóïïû. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå. Â òðåòüåé ãëàâå ìû

ðàáîòàåì ñ íå÷¼òíûìè óíèòàðíûìè ãðóïïàìè, êîòîðûå îáîáùàþò âñå êëàññè÷åñêèå ãðóïïû.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïåðâîé ãëàâû � ýòî äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãî ïðèíöè-

ïà äëÿ ãðóïïû Ñòåéíáåðãà St(4, R). Òóëåíáàåâ ïîëó÷èë ýòîò ðåçóëüòàò òîëüêî äëÿ St(n, R)

ïðè n > 5. Ñîèñêàòåëü ðàññìàòðèâàë ñëó÷àé n = 4, ìîòèâèðîâàííûé ðåçóëüòàòàìè Ñåð-

ãåÿ Ñèí÷óêà [52, 14]. À èìåííî, Ñèí÷óê ïîêàçàë, ÷òî ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï äëÿ

÷¼òíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà è òåîðåìà î öåíòðàëüíîñòè îðòîãîíàëüíîãî K2 â

äåéñòâèòåëüíîñòè ñâîäÿòñÿ ê ñëó÷àþ ëèíåéíîé ãðóïïû St(4, R) (íî íå St(5, R). Ñîâìåñòíî,

ñîèñêàòåëü è Ñåðãåé Ñèí÷óê îïóáëèêîâàëè ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè

è òåîðåìó î öåíòðàëüíîñòè îðòîãîíàëüíîãî K2 â [41]. Ìû äîêàçûâàåì ïîñëåäíþþ â êîíöå Ãëà-

âû 1 êàê ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû � ýòî äðóãîå êîïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé

ãðóïïû Ñòåéíáåðãà StSp(2l, R) (â ñìûñëå âàí äåð Êàëëåíà). Ñ åãî ïîìîùüþ ìû äîêàçûâàåì
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òåîðåìó öåíòðàëüíîñòè ñèìïëåêòè÷åñêîãî K2Sp è òåîðåìó î ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãîì ïðèí-

öèïå Êâèëëåíà�Ñóñëèíà äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â

ïîëíîé îáùíîñòè: çäåñü R � ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî, l ≥ 3. Êàê ïîêàçàíî â

ðàáîòå Ìàòèàñà Âåíäòà [73], ïðè l = 2 íè îäíà èç ýòèõ äâóõ òåîðåì íå èìååò ìåñòà.

Â òðåòüåé ãëàâå ìû ðàáîòàåì â ãîðàçäî áîëåå øèðîêîì êîíòåêñòå íå÷¼òíûõ óíèòàðíûõ

ãðóïï íàä íåêîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè, îïðåäåë¼ííûõ Âèêòîðîì Ïåòðîâûì êàê îäíîâðå-

ìåííîå îáîáùåíèå âñåõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï: ëèíåéíîé, ñèìïëåêòè÷åñêîé, ÷¼òíîé è íå÷¼òíîé

îðòîãîíàëüíîé, à òàêæå óíèòàðíûõ ãðóïï â ñìûñëå Áàêà [22] è íåêîòîðûõ äðóãèõ, ñì. [49]. Îñ-

íîâíûì ðåçóëüòàòîì Ãëàâû 3 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà Øóðà íå÷¼òíîé óíè-

òàðíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà StU(2n, R, L) íàä ïðîèçâîëüíûì êîëüöîì, ïðè ëþáîì n ≥ 5. Äëÿ

ëèíåéíîé ãðóïïû àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Ìèëíîðó [57, 47], äëÿ ãðóïï Øåâàë-

ëå � Ìàéêó Ñòàéíó [53], äëÿ ÷¼òíûõ óíèòàðíûõ ãðóïï Áàêà ýòîò ôàêò áûë èçâåñòåí äëÿ ïðå-

äåëüíîé ãðóïïû [22] è íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè [30]. Ñì. òàêæå [24, 35, 36, 6, 7, 54, 65].

Â ðàáîòå ñîèñêàòåëÿ [9] äîêàçàíà òðèâèàëüíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà Øóðà ÷¼òíîé óíèòàðíîé

ãðóïïû Ñòåéíáåðãà StU(2n, R, Λ) íàä ïðîèçâîëüíûì àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ èíâîëþöèåé,

ïðè ëþáîì n ≥ 5. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ìû òàêæå ïðèâîäèì îáîáùåíèå ýòîãî ôàêòà

íà ñëó÷àé íå÷¼òíûõ óíèòàðíûõ ãðóïï Ïåòðîâà, ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî íàéòè â ïðåïðèíòå

ñîèñêàòåëÿ [38]. Êàê ñëåäñòâèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñòàáèëüíûé íå÷¼òíûé

óíèòàðíûé K2 ñîâïàäàåò ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì Øóðà ñòàáèëüíîé íå÷¼òíîé óíèòàðíîé ýëåìåí-

òàðíîé ãðóïïû. Äëÿ íåñòàáèëüíûõ ãðóïï ìû íå ìîæåì äîêàçàòü ýòîò ôàêò, òàê êàê íå ìîæåì

äîêàçàòü öåíòðàëüíîñòü ðàñøèðåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû ïðè ïîìîùè ãðóïïû Ñòåéí-

áåðãà: íà íàñòîÿùèé ìîìåíò ýòî íåèçâåñòíî äàæå â ÷àñòíîì ñëó÷àå íå÷¼òíîé îðòîãîíàëüíîé

ãðóïïû.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ìû òàêæå ïîëó÷àåì ñîâïàäåíèå

(ýðìèòîâûõ) K2-ôóíêòîðîâ, îïðåäåë¼ííûõ ïðè ïîìîùè ãðóïï Ñòåéíáåðãà è îïðåäåë¼ííûõ

÷åðåç +-êîíñòðóêöèþ Êâèëëåíà â òð¼õ ñëåäóþùèõ ñèòóàöèÿõ: ÷¼òíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà,

ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà, ñòàáèëüíàÿ íå÷¼òíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ

Â ïåðâîé ãëàâå ìû èñïîëüçóåì òåõíèêó äðóãîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ âàí äåð Êàëëåíà è Òóëåíáà-

åâà. Äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãî ïðèíöèïà ñëåäóåò òîìó æå ïëàíó, ÷òî è â ñòàòüå

Òóëåíáàåâà [21]. Ãëàâíàÿ èäåÿ, ïîçâîëèâøàÿ îáîáùèòü ýòî ðàññóæäåíèå íà ñëó÷àé n = 4, çà-

êëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè íîâîãî âàðèàíòà äðóãîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îòíîñèòåëüíîé

ãðóïïû Ñòåéíáåðãà.

Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ � ýòî, ãëàâíûì îáðàçîì, ðàçðàáîòêà

ñèìïëåêòè÷åñêèõ àíàëîãîâ ìåòîäîâ âàí äåð Êàëëåíà èç [34], ñîåäèí¼ííàÿ ñ ïîëåçíûì íàáëþ-

äåíèåì, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ äëèííîêîðíåâûìè òðàíñ-

âåêöèÿìè (â îòëè÷èå îò ýëåìåíòàðíîé îðòîãîíàëüíîé èëè óíèòàðíîé ãðóïïû). Ñ äðóãîé ñòî-
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ðîíû, èìåííî íàëè÷èå êîðíåé ðàçíîé äëèíû ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì òåõíè÷åñêèì ïðåïÿòñòâèåì,

îòëè÷àþùèì ñèìïëåêòè÷åñêèé ñëó÷àé îò ëèíåéíîãî.

Èñïîëüçóåìàÿ â òðåòüåé ãëàâå òåõíèêà âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ñòåéíáåðãà, à îáùèé ïëàí

äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò èñõîäíîìó ðàññóæäåíèþ Ìèëíîðà, ñì. [57, 47]. Îäíàêî â êîíòåêñòå

íå÷¼òíûõ óíèòàðíûõ ãðóïï äîïîëíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîèò â íåêîììóòàòèâíîñòè íå÷¼ò-

íîãî ôîðìåííîãî ïàðàìåòðà, è íåîáõîäèìîñòè ðàáîòàòü ñ êîììóòàöèîííîé ôîðìóëîé Øåâàë-

ëå, îòâå÷àþùåé ñèñòåìå êîðíåé BCl, ÷òî ïîòðåáîâàëî âåñòè ðàññóæäåíèå â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà

äëÿ êîðîòêèõ êîðíåé, à çàòåì äëÿ äëèííûõ è ýêñòðàêîðîòêèõ, à òàêæå áîëåå àêêóðàòíîãî

èñïîëüçîâàíèÿ êîììóòàòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèïà Êâèëëåíà�Ñóñëèíà äëÿ ëèíåéíîé ãðóï-

ïû Ñòåéíáåðãà St(4, R) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû öåíòðàëüíîñòè ñèìïëåêòè÷åñêîãî K2Sp(2l, R), ïîñòðîåíèå äðó-

ãîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà StSp(2l, R) äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R è l ≥ 3.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíîñòè ìóëüòèïëèêàòîðàØóðà ÷¼òíîé óíèòàðíîé ãðóïïû Ñòåéí-

áåðãà StU(2n, R, Λ) íàä ïðîèçâîëüíîì àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ èíâîëþöèåé R, äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ÷¼òíîãî ôîðìåííîãî ïàðàìåòðà Λ è n ≥ 5.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â ñòðóêòóðíîé

òåîðèè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðîâå-

äåíèÿ ñïåöêóðñîâ è ñïåöñåìèíàðîâ ïî òåìàì ¾Àëãåáðàè÷åñêàÿ K-òåîðèÿ¿ è ¾Êëàññè÷åñêèå

ãðóïïû íàä êîëüöàìè¿.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ ñîèñêàòå-

ëÿ [9, 39, 41]. Âñå òðè èç íèõ âûøëè â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ. Ðàáîòà [41]

íàïèñàíà â ñîàâòîðñòâå ñ Ñåðãååì Ñèí÷óêîì. Ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæàò ðåçóëüòàòû ïàðà-

ãðàôîâ 3 è 4, à ñîàâòîðó � èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà è ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2, âêëþ÷¼ííûå â

äèññåðòàöèþ â � 1.3.3 â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ. Êðîìå òîãî, íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ñîèñêàòåëÿ,

òàêæå âêëþ÷¼ííûå â äèññåðòàöèþ, îïóáëèêîâàíû â ïðåïðèíòàõ [38, 40]. Ïðåïðèíò ïðèíÿò ê

ïå÷àòè â æóðíàë Documenta Mathematica, òàêæå âõîäÿùèé â ñïèñîê ÂÀÊ.

Ïî ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà êîíôåðåíöèÿõ ¾Al-

gebraic groups and related structures¿ â ÷åñòü 60-ëåòèÿ Íèêîëàÿ Âàâèëîâà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
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2012), ¾Non-stable classical Algebraic K-Theory¿ (Òðèåñò, 2012), ¾Classical Algebraic K-Theory¿

(Áîìáåé, 2013), ¾Ischia Group Theory 2014¿ (Èñêüÿ, 2014), ¾K-Theory and related structures¿

(Ïåêèí, 2014), à òàêæå íà ñåìèíàðàõ â ëàáîðàòîðèè ×åáûø¼âà è íà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì

àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå èì. Ä.Ê.Ôàääååâà.
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Ãëàâà 1

Ëèíåéíàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà

1.1 Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû

1.1.1 Ñîîòíîøåíèÿ Ñòåéíáåðãà

Êëàññè÷åñêè èçâåñòíî, ÷òî íàä ïîëåì F ëþáàÿ ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì 1 ïðèâîäèòñÿ ê

åäèíè÷íîé ìàòðèöå ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè,

äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà SL(n, F ) ïîðîæäàåòñÿ

ìàòðèöàìè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé tij(a) = 1+eija, ãäå 1 6 i, j 6 n, a ∈ F , ÷åðåç eij ìû
îáîçíà÷èëè ìàòðè÷íûå åäèíèöû, à ÷åðåç 1 � åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ìàòðèöû tij(a) íàçûâàþòñÿ

ýëåìåíòàðíûìè òðàíñâåêöèÿìè.

Ðîáåðò Ñòåéíáåðã íàø¼ë ïîëíóþ ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè òðàíñâåê-

öèÿìè íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq, òî åñòü, íàø¼ë çàäàíèå ãðóïïû SL(n, Fq) ïðè ïîìîùè îáðà-

çóþùèõ è ñîîòíîøåíèé [57, 47].

Òåîðåìà (Ñòåéíáåðã). Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå (èëè àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå êîíå÷íîãî

ïîëÿ), n > 3. Òîãäà ñëåäóþùèå òðè ñåðèè îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé ìåæäó

ýëåìåíòàðíûìè òðàíñâåêöèÿìè tij(a):

tij(a)tij(b) = tij(a+ b),

[tij(a), tkh(b)] = 1 ïðè k 6= j, h 6= i,

[tij(a), tjk(b)] = tik(ab).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû âñþäó ïîíèìàåì ïîä êîììóòàòîðîì x è y ýëåìåíò

[x, y] = xyx−1y−1.

Íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F ýòèõ ñîîòíîøåíèé óæå íå õâàòàåò. Íåäîñòàþùèå ñîîòíîøåíèÿ

íàø¼ë Ìàöóìîòî [57, 47]. ×óòü òî÷íåå, îí ðàññìàòðèâàë ãðóïïó, çàäàííóþ ôîðìàëüíûìè îá-

ðàçóþùèìè xij(a) è �î÷åâèäíûìè� ñîîòíîøåíèÿìè, íàéäåííûìè Ñòåéíáåðãîì. Òàêóþ ãðóïïó

íàçûâàþò ãðóïïîé Ñòåéíáåðãà.
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Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé R è n > 3 àáñòðàêò-

íàÿ ãðóïïà, çàäàííàÿ ìíîæåñòâîì ôîðìàëüíûõ îáðàçóþùèõ

{xij(a) | 1 6 i, j 6 n, a ∈ R}

è ñîîòíîøåíèé

xij(a)xij(b) = xij(a+ b), (S1)

[xij(a), xkh(b)] = 1 ïðè k 6= j, h 6= i, (S2)

[xij(a), xjk(b)] = xik(ab). (S3)

íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ñòåéíáåðãà è îáîçíà÷àåòñÿ St(n, R).

ßñíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ Ñòåéíáåðãà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé íàä ëþ-

áûì êîëüöîì, äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî R êîððåêòíî îïðåäåëåíî åñòå-

ñòâåííîå îòîáðàæåíèå

φ : St(n, R)→ SL(n, R).

Ìàöóìîòî â äåéñòâèòåëüíîñòè îïèñàë ÿäðî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ëþáîãî ïîëÿ R = F .

Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü ýòî îòîáðàæåíèå íàä ïðîèçâîëüíûì êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R,

òî ó íåãî êðîìå ÿäðà ïîÿâëÿåòñÿ òàêæå è êîÿäðî, äðóãèìè ñëîâàìè, íå ëþáàÿ ìàòðèöà ñ

îïðåäåëèòåëåì 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, íàçîâ¼ì ýëåìåíòàðíîé ãðóïïîé E(n, R)

ïîäãðóïïó â SL(n, R), ïîðîæä¼ííóþ ýëåìåíòàðíûìè òðàíñâåêöèÿìè, E(n, R) = 〈tij(a) | 1 6

i, j 6 n, a ∈ R〉 ⊆ SL(n, R).

Ýëåìåíòàðíàÿ ïîäãðóïïà E(n, R) � ýòî â òî÷íîñòè îáðàç îòîáðàæåíèÿ φ : St(n, R) →
SL(n, R).

Àíäðåé Cóñëèí ïîêàçàë, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ ïîäãðóïïà íîðìàëüíà â ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóï-

ïå [18].

Òàêèì îáðàçîì, Cokerφ = SL(n, R)/E(n, R) èçìåðÿåò, ñêîëüêî ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì

1 íåëüçÿ ïðèâåñòè ê åäèíè÷íîé ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ýòîò èíâàðèàíò êîëüöà

R íàçûâàåòñÿ (íåñòàáèëüíûì) SK1-ôóíêòîðîì. Ôàêòîð-ãðóïïà GL(n, R)/E(n, R) íàçûâàåòñÿ

K1-ôóíêòîðîì.

À ÿäðî φ ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî åñòü ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïðèâåñòè ìàòðèöó ê åäèíè÷íîé,

êîãäà ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Kerφ íàçûâàåòñÿ (íåñòàáèëüíûì) K2-ôóíêòîðîì.

Îïðåäåëåíèå. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ K1(n, R) = GL(n, R)/E(n, R), SK1(n, R) = Cokerφ è

K2(n, R) = Kerφ.

Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëüíóþ (èëè ñòàáèëüíóþ) ïîëíóþ ëèíåéíóþ

ãðóïïó GL(R). Ìû ìîæåì âëîæèòü GL(n, R) â GL(n+1, R), ñîïîñòàâëÿÿ ìàòðèöå g ðàçìåðà
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n×n áëî÷íóþ ìàòðèöó

(
g 0

0 1

)
ðàçìåðà (n+ 1)× (n+ 1). Òîãäà GL(R) = lim−→GL(n, R) � ýòî

êîïðåäåë ïîëíûõ ëèíåéíûõ ãðóïï ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ îòîáðàæåíèÿõ. Àíàëîãè÷-

íî îïðåäåëÿþòñÿ ñòàáèëüíûå ãðóïïû SL(R), E(R), St(R) è ñòàáèëüíûå K-ôóíêòîðû K1(R),

SK1(R) è K2(R).

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû ïåðåéä¼ì ê ãîìîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè K2-ôóíêòîðà.

1.1.2 Öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ

Ìèëíîð ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R ãðóïïà K2(R) ñâÿçàíà ñ ãîìîëîãèÿìè

ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû E(R). ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü òî÷íûé ðåçóëüòàò Ìèëíîðà è èçëîæèòü,

â ÷¼ì ñîñòîèò óïîìÿíóòàÿ ñâÿçü, íàì áóäåò óäîáåí ðàçâèòûé â ýòîì ïóíêòå ÿçûê öåíòðàëüíûõ

ðàñøèðåíèé.

Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, íèæå ïðèâåäåíî ñàìîå êðàòêîå èçëîæåíèå íåîáõîäèìûõ ñâå-

äåíèé î öåíòðàëüíûõ ðàñøèðåíèÿõ, ïîýòîìó ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 1.1�1.5, à íå

òîëüêî ôîðìóëèðîâêè.

Îïðåäåëåíèå. Ýïèìîðôèçì ãðóïï ε : H � G íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì (ãðóï-

ïû G), åñëè ÿäðî ýòîãî ýïèìîðôèçìà ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå H.

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå áóäåò íàøèì îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðàáîòû ñ öåíòðàëüíûìè

ðàñøèðåíèÿìè.

Ëåììà 1.1 (Òðþê Ñòåéíáåðãà). Ïóñòü ε : H � G � öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà äëÿ

ëþáûõ u1, u2, v1, v2 ∈ H òàêèõ, ÷òî ε(u1) = ε(u2) è ε(v1) = ε(v2) âåðíî ðàâåíñòâî [u1, v1] =

[u2, v2].

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîìåíòàëüíî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî u1u2
−1, v1v2

−1 ∈ Ker(ε) ⊆ Cent(H).

Ââåä¼ì òåïåðü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ε : H � G � öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà äëÿ x, y ∈ G áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç [ε−1x, ε−1y] êîììóòàòîð ëþáûõ äâóõ u, v ∈ H òàêèõ, ÷òî ε(u) = x è ε(v) = y.

Òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó Ëåììû 1.1.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî

Îïðåäåëåíèå. ãðóïïàG íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñî ñâîèì êîììóòàíòîì

[G, G].

Ëåììà 1.2. Ïóñòü ε : H � G � öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà H ñîâåðøåííà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî öåíòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ζ : H ′ � G ñóùåñòâóåò íå áîëåå

îäíîãî ãîìîìîðôèçìà, çàìûêàþùåãî äèàãðàììó

H //

ε     

H ′

ζ~~~~
G
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äî êîììóòàòèâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H ñîâåðøåííà, ζ � öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå G, à η, θ � ãîìîìîð-

ôèçìû, çàìûêàþùèå äèàãðàììó

H
η //

θ
//

ε     

H ′

ζ~~~~
G

äî êîììóòàòèâíîé. Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y èç H ïî Ëåììå 1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî

[η(x), η(y)] = [ζ−1(ε(x)), ζ−1(ε(y))] = [θ(x), θ(y)], òî åñòü η([x, y]) = θ([x, y]). Íî H ñîâåðøåí-

íà, çíà÷èò η = θ.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî H íå ñîâåðøåííà. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé ýïèìîð-

ôèçì α : H → A =
H

[H, H]
íà àáåëåâó ãðóïïó. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ãîìîìîðôèçì ζ : H ×A→

G, îïðåäåë¼ííûé ïî ôîðìóëå ζ(u, a) = ε(u), ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì, ïîëó÷àåì

äâà ðàçëè÷íûõ ãîìîìîðôèçìà η(u) = (u, 1) è θ(u) = (u, α(u)), çàìûêàþùèõ äèàãðàììó

H
η //

θ
//

ε     

H × A

ζ{{{{
G

äî êîììóòàòèâíîé.

Îïðåäåëåíèå. Öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå π : U � G íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì öåíòðàëü-

íûì ðàñøèðåíèåì G, åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî öåíòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ε : H � G ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì η, çàìûêàþùèé äèàãðàììó

U
η //

π �� ��

H

ε~~~~
G

äî êîììóòàòèâíîé.

Çàìå÷àíèå. Èç Ëåììû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü (à òîãäà è êîîáëàñòü) óíèâåðñàëüíîãî öåí-

òðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ñîâåðøåííà. Òî åñòü, óíèâåðñàëüíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ìîæåò

ñóùåñòâîâàòü òîëüêî äëÿ ñîâåðøåííîé ãðóïïû.

Ëåììà 1.3. Ó ëþáîé ñîâåðøåííîé ãðóïïû ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå öåíòðàëüíîå ðàñøè-

ðåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ýïèìîðôèçì φ : F � G èç ñâîáîäíîé ãðóïïû F è îáîçíà÷èì R =

Kerφ. ßñíî, ÷òî φ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ýïèìîðôèçì íà ôàêòîð-ãðóïïó τ : F � F =
F

[R, F ]
.

F
φ // //

τ ����

G

F

ϕ

??
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Îãðàíè÷èì ïðîïóùåííûé ýïèìîðôèçì ϕ íà êîììóòàíò è ïîëó÷èì ãîìîìîðôèçì π :
[F, F ]

[R, F ]
�

[G, G] = G, ïðè÷¼ì Ker π =
R ∩ [F, F ]

[R, F ]
. ßñíî, ÷òî ϕ è π � öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ G, à

íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî π � ýòî óíèâåðñàëüíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå.

Ðàññìîòðèì öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ε : H � G. Òàê êàê F ñâîáîäíà, ìîæíî çàäàòü

ãîìîìîðôèçì θ : F → H òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

F
θ //

φ �� ��

H

ε~~~~
G

áóäåò êîììóòàòèâíà. Òîãäà [θ(R), θ(F )] ⊆ [Ker ε, θ(F )] = 1, òàê ÷òî θ ïðîïóñòèòñÿ ÷åðåç τ .

F θ //

τ

�� ��

φ

�� ��

H

ε

����

F

ϑ

??

ϕ
����
G

Îãðàíè÷èâ ïðîïóùåííûé ìîðôèçì ϑ íà êîììóòàíò, ïîëó÷èì ãîìîìîðôèçì η : [F , F ] → H,

çàìûêàþùèé äèàãðàììó

[F , F ]
η //

π
"" ""

H

ε����
G

äî êîììóòàòèâíîé. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ F íàéäóòñÿ u, v ∈ [F , F ] òàêèå,

÷òî ϕ(x) = π(u) è ϕ(y) = π(v) (âåäü π � ñþðúåêöèÿ), íî ϕ � öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå,

Òàê ÷òî èç Ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî [x, y] = [u, v], òî åñòü [F , F ] � ñîâåðøåííàÿ ãðóïïà. Ñ

èñïîëüçîâàíèåì Ëåììû 1.2, äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè π � ýòî óíèâåðñàëüíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå G, òî åãî ÿäðî íàçû-

âàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì Øóðà ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ M(G) = Ker(π).

Çàìå÷àíèå. Èç Ëåììû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî ìóëüòèïëèêàòîð Øóðà ñóùåñòâóåò ó ëþáîé ñîâåð-

øåííîé ãðóïïû. Êàê ìû âèäèì èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû,

M(G) =
R ∩ [F, F ]

[R, F ]
,

òî åñòü M(G) = H2(G, Z) ïî ôîðìóëå Õîïôà. Åñëè ãðóïïà G íå ñîâåðøåííà, å¼ ìóëüòèïëè-

êàòîðîì Øóðà íàçûâàþò âòîðóþ ãðóïïó öåëî÷èñëåííûõ ãîìîëîãèé.

Òåïåðü ìû ðàçîâü¼ì ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé äîêàçûâàòü, ÷òî íåêîòîðûé ýïèìîðôèçì ÿâëÿ-

åòñÿ óíèâåðñàëüíûì öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì. Ñíà÷àëà äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
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Îïðåäåëåíèå. Ñîâåðøåííàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíî çàìêíóòîé, åñëè 1G : G→ G

ÿâëÿåòñÿ å¼ óíèâåðñàëüíûì öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì. Ýòî, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî òîìó,

÷òî M(G) = 1.

Îïðåäåëåíèå. Öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ε : H � G íàçûâàåòñÿ ðàñùåïèìûì, åñëè ñóùå-

ñòâóåò ãîìîìîðôèçì σ : G→ H òàêîé, ÷òî εσ = 1G, òî åñòü, êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ãðóïï

1 −−−→ Ker ε −−−→ H
ε−−−→ G −−−→ 1

ðàñùåïëÿåòñÿ (ñïðàâà).

Ëåììà 1.4. Ïóñòü ε : H � G � ýòî ðàñùåïèìîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå, à H ñîâåðøåííà.

Òîãäà H è G â äåéñòâèòåëüíîñòè èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ : G→ H � òàêîé ãîìîìîðôèçì, ÷òî εσ = 1G. Ðàññìîòðèì êîììó-

òàòèâíóþ äèàãðàììó

H
σε //
1H

//

ε     

H

ε~~~~
G.

Òàê êàê H ñîâåðøåííà, ïî Ëåììå 1.2 ïîëó÷àåì, ÷òî σε = 1H , à çíà÷èò H ∼= G.

Ëåììà 1.5. Ïóñòü ε : H � G � öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå, à H öåíòðàëüíî çàìêíóòà.

Òîãäà ε � ýòî óíèâåðñàëüíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê G = ε(H) ñîâåðøåííà, ðàññìîòðèì å¼ óíèâåðñàëüíîå öåíòðàëüíîå

ðàñøèðåíèå π : U � G è ãîìîìîðôèçì ãðóïï η : U → H, çàìûêàþùèé äèàãðàììó

U
η //

π �� ��

H

ε~~~~
G

äî êîììóòàòèâíîé. Òîãäà ïî Ëåììå 1.1, η(U) = [H, H] = H, òàê ÷òî η : U � H ÿâëÿåòñÿ

öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì. ÍîH öåíòðàëüíî çàìêíóòà, ïîýòîìó èç óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà

1H ìû ïîëó÷àåì, ÷òî η ðàñùåïèì. Ëåììà 1.4 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ìèëíîð ïîêàçàë, ÷òî ãðóïïà Ñòåéíáåðãà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî çàìêíóòîé ãðóïïîé [47].

Òåîðåìà (Ìèëíîð). Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî, n > 5. Òîãäà ãðóïïà Ñòåéíáåðãà

St(n, R) öåíòðàëüíî çàìêíóòà. Êðîìå òîãî, ñòàáèëüíàÿ ãðóïïà St(R) öåíòðàëüíî çàìêíó-

òà.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñòàáèëüíàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì

ñòàáèëüíîé ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû. Ñîâìåùàÿ ýòîò ôàêò ñ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé, ìû âèäèì,
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÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè St(R) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì E(R), à

K2(R) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì Øóðà ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû,

K2(R) = H2(E(R), Z).

Òî÷íî òàêîé æå ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ íåñòàáèëüíîãî K2, îäíàêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî

ôàêòà íóæíî ïðîâåðèòü öåíòðàëüíîñòü ðàñøèðåíèÿ St(n, R) � E(n, R), ÷òî îêàçûâàåòñÿ

çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì ñòàáèëüíûé àíàëîã.

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû ïðèâåä¼ì êîíñòðóêöèþ âàí äåð Êàëëåíà, èñïîëüçîâàííóþ èì

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î öåíòðàëüíîñòè íåñòàáèëüíîãî K2.

1.1.3 Äðóãîå êîïðåäñòàâëåíèå

Ìû óæå óïîìèíàëè ðåçóëüòàò Àíäðåÿ Ñóñëèíà î òîì, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ ãðóïïà E(n,R) íîð-

ìàëüíà â ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïå GL(n, R) [18]. ×óòü òî÷íåå, îí ïîêàçàë, ÷òî E(n,R) ñîâïà-

äàåò ñ ïîäãðóïïîé GL(n, R), ïîðîæä¼ííîé ìàðèöàìè âèäà t(u, v) = 1+uvt, ãäå u � óíèìîäó-

ðÿðíûé ñòîëáåö, v ∈ Rn òàêîé, ÷òî utv = 0á ÷åðåç ut ìû îáîçíà÷àåì ñòðîêó, ïîëó÷àþùóþñÿ

èç ñòîëáöà u òðàíñïîíèðîâàíèåì.

Îïðåäåëåíèå. Ñòîëáåö u ∈ Rn íàçûâàåòñÿ óíèìîäóîëÿðíûì, åñëè åãî êîîðäèíàòû ïîðîæ-

äàþò åäèíè÷íûé èäåàë êîëüöà R. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòîëáåö

w ∈ Rn òàêîé, ÷òî wtu = 1. Ìíîæåñòâî âñåõ óíèìîäóëÿðíûõ ñòîëáöîâ âûñîòû n ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü Um(n, R).

Èç ðåçóëüòàòà Ñóñëèíà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî E(n, R) íîðìàëüíà â GL(n, R). Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ g ∈ GL(n, R) âåðíî

g t(u, v)g−1 = g(1 + uvt)g−1 = 1 + guvtg−1 = t(gu, (g−1)tv),

ïðè ýòîì äëÿ u ∈ Um(n, R) òàêæå èìååì gu ∈ Um(n, R). Äàëåå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü (g−1)t

÷åðåç g∗ è íàçûâàòü å¼ êîíòðàãðàäèåíòíîé ìàòðèöåé.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî àâòîìîðôèçì ∗ âçÿòèÿ êîíòðàãðàäèåíòíîé ìàòðèöû ïîäíèìàåòñÿ íà

ãðóïïó Ñòåéíáåðãà, ÷óòü òî÷íåå, êîððåêòíî îïðåäåë¼í ãîìîìîðôèçì ∗ : St(n, R)→ St(n, R),

çàäàííûé ïðàâèëîì xij(r) 7→ xji(−r). Ïðè ýòîì äëÿ g ∈ St(n, R) âåðíî φ(g∗) = φ(g)∗.

Ðàçâèâàÿ èäåè Àíäðåÿ Ñóñëèíà, Âèëüáåðä âàí äåð Êàëëåí ïîêàçàë, ÷òî äëÿ n ≥ 4 ãðóïïà

Ñòåéíáåðãà St(n, R) èçîìîðôíà ãðóïïå, çàäàííîé ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ

{X(u, v) | u ∈ Um(n, R), v ∈ Rn, utv = 0}

è ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

X(u, v)X(u, w) = X(u, v + w), (K1)

X(u, v)X(u′, v′)X(u, v)−1 = X(t(u, v)u′, t(u, v)∗v′). (K2)
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Ïðè ýòîì äëÿ îáû÷íûõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû Ñòåéíáåðãà âûïîëíåíî xij(a) = X(ei, eja).

Ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà ýòîò ðåçóëüòàò êàê íà òåîðåìó î Äðóãîì êîïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû

Ñòåéíáåðãà.

Èç òàêîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ðàñøèðåíèå φ : St(n, R)→ E(n, R) ÿâëÿåò-

ñÿ öåíòðàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî g X(u′, v′)g−1 = X(φ(g)u′, φ(g)∗v′), è åñëè

ýëåìåíò g ∈ Kerφ, òî g X(u′, v′)g−1 = X(u′, v′).

Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïàðàìåòðèçóåì îáðàçóþùóþ X(u, v) äâóìÿ ñòîëá-

öàìè, à Âèëüáåðä âàí äåð Êàëëåí â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå èñïîëüçîâàë ñòîëáåö è ñòðîêó [34].

Íàøà îáðàçóþùàÿ X(u, v) îòâå÷àåò îáðàçóþùåé âàí äåð Êàëëåíà X(u, vt).

1.2 Îòíîñèòåëüíàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà

1.2.1 Îïðåäåëåíèå Òóëåíáàåâà

Òóëåíáàåâ îáîáùèë äðóãîå êîïðåäñòàâëåíèå âàí äåð Êàëëåíà íà òàê íàçûâàåìûå îòíîñèòåëü-

íûå ãðóïïû Ñòåéíáåðãà St(n, R, I), ïàðàìåòðèçóåìûå ïàðîé I E R. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñâîåãî

ðåçóëüòàòà îí äîêàçàë ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï äëÿ ãðóïï Ñòåéíáåðãà ïðè n > 5.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå íàñòîÿùåé ãëàâû ìû ïîäðîáíî îáñóäèì ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèí-

öèï è îáîáùèì ðåçóëüòàò Òóëåíáàåâà íà ñëó÷àé n = 4. Íî äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ èñ-

ïîëüçîâàòü âìåñòî Äðóãîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ Òóëåíáàåâà ñâîé âàðèàíò êîïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ

îòíîñèòåëüíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà.

Ñíà÷àëà ìû ïðèâîäèì îïðåäåëåíèå Òóëåíáàåâà, çàòåì ñâî¼ îïðåäåëåíèå äëÿ n = 4 è

ïîêàçûâàåì, ÷òî îíè â äåéñòâèòåëüíîñòè çàäàþò îäíó è òó æå ãðóïïó.

Ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ðàñùåïèìûìè èäåàëàìè I E R.

Îïðåäåëåíèå. Èäåàë I E R íàçûâàåòñÿ ðàñùåïèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì êîëåö

σ : R/I → R, ÿâëÿþùèé ïðàâûì îáðàòíûì ê åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè π : R → R/I, äðóãèìè

ñëîâàìè, πσ = idR/I .

Åñëè èäåàë I E R íå ðàñùåïèì, òî îïðåäëåíèå îòíîñèòåëüíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà âûãëÿ-

äèò ÷óòü ñëîæíåå òîãî, ÷òî ìû ïðèâîäèì íèæå. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [61, 37,

44, 52].

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I E R � ýòî ðàñùåïèìûé èäåàë. Òîãäà îòíîñèòåëüíîé ãðóïïîé

Ñòåéíáåðãà St(n, R, I) íàçûâàåòñÿ Ker
(
π∗ : St(n, R)→ St(n, R/I)

)
.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî Òóëåíáàåâûì â [21, Ïðåäëîæåíèå 1.6]. Ìû áóäåì ññû-

ëàòüñÿ íà ýòîò ôàêò êàê íà äðóãîå êîïðåäñòàâëåíèå Òóëåíáàåâà.

Òåîðåìà (Òóëåíáàåâ). Äëÿ ðàñùåïèìîãî èäåàëà I è n ≥ 4 îòíîñèòåëüíàÿ ãðóïïà Ñòåéí-

áåðãà St(n, R, I) èçîìîðôíà ãðóïïå, çàäàííîé ñëåäóþùèì ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ:

{X(u, v) | u ∈ E(n, R)e1, v ∈ In, utv = 0},
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è ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó íèìè:

X(u, v)X(u, w) = X(u, v + w), (T1)

X(u, v)X(u′, v′)X(u, v)−1 = X(t(u, v)u′, t(u, v)∗v′), (T2)

X(ur + w, v) = X(u, vr)X(w, v), ãäå r ∈ R, (u, w) ∈ Umn×2(R). (T3)

Áîëåå òîãî, ìîæíî çàìåíèòü ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé T3 âûøå ñëåäóþùèì ìåíüøèì ñå-

ìåéñòâîì:

X(Me1r +Me2, M
∗e3a) = X(Me1, M

∗e3ar)X(Me2, M
∗e3a), (T3')

ãäå r ∈ R, a ∈ I è M ∈ E(n,R).

Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç Umn×2(R) ìíîæåñòâî n×2 óíèìîäóëÿðíûõ

ìàòðèö, òî åñòü, òàêèõ ìàòðèö A, ÷òî ñóùåñòâóåò 2× n ìàòðèöà B òàêàÿ, ÷òî BA = ( 1 0
0 1 ).

Òóëåíáàåâ äîêàçûâàåò â [21, Ïðåäëîæåíèå 1.6] òîëüêî óòâåðæäåíèå ïðî ñîîòíîøåíèÿ T1,

T2, T3, ïîýòîìó ìû ïîâòîðèì åãî ðàññóæäåíèå äëÿ ñîîòíîøåíèé T1, T2, T3'.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âðåìåííî îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðóïïó, çàäàííóþ ñîîòíîøåíèÿìè T1, T2,

T3'. Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî R/I âëîæåíî â R, äðóãèìè ñëîâàìè, ïåðåîáîçíà÷èì

σπ ÷åðåç π.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ìû ïîñòðîèì äâà âçàèìíî-îáðàòíûõ îòîáðà-

æåíèÿ

Go St(n,R/I)
ϕ //

St(n,R)
ψ
oo ,

ãäå St(n,R/I) äåéñòâóåò íà G ïî ïðàâèëó

X(u, v)X(u′, v′) = X(t(u, v)u′, t(u, v)∗v′).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ ïðàâèëîì ψ(xij(ξ)) = (X(ei, (ξ − ejπ(ξ)), xij(π(ξ))). Ïðîâåðèì

êîððåêòíîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü, ÷òî ψ ñîõðàíÿåò ñîîòíîøåíèÿ S1�S3. Ðàçáåð¼ì

ñîîòíîøåíèå S3. Âîñïîëüçóåìñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðà â ïîëóïðÿìîì

ïðîèçâåäåíèè (ëþáûõ) ãðóïï:

[(a, b), (c, d)] = (a · bc · bdb−1

a−1 · [b,d]c−1, [b, d]).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ξ′ = ξ − π(ξ) äëÿ ξ ∈ R. Ïîäñòàâèì a = X(ei, ejξ
′), b = xij(π(ξ)), c =

X(ej, ekη
′), d = xjk(π(η)) è âû÷èñëèì, êîììóòàòîð [ψ(xij(ξ), ψ(xjk(η)] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(X(ei, ejξ
′) ·X(ej + eiπ(ξ), ekη

′) ·X(ei, ekπ(η)ξ′ − ejξ′) ·X(ej,−ekη′), xik(π(ξη))) .

Ïðèìåíèì ñîîòíîøåíèÿ àääèòèâíîñòè T1 è T3' è ïåðåíåñ¼ì ìíîæèòåëü X(ei,−ejξ′) â ëåâóþ
÷àñòü ôîðìóëû ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ T2. Ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

(X(ej, ekη
′) ·X(ei, ek(ξ

′η′ + π(ξ)η′ + π(η)ξ′)) ·X(ej,−ekη′), xik(π(ξη))) .
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Òàê êàê ξ′η′ + π(ξ)η′ + π(η)ξ′ = ξη − π(ξη), âûðàæåíèå âûøå óïðîùàåòñÿ äî ψ(xik(ξη)), ÷òî

ìû è õîòåëè ïîêàçàòü. Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ψ ñîõðàíÿåò ñîîòíîøåíèÿ S1 è

S2, è âû÷èñëåíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè áóäåò åù¼ ïðîùå, ÷åì òî, ÷òî ïðèâåäåíî âûøå. Â

÷àñòíîñòè, íå ïîíàäîáèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå T3'.

Òåïåðü îïðåäåëèì ϕ ïî ïðàâèëó ϕ ((X(u, v), 1)) = X(u, v), ãäå u ∈ E(n,R)e1, v ∈ In, è

ϕ ((1, xij(ξ))) = X(ei, ejσ(ξ)). ßñíî, ÷òî ϕ ñîõðàíÿåò ñîîòíîøåíèÿ T1 è T2. Ñîîòíîøåíèå T3'

â àáñîëþòíîé ãðóïïå òàêæå ìîæíî âûâåñòè èç ñîîòíîøåíèé âàí äåð Êàëëåíà K1 è K2, ñì. [21,

(1.3)], òàê ÷òî, îòîáðàæåíèå ϕ êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ϕψ = 1 òàê ÷òî ψ èíú-

åêòèâíî. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ψ ñþðúåêòèâíî, îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ýëåìåíòû (X(u, v), 1),

u ∈ E(n,R)e1, v ∈ In ëåæàò â îáðàçå ψ.

Â îáîèõ äðóãèõ êîïðåäñòàâëåíèÿõ âàí äåð Êàëëåíà è Òóëåíáàåâà îáðàçóþùèå ïàðàìåò-

ðèçóþòñÿ ïàðîé âåêòîðîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ ¾õîðîøèé¿ â íåêîòîðîì ñìûñëå (ñêàæåì, óíè-

ìîäóëÿðíûé), à âòîðîé � ïðîèçâîëüíûé. Äëÿ òàêèõ îáðàçóþùèõ ëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü àä-

äèòèâíîñòü ïî âòîðîìó âåêòîðó, êàê K1 è T1, íî íå òàê ïðîñòî ôîðìóëèðîâàòü àääèòèâíîñòü

ïî ïåðâîìó, êàê T3'.

Â äîêàçàòåëüñòâå ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãî ïðèíöèïà Òóëåíáàåâ ñòðîèò îòîáðàæåíèå èç îò-

íîñèòåëüíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà â íåêîòîðóþ äðóãóþ ãðóïïó, òî åñòü, ïðîâåðÿåò ñîîòíîøåíèÿ

T1�T3 äëÿ îáðàçîâ X(u, v). Åäèíñòâåííàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé äîêàçàòåëüñòâî Òóëåíáàåâà

òðåáóåò óñëîâèÿ n ≥ 5, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí íå ìîæåò ïðîâåðèòü ¾ñëîæíîå¿ ñîîòíîøå-

íèå T3 (èëè T3') ïðè n = 4.

1.2.2 Îïðåäåëåíèå â ðàíãå òðè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîáùèòü ðåçóëüòàò Òóëåíáàåâà íà ñëó÷àé n = 4, ìû èñïîëüçóåì áîëåå

ñèììåòðè÷íîå êîïðåäñòàâëåíèå ñ äâóìÿ òèïàìè îáðàçóþùèõ: F (u, v), ãäå u õîðîøèé, à v �

ïðîèçâîëüíûé, è S(u, v), ãäå u ïðîèçâîëüíûé, à v � õîðîøèé. Îáðàçóþùèå F (u, v) áóäóò

àääèòèâíû ïî âòîðîìó âåêòîðó, â òî âðåìÿ êàê îáðàçóþùèå S(u, v) áóäóò àääèòèâíû ïî

ïåðâîìó. Â ñëó÷àå, êîãäà u è v îáà õîðîøèå, ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû îáðàçóþùèå îáîèõ òèïîâ

áûëè ðàâíû äðóã äðóãó. Ïåðåéä¼ì ê ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ I E R è n ≥ 4 îïðåäåëèì ãðóïïó St∗(n, R, I) ïðè ïîìîùè ìíîæåñòâà

îáðàçóþùèõ

{F (u, v) | u ∈ E(n, R)e1, v ∈ In, utv = 0} ∪ {S(u, v) | u ∈ In, v ∈ E(n, R)e1, u
tv = 0}

è ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó íèìè:

F (u, v)F (u, w) = F (u, v + w), (R1)

S(u, v)S(w, v) = S(u+ w, v), (R2)

F (u, v)F (u′, v′)F (u, v)−1 = F (t(u, v)u′, t(u, v)∗v′), (R3)

F (u, va) = S(ua, v), ãäå a ∈ I, (u, vt) = (Me1, e
t
2M

−1), M ∈ E(n, R). (R4)
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Îòìåòèì, ÷òî ìû âêëþ÷èëè â îïðåäåëåíèå òîëüêî îäíî ñîîòíîøåíèå î äåéñòâèè îáðàçó-

þùåé F (u, v) ñîïðÿæåíèåì íà äðóãîé îáðàçóþùåé F (u′, v′), è íå ñòàëè òðåáîâàòü òðè äðóãèõ

ñîîòíîøåíèÿ ñ ó÷àñòèåì îáðàçóþùèõ âòîðîãî òèïà S(u, v). Ýòî îáúÿñíÿåò ñëåäóþùàÿ ëåììà,

óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ¾íåäîñòàþùèå¿ ñîîòíîøåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóþò èç R1�R4.

Ëåììà 1.6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ : St∗(n, R, I)→ E(n, R) åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, êîòî-

ðîå îòïðàâëÿåò F (u, v) 7→ t(u, v) è S(u, v) 7→ t(u, v). Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ:

1. St∗(n, R, I) êàê àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ

{F (u, va) | a ∈ I, (u, vt) = (Me1, e
t
2M

−1), M ∈ E(n, R)};

2. äëÿ ëþáîãî g ∈ St∗(n, R, I) âåðíî ðàâåíñòâî

gF (u, v)g−1 = F (φ(g)u, φ(g−1)tv); (R3')

3. äëÿ ëþáîãî g ∈ St∗(n, R, I) âåðíî ðàâåíñòâî

gS(u, v)g−1 = S(φ(g)u, φ(g−1)tv); (R3�)

4. íà St∗(n,R, I) êîððåêòíî îïðåäåë¼í àâòîìîðôèçì ∗ âçÿòèÿ ¾êîíòðàãðàäèåíòíîãî¿

ýëåìåíòà, çàäàííûé ïðàâèëîì

F (u, v)∗ = S(−v, u), S(u, v)∗ = F (v, −u).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (u, v) � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ îáðàçóþùàÿ ïåðâîãî òèïà, è ïóñòü

M ∈ E(n, R) � òàêàÿ ìàòðèöà, ÷òî F (u, v) = F (Me1, M
∗ṽ). Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì R1,

ïîëó÷àåì

F (u, v) =
∏
k 6=1

F (Me1, M
∗ekṽk),

ãäå ṽk îáîçíà÷àåò k-þ êîîðäèíàòó ṽ =
∑
eiṽi. Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ R2 è R4, ìû ïîëó÷àåì

S(u′, v′) =
∏
k 6=1

S(Nekũk, N
∗e1) =

∏
k 6=1

F (Nek, N
∗e1ũk),

îòêóäà ñëåäóåò (a). ßñíî, ÷òî (b) ñëåäóåò èç (a). ×òîáû äîêàçàòü (c), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,

÷òî

F (u, v)S(u′, v′)F (u, v)−1 = S(t(u, v)u′, t(u, v)∗v′).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ S(u′, v′) =
∏

k 6=1 F (Nek, N
∗e1ũk) èìååì

F (u, v)S(u′, v′)F (u, v)−1 = F (u, v)
∏

F (Nek, N
∗e1ũk)F (u, v)−1 =

=
∏

F (t(u, v)Nek, t(u, v)∗N∗e1ũk) =

=
∏

S(t(u, v)Nekũk, t(u, v)∗N∗e1) = S(t(u, v)u′, t(u, v)∗v′).

Íàêîíåö, (d) ñëåäóåò èç (c).
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1.2.3 Ñîâïàäåíèå îïðåäåëåíèé

Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàñùåïèìîãî èäåàëà I E R ãðóïïà St∗(n, R, I) èçîìîðôíà

St(n, R, I) = Ker
(

St(n, R)� St(n, R/I)
)
.

Äëÿ ýòîãî ìû ïîñòðîèì äâà âçàèìíî-îáðàòíûõ ãîìîìîðôèçìà

St∗(n, R, I)
ι // St(n, R, I).
κ
oo

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå κ ìû èñïîëüçóåì äðóãîå êîïðåäñòàâëåíèå Òóëåíáà-

åâà. Ìû ïîëîæèì

κ(X(u, v)) = F (u, v), u ∈ E(n,R)e1, v ∈ In.

Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè òàêîãî îïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî F (u, v) óäîâëåòâî-

ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì T1, T2, T3'. Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ T1 è T2, à äëÿ ïðîâåðêè T3'

íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ R4 è R2. Äåéñòâèòåëüíî,

F (Me1,M
∗e3ar)F (Me2,M

∗e3a) = S(Me1ar,M
∗e3)S(Me2a,M

∗e3) =

= S(M(e1r + e2)a,M∗e3) = F (Me1r +Me2,M
∗e3a).

Òåïåðü ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ι. Ñíà÷àëà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ι îòîáðàæàåò St∗(n,R, I)

â àáñîëþòíóþ ãðóïïó, à çàòåì äîêàæåì, ÷òî îáðàç ι ñîäåðæèòñÿ â St(n,R, I). Ðàçóìååòñÿ,

îáðàçóþùèå F (u, v) ñëåäóåò îòïðàâèòü â îáðàçóþùèå âàí äåð Êàëëåíà X(u, v). Íî òàêæå

íàì íóæíî íàéòè îáðàçû äëÿ ýëåìåíòîâ S(u, v).

Âñïîìíèì, ÷òî íà àáñîëþòíîé ãðóïïå Ñòåéíáåðãà çàäàí àâòîìîðôèçì âçÿòèÿ ¾êîíòðàãðà-

äèåíòíîãî¿ ýëåìåíòà ∗, îòïðàâëÿþùèé xij(a) â xji(−a). Ïîëîæèì ι(S(u, v)) = X(v, −u)∗.

×òîáû ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ι íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû X(u, v) è

X(v, −u)∗ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì R1�R4.

Òîëüêî ñîîòíîøåíèå R4 íå î÷åâèäíî ñðàçó. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ (u, vt) = (Me1, e
t
2M

−1),

M ∈ E(n, R), a ∈ I, íóæíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî X(u, va) = X(v, −ua)∗. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-

íî ïîêàçàòü, ÷òî X(e1, e2a) = X(e2, −e1a)∗, ÷òî âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ ∗.

Òàê êàê π∗(ι(F (u, v))) = X(π(u), 0) = 1 è π∗(ι(S(u, v)) = X(π(v), 0)∗ = 1, ìû ïîëó÷àåì,

÷òî Im(ι) ⊆ Ker(π∗) = St(n, R, I). ßñíî, ÷òî ικ = id, òàê ÷òî κ èíúåêòèâíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

èç ïåðâîãî ïóíêòà Ëåììû 1.6 ñëåäóåò, ÷òî κ ñþðúåêòèâíî. Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Ëåììà 1.7. Äëÿ ðàñùåïèìîãî èäåàëà I E R è n ≥ 4 ãðóïïû St∗(n, R, I) è St(n, R, I) èçî-

ìîðôíû.

1.3 Ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï

1.3.1 Ñâåäåíèå ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãî ïðèíöèïà ê ëåììå î ïîäíÿòèè

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûì ïðèíöèïîì äëÿ ãðóïïû Ñòåéíáåðãà.

Äëÿ n ≥ 5 îíà áûëà äîêàçàíà Òóëåíáàåâûì â [21]. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû
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íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãî ïðèíöèïà ïðè n = 4.

Òåîðåìà 1 (Ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï). Ïóñòü R ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå êîëü-

öî (ñ 1), n ≥ 4, è g ∈ St(n, R[t], tR[t]). Ýòîò ýëåìåíò òðèâèàëåí, g = 1, òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñå åãî ìàêñèìàëüíûå ëîêàëèçàöèè òðèâèàëüíû, gm = 1 ∈ St(n, Rm[t]) äëÿ

êàæäîãî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà m E R.

Òóëåíáàåâ ñâîäèò ýòó òåîðåìó ê äîêàçàòåëüñòâó òåõíè÷åñêîé ëåììû, êîòîðóþ ìû íàçûâà-

åì ¾ëåììîé î ïîäíÿòèè¿ [21]. Õîðîøåå èçëîæåíèå ýòîãî ñâåäåíèÿ ìîæíî òàêæå íàéòè â [52].

Ìû èíîãäà áóäåì äåëàòü ññûëêó íà ýòó ñòàòüþ âìåñòî òîãî, ÷òîáû çàíîâî ïðèâîäèòü äîêà-

çàòåëüñòâî.

Â ýòîì ïóíêòå a ∈ R áóäåò îáîçíà÷àòü ýëåìåíò, íå ÿâëÿþùèéñÿ íèëüïîòåíòîì. ×åðåç

λa : R→ Ra ìû îáîçíà÷àåì ãîìîìîðôèçì ãëàâíîé ëîêàëèçàöèè R â a.

Äëÿ x ∈ R[t] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç evx : R[t] → R[t] ãîìîìîðôèçì ýâàëþàöèè, òî

åñòü (åäèíñòâåííûé) ãîìîìîðôèçì R-àëãåáð, ïåðåâîäÿùèé t â x. Äëÿ p ∈ R[t] ìû îáîçíà÷àåì

åãî îáðàç ïðè evx ÷åðåç p(x), íàïðèìåð, p = p(t). Òî÷íî òàê æå, ìû îáîçíà÷àåì îáðàç g ∈
St(n, R[t]) ïðè èíäóöèðîâàííîì ãîìîìîðôèçìå ev∗x ÷åðåç g(x).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.8. Ïóñòü g(t) ∈ St(n, R[t], tR[t]) òàêîå, ÷òî

λ∗a(g(t)) = 1 ∈ St(n, Ra[t]).

Òîãäà íàéä¼òñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå N ∈ N, ÷òî g(aN t) = 1.

×òîáû äîêàçàòü Ëåììó 1.8, íàì ïîíàäîáèòñÿ äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B = R n tRa[t] êîëüöî, ñîâïàäàþùåå ñ R × tRa[t] êàê ìíî-

æåñòâî, ñ ïîêîìïîíåíòíûì ñëîæåíèåì, è óìíîæåíèåì, çàäàííûì ïðàâèëîì

(r, f) · (s, g) = (rs, λa(r)g + fλa(s) + fg).

Ýëåìåíòû B ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ìíîãî÷ëåíû îò t ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì èç R, à

âñåìè îñòàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè èç Ra.

Ðàññìîòðèì íàïðàâëåííóþ ñèñòåìó êîëåö

R[t]
evat // R[t]

evat // R[t]
evat // · · ·

òî åñòü, (Si, ψij)0≤i≤j, ãäå Si = R[t], à ψij : t 7→ aj−it. Îíà èíäóöèðóåò íàïðàâëåííóþ ñèñòåìó

ãðóïï Ñòåéíáåðãà. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïî÷òè î÷åâèäíû (ñì. [21]).

Ëåììà 1.9. Ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ϕi : Si → B, çàäàííûõ ïðàâèëîì

p(t) 7→
(
p(0), λ∗a(p)(a

−it)− λ∗a(p)(0)
)
,

èíäóöèðóåò
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1. èçîìîðôèçì

lim−→Si →∼ B;

2. èçîìîðôèçì

lim−→ St(n, Si)→∼ St(n, B).

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ ϕ∗0 ñ âëîæåíèåì

µ : St(n, R[t], tR[t]) �
� // St(n, R[t])

ϕ∗0 // St(n, B)

ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ëîêàëèçàöèþ â a. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, èìååò ìåñòî äàæå áîëåå îáùåå

óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.10 (Ëåììà î ïîäíÿòèè). Ïóñòü B � êîëüöî, a ∈ B è I E B òàêîé èäåàë, ÷òî

äëÿ ëþáîãî x ∈ I ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y ∈ I òàêîé, ÷òî ya = x (ýêâèâàëåíòíîå

óñëîâèå: ãîìîìîðôèçì ëîêàëèçàöèè λa : I → Ia = I ⊗R Ra ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì). Òîãäà

ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

T: St∗(n, Ba, Ia)→ St(n, B)

çàìûêàþùåå äèàãðàììó

St∗(n, B, I) //

λ∗a
��

St(n, B)

λ∗a
��

St∗(n, Ba, Ia) //
T

55

St(n, Ba)

äî êîììóòàòèâíîé.

Òóëåíáàåâ äîêàçàë Ëåììó 1.10 òîëüêî äëÿ n ≥ 5 â [21]. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû äîêàæåì

å¼ è äëÿ n = 4, à ñåé÷àñ âûâåäåì èç íå¼ Ëåììó 1.8.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1.8. Ïðèìåíèì Ëåììó 1.10 ê a ∈ R ⊆ B, B = Rn tRa[t] êàê âûøå,

I = tRa[t] E B. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó.

St(n, R[t], tR[t]) �
� //

ϕ∗0 ))
λ∗a

��

St(n, R[t])

ϕ∗0

��

St(n, B, I)� t

''

λ∗a

uu
St(n, Ra[t], tRa[t])

T // St(n, B)

Ðàññìîòðèì g(t) ∈ St(n, R[t], tR[t]) òàêîé, ÷òî λ∗a(g(t)) = 1. Òîãäà

ϕ∗0(g(t)) = (T ◦ λ∗a)(g(t)) = 1

òîæå, òî åñòü, g(t) ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì ïðè ïåðåõîäå ê ïðÿìîìó ïðåäåëó. Íî ýòî ìî-

æåò ñëó÷èòüñÿ òîëüêî åñëè ψ∗0,N(g(t)) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî N (ïðîùå âñåãî ýòî óâèäåòü, åñëè

âîñïîëüçîâàòüñÿ êîíñòðóêöèåé ïðÿìîãî ïðåäåëà êàê íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ ïî ìîäóëþ îò-

íîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè).
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 16 â [52].

Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ïðîèñõîäèò äâå ññûëêè: âìåñòî Ëåììû 8 èç [52] íóæíî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ Ëåììîé 1.7 èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, à âìåñòî Ëåììû 15 èç [52] íóæíî èñïîëüçîâàòü

Ëåììó 1.8.

Ëåììà 1.11. Ïóñòü a, b ∈ R ïîðîæäàþò åäèíè÷íûé èäåàë êîëüöà R, Ra + Rb = R. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî äëÿ g ∈ St(n, R[t], tR[t]) âûïîëíåíî, ÷òî λ∗a(g) = λ∗b(g) = 1 . Òîãäà g = 1.

Íàêîíåö, ìû ìîæåì äîêàçàòü è Ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï (Òåîðåìó 1 âûøå). Äëÿ

ýòîãî íóæíî äîñëîâíî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2 èç [52] (âîñïîëüçîâàâøèñü âìåñòî

Ëåììû 16 èç [52] Ëåììîé 1.11 âûøå).

1.3.2 Ëåììà î ïîäíÿòèè Òóëåíáàåâà

Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì ëåììó î ïîäíÿòèè (Ëåììó 1.10 â ïðåäûäóùåì ïóíêòå). Ïðèâåä¼ì åù¼

ðàç òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó.

Ëåììà (Ëåììà î ïîäíÿòèè). Ïóñòü n > 4, B � êîëüöî, a ∈ B è I E B òàêîé èäåàë, ÷òî

äëÿ ëþáîãî x ∈ I ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y ∈ I òàêîé, ÷òî ya = x (ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

òàêîé y ÷åðåç x
a
). Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

T: St∗(n, Ba, Ia)→ St(n, B)

çàìûêàþùåå äèàãðàììó

St∗(n, B, I) //

λ∗a
��

St(n, B)

λ∗a
��

St∗(n, Ba, Ia) //
T

55

St(n, Ba)

äî êîììóòàòèâíîé.

Äëÿ âåêòîðà u ∈ Rn ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç I(u) èäåàë, ïîðîæä¼ííûé êîìïîíåíòàìè

u ∈ Rn, òî åñòü, I(u) =
n∑
k=1

ukR.

×òîáû äîêàçàòü ëåììó î ïîäíÿòèè, ìû, ñëåäóÿ Òóëåíáàåâó, èñïîëüçóåì ñåìåéñòâî ýëåìåí-

òîâ Xu,v(a) ∈ St(n, B), ãäå a ∈ B, êîòîðûå îáîáùàþò îáðàçóþùèå âàí äåð Êàëëåíà X(u, v),

à èìåííî Xu,v(1) = X(u, v). Îáðàçóþùèå Òóëåíáàåâà îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî óñëîâèå âàí äåð

Êàëëåíà u ∈ Um(n,B) çàìåíåíî íà áîëåå ñëàáîå óñëîâèå a ∈ I(u), ýêâèâàëåíòíîå òîìó, ÷òî

u ñòàíåò óíèìîäóëÿðíûì ïîñëå ëîêàëèçàöèè â a.

Äëÿ u ∈ Rn îáîçíà÷èì ÷åðåç D(u) ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ âåêòîðîâ v ∈ Bn,

êîòîðûå ðàñêëàäûâàþòñÿ â ñóììó v =
∑N

k=1 vk, ãäå v1, . . . , vN ∈ Bn òàêèå, ÷òî utvk = 0 è

êàæäûé vk èìååò õîòÿ áû äâå íóëåâûå êîîðäèíàòû.

Íàïðèìåð, åñëè u, v ∈ Bn òàêèå, ÷òî vtu = 0, è b ∈ I(u), òî vb ∈ D(u). Íóæíî âçÿòü

âåêòîð w ∈ Bn òàêîé, ÷òî wtu = b è ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå ðàçëîæåíèÿ vb âåêòîðà vij =

(eiuj − ejui)(viwj − vjwi).
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè a ∈ B è èäåàë I E B êàê â ôîðìóëèðîâêå ëåììû î ïîäíÿòèè, òî åñòü,

äëÿ ëþáîãî x ∈ I ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y ∈ I òàêîé, ÷òî ya = x, à âåêòîðà u ∈ Bn è

v ∈ In, ïðè÷¼ì utv = 0, òî àâòîìàòè÷åñêè v ∈ D(u).

Äëÿ a ∈ I(u) è v ∈ D(u) Òóëåíáàåâ ñòðîèò ýëåìåíòû Xu,v(a) (ñì. [21, Ëåììà 1.1] è

ïîÿñíåíèÿ ïîñëå íå¼), ïðè ýòîì φ(Xu,v(a)) = t(u, va).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî Òóëåíáàåâ èñïîëüçóåò îáîçíà÷åíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ îò îáîçíà÷å-

íèé âàí äåð Êàëëåíà, à èìåííî, îí ïèøåò Xu,v âìåñòî X(u, v). Ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ îáîçíà-

÷åíèé âàí äåð Êàëëåíà.

Òóëåíáàåâ äîêàçûâàåò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñâîèõ îáðàçóþùèõ [21, Ëåììà 1.1, Ëåììà 1.3],

à òàêæå [41].

Ëåììà 1.12. Äëÿ u, w ∈ Bn, v, v′ ∈ D(u) òàêèõ, ÷òî utw = 0, a, b ∈ I(u), c ∈ B, g ∈ St(n, B)

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Xu,vc(a) = Xu,v(ca),

2. Xuc,v(ca) = Xu,vc2(a),

3. Xu,v(a)Xu,v′(a) = Xu,v+v′(a),

4. g Xu,wb(a)g−1 = Xφ(g)u,φ(g)∗wb(a).

Êàê ìû óæå äåëàëè âûøå, ìû âîñïîëüçóåìñÿ àâòîìîðôèçìîì ∗ âçÿòèÿ êîíòðàãðàäèåíò-

íîãî ýëåìåíòà íà ãðóïïå Ñòåéíáåðãà. Íàì ñíîâà íóæíî áóäåò ïðîâåðèòü, ÷òî è äëÿ áîëåå

øèðîêîãî ñåìåéñòâà îáðàçóþùèõ Òóëåíáàåâà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.13. Ïóñòü u, v, x, y � ýëåìåíòû Bn, b ∈ I(u) ∩ I(v), r ∈ B òàêèå, ÷òî utv = 0,

xty = b, xtv = 0, uty = 0, xtu = 0, ytv = 0. Òîãäà âåðíî, ÷òî Xu,vb4r(b) = Xv,−ub4r(b)
∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì äâóìÿ ñïîñîáàìè êîììóòàòîð g = [Xv,xbr(b)
∗, Xu,yb(b)] ïîëüçóÿñü

ëåììîé âûøå:

g = Xt(xb2r,−v)u, t(xb2r,−v)∗yb(b)Xu,−yb(b) = Xu, yb+vb4r(b)Xu,−yb(b) = Xu,vb4r(b),

g = Xv,xbr(b)
∗Xt(u,yb2)∗v,−t(u,yb2)xbr(b)

∗ = Xv,xbr(b)
∗Xv,−xbr−ub4r(b)

∗ = Xv,−ub4r(b)
∗.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå T: St(n, Ba, I)→ St(n, B).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäíÿòèè. Ðàññìîòðèì u = Me1, M ∈ E(n, Ba) è v ∈ In òàêèå,

÷òî utv = 0. Ïîëîæèì w = M∗e1. Òàê êàê wtu = 1, ñóùåñòâóþò âåêòîðà w̃, ũ ∈ Bn è

íàòóðàëüíîå m òàêèå, ÷òî

λa(w̃) = wam, λa(ũ) = uam è áîëåå òîãî ũtv = 0 è w̃tũ = a2m.
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Òîãäà a2m ∈ I(ũ), è, êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, v/a3m ∈ D(ũ), ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîëîæèòü

T(F (u, v)) = Xũ,v/a3m(a2m).

Èç äâóõ ïåðâûõ ïóíêòîâ Ëåììû 1.12 ñëåäóåò, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà

m è ïîäú¼ìîâ ũ è w̃.

Òî÷íî òàêæå, ìû ïîëîæèì T(S(u, v)) = Xṽ,−u/a3m,(a
2m)∗. Èç Ëåììû 1.12 ñëåäóåò, ÷òî

îòîáðàæåíèå T ñîõðàíÿåò ñîîòíîøåíèÿ R1�R3.

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ u = Me1, v = M∗e2 è c ∈ I èìååò ìåñòî

T(F (u, cv)) = Xũ, ṽc/a4m(a2m) = Xṽ,−ũc/a4m(a2m)∗ = T(S(uc, v)).

Çäåñü ũ, ṽ ∈ Bn � ýòî òàêèå ïîäú¼ìû u è v, ÷òî λa(ũ) = uam, λa(ṽ) = vam è ũtṽ = 0. Ìû

ìîæåì âûáðàòü m äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü a2m ∈ I(ũ) ∩ I(ṽ) è íàøëèñü x̃,

ỹ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

λa(x̃) = Me3a
m, λa(ỹ) = M∗e3a

m è x̃tỹ = a2m, x̃tṽ = 0, ũtỹ = 0, x̃tũ = 0, ỹtṽ = 0.

Òåïåðü, ÷òîáû ïîëó÷èòü R4, îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü Ëåììó 1.13 (äëÿ b = a2m, r = c/a12m). Òàêèì

îáðàçîì, îòîáðàæåíèå T êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû íàïðÿìóþ âûòåêàåò èç ñîâïàäåíèÿ ýëåìåíòîâ âàí äåð Êàë-

ëåíà X(u, v) è ýëåìåíòîâ Òóëåíáàåâà Xu,v(1), çàìå÷åííîãî âûøå.

1.3.3 Ïðèëîæåíèå: öåíòðàëüíîñòü îðòîãîíàëüíîãî K2

Íàïîìíèì, ÷òî ïî êàæäîé ïðèâåä¼ííîé íåïðèâîäèìîé ñèñòåìå êîðíåé Φ è êîììóòàòèâíîìó

êîëüöó R ìîæíî ïîñòðîèòü ðàñùåïèìóþ ïðîñòóþ îäíîñâÿçíóþ ãðóïïó Gsc(Φ, R), íàçûâàåìóþ

ãðóïïîé Øåâàëëå. Ýëåìåíòàðíàÿ ãðóïïà E(Φ, R) � ýòî ïî-îïðåäåëåíèþ ïîäãðóïïà Gsc(Φ, R)

ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàðíûìè êîðíåâûìè óíèïîòåíòàìè tα(ξ), ξ ∈ R, α ∈ Φ. Äëÿ ñèñòåìû

êîðíåé Φ ñ ïðîñòûìè ñâÿçÿìè ðàíãà > 2 ãðóïïà Ñòåéíáåðãà St(Φ, R) çàäà¼òñÿ ìíîæåñòâîì

îáðàçóþùèõ xα(ξ), α ∈ Φ, r ∈ R, êîòîðûå ìîäåëèðóþò ïîâåäåíèå óíèïîòåíòîâ tα(ξ), è ñîîò-

íîøåíèÿìè Ñòåéíáåðãà ìåæäó íèìè:

xα(r)xα(s) = xα(r + s),

[xα(r), xβ(s)] = xα+β(Nα,β · rs), α, β ∈ Φ, α + β ∈ Φ,

[xα(r), xβ(s)] = 1, α, β ∈ Φ, α + β 6∈ Φ ∪ {0}.

Çäåñü Nα,β � ýòî ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû Φ, êîòîðûå ðàâíû ±1. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå

òåîðèè ãðóïï Øåâàëëå ìîæíî íàéòè â [63, 57].

Äëÿ ðàñùåïèìîãî èäåàëà I E R îòíîñèòåëüíàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

St(Φ, R, I) = Ker
(

St(Φ, R)→ St(Φ, R/I)
)
.

Â ñëó÷àå Φ = A` = {χi − χj | i 6= j, χi áàçèñíûå âåêòîðà Rl+1} ìû ïîëó÷àåì îáû÷íîå

îïðåäåëåíèå ãðóïïû Ñòåéíáåðãà St(l+1, R), åñëè ñäåëàòü ïåðåîáîçíà÷åíèå xij(r) = xχi−χj(r).
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Èç ãðóïïû Ñòåéíáåðãà åñòü îòîáðàæåíèå â ãðóïïó Øåâàëëå φ : St(Φ, R) → Gsc(Φ, R),

îòïðàâëÿþùåå xα(ξ) â tα(ξ), à åãî îáðàç, êàê óæå îòìå÷åíî âûøå, � ýòî E(Φ, R).

Ïî òåîðåìå Òàääåè, (ñì. [63]) ýëåìåíòàðíàÿ ãðóïïà E(Φ, R) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóï-

ïîé Gsc(Φ, R) êîãäà ðàíã Φ áîëüøå èëè ðàâåí 2. Ïîýòîìó àíàëîãè÷íî àëãåáðàè÷åñêèì SK1 è

K2-ôóíêòîðàì, îïðåäåëÿþòñÿ K1(Φ, R) è K2(Φ, R) êàê êîÿäðî è ÿäðî φ:

1 // K2(Φ, R) // St(Φ, R) // Gsc(Φ, R) // K1(Φ, R) // 1.

Ñåðãåé Ñèí÷óê ïîêàçàë, ÷òî äëÿ âñåõ ãðóïï Øåâàëëå èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå èìïëèêà-

öèè, ñì. [52, äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 15, Òåîðåì 1,2].

Ïðåäëîæåíèå (Ñèí÷óê). Äëÿ ëþáîé íåïðèâîäèìîé ñèñòåìû êîðíåé Φ ñ ïðîñòûìè ñâÿçÿìè

è ðàíãà > 3 âåðíû èìïëèêàöèè

1. =⇒ 2. =⇒ 3.

1. Äëÿ ôóíêòîðà St(Φ,−) ãðóïïû Ñòåéíáåðãà âåðíà ëåììà î ïîäíÿòèè Òóëåíáàåâà, òî

åñòü äëÿ ëþáîãî êîëüöà R è ëþáîãî íå íèëüïîòåíòà a ∈ R ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

TΦ, äîïîëíÿþùåå äèàãðàììó

St(Φ, Rn tRa[t], tRa[t])
� � //

��

St(Φ, Rn tRa[t])

λ∗a
��

St(Φ, Ra[t], tRa[t])

TΦ

44

� � // St(Φ, Ra[t])

(1.3.2)

äî êîììóòàòèâíîé;

2. äëÿ St(Φ,−) âåðåí ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï, òî åñòü, g ∈ St(Φ, R[t]), óäîâëå-

òâîðÿþùèé óñëîâèþ g(0) = 1 ∈ St(Φ, R), ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 1 ∈
St(Φ, R[t]) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî îáðàçû λ∗m(g) ∈ St(Φ, Rm[t]) ïðè îòîáðàæå-

íèè ëîêàëèçàöèè λm : R→ Rm òðèâèàëüíû äëÿ âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ m E R;

3. K2(Φ, R) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïîäãðóïïîé St(Φ, R).

Êðîìå òîãî, Ñåðãåé Ñèí÷óê ïîêàçàë, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà ÿâëÿåòñÿ

àìàëüãàìèðîâàííûì ïðîèçâåäåíèåì íåñêîëüêèõ îòíîñèòåëüíûõ ãðóïï Ñòåéíáåðãà ìåíüøåãî

ðàíãà. ×óòü òî÷íåå, îí ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [52, Ëåììà 5, Òåîðåìà 9 è Çàìå÷à-

íèå 3.16, äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 14] è [41].

Òåîðåìà (Ñèí÷óê). Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, I E R � ðàñùåïèìûé èäåàë, Φ �

íåïðèâîäèìàÿ ñèñòåìà êîðíåé ñ ïðîñòûìè ñâÿçÿìè.

1. Äëÿ s ∈ I, r ∈ R è α ∈ Φ îáîçíà÷èì zα(s, r) := xα(s)x−α(r) ∈ St(Φ, R, I). Åñëè Φ èìååò

õîòÿ áû ðàíã 2, òî St(Φ, R, I) ïîðîæäåíà ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ zα(s, r).
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2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G0 ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Ñòåéíáåðãà St(Ψ, R, I), ãäå Ψ ïðîáå-

ãàåò âñå ïîäñèñòåìû êîðíåé Φ, êîòîðûå èìåþò òèï A3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç zΨ
α (s, r) îáðàç

zα(s, r) ∈ St(Ψ, R, I) ïðè êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè St(Ψ, R, I) ↪→ G0. Îáîçíà÷èì òåïåðü

÷åðåç G ôàêòîð-ãðóïïó G0 ïî ìîäóëþ âñåõ ñîîòíîøåíèé âèäà zΨ1
α (s, r) = zΨ2

α (s, r), ãäå

α ∈ Ψ1∩Ψ2, s ∈ I, r ∈ I è îáå Ψ1 è Ψ2 � ýòî ïîäñèñòåìû òèïà A3. Åñëè Φ èìååò ðàíã

> 3, òî êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå G→ St(Φ, R, I) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï.

3. Åñëè ðàíã Φ áîëüøå èëè ðàâåí 3, TΨ � ýòî îòîáðàæåíèÿ Òóëåíáàåâà äëÿ ïîäñèñòåì

Ψ ⊆ Φ òèïà A3, ïîñòðîåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, òî äëÿ âñåõ Ψ1, Ψ2 òèïà A3,

ñîäåðæàùèõ îáùèé êîðåíü α, âûïîëíåíî TΨ1(zα(s, r))Ψ1 = TΨ2(zα(s, r))Ψ2 ∈ St(Φ, R n
tRa[t]). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó êîïðåäåëà, êîððåêòíî îïðåäå-

ëåíî îòîáðàæåíèå Òóëåíáàåâà TΦ, à çíà÷èò âûïîëíåíû âñå ïóíêòû ïðåäûäóùåãî ïðåä-

ëîæåíèÿ.

Ñåðãåé Ñèí÷óê ñíà÷àëà èñïîëüçîâàë ýòîò ìåòîä äëÿ äîêàçàòåëüñòâà öåíòðàëüíîñòè K2

äëÿ ãðóïï òèïà El. Ïðè ýòîì âìåñòî ïîñòðîåííîãî ñîèñêàòåëåì îòîáðàæåíèÿ Tóëåíáàåâà äëÿ

ãðóïï òèïà A3, îí ðàññìàòðèâàë îòîáðàæåíèå äëÿ ãðóïï òèïà A4, ïîñòðîåííîå ñàìèì Òóëåíáà-

åâûì. Îäíàêî äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï, ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïó Dl, óæå íå óäàâàëîñü ñâåñòè

äîêàçàòåëüñòâî ê ïîäñèñòåìàì òèïà A4, ðåäóêöèþ óäàâàëîñü ïðîâåñòè òîëüêî ê ïîäñèñòåìàì

ðàíãà 3.

Ñîâìåñòíî, Ñåðãåé Ñèí÷óê è ñîèñêàòåëü ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2 (Öåíòðàëüíîñòü îðòîãîíàëüíîãî K2). Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå

êîëüöî. Òîãäà äëÿ l > 4 ãðóïïà K2(Dl, R) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïîäãðóïïîé St(Dl, R).

Çàìå÷àíèå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, Gsc(Dl, R) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé ñïèíîðíîé ãðóïïîé Spin(2l, R),

ïðè ýòîì, òàê êàê ðàñøèðåíèå îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû SO(2l, R) ñïèíîðíîé ÿâëÿåòñÿ öåí-

òðàëüíûì, òî ðåçóëüòàò î öåíòðàëüíîñòè K2(Dl, R) âëå÷¼ò òàêæå è ðåçóëüòàò î öåíòðàëüíî-

ñòè ÿäðà ãîìîìîðôèçìà St(Dl, R) → O(2l, R). Òåì íå ìåíåå, òàê êàê ýòè ðåçóëüòàòû ïðèâî-

äÿòñÿ òîëüêî êàê ïðèëîæåíèÿ, ìû íå ïåðåãðóæàåì äèññåðòàöèþ îáñóæäåíèåì òåîðèè ïðåä-

ñòàâëåíèé ãðóïï Øåâàëëå è èñïîëüçóåì òîëüêî îáîçíà÷åíèå K2(Dl, R) âìåñòî âîçìîæíûõ

K2Spin(2l, R) èëè K2O(2l, R).
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Ãëàâà 2

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà

2.1 Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà

2.1.1 Êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî íîðìàëüíîñòè Ep

Â ýòîé ãëàâå R îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, R2l îáî-

çíà÷àåò ñâîáîäíûé ïðàâûé R-ìîäóëü, áàçèñ êîòîðîãî ìû íóìåðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: e−l,

. . ., e−1, e1, . . ., el, l ≥ 3. Äëÿ âåêòîðà v ∈ R2l åãî i-àÿ êîîðäèíàòà îáîçíà÷àåòñÿ vi, òî åñòü

v =
∑l

i=−l eivi. ×åðåç 〈 , 〉 ìû îáîçíà÷àåì ñòàíäàðòíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó íà R2l, òî

åñòü 〈ei, ej〉 = sgn(i)δi,−j. Ìû ÷àñòî ïèøåì εi âìåñòî sgn(i). Íàïîìíèì, ÷òî 〈u, u〉 = 0 äëÿ

ëþáîãî u ∈ V .

Îïðåäåëåíèå. Ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé Sp(2l, R) íàçûâàåòñÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ R2l,

ñîõðàíÿþùèõ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó 〈 , 〉,

Sp(V ) = {f ∈ GL(V ) | 〈f(u), f(v)〉 = 〈u, v〉 ∀u, v ∈ V }.

Îïðåäåëåíèå (Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýéõëåðà�Çèãåëÿ�Äèêñîíà). Äëÿ a ∈ R è u, v ∈ R2l òàêèõ,

÷òî 〈u, v〉 = 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç T (u, v, a) àâòîìîðôèçì R2l, äåéñòâóþùèé ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó: äëÿ w ∈ R2l âûïîëíåíà ôîðìóëà

T (u, v, a) : w 7→ w + u(〈v, w〉+ a〈u, w〉) + v〈u, w〉.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòû T (u, v, a) (ñèìïëåêòè÷åñêèìè) ESD-ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Òàêîå æå îïðåäåëåíèå äà¼ò Âèêòîð Ïåòðîâ â [49]. Ýòè ýëåìåíòû îáîáùàþò îäíîâðåìåí-

íî è óíèïîòåíòû êîðîòêîãî òèïà Tu,v(a) = T (u, va, 0), è óíèïîòåíòû äëèííîãî òèïà Tu(a) =

T (u, 0, a) [59]. Îáùåå ESD-ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ óíèïîòåíòîâ: êîðîò-

êîãî è äëèííîãî òèïà, T (u, v, a) = Tu(a)Tu,v(1).

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòà ESD-ïðåîáðàçîâà-

íèé. Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [49].
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Ëåììà 2.1. Ïóñòü u, v, w ∈ R2l � òðè âåêòîðà òàêèå, ÷òî 〈u, v〉 = 0, 〈u, w〉 = 0, è ïóñòü

a, b ∈ R. Òîãäà

a) T (u, v, a) ∈ Sp(2l, R),

b) T (u, v, a)T (u, w, b) = T (u, v + w, a+ b+ 〈v, w〉),

c) T (u, va, 0) = T (v, ua, 0),

d) T (u+ v, 0, a) = T (u, 0, a)T (v, 0, a)T (u, va, 0),

e) g T (u, v, a)g−1 = T (gu, gv, a) ∀ g ∈ Sp(2l, R).

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî T (u, 0, 0) = 1 è T (u, v, a)−1 = T (u, −v, −a).

Â ñëåäóþùåì ÷àñòíîì ñëó÷àå ó íàñ åñòü ïðîñòàÿ ôîðìóëà äëÿ êîììóòàòîðà äâóõ ESD-

ïðåîáðàçîâàíèé.

Ëåììà 2.2. Äëÿ u, v ∈ R2l òàêèõ, ÷òî ui = u−i = vi = v−i = 0, 〈u, v〉 = 0, è a ∈ R èìååò

ìåñòî òîæäåñòâî

[T (ei, u, 0), T (e−i, v, a)] = T (u, vεi, a)T (e−i, −uaε−i, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî � ýòî ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ESD-

ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâåä¼ííûõ âûøå. Ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî

ýëåìåíòà è ïåðåïèøåì êîììóòàòîð ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[T (ei, u, 0), T (e−i, v, a)] = T (ei, u, 0) · T (e−i, v, a)T (ei, −u, 0) =

= T (ei, u, 0)T (T (e−i, v, a)ei, −T (e−i, v, a)u, 0) = T (ei, u, 0)T (ei + e−iaε−i + vε−i, −u, 0).

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü b) è c) èç Ëåììû 2.1, ïîëó÷àåì

T (ei, u, 0)T (ei + e−iaε−i + vε−i, −u, 0) = T (u, ei, 0)T (u, −ei + e−iaεi + vεi, 0) =

= T (u, e−iaεi + vεi, a) = T (u, vεi, a)T (u, e−iaεi, 0) = T (u, vεi, a)T (e−i, −uaε−i, 0).

Äàäèì îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû, àíàëîãà ãðóïïû ýëåìåíòàð-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé E(n, R) â ëèíåéíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì Tij(a) = T (ei, e−jaε−j, 0) è Ti,−i(a) = T (ei, 0, a), ãäå a ∈ R, i,

j ∈ {−l, . . . , −1, 1, . . . , l}, i 6∈ {±j}. Ýòè ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñèìëåêòè-

÷åñêèìè òðàíñâåêöèÿìè. Ïîäãðóïïà Sp(2l, R), êîòîðóþ îíè ïîðîæäàþò, íàçûâàåòñÿ ýëåìåí-

òàðíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé

Ep(2l, R) = 〈Tij(a) | i 6= j, a ∈ R〉 ≤ Sp(2l, R).
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Íàø âûáîð çíàêà â äëèííîêîðíåâûõ ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèÿõ ñîâïàäàåò, íàïðèìåð,

ñ âûáîðîì â [49]. ×àñòî çíàê âûáèðàþò èíà÷å, à èìåííî äëÿ äëèííîãî êîðíÿ 2χi ∈ Cl ñî-

îòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòàðíûé êîðíåâîé óíèïîòåíò x2χi(a) = Ti,−i(aεi). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

ýëåìåíòû Tii(a) íå îïðåäåëåíû.

Ëåììà 2.3. Äëÿ v ∈ R2l òàêîãî, ÷òî v−i = 0 îáîçíà÷èì

v− =
∑
i<0

eivi è v+ =
∑
i>0

eivi.

Òîãäà

T (ei, v, a) = Ti,−i(a+ 2vi − viεi − 〈v−, v+〉)·

· T−l,−i(v−lεi) . . . T−1,−i(v−1εi)T1,−i(v1εi) . . . Tl,−i(vlεi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî i > 0. Òàê êàê äëÿ j 6= −i, âåðíî
Tj,−i(vjεi) = T (ei, ejvj, 0), à Ti,−i(2vi) = T (ei, 0, 2vi) = T (ei, eivi, 0), ïîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî

T−l,−i(v−lεi) . . . T−1,−i(v−1εi) = T (ei, e−lv−l, 0) . . . T (ei, e−1v−1, 0) = T (ei, v−, 0),

à òàêæå

Ti,−i(2vi)Ti,−i(−viεi)T1,−i(v1εi) . . . Tl,−i(vlεi) = T (ei, e1v1, 0) . . . T (ei, elvl, 0) = T (ei, v+, 0).

Çäåñü ñîìíîæèòåëè Ti,−i(−viεi) è Ti,−i(viεi) ïðîñòî ñîêðàùàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ

÷àñòü èñêîìîãî òîæäåñòâà ðàâíà

Ti,−i(a− 〈v−, v+〉)T (ei, v−, 0)T (ei, v+, 0) =

= T (ei, 0, a− 〈v−, v+〉)T (ei, v, 〈v−, v+〉) = T (ei, v, a).

Ëåììà 2.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî T (ei, v, a) ëåæàò â ýëåìåíòàðíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå

Ep(2l, R). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìû ìîæåì ëåãêî âûâåñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, íàçûâàå-

ìîå îáû÷íî ëåììîé Óàéòõåäà�Âàñåðøòåéíà.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü u, v ∈ R2l òàêèå, ÷òî u èìååò ïàðó ñèììåòðè÷íûõ íóëåâûõ êîîðäèíàò,

ui = u−i = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i, 〈u, v〉 = 0, a ∈ R. Òîãäà T (u, v, a) ∈ Ep(2l, R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì v′ = eivi + e−iv−i è ṽ = v − v′. Òîãäà, ïîëüçóÿñü Ëåììîé 2.1 b),

ïîëó÷àåì

T (u, v, a) = T (u, ṽ, a)T (u, v′, 0),

ãäå T (u, v′, 0) â ñâîþ î÷åðåäü ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñèëó òîãî æå óòâåðæäåíèÿ Ëåììû 2.1 b), êàê

ïðîèçâåäåíèå

T (u, v′, 0) = T (u, eivi, 0)T (u, e−iv−i, 0)T (u, 0, −viv−i).
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Ïî Ëåììå 2.1 ñ), T (u, eivi, 0) = T (ei, uvi, 0) ëåæèò â ýëåìåíòàðíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå,

è òî÷íî òàê æå T (u, e−iv−i, 0) ∈ Ep(2l, R).

Â ñèëó Ëåììû 2.2,

T (u, ṽ, a) = [T (ei, u, 0), T (e−i, ṽεi, a)]T (e−i, uaε−i, 0)

òîæå ëåæèò â ýëåìåíòàðíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå, è òî÷íî òàê æå T (u, 0, −viv−i) ∈
Ep(2l, R).

Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî, ÷òîáû äîêàçàòü íîðìàëüíîñòü Ep(2l, R) â Sp(2l, R). Âïåðâûå ýòîò ôàêò

áûë äîêàçàí Êîïåéêî â [8]. Åãî äîêàçàòåëüñòâî ðàáîòàåò òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ l = 2, íî äîêà-

çàòåëüñòâî, ïðèâåä¼ííîå çäåñü, ãîðàçäî ïðîùå, è ïîýòîìó ìû áóäåì ñëåäîâàòü èìåííî åìó â

ñëåäóþùåì ðàçäåëå íàñòîÿùåé ãëàâû, ðàáîòàÿ ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé Ñòåéíáåðãà.

Òåîðåìà (Êîïåéêî). Ýëåìåíòàðíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà Ep(2l, R) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-

íîé ïîäãðóïïîé â Sp(2l, R). Áîëåå òîãî, îíà ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé Sp(2l, R), ïîðîæä¼ííîé

âñåìè ESD-ïðåîáðàçîâàíèÿìè T (u, v, a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó Ëåììû 2.1 e), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî âòîðîå óòâåðæäåíèå, òî

åñòü, ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ESD-ïðåîáðàçîâàíèå T (u, v, a) ýëåìåíòàðíî. Ïóñòü u, v ∈ R2l òàêèå,

÷òî 〈u, v〉 = 0, a ∈ R. Êàê óæå îòìå÷åíî âûøå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ESD-ïðåîáðàçîâàíèå â

âèäå ñëåäóþùåãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëüçóÿñü Ëåììîé 2.1 b)

T (u, v, a) = T (u, v, 0)T (u, 0, a),

à çàòåì ðàçëîæèòü

T (u, v, 0) = T (v, 0, −1)T (u, 0, −1)T (u+ v, 0, 1)

ïî Ëåììå 2.1 d). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ R2l è a ∈ R

òðàíñâåêöèÿ T (u, 0, a) ýëåìåíòàðíà.

Îáîçíà÷èì u′ = eiui + e−iu−i è ũ = u− u′. Òîãäà

T (u, 0, a) = T (ũ, 0, a)T (u′, 0, a)T (ũ, u′a, 0).

Âñå ñîìíîæèòåëè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ýëåìåíòàðíû ïî Ëåììå 2.4.

Âàæíûì îòëè÷èåì ýòîé òåîðåìû îò òåîðåìû íîðìàëüíîñòè Ñóñëèíà èç ïðîøëîé ãëàâû

ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ëþáîå ESD-ïðåîáðàçîâàíèå T (u, v, a) îêàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì.

Â ëèíåéíîì ñëó÷àå ìàòðèöà 1 + uvt îêàçûâàëàñü ýëåìåíòàðíîé òîëüêî ïðè óñëîâèè óíè-

ìîäóëÿðíîñòè âåêòîðà u. Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ òðàíñâåêöèÿ

ýëåìåíòàðíîé, òî åñòü, âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ u, v ∈ Rn òàêèõ, ÷òî utv = 0, âûïîëíåíî

1 + uvt ∈ E(n, R), ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì.

Êðîìå òîãî, ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî äà¼ò îöåíêó íà äëèíó T (u, v, a) â ýëåìåíòàðíûõ

îáðàçóþùèõ. Òî åñòü, íåçàâèñèìî îò êîëüöà R, ëþáîå ESD-ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ

êàê ïðîèçâåäåíèå íå áîëåå 2l × 12× 3× 4 = 288l ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé.
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2.1.2 Îïðåäåëåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà

Àíàëîãè÷íî ëèíåéíîìó ñëó÷àþ, ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà ìîäåëèðóåò ïîâåäåíèå

ýëåìåíòàðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ òðàíñâåêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé Ñòåéíáåðãà StSp(2l, R) íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, çà-

äàííàÿ ôîðìàëüíûìè îáðàçóþùèìè Xij(a), i 6= j, a ∈ R è ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

ìåæäó íèìè:

Xij(a) = X−j,−i(−aεiεj), (P0)

Xij(a)Xij(b) = Xij(a+ b), (P1)

[Xij(a), Xhk(b)] = 1, ïðè h 6∈ {j,−i}, k 6∈ {i,−j}, (P2)

[Xij(a), Xjk(b)] = Xik(ab), ïðè i 6∈ {−j,−k}, j 6= −k, (P3)

[Xi,−i(a), X−i,j(b)] = Xij(abεi)X−j,j(−ab2), (P4)

[Xij(a), Xj,−i(b)] = Xi,−i(2abεi). (P5)

Ðàçóìååòñÿ, ìû íàêëàäûâàåì ñîîòíîøåíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà è ïðàâàÿ, è ëåâàÿ

÷àñòè ðàâåíñòâà îïðåäåëåíû, â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòû Xii(a) íå ïîÿâëÿþòñÿ. Òàê, P3 è P4

ìîæíî íàïèñàòü òîëüêî äëÿ i 6= k, òàê ÷òî ó íàñ íåò ñîîòíîøåíèé íà êîììóòàòîðû âèäà

[Xkj(a), Xjk(b)].

Çàìå÷àíèå. Òàêîå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì, äàííûì â ïåðâîé ãëàâå. Äåéñòâè-

òåëüíî, ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà îòâå÷àåò ñèñòåìå êîðíåé

Cl = {±χi ± χj, ±2χi | i 6= j, χi áàçèñíûé âåêòîð Rl},

è äîïîëíèòåëüíî îáîçíà÷èâ χ−i = −χi, ïîëó÷àåì, ÷òî êîðîòêèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò îáðà-

çóþùèå yχi+χj(a) = Xij(a), à äëèííûì: y2χi(a) = Xi,−i(aεi).

Èç Ëåìì 2.1 è 2.2 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå òðàíñâåêöèè Tij(a)

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì P1�P6, äðóãèìè ñëîâàìè, êîððåêòíî îïðåäåë¼í ýïèìîðôèçì

φ : StSp(2l, R) � Ep(2l, R), îòïðàâëÿþùèé îáðàçóþùèå Xij(a) â ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåí-

òàðíûå òðàíñâåêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì φ êàê îòîáðàæåíèå èç ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà

StSp(2l, R) â ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó Sp(2l, R). Òîãäà åãî êîÿäðî îáîçíà÷àåòñÿ K1Sp(2l, R),

à åãî ÿäðî � K2Sp(2l, R),

K2Sp(2l, R) // // StSp(2l, R)
φ // Sp(2l, R) // // K1Sp(2l, R),

è íàçûâàþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè K1- è K2-ôóíêòîðàìè.

Ïåðâûì âàæíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû áóäåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî K2Sp(2l, R) ÿâ-

ëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà äàäèì ââåä¼ì îïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ýëåìåíòàðíîé ñèì-

ïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû è îòíîñèòåëüíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I E R. Ñëåäóþùàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Ep(2l, R)

Ep(2l, R, I) = Ep(2l, R)〈Tij(a) | i 6= j, a ∈ I〉

íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ýëåìåíòàðíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé, îòâå÷àþùåé èäåàëó I.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ãðóïïå H ñëåâà, ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü îáðàç h ∈ H ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîðôèçìà, îòâå÷àþùåãî ýëåìåíòó g ∈ G, ÷åðåç
gh, êðîìå òîãî, ýëåìåíò gh · h−1 ÷åðåç Jg, h] è ýëåìåíò h · gh−1 ÷åðåç [h, gK.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå � ýòî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ âåðñèÿ êîïðåäñòàâëåíèÿ Êîéíå è Ëîäåÿ

äëÿ îòíîñèòåëüíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà [37, 44].

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì äëÿ I E R îòíîñèòåëüíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó Ñòåéí-

áåðãà StSp(2l, R, I) êàê ãðóïïó ñ äåéñòâèåì àáñîëþòíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà StSp(2l, R), çà-

äàííóþ ìíîæåñòâîì (îòíîñèòåëüíûõ) îáðàçóþùèõ {Yij(a) | i 6= j, a ∈ I} è ñëåäóþùèìè

ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó íèìè

Yij(a) = Y−j,−i(−aεiεj), (KL0)

Yij(a)Yij(b) = Yij(a+ b), (KL1)

JXij(r), Yhk(a)] = 1, ïðè h 6∈ {j,−i}, k 6∈ {i,−j}, (KL2)

JXij(r), Yjk(a)] = Yik(ra), ïðè i 6∈ {−j,−k}, j 6= −k, (KL3)

JXi,−i(r), Y−i,j(a)] = Yij(raεi)Y−j,j(−ra2), (KL4)

[Yi,−i(a), X−i,j(r)K = Yij(arεi)Y−j,j(−ar2), (KL5)

JXij(r), Yj,−i(a)] = Xi,−i(2raεi), (KL6)

Xij(a)
(
Xhk(r)Yst(b)

)
= Yij(a)

(
Xhk(r)Yst(b)

)
. (KL7)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ðàññìàòðèâàåì ñâîáîäíóþ ãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ ïàðàìè (g, x) = gx,

ãäå g èç àáñîëþòíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà, à x èç ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíûõ îáðàçóþùèõ,

StSp2l(R) äåéñòâóåò íà ýòîé ñâîáîäíîé ãðóïïå åñòåñòâåííûì îáðàçîì, f (g, x) = (fg, x), è

ìû îïðåäåëÿåì îòíîñèòåëüíóþ ãðóïïó Ñòåéíáåðãà êàê ôàêòîð ñâîáîäíîé ãðóïïû âûøå ïî

ýêâèâàðèàíòíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå, çàäàííîé ñîîòíîøåíèÿìè KL0�KL7.

Ðàçóìååòñÿ, åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ϕ : StSp(2l, R, I) → Ep(2l, R, I) êîððåêòíî îïðå-

äåëåíî. Êðîìå òîãî, îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå èç StSp(2l, R, I) â

StSp(2l, R), ïåðåâîäÿùåå Yij(a) â Xij(a), è åãî îáðàç � ýòî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼í-

íàÿ îáðàçóþùèìè {Xij(a) | a ∈ I}, äðóãèìè ñëîâàìè, åãî îáðàç ñîâïàäàåò ñ Ker
(

StSp2n(R)�

StSp2n(R/I)
)
. Åñëè æå èäåàë I ðàñùåïëÿþùèéñÿ, òî ýòî ÿäðî â äåéñòâèòåëüíîñòè èçîìîðôíî

îòíîñèòåëüíîé ãðóïïå Ñòåéíáåðãà.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü I E R � ðàñùåïëÿþùèéñÿ èäåàë. Òîãäà åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

ι : StSp(2l, R, I)→ StSp(2l, R)

èíúåêòèâíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ : R� R/I åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ è ÷åðåç σ : R/I → R

å¼ ñå÷åíèå. Òîãäà StSp(2l, R/I) äåéñòâóåò íà StSp(2l, R, I) ÷åðåç σ∗ è ìîæíî ðàññìîòðåòü

ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå StSp(2l, R, I)h StSp(2l, R/I), êîòîðîå îòîáðàæàåòñÿ â StSp(2l, R)

ïðè ïîìîùè ιh σ∗

StSp(2l, R, I)h StSp(2l, R/I)→ StSp(2l, R), (x, y) 7→ ι(x) · σ∗(y).

Ìû ïîñòðîèì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

ψ : StSp(2l, R)→ StSp(2l, R, I)h StSp(2l, R/I)

ïî ïðàâèëó

Xij(r) 7→
(
Yij(r − σρ(r)), Xij(ρ(r))

)
.

ßñíî, ÷òî åñëè ιh σ∗ � èçîìîðôèçì, òî ι èíúåêòèâíî.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ψ êîððåêòíî îïðåäåëåíî, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ P0�

P5 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ îáðàçîâ îáðàçóþùèõ ãðóïïû Ñòåéíáåðãà. Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå P4.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî îáðàçû

Xi,−i(a)X−i,j(b)Xi,−i(−a) è Xij(abεi)X−j,j(−ab2)X−i,j(b)

ïðè ψ ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî,

ψ
(
Xi,−i(a)X−i,j(b)Xi,−i(−a)

)
=

=
(
Yi,−i(a− σρ(a))Xi,−i(σρ(a))Y−i,j(b− σρ(b)) · Xi,−i(σρ(a))X−i,j(σρ(b))Yi,−i(−a+ σρ(a)),

Xi,−i(ρ(a))Xi,−j(ρ(b))Xi,−i(−ρ(a))
)
.

Ïåðåïèøåì

X−i,j(σρ(b))Yi,−i(−a+ σρ(a)) = Yi,−i(−a+ σρ(a))[Yi,−i(a− σρ(a)), X−i,j(σρ(b))K,

è ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ KL7

ψ
(
Xi,−i(a)X−i,j(b)Xi,−i(−a)

)
=

=
(
Xi,−i(a)Y−i,j(b− σρ(b))[Yi,−i(a− σρ(a)), X−i,j(σρ(b))K, Xi,−i(ρ(a))Xi,−j(ρ(b))Xi,−i(−ρ(a))

)
,

è, íàêîíåö,

ψ
(
Xi,−i(a)X−i,j(b)Xi,−i(−a)

)
=

=
(
Yij((ab− σρ(ab))εi) · Y−i,j(b− σρ(b))Y−j,j(−ab2 + 2σρ(ab)b− σρ(ab2)),

Xij(σρ(ab)εi)X−j,j(−σρ(ab2))X−i,j(σρ(b))
)
.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ψ
(
Xij(abεi)X−j,j(−ab2)X−i,j(b)

)
=

=
(
Yij((ab− σρ(ab))εi) · Y−j,j(−ab2 + σρ(ab2)) · Xij(σρ(ab)εi)Y−i,j(b− σρ(b)),

Xij(σρ(ab)εi)X−j,j(−σρ(ab2))X−i,j(σρ(b))
)
.

Îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ òàê æå è ïðîùå.

ßñíî, ÷òî ιh σ∗ ◦ψ = 1, è îñòà¼òñÿ òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî ψ ñþðúåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî,

âñå ýëåìåíòû âèäà (1, Xij(s)) èëè (Yij(a), 1) ëåæàò â îáðàçå ψ, à òîãäà è ýëåìåíòû âèäà

(Xhk(r)Yij(a), 1) òîæå.

2.2 Äðóãîå êîïðåäñòàâëåíèå

2.2.1 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ è ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïåðåíåñ¼ì èäåþ âàí äåð Êàëëåíà î äðóãîì êîïðåäñòàâëåíèè äëÿ ãðóïïû

Ñòåéíáåðãà íà ñèìïëåêòè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî, l ≥ 3. Òîãäà ñèìïëåêòè÷å-

ñêàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà StSp(2l, R) ìîæåò áûòü çàäàíà ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ{
X(u, v, a)

∣∣u, v ∈ R2l, u ∈ Ep(2l, R)e1, 〈u, v〉 = 0, a ∈ R
}

è ñîîòíîøåíèÿìè

X(u, v, a)X(u, w, b) = X(u, v + w, a+ b+ 〈v, w〉), (Q1)

X(u, va, 0) = X(v, ua, 0), ãäå v ∈ Ep(2l, R)e1, a ∈ R, (Q2)

X(u′, v′, b)X(u, v, a)X(u′, v′, b)−1 = X(T (u′, v′, b)u, T (u′, v′, b)v, a). (Q3)

Ïðè ýòîì äëÿ îáû÷íûõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû Ñòåéíáåðãà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíî-

øåíèÿ

Xij(a) = X(ei, e−jaε−j, 0) ïðè j 6= −i, Xi,−i(a) = X(ei, 0, a),

è êðîìå òîãî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ φ ïåðåâîäèò X(u, v, a) â T (u, v, a). Áîëåå òîãî, ñëå-

äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàþò èç P1�P3:

X(ub, ua, 0) = X(u, 0, 2ab), (Q4)

X(ub, 0, a) = X(u, 0, ab2), (Q5)

X(u+ vr, 0, a) = X(u, 0, a)X(v, 0, ar2)X(v, uar, 0) ïðè 〈u, v〉 = 0, (Q6)

åñëè ub â Q4, Q5 èëè v è u + vr â Q6 � òîæå ñòîëáöû ýëåìåíòàðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ

ìàòðèö.
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Ïðèâåä¼ì ñíà÷àëà ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû, êîòîðûé áóäåò ðåàëèçîâàí â ï. 2�7

ýòîãî ðàçäåëà.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ýëåìåíòû X(u, v, a) ∈ φ−1T (u, v, a), óäîâëå-

òâîðÿþùèå îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì. Ñíà÷àëà, â ï. 2, ìû äà¼ì îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàì

X(ei, v, a), òî åñòü, ðàññìàòðèâàåì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà u = ei � áàçèñíûé âåêòîð. À èìåí-

íî, êàæäûé ýëåìåíò óíèïîòåíòíîãî ðàäèêàëà òèïà U1 â Ep(2l, R) èìååò âèä T (ei, v, a). À òàê

êàê ñîîòâåòñòâóþùèå óíèïîòåíòíûå ðàäèêàëû â ãðóïïå Ñòåéíáåðãà è ýëåìåíòàðíîé ãðóïïå

èçîìîðôíû (ñì. Ëåììó 2.8), ìû ìîæåì âûáðàòü X(ei, v, a), ïîëüçóÿñü ýòèì èçîìîðôèçìîì.

Ïîñëå ýòîãî ìû ïðîâåðÿåì, ÷òî òàê îïðåäåë¼ííûå ýëåìåíòû X(ei, v, a) èìåþò èñêîìûå ñâîé-

ñòâà, òî åñòü, òàêèå æå, êàêèå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â Ëåììàõ 2.1 è 2.2, ñì. Ëåììû 2.10,

2.11, 2.12, 2.13.

Â ï. 3 ìû îáîáùàåì îïðåäåëåíèå X(u, v, a) íà áîëåå øèðîêèé êëàññ âåêòîðîâ u. À èìåí-

íî, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ui = u−i = 0. Çàìåòèì, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîå â Ëåììå 2.2

ñâîéñòâî,

[X(ei, u, 0), X(e−i, v, a)] = X(u, vεi, a)X(e−i, −uaε−i, 0),

ñëåäóåò èç èñêîìûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ESD-îáðàçóþùèìè Q1�Q3 (ñðàâíè Ëåììó 2.42). Â

ýòîé ôîðìóëå òîëüêî X(u, vεi, a) åù¼ íå îïðåäåë¼í, ïîýòîìó ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òîæ-

äåñòâî âûøå êàê îïðåäåëåíèå X(u, vεi, a) ∈ φ−1T (u, vεi, a). Ðàçóìååòñÿ, ýòî ìîæíî ñäåëàòü

òîëüêî â ñèòóàöèè, êîãäà ui = vi = u−i = v−i = 0 (ñðàâíè óñëîâèÿ Ëåììû 2.2). Ïðè ýòîì

íóæíî ïðîâåðÿòü êîððåêòíîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ (Ëåììà 2.17). Äàëåå ìû îáîáùàåì ðå-

çóëüòàòû è íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî v, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå íîðìàëüíîñòè ýëåìåíòàðíîé

ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû (êîððåêòíîñòü äîêàçàíà â Ëåììå 2.21).

Â ï, 4 ìû ïåðåõîäèì ê ïðîèçâîëüíîìó u. Òàê êàêX(u, 0, a) ïîðîæäàþò ãðóïïó Ñòåéíáåðãà

(ñì. Ëåììó 2.31), ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî v = 0. Ìû èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå

T (v + w, 0, a) = T (v, 0, a)T (w, 0, a)T (w, va, 0)

êàê îïðåäåëåíèå îáðàçóþùèé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà. Â êà÷åñòâå âåêòîðîâ v è w ìû âûáèðàåì

w = eiui + e−iu−i è v = u − w. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà âûøå ðàâíà T (u, 0, a), à âñå

ESD-ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ê ýòîìó ìîìåíòó óæå ïîäíÿòû â ãðóïïó Ñòåéíáåðãà

â ï. 3. Ïóíêò 4 ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó êîððåêòíîñòè òàêîãî îïðåäåëåíèÿ (Ëåììà 2.26) è

íåêîòîðûì ïðîìåæóòî÷íûì ðåçóëüòàòàì.

Ïîñëå òîãî, êàê ìû îïðåäåëèëè äëèííîêîðíåâûå óíèïîòåíòû X(u, 0, a), â ï. 5 ìû äîêà-

çûâàåì ñâîéñòâî ñîïðÿæ¼ííîñòè

g X(u, 0, a)g−1 = X(φ(g)u, 0, a).

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àè g = Xi,−i(b) (Ëåììà 2.27) È g = Xjk(b) (Ëåììà 2.30).

Â ýòîò ìîìåíò â äåéñòâèòåëüíîñòè çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî öåíòðàëüíîñòè ñèìïëåêòè÷å-

ñêîãî K2, íî íå òåîðåìû î äðóãîì êîïðåäñòàâëåíèè.
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Öåëü ï. 6 � ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé Q1�Q6. Ìû íà÷èíàåì ñ Q5 (Ëåììà 2.34).

Çàòåì ìû îïðåäåëÿåì êîðîòêîêîðíåâûå óíèïîòåíòû X(v, u, 0) ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ

X(u+ v, 0, 1) = X(u, 0, 1)X(v, 0, 1)X(v, u, 0).

Äàëåå, ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî Q4 (Ëåììà 2.35) è Q6 (Ëåììà 2.38). Íàêîíåö, ìû äà¼ì

îïðåäåëåíèå X(u, v, a) = X(u, v, 0)X(u, 0, a) è ïðîâåðÿåì Q1�Q3 (Ëåììà 2.41).

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå 7 ìû îïðåäåëÿåì ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé Q1�Q3 ñèìïëåêòè÷åñêóþ

ãðóïïó âàí äåð Êàëëåíà StSp∗(2l, R) è äîêàçûâàåì, ÷òî îíà â äåéñòâèòåëüíîñòè èçîìîðôíà

ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå Ñòåéíáåðãà.

2.2.2 Óíèïîòåíòíûå ðàäèêàëû â ãðóïïàõ Ñòåéíáåðãà

Íàøåé ïåðâîé öåëüþ áóäåò îïðåäåëèòü àíàëîãè ESD-òðàíñâåêöèé T (u, v, a) â ãðóïïå Ñòåéí-

áåðãà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà u ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì âåêòîðîì.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë â ãðóïïå Ñòåéíáåðãà

(i)U1 = 〈Xij(a) | j 6= i, a ∈ R〉

è ïàðàáîëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó â ãðóïïå Ñòåéíáåðãà

(i)P1 = 〈Xkh(a) | {h,−k} 63 i, a ∈ R〉.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò õîðîøî èçâåñòåí. Îí ëåãêî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé Ñòåéíáåðãà.

Ëåììà 2.6 (Ðàçëîæåíèå Ëåâè). Äëÿ g ∈ (i)P1, u ∈ (i)U1 âåðíî, ÷òî

gug−1 ∈ (i)U1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ åù¼ îäíèì î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèé Ñòåéíáåðãà.

Ëåììà 2.7. Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

[(i)U1,
(i)U1] ≤ 〈Xi,−i(a)〉, [(i)U1, 〈Xi,−i(a)〉] = 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòà ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî êîðíåâàÿ ïîäãðóïïà Xi,−i ëåæèò â öåíòðå
(i)U1 è êëàññ íèëüïîòåíòíîñòè (i)U1 íå ïðåâîñõîäèò 2. Òåïåðü ëåãêî âèäåòü ñëåäóþùåå ñëåä-

ñòâèå.

Ñëåäñòâèå. Êàæäûé ýëåìåíò (i)U1 ìîæåò áûòü âûðàæåí â ôîðìå

Xi,−l(a−l) . . . Xi,−1(a−1)Xi,1(a1) . . . Xi,l(al).

Ðàçóìååòñÿ, èìååòñÿ â âèäó, ÷òî íåñóùåñòâóþùèé ñîìíîæèòåëü Xii(ai) îïóùåí â äàííîì

ïðîèçâåäåíèè.
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Ëåììà 2.8. Îãðàíè÷åíèå åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè φ : StSp(2l, R) � Ep(2l, R) íà (i)U1 èíú-

åêòèâíî,
(i)U1

∼= φ((i)U1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ýëåìåíò x ∈ (i)U1. Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå âûøå, ðàçëîæèì x êàê

x = Xi,−l(a−l) . . . Xi,−1(a−1)Xi,1(a1) . . . Xi,l(al).

Òîãäà φ(x) = 1 âëå÷¼ò, ÷òî ai = 0 äëÿ âñåõ i.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ v ∈ V òàêîãî, ÷òî v−i = 0, a ∈ R, îïðåäåëèì

Y (ei, v, a) = (φ|(i)U1
)−1
(
T (ei, v, a)

)
.

Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî Ëåììå 2.3, T (ei, v, a) äåéñòâèòåëüíî ëåæèò â φ((i)U1). Áîëåå òîãî, òà

æå ëåììà äà¼ò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå.

Ëåììà 2.9. Äëÿ v ∈ V òàêîãî, ÷òî v−i = 0, a ∈ R, âåðíî, ÷òî

Y (ei, v, a) = Xi,−i(a+ 2vi − viεi − 〈v−, v+〉)·

·X−l,−i(v−lεi) . . . X−1,−i(v−1εi)X1,−i(v1εi) . . . Xl,−i(vlεi).

Ñëåäñòâèå 1. Â ÷àñòíîñòè, Y (e−j, −eiaεj, 0) = Xij(a) äëÿ i 6∈ {±j} è Y (ei, 0, a) = Xi,−i(a).

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ j 6= −i, v ∈ V òàêèõ, ÷òî v−i = v−j = 0, a ∈ R, âåðíî, ÷òî Y (ei, v, a) ∈
(j)P1.

Ëåììà 2.10. Äëÿ v, w ∈ V òàêèõ, ÷òî v−i = w−i = 0 è a, b ∈ R, âåðíî, ÷òî

Y (ei, v, a)Y (ei, w, b) = Y (ei, v + w, a+ b+ 〈v, w〉).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, (v + w)−i = 0, ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà êîð-

ðåêòíî îïðåäåëåíà. Òåïåðü îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî îáðàçû ýëåìåíòîâ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà

ïîä äåéñòâèåì φ ñîâïàäàþò.

Ñëåäñòâèå. Âåðíû ðàâåíñòâà Y (ei, 0, 0) = 1 è Y (ei, v, a)−1 = Y (ei, −v, −a).

Ëåììà 2.11. Äëÿ g ∈ (i)P1, v ∈ V òàêîãî, ÷òî v−i = 0, a ∈ R, âåðíî, ÷òî

g Y (ei, v, a)g−1 = Y (ei, φ(g)v, a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê Tkh(a)ei = ei äëÿ i 6∈ {h,−k}, èìååì
φ(g)ei = ei. Òàêèì îáðàçîì,

〈ei, φ(g)v〉 = 〈φ(g)ei, φ(g)v〉 = 〈ei, v〉 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, (φ(g)v)−i = 0 è ïðàâàÿ ÷àñòü èñêîìîãî ðàâåíñòâà êîððåêòíî îïðåäåëåíà.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî îáðàçû äâóõ ÷àñòåé âûðàæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì φ ñîâïàäàþò.
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Ëåììà 2.12. Äëÿ j 6= −i, a ∈ R, âåðíî Y (ei, eja, 0) = Y (ej, eia, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ i = j óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü i 6= j, òîãäà

Y (ei, eja, 0) = X−j,i(aεi) = X−i,j(−aεj) = Y (ej, eia, 0),

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïî P0.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì Ëåììû 2.2 äëÿ Y (ei, v, a)-îâ.

Ëåììà 2.13. Äëÿ v ∈ V òàêîãî, ÷òî v−j = vk = v−k = 0, k 6∈ {±j}, a, b ∈ R, âåðíî

[Y (ek, ejb, 0), Y (e−k, v, a)] = Y (ej, vbεk, ab
2)Y (e−k, −ejabε−k, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Y (ek, ejb, 0) ëåæèò â (j)U1 è Y (e−k, v, a) ëåæèò â (j)P1, îáå ÷àñòè

èñêîìîãî ðàâåíñòâà ëåæàò â (j)U1. Òåïåðü îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî èõ îáðàçû â

Ep(2l, R) ñîâïàäàþò ïî Ëåììå 2.2.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ v ∈ V òàêîãî, ÷òî v−j = vk = v−k = 0, k 6∈ {±j}, a, b ∈ R èìååì ñëåäóþùåå

ðàçëîæåíèå

Y (ej, vb, ab
2) = [Y (ek, ejb, 0), Y (e−k, vεk, a)]Y (e−k, ejabε−k, 0).

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ i 6∈ {±j}, α ∈ R× îïðåäåëèì

Wij(α) = Xij(α)Xji(−α−1)Xij(α).

Ñëåäóþùèé ôàêò õîðîøî èçâåñòåí. Åãî ìîæíî äîêàçàòü, ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ Ñòåéí-

áåðãà èëè ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ñîïðÿæåíèÿ, ïîëó÷åííóþ âûøå.

Ëåììà 2.14. Äëÿ i 6∈ {±j}, k 6∈ {±i,±j}, α ∈ R×, a ∈ R, âåðíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

1. Wij(α)Xkj(a) = Xki(α
−1a),

2. Wij(α)Xk,−j(a) = Xk,−i(αaεiεj),

3. Wij(α)Xj,−j(a) = Xi,−i(α
2a),

4. Wij(α)X−j,j(a) = X−i,i(α
−2a).

Ëåììà 2.15. Ðàññìîòðèì v ∈ V òàêîå, ÷òî vi = v−i = vj = v−j = 0, i 6∈ {±j}, α ∈ R×.

Òîãäà

1. Wij(α)Y (ej, v, a) = Y (ei, vα, α
2a),

2. Wij(α)Y (e−j, v, a) = Y (e−i, vα
−1εiεj, α

−2a).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ëåììå 2.9, èìååì

Y (ej, v, a) = Xj,−j(a− 〈v−, v+〉)X−l,−j(v−lεj) . . . X−1,−j(v−1εj)X1,−j(v1εj) . . . Xl,−j(vlεj).

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû âèäà X−i,−j(v−iεj) è Xi,−j(viεj) ìîãóò áûòü îïóùåíû â ýòîì ïðîèçâå-

äåíèè, òàê êàê vi = v−i = 0. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå, âåðíî, ÷òî

Wij(α)Y (ej, v, a) =

= Wij(α)Xj,−j(a− 〈v−, v+〉) · Wij(α)
(
X−l,−j(v−lεj) . . . X−1,−j(v−1εj)X1,−j(v1εj) . . . Xl,−j(vlεj)

)
=

= Xi,−i((a− 〈v−, v+〉)α2) ·X−l,−i(v−lαεi) . . . X−1,−i(v−1αεi)X1,−i(v1αεi) . . . Xl,−i(vlαεi) =

= Y (ei, vα, α
2a).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü b).

2.2.3 Îïðåäåëåíèå ESD-îáðàçóþùèõ äëÿ âåêòîðîâ, èìåþùèõ íóëè

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû â ÷èñëå ïðî÷åãî äîêàçàëè ðàçëîæåíèå òàêîãî æå âèäà, ÷òî è â

ôîðìóëèðîâêå Ëåììû 2.2, äëÿ ESD-îáðàçóþùèõ ãðóïïû Ñòåéíáåðãà X(u, v, a) â ÷àñòíîì

ñëó÷àå, êîãäà u = ei. Òåïåðü ìû ñîáèðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü ýòî ðàçëîæåíèå, ÷òîáû îïðåäåëèòü

ESD-îáðàçóþùèå â áîëüøåé îáùíîñòè, êîãäà u íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì âåêòîðîì,

íî èìååò õîòÿ áû îäíó ïàðó íóëåâûõ êîîðäèíàò. Êàê è âñåãäà, îñíîâíàÿ òåõíè÷åñêàÿ çàäà÷à �

ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ.

Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, ÷òî èíäåêñû, îáîçíà÷åííûå ðàç-

íûìè áóêâàìè, íå ðàâíû è íå äàþò â ñóììå íîëü, òî åñòü i 6∈ {±j}.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî 〈u, v〉 = 0, ui = u−i = vi = v−i = 0, a ∈ R îáîçíà÷èì

Y(i)(u, v, a) = [Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a)]Y (e−i, uaε−i, 0).

Çàìå÷àíèå 1. Ñîãëàñíî Ëåììå 2.2 âåðíî, ÷òî φ
(
Y(i)(u, v, a)

)
= T (u, v, a).

Çàìå÷àíèå 2. Ïî Ëåììå 2.13 äëÿ v ∈ V òàêîãî, ÷òî v−j = vi = v−i = 0, a ∈ R âåðíî, ÷òî

Y(i)(ej, v, a) = Y (ej, v, a).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.16. Äëÿ v ∈ V òàêîãî, ÷òî v−j = vi = v−i = 0, b ∈ R âåðíî ðàâåíñòâî

Y(i)(v, ejb, 0) = Y (ej, vb, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Y (ei, v, 0) ∈ (j)P1, îáå ÷àñòè ëåæàò â
(j)U1.

Ëåììà 2.17. Ðàññìîòðèì u, v ∈ V òàêèå, ÷òî 〈u, v〉 = 0, ui = u−i = uj = u−j = 0 è

vi = v−i = vj = v−j = 0, a ∈ R. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

Y(i)(u, v, a) = Y(j)(u, v, a).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê ui = u−i = vi = v−i = 0, âåðíî, ÷òî

Y (ej, u, 0), Y (e−j, vεj, a), Y (e−j, uaε−j, 0) ∈ (i)P1 ∩ (−i)P1.

Òàêèì îáðàçîì, Y(j)(u, v, a) òàêæå ïðèíàäëåæèò (i)P1 ∩ (−i)P1. Òîãäà

Y(j)(u, v, a)Xij(1) = Y(j)(u, v, a)Y (ei, e−jε−j, 0) = Y (ei, e−jε−j, 0) = Xij(1),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, [Y(j)(u, v, a), Xij(1)] = 1. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

[Y(j)(u, v, a), Xji(−1)] = 1. Òàêèì îáðàçîì, Y(j)(u, v, a) êîììóòèðóåò ñ Wij(1), è, èñïîëüçóÿ

Ëåììó 2.15, ïîëó÷àåì

Y(j)(u, v, a) = Wij(1)Y(j)(u, v, a) = Wij(1)
(
[Y (ej, u, 0), Y (e−j, vεj, a)]Y (e−j, uaε−j, 0)

)
=

= [Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a)]Y (e−i, uaε−i, 0) = Y(i)(u, v, a).

Çàìå÷àíèå. Äëÿ u è v, èìåþùèõ òîëüêî îäíó ïàðó íóëåâûõ êîîðäèíàò, åùå íå äîêàçàíî, ÷òî

Y(i)(u, v, a) = Y(−i)(u, v, a). Ïîýòîìó íà äàííûé ìîìåíò íåîáõîäèìî ñîõðàíÿòü èíäåêñ ïðè

îáîçíà÷åíèè ESD-îáðàçóþùèõ.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó Ëåâè (i)L1 = (i)P1 ∩ (−i)P1 (â ãðóïïå Ñòåéíáåðãà).

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ g ∈ (i)L1 èìååì φ(g)ei = ei è φ(g)e−i = e−i. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

h 6= k, òî ïåðâîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ g = Xkh(a) ïðè {−k, h} 63 i, à âòîðîå � äëÿ

g = Xkh(a) ïðè {−k, h} 63 −i.

Ëåììà 2.18. Äëÿ u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî 〈u, v〉 = 0, ui = u−i = vi = v−i = 0, a ∈ R, g ∈ (i)L1,

âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

g Y(i)(u, v, a)g−1 = Y(i)(φ(g)u, φ(g)v, a).

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê 〈φ(g)u, ei〉 = 〈φ(g)u, φ(g)ei〉 = 〈u, ei〉 = 0, âèäíî, ÷òî (φ(g)u)−i = 0 è àíà-

ëîãè÷íî (φ(g)u)i = (φ(g)v)−i = (φ(g)v)i = 0. Òàêèì îáðàçîì, Y(i)(φ(g)u, φ(g)v, a) êîððåêòíî

îïðåäåë¼í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî g ∈ (i)P1 ∩ (−i)P1, è Ëåììó 2.11, ïîëó÷àåì

gY(i)(u, v, a) = g
(
[Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a)]Y (e−i, uaε−i, 0)

)
=

= [Y (ei, φ(g)u, 0), Y (e−i, φ(g)vεi, a)]Y (e−i, φ(g)uaε−i, 0) = Y(i)(φ(g)u, φ(g)v, a).

Çàìå÷àíèå 1. Èç Ëåììû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ v òàêîãî, ÷òî v−i = vj = v−j = 0, âåðíî, ÷òî

Y (ei, v, a) ∈ (j)L1.
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Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ w îðòîãîíàëüíîãî u è v, 〈u, w〉 = 〈v, w〉 = 0, èìååì T (u, v, a)w = w. Â

âû÷èñëåíèÿõ íèæå ýòîò ôàêò ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ áåç óêàçàíèÿ êàêèõ-ëèáî ññûëîê.

Ëåììà 2.19. Äëÿ u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî ui = u−i = uj = u−j = 0, vi = v−i = 0 è 〈u, v〉 = 0, è

äëÿ a, b ∈ R, âåðíî, ÷òî

Y(i)(u, v, a)Y(i)(u, ejb, 0) = Y(i)(u, v + ejb, a+ v−jbε−j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷í¼ì ñ ïðàâîé ÷àñòè

Y(i)(u, v + ejb, a+ v−jbε−j) =

= [Y (ei, u, 0), Y (e−i, (v + ejb)εi, a+ v−jbε−j)]Y (e−i, u(a+ v−jbε−j)ε−i, 0).

Ðàçëîæèì Y (e−i, (v + ejb)εi, a + v−jbε−j) âíóòðè êîììóòàòîðà è âîñïîëüçóåìñÿ õîðîøî èç-

âåñòíûì ðàâåíñòâîì [a, bc] = [a, b] · b[a, c], ÷òîáû ïîëó÷èòü

[Y (ei, u, 0), Y (e−i, (v + ejb)εi, a+ v−jbε−j)] =

= [Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a)Y (e−i, ejbεi, 0)] =

= [Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a)] · Y (e−i, vεi, a)Y (ej, ub, 0).

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, Y (e−i, vεi, a) íå ëåæèò â (j)P1, íî Y (ej, ub, 0) âñåãäà ëåæèò â
(−i)P1. Ïîýòîìó ìîæíî âû÷èñëèòü ñîïðÿæ¼ííûé ýëåìåíò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Y (e−i, vεi, a)Y (ej, ub, 0) =

= Y (ej, ub, 0)[Y (ej, −ub, 0), Y (e−i, vεi, a)] = Y (ej, ub, 0)Y (e−i, −ubv−jεiεj, 0).

Òàêèì îáðàçîì,

Y(i)(u, v + ejb, a+ v−jbε−j) = [Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a)]Y (ej, ub, 0)Y (e−i, uaε−i, 0).

Íàêîíåö, îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî Y (ej, ub, 0) ∈ (−i)P1 êîììóòèðóåò ñ Y (e−i, uaε−i, 0) è

Y(i)(u, v + ejb, a+ v−jbεj) = Y(i)(u, v, a)Y(i)(u, ejb, 0).

Ìû îïðåäåëèëè Y(i)(u, v, a) ïðè óñëîâèè, ÷òî îáà ýëåìåíòà, u è v, èìåþò ïàðû íóëåé.

Òåïåðü îïðåäåëèì îáðàçóþùèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî v.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî ui = u−i = 0, 〈u, v〉 = 0, è a ∈ R îïðåäåëèì

Y(i)(u, v, a) = Y(i)(u, v − eivi − e−iv−i, a− viv−iεi)Y (ei, uvi, 0)Y (e−i, uv−i, 0).

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå âûøå ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì äëÿ v òàêîãî, ÷òî vi =

v−i = 0, ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü òî æå îáîçíà÷åíèå äëÿ îáðàçóþùåé. Òàêæå çàìåòèì,

÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü êîððåêòíî îïðåäåëåíà. À èìåííî, v − eivi − e−iv−i èìååò íóëè â ïîçèöèÿõ

±i è îðòîãîíàëåí u. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ÿñíî, òàê êàê v, ei è e−i îðòîãîíàëüíû u.
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Ëåììà 2.20. Äëÿ g ∈ (i)L1, u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî ui = u−i = 0, 〈u, v〉 = 0, è a ∈ R âåðíî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

g Y(i)(u, v, a)g−1 = Y(i)(φ(g)u, φ(g)v, a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê g ∈ (i)L1, ïîëó÷àåì(
φ(g)v

)
i

= 〈φ(g)v, e−i〉εi = 〈φ(g)v, φ(g)e−i〉εi = 〈v, e−i〉εi = vi

è, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
(
φ(g)v

)
−i = v−i. Òîãäà

gY(i)(u, v, a) = gY(i)(u, v − eivi − e−iv−i, a− viv−iεi) · gY (ei, uvi, 0) · gY (e−i, uv−i, 0) =

= Y(i)(φ(g)u, φ(g)v − ei
(
φ(g)v

)
i
− e−i

(
φ(g)v

)
−i, a−

(
φ(g)v

)
i

(
φ(g)v

)
−iεi)·

· Y (ei, φ(g)u
(
φ(g)v

)
i
, 0)Y (e−i, φ(g)u

(
φ(g)v

)
−i, 0) = Y(i)(φ(g)u, φ(g)v, a).

Çàìå÷àíèå. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî ui = u−i = uj = u−j = 0 è vj = v−j = 0, a ∈ R,
âåðíî, ÷òî Y(i)(u, v, a) ∈ (j)L1. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

ýëåìåíòîâ èç (j)L1.

Ëåììà 2.21. Äëÿ u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî ui = u−i = uj = u−j = 0, 〈u, v〉 = 0, è a ∈ R âåðíî,

÷òî

Y(i)(u, v, a) = Y(j)(u, v, a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ṽ = v− eivi− e−iv−i, ã = a− viv−iεi. Òîãäà ñîãëàñíî Ëåììå 2.19
ïîëó÷àåì

Y(i)(u, ṽ, ã) = Y(i)(u, ṽ − e−jv−j, ã− vjv−jεj)Y(i)(u, e−jv−j, 0) =

= Y(i)(u, ṽ − e−jv−j − ejvj, ã− vjv−jεj)Y(i)(u, ejvj, 0)Y(i)(u, e−jv−j, 0).

Äàëåå îáîçíà÷èì ˜̃v = ṽ − ejvj − e−jv−j è ˜̃a = ã− vjv−jεj. Òîãäà âåðíî, ÷òî

Y(i)(u, v, a) = Y(i)(u, ˜̃v, ˜̃a)Y (ej, uvj, 0)Y (e−j, uv−j, 0)Y (ei, uvi, 0)Y (e−i, uv−i, 0).

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè i è j, ïîëó÷àåì

Y(j)(u, v, a) = Y(j)(u, ˜̃v, ˜̃a)Y (ei, uvi, 0)Y (e−i, uv−i, 0)Y (ej, uvj, 0)Y (e−j, uv−j, 0).

Íî, ñîãëàñíî Ëåììå 2.17, Y(i)(u, ˜̃v, ˜̃a) = Y(j)(u, ˜̃v, ˜̃a). Íàêîíåö, îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ýëåìåí-

òû Y (e−i, uv−i, 0) è Y (ei, uvi, 0) êîììóòèðóþò ñ îáîèìè Y (ej, uvj, 0) è Y (e−j, uv−j, 0). Ýòî

î÷åâèäíî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ýòè ýëåìåíòû ëåæàò â (j)L1.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ u, ðàâíîãî áàçèñíîìó âåêòîðó ej, èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.13, ïîëó÷àåì

Y(i)(ej, v, a) =

= Y (ej, v − eivi − e−iv−i, a− viv−iεi)Y (ei, ejvi, 0)Y (e−i, ejv−i, 0) = Y (ej, v, a).
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Îïðåäåëåíèå. Äëÿ u, èìåþùåãî íå ìåíåå äâóõ ïàð ñèììåòðè÷íûõ íóëåé, ïî Ëåììå 2.21

ýëåìåíò Y(i)(u, v, a) íå çàâèñèò îò âûáîðà i. Â äàííîé ñèòóàöèè ìû áóäåì ÷àñòî îïóñêàòü

èíäåêñ â îáîçíà÷åíèè,

Y (u, v, a) = Y(i)(u, v, a).

2.2.4 Ýëåìåíòû äëèííîêîðíåâîãî òèïà

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ u ∈ V è a ∈ R îïðåäåëèì

X(i)(u, 0, a) = Y(i)(u− eiui − e−iu−i, 0, a)Y (eiui + e−iu−i, 0, a)·

· Y (eiui + e−iu−i, (u− eiui − e−iu−i)a, 0).

Â ýòîì ïóíêòå íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî X(i)(u, 0, a) íå çàâèñèò îò âûáîðà i.

Ëåììà 2.22. Äëÿ u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî ui = u−i = uj = u−j = 0, vi = v−i = 0, 〈u, v〉 = 0, a,

b ∈ R âåðíî ðàâåíñòâî

Y (u, v, a+ b) = Y (u, v, a)Y (u, 0, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì Y (u, v, a+ b) â ïðîèçâåäåíèå óíèïîòåíòîâ

Y (u, v, a+ b) = Y(i)(u, v, a+ b) = [Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a+ b)]Y (e−i, u(a+ b)ε−i, 0).

Èñïîëüçóÿ [a, bc] = [a, b] · b[a, c], ïîëó÷èì

[Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a+ b)] =

= [Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a)] · Y (e−i, vεi, a)[Y (ei, u, 0), Y (e−i, 0, b)].

Òàê êàê 〈u, v〉 = 0, èìååì

Y (e−i, vεi, a)Y (e−i, ubε−i, 0) = Y (e−i, ubε−i, 0),

è ïîýòîìó

Y (u, v, a+ b) = [Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a+ b)]Y (e−i, ubε−i, 0)Y (e−i, uaε−i, 0) =

= [Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a)] · Y (e−i, vεi, a)[Y (ei, u, 0), Y (e−i, 0, b)]·

· Y (e−i, vεi, a)Y (e−i, ubε−i, 0) · Y (e−i, uaε−i, 0) =

= [Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, 0)] · Y (e−i, vεi, a)Y(i)(u, 0, b) · Y (e−i, uaε−i, 0).

Íàïîìíèì, ÷òî Y(j)(u, 0, b) ∈ (i)L1 êîììóòèðóåò ñ îáîèìè Y (e−i, vεi, 0) è Y (e−i, uaε−i, 0),

ïîýòîìó

Y (u, v, a+ b) = [Y (ei, u, 0), Y (e−i, vεi, a)]Y (e−i, uaε−i, 0)Y (u, 0, b) = Y(i)(u, v, a)Y (u, 0, b).
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Çàìå÷àíèå. Äëÿ u ∈ V , èìåþùåãî íå ìåíåå äâóõ ïàð íóëåé, âåðíî, ÷òî Y (u, 0, 0) = 1 è

Y (u, 0, a)−1 = Y (u, 0, −a).

Ëåììà 2.23. Äëÿ u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî ui = u−i = uj = u−j = 0, 〈u, v〉 = 0, è a ∈ R âåðíî,

÷òî

Y (u, v, a) = Y (u, v − eivi − e−iv−i, a)Y (u, eivi + e−iv−i, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ

Y (u, v, a) = Y(i)(u, v, a) = Y(i)(u, v − eivi − e−iv−i, a− viv−iεi)Y (ei, uvi, 0)Y (e−i, uv−i, 0).

Îáîçíà÷èì ṽ = v − eivi − e−iv−i, òîãäà ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå

Y (u, ṽ, a− viv−iεi) = Y (u, ṽ, a)Y (u, 0, −viv−iεi),

è ïîýòîìó

Y (u, v, a) = Y (u, ṽ, a)Y (u, 0, −viv−iεi)Y (ei, uvi, 0)Y (e−i, uv−i, 0) =

= Y (u, ṽ, a)Y(i)(u, eivi + e−iv−i, 0).

Ñëåäñòâèå. Ðàññìîòðèì u ∈ V , a ∈ R, è îáîçíà÷èì v = eiui + e−iu−i, v
′ = ejuj + e−ju−j,

ũ = u− v, ˜̃u = ũ− v′. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå

X(i)(u, 0, a) = Y(i)(ũ, 0, a)Y (v, 0, a)Y (v, ũa, 0) = Y(i)(ũ, 0, a)Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃ua, 0)Y (v, v′a, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê l ≥ 3, âåêòîð v èìååò êàê ìèíèìóì äâå ïàðû íóëåé, è ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ïðåäûäóùóþ ëåììó.

Ëåììà 2.24. Ðàññìîòðèì j, k 6∈ {±i} íî íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå èëè ñ íåíóëåâîé ñóì-

ìîé; u, v ∈ V òàêèå, ÷òî ui = u−i = uj = u−j = 0 è vi = v−i = vk = v−k = 0, 〈u, v〉 = 0,

a ∈ R. Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

Y(i)(u+ v, 0, a) = Y (u, 0, a)Y (v, 0, a)Y (v, ua, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñêëàäûâàÿ Y (ei, u+ v, 0) = Y (ei, v, 0)Y (ei, u, 0) âíóòðè êîììóòàòîðà è

èñïîëüçóÿ [ab, c] = a[b, c] · [a, c], ïîëó÷àåì

Y(i)(u+ v, 0, a) = [Y (ei, u+ v, 0), Y (e−i, 0, a)]Y (e−i, (u+ v)aε−i, 0) =

= Y (ei, v, 0)[Y (ei, u, 0), Y (e−i, 0, a)] · [Y (ei, v, 0), Y (e−i, 0, a)]Y (e−i, vaε−i, 0)Y (e−i, uaε−i, 0) =

= Y (ei, v, 0)[Y (ei, u, 0), Y (e−i, 0, a)]Y(i)(v, 0, a)Y (e−i, uaε−i, 0).
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Çàìåòèì, ÷òî Y(k)(v, 0, a) ∈ (i)L1 êîììóòèðóåò ñ îáîèìè Y (ei, v, 0) è Y (e−i, −uaε−i, 0), è òîãäà

ïîëó÷àåì

Y (ei, v, 0)[Y (ei, u, 0), Y (e−i, 0, a)] · Y (v, 0, a) · Y (e−i, uaε−i, 0) =

= Y (ei, v, 0)[Y (ei, u, 0), Y (e−i, 0, a)] · Y (ei, v, 0)Y (e−i, uaε−i, 0)·

· Y (ei, v, 0)Y (e−i, −uaε−i, 0) · Y (v, 0, a) · Y (e−i, uaε−i, 0) =

= Y (ei, v, 0)Y(i)(u, 0, a) · Y (v, 0, a) · [Y (ei, v, 0), Y (e−i, −uaε−i, 0)] =

= Y (ei, v, 0)Y (u, 0, a) · Y (v, 0, a) · Y (v, ua, 0).

Íàêîíåö, âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî Y(j)(u, 0, a) ∈ (i)L1 êîììóòèðóåò ñ Y (ei, v, 0).

Ñëåäñòâèå. Ðàññìîòðèì u ∈ V , a ∈ R, è îáîçíà÷èì v = eiui + e−iu−i, v
′ = ejuj + e−ju−j,

ũ = u− v, ˜̃u = ũ− v′. Òîãäà

X(i)(u, 0, a) = Y(i)(ũ, 0, a)Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃ua, 0)Y (v, v′a, 0) =

= Y (˜̃u, 0, a)Y (v′, 0, a)Y (v′, ˜̃ua, 0)Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃ua, 0)Y (v, v′a, 0).

Ëåììà 2.25. Äëÿ j, k 6∈ {±i}, íî íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ èëè èìåþùèõ íåíóëåâóþ

ñóììó, u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî ui = u−i = uj = u−j = 0 è vi = v−i = vk = v−k = 0, 〈u, v〉 = 0, è

a ∈ R âåðíî, ÷òî

Y (u, va, 0) = Y (v, ua, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ëåììå 2.24 èìååì

Y (v, ua, 0) = Y (v, 0, −a)Y (u, 0, −a)Y(i)(u+ v, 0, a)

è, àíàëîãè÷íî,

Y (u, va, 0) = Y (u, 0, −a)Y (v, 0, −a)Y(i)(v + u, 0, a).

Íî Y(i)(u, 0, −a) ∈ (i)L1 êîììóòèðóåò ñ Y(i)(v, 0, −a).

Ëåììà 2.26. Äëÿ u ∈ V è a ∈ R âåðíî ðàâåíñòâî

X(i)(u, 0, a) = X(j)(u, 0, a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì

v = eiui + e−iu−i, v′ = ejuj + e−ju−j, ũ = u− v, ˜̃u = ũ− v′.

Êàê ìû óæå çàìåòèëè, èç Ëåìì 2.23 è 2.24 ñëåäóåò, ÷òî

X(i)(u, 0, a) = Y(i)(ũ, 0, a)Y (v, 0, a)Y (v, ũa, 0) =

= Y (˜̃u, 0, a)Y (v′, 0, a)Y (v′, ˜̃ua, 0)Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃ua, 0)Y (v, v′a, 0).
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Ïîìåíÿâ ìåñòàìè i è j, èìååì

X(j)(u, 0, a) = Y (˜̃u, 0, a)Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃ua, 0)Y (v′, 0, a)Y (v′, ˜̃ua, 0)Y (v′, va, 0).

Ïî Ëåììå 2.25 èìååì Y (v, v′a, 0) = Y (v′, va, 0). Òåïåðü ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî ýëåìåíò

Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃ua, 0) êîììóòèðóåò ñ Y (v′, 0, a)Y (v′, ˜̃ua, 0). Äëÿ ýòîãî âûáåðåì k 6∈ {±i,±j}.
Çàìåòèì, ÷òî Y(i)(v

′, 0, a) ∈ (k)L1 êîììóòèðóåò ñ Y(k)(v, ˜̃ua, 0) ïî Ëåììå 2.20. Äàëåå, ñîãëàñíî

Ëåììå 2.25, èìååì

Y (v, ˜̃ua, 0) = Y (˜̃u, va, 0) è Y (v′, ˜̃ua, 0) = Y (˜̃u, v′a, 0).

Òåïåðü èç Ëåììû 2.23 ñëåäóåò, ÷òî

Y (v, ˜̃ua, 0)Y (v′, ˜̃ua, 0) = Y (˜̃u, va, 0)Y (˜̃u, v′a, 0) =

= Y (˜̃u, va+ v′a, 0) = Y (˜̃u, v′a, 0)Y (˜̃u, va, 0) = Y (v′, ˜̃ua, 0)Y (v, ˜̃ua, 0).

Íàêîíåö, îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïî Ëåììå 2.20 Y(j)(v, 0, a) ∈ (k)L1 êîììóòèðóåò ñ îáîèìè

ýëåìåíòàìè Y(k)(v
′, 0, a) è Y(k)(v

′, ˜̃ua, 0).

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê X(i)(u, 0, a) íå çàâèñèò îò âûáîðà i, ìû áóäåì ÷àñòî îïóñêàòü èíäåêñ â

îáîçíà÷åíèè

X(u, 0, a) = X(i)(u, 0, a).

2.2.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î öåíòðàëüíîñòè

Â äàííîì ïóíêòå íàøèìè öåëÿìè ÿâëÿþòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû ñîïðÿæåíèÿ äëÿ îáðà-

çóþùèõ äëèííîêîðíåâîãî òèïà,

gX(u, 0, a)g−1 = X(φ(g)u, 0, a),

è çàâåðøåíèå íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î öåíòðàëüíîñòè ñèìïëåêòè÷åñêîãî K2.

Ëåììà 2.27. Äëÿ ëþáîãî u ∈ V , ëþáûõ a, b ∈ R è ëþáîãî èíäåêñà i, âåðíî ðàâåíñòâî

Xi,−i(b)X(u, 0, a) = X(Ti,−i(b)u, 0, a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáðàâ j 6∈ {±i} è ðàçëîæèâX(u, 0, a) ñ ïîìîùüþ Ëåìì 2.23 è 2.24, èìååì

X(i)(u, 0, a) = Y (˜̃u, 0, a)Y (v′, 0, a)Y (v′, ˜̃ua, 0)Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃ua, 0)Y (v, v′a, 0),

ãäå v = eiui + e−iu−i, v
′ = ejuj + e−ju−j, ˜̃u = u− v − v′. Çàìåòèì, ÷òî

ei
(
Ti,−i(b)u

)
i
+ e−i

(
Ti,−i(b)u

)
−i = Ti,−i(b)v

è, î÷åâèäíî,

ej
(
Ti,−i(b)u

)
j

+ e−j
(
Ti,−i(b)u

)
−j = v′ = Ti,−i(b)v

′
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è àíàëîãè÷íî

Ti,−i(b)u− Ti,−i(b)v − v′ = ˜̃u = Ti,−i(b)˜̃u.

Òàêèì îáðàçîì, íàì òîëüêî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ôîðìóëó ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ìíîæèòåëåé

X(u, 0, a) â ðàçëîæåíèè âûøå. Äåéñòâèòåëüíî, Xi,−i(b) ∈ (j)L1∩(k)L1 äëÿ ëþáîãî k 6∈ {±i,±j},
è ëþáîé ìíîæèòåëü ðàâåí ëèáî Y(j)(û, v̂, â), ëèáî Y(k)(û, v̂, â) äëÿ íåêîòîðûõ û, v̂ ∈ V , â ∈
R.

Ëåììà 2.28. Äëÿ u, v, w ∈ V òàêèõ, ÷òî ui = u−i = uj = u−j = 0, vj = v−j = 0,

wj = w−j = 0, è 〈u, v〉 = 0, 〈u, w〉 = 0, 〈v, w〉 = 0, âåðíî, ÷òî

Y (u, v, 0)Y (u, w, 0) = Y (u, v + w, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, èñïîëüçóÿ [a, bc] = [a, b] · b[a, c], ïîëó÷àåì

Y (u, v + w, 0) = [Y (ej, u, 0), Y (e−j, (v + w)εj, 0)] = Y (u, v, 0) · Y (e−j , vεj , 0)Y (u, w, 0).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî Y(i)(u, w, 0) ∈ (−j)P1 êîììóòèðóåò ñ Y (e−j, vεj, 0).

Ëåììà 2.29. Ïóñòü âåêòîðà v, v′ ∈ V èìåþò òîëüêî ±i-óþ è ±j-óþ íåíóëåâûå êîîðäèíàòû

ñîîòâåòñòâåííî; ðàññìîòðèì òàêæå v′′ ∈ V òàêîé, ÷òî (v′′)i = (v′′)−i = (v′′)j = (v′′)−j = 0.

Ïîëîæèì w = v′ + v′′. Òîãäà

Y (v′′, v, 0)Y (v′, v, 0) = Y(i)(w, v, 0).

Çàìå÷àíèå. Ìû èñïîëüçóåì ýòó ëåììó òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà v′′ èìååò òîëüêî ±k-óþ
íåíóëåâûå êîîðäèíàòû. Åñëè w èìååò õîòÿ áû äâå ïàðû íåíóëåâûõ êîîðäèíàò, óòâåðæäåíèå

ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì Ëåìì 2.25 è 2.23. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáå Ëåììû 2.29 è 2.28

íåîáõîäèìû òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè l = 3, è íå ðåëåâàíòíû, êîãäà l ≥ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.24, èìååì

Y(i)(w, v, 0) = Y(i)(w, 0, −viv−iεi)Y (ei, wvi, 0)Y (e−i, wv−i, 0) =

= Y (v′′, 0, −viv−iεi)Y (v′, 0, −viv−iεi)Y (v′′, −v′viv−iεi, 0)·

· Y (ei, v
′′vi, 0)Y (ei, v

′vi, 0)Y (e−i, v
′′v−i, 0)Y (e−i, v

′v−i, 0).

Ìû õîòèì èçìåíèòü ïîðÿäîê ìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè âûøå, ÷òîáû ïîëó÷èòü Y (v′′, v, , 0),

à èìåííî, ìû õîòèì ïîìåñòèòü Y (ei, v
′′vi, 0) è Y (e−i, v

′′v−i, 0) ñðàçó ïîñëå ïåðâîãî ìíîæèòå-

ëÿ. Òàê êàê Y(k)(v
′, 0, −viv−iεi) è Y(j)(v

′′, −v′viv−iεi, 0) ëåæàò â (i)L1, ýòè ýëåìåíòû êîììóòè-

ðóþò ñ îáîèìè ýëåìåíòàìè Y (ei, v
′′vi, 0) è Y (e−i, v

′′v−i, 0). Íî Y (ei, v
′vi, 0) íå êîììóòèðóåò

ñ Y (e−i, v
′′v−i, 0), òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.

Y(i)(w, v, 0) = Y (v′′, v, 0)Y (v′, 0, −viv−iεi)Y (v′′, −v′viv−iεi, 0)Y (ei, v
′vi, 0)·

· [Y (ei, −v′vi, 0), Y (e−i, −v′′v−i, 0)]Y (e−i, v
′v−i, 0)
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Çàìåòèì, ÷òî

[Y (ei, −v′vi, 0), Y (e−i, −v′′v−i, 0)] = Y (−v′vi, −v′′v−iεi, 0) = Y (v′′, v′viv−iεi, 0) ∈ (i)L1

ïî Ëåììå 2.25, è ïîýòîìó ýòîò ýëåìåíò êîììóòèðóåò ñ Y (ei, v
′vi, 0). Äàëåå, ïî Ëåììå 2.28

èìååì

Y (v′′, −v′viv−iεi, 0)Y (v′′, v′viv−iεi, 0) = Y (v′′, 0, 0) = 1.

Ïîìåùàÿ ýòî â ôîðìóëó âûøå, ìû ïîëó÷àåì èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.30. Äëÿ ëþáîãî j 6∈ {±k}, ëþáîãî u ∈ V è ëþáûõ a, b ∈ R, âåðíî ðàâåíñòâî

Xjk(b)X(u, 0, a) = X(Tjk(b)u, 0, a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì i 6∈ {±j,±k}. Îáúåäèíèâ Ëåììû 2.23, 2.25 è 2.29, ïîëó÷àåì

X(i)(u, 0, a) = Y(i)(ũ, 0, a)Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃̃ua, 0)Y (v, v′′a, 0)Y (v, v′a, 0) =

= Y(i)(ũ, 0, a)Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃̃ua, 0)Y(i)(w, va, 0),

ãäå

v = eiui + e−iu−i, ũ = u− v, v′ = ejuj + e−ju−j, ˜̃u = ũ− v′,

v′′ = ekuk + e−ku−k,
˜̃̃u = ˜̃u− v′′, w = v′ + v′′.

Çàìåòèì, ÷òî

ei
(
Tjk(b)u

)
i
+ e−i

(
Tjk(b)u

)
−i = v = Tjk(b)v,

ej
(
Tjk(b)u

)
j

+ e−j
(
Tjk(b)u

)
−j + ek

(
Tjk(b)u

)
k

+ e−k
(
Tjk(b)u

)
−k = Tjk(b)w,

Tjk(b)u− v = Tjk(b)ũ è Tjk(b)u− v − Tjk(b)w = Tjk(b)
˜̃̃u.

Òàê êàê Y(j)(v, 0, a) è Y(j)(v,
˜̃̃ua, 0) ëåæàò â ïîäãðóïïå Ëåâè (k)L1, îíè êîììóòèðóþò ñ ýëå-

ìåíòîì Xjk(b) = Y (e−k, −ejaεk, 0). Òåïåðü, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî Xjk(b) ∈ (i)L1, ìû ïîëó÷àåì

èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Èç Ëåìì 2.27 è 2.30 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ StSp(2l, R) èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

gX(u, 0, a)g−1 = X(φ(g)u, 0, a).

Ëåììà 2.31. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {X(u, 0, a) | u ∈ V, a ∈ R} ïîðîæäàåò StSp(2l, R)

êàê ãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, âûáðàâ íåêîòîðûå i è j òàêèå, ÷òî Card{±i,±j} = 4, èìååì

X(j)(ei, 0, a) = Y (ei, 0, a)Y (0, 0, a)Y (0, eia, 0) = Y (ei, 0, a) = Xi,−i(a).
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Òåïåðü, âûáðàâ k 6∈ {±i,±j}, âçÿâ u = e−k, v = −ejεk è ëþáîé a ∈ R, âîñïîëüçîâàâøèñü

Ëåììîé 2.24, ìû ïîëó÷àåì

Xjk(a) = Y (u, va, 0) = Y (v, 0, −a)Y (u, 0, −a)Y(i)(u+ v, 0, a) =

= X(i)(v, 0, −a)X(i)(u, 0, −a)X(i)(u+ v, 0, a).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû öåíòðàëüíîñòè. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî

Kerφ ⊆ Cent StSp(2l, R).

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî Ëåììàì 2.27 è 2.30, ëþáîé ýëåìåíò g ∈ Kerφ êîììóòèðóåò ñ òðàíñ-

âåêöèÿìè äëèííîãî òèïà X(u, 0, a), ïîýòîìó îí öåíòðàëåí ïî Ëåììå 2.31.

2.2.6 Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ESD-îáðàçóþùèìè

Â äâóõ îñòàâøèõñÿ ïóíêòàõ ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó î äðóãîì êîïðåäñòàâëåíèè äëÿ ñèì-

ïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà, àíàëîãè÷íîå òîìó, ÷òî áûëî ïîëó÷åíî âàí äåð Êàëëåíîì

â ëèíåéíîì ñëó÷àå [34].

Ëåììà 2.32. Äëÿ u ∈ V , a, b ∈ R âåðíî, ÷òî

X(u, 0, a)X(u, 0, b) = X(u, 0, a+ b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáðàâ j 6∈ {±i} è ðàçëîæèâ X(u, 0, a) ñ ïîìîùüþ Ëåìì 2.23, 2.24 è 2.25,

èìååì

X(u, 0, a) = Y (˜̃u, 0, a)Y (v′, 0, a)Y (˜̃u, v′a, 0)Y (v, 0, a)Y (˜̃u, va, 0)Y (v, v′a, 0).

Ïîñêîëüêó ˜̃u, v è v′ îðòîãîíàëüíû ˜̃u, âåêòîð u òàêæå îðòîãîíàëåí ˜̃u, è ïîýòîìó

Y (˜̃u, 0, b)X(u, 0, a) = X(T (˜̃u, 0, b)u, 0, a) = X(u, 0, a).

Èç Ëåììû 2.22 ñëåäóåò, ÷òî

X(u, 0, a)Y (˜̃u, 0, b) =

= Y (˜̃u, 0, a+ b)Y (v′, 0, a)Y (˜̃u, v′a, 0)Y (v, 0, a)Y (˜̃u, va, 0)Y (v, v′a, 0).

Òîò æå àðãóìåíò, ÷òî è âûøå, ïîêàçûâàåò, ÷òî Y (v′, 0, b) êîììóòèðóåò ñ îáîèìè ýëåìåíòàìè

X(u, 0, a) è Y (˜̃u, 0, a+ b), ïîýòîìó ñíîâà ïî Ëåììå 2.22

X(u, 0, a)Y (˜̃u, 0, b)Y (v′, 0, b) =

= Y (˜̃u, 0, a+ b)Y (v′, 0, a+ b)Y (˜̃u, v′a, 0)Y (v, 0, a)Y (˜̃u, va, 0)Y (v, v′a, 0).

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷àåì èñêîìûé ðåçóëüòàò.
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Ëåììà 2.33. Äëÿ u ∈ V òàêîãî, ÷òî ui = u−i = uj = u−j = 0 è a, b ∈ R, âåðíî, ÷òî

Y (ub, 0, a) = Y (u, 0, ab2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì Y (ub, 0, a) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Y(i)(ub, 0, a) = [Y (ei, ub, 0), Y (e−i, 0, a)]Y (e−i, ubaε−i, 0) =

= [Y(j)(−u, −eib), Y (e−i, 0, a)]Y (e−i, ubaε−i, 0) =

= [[Y (ej, −u, 0), Y (e−j, −eibεj, 0)], Y (e−i, 0, a)]Y (e−i, ubaε−i, 0).

Òåïåðü ìû èñïîëüçóåì òîæäåñòâî Õîëëà�Âèòòà

y[[y−1, z], x] = z[y, [z−1, x]] · x[z, [x−1, y]]

äëÿ x = Y (e−i, 0, a), y = Y (ej, u, 0) è z = Y (e−j, −eibεj, 0). Çàìåòèì, ÷òî

Y(i)(ub, 0, a) = [[y−1, z], x] · Y (e−i, ubaε−i, 0).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì ôàêòîì, ÷òî îáà ýëåìåíòà Y (ei, ub, 0), Y (e−i, 0, a) ∈ (j)L1 êîììóòèðó-

þò ñ Y (ej, u, 0), ïîëó÷àåì

[[y−1, z], x] = y[[y−1, z], x].

Çàòåì çàìåòèì, ÷òî [x−1, y] = 1, ïî ôîðìóëå ñîïðÿæåíèÿ äëÿ x−1. Äàëåå,

[z−1, x] = z−1 · xz = Y (e−j, eibεj, 0)Y (e−j, eibε−j + e−iaε−ibε−j, 0) =

= Y (e−j, e−iabεiεj, ab
2) = Y (e−j, 0, ab2)Y (e−j, e−iabεiεj, 0).

Òîãäà, èñïîëüçóÿ [a, bc] = [a, b] · b[a, c], ïîëó÷àåì

[y, [z−1, x]] = [Y (ej, u, 0), Y (e−j, 0, ab2)Y (e−j, e−iabεiεj, 0)] =

= [Y (ej, u, 0), Y (e−j, 0, ab2)] · Y (e−j , 0, ab2)Y(j)(u, e−iabεi, 0) =

= [Y (ej, u, 0), Y (e−j, 0, ab2)] · Y (e−i, uabεi, 0).

Òåïåðü

Y (ub, 0, a) = y[[y−1, z], x]Y (e−i, ubaε−i, 0) = z[y, [z−1, x]]Y (e−i, ubaε−i, 0) =

= z[Y (ej, u, 0), Y (e−j, 0, ab2)][Y (e−j, −eibεj, 0), Y (e−i, uabεi, 0)].

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ

[Y (e−j, −eibεj, 0), Y (e−i, uabεi, 0)] = Y(i)(−e−jbεj, uab, 0) =

= Y (e−j, uab
2ε−j, 0) = zY (e−j, uab

2ε−j, 0),

ìû â èòîãå ïîëó÷àåì

Y (ub, 0, a) =

= z[Y (ej, u, 0), Y (e−j, 0, ab2)] · zY (e−j, uab
2ε−j, 0) = zY(j)(u, 0, ab2) = Y(j)(u, 0, ab2).
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Ëåììà 2.34. Äëÿ u ∈ V , a, b ∈ R, âåðíî ðàâåíñòâî

X(ub, 0, a) = X(u, 0, ab2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèâ X(ub, 0, a) ïðè ïîìîùè Ëåìì 2.23, 2.24 è 2.25 è âîñïîëüçîâàâ-

øèñü Ëåììàìè 2.33 è 2.25, ïîëó÷àåì

X(ub, 0, a) = Y (˜̃ub, 0, a)Y (v′b, 0, a)Y (˜̃ub, v′ba, 0)Y (vb, 0, a)·

· Y (˜̃ub, vba, 0)Y (vb, v′ba, 0) = Y (˜̃u, 0, ab2)Y (v′, 0, ab2)Y (˜̃u, v′ab2, 0)·

· Y (v, 0, ab2)Y (˜̃u, vab2, 0)Y (v, v′ab2, 0) = X(u, 0, ab2).

Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîðîòêîêîðíåâûå ESD-îáðàçóþùèå.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî 〈u, v〉 = 0, ïîëîæèì

X(v, u, 0) = X(v, 0, −1)X(u, 0, −1)X(u+ v, 0, 1).

Ëåììà 2.35. Äëÿ g ∈ StSp(2l, R), u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî 〈u, v〉 = 0, a, b ∈ R, âåðíî, ÷òî

a) X(v, u, 0) = X(u, v, 0),

b) g X(v, u, 0)g−1 = X(φ(g)u, φ(g)v, 0),

c) X(ub, ua, 0) = X(u, 0, 2ab).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê a) è b) î÷åâèäíû, íàì îñòà¼òñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü c). Ïî îïðåäå-

ëåíèþ èìååì

X(ub, ua, 0) = X(ub, 0, −1)X(ua, 0, −1)X(ua+ ub, 0, 1).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.34, à çàòåì Ëåììó 2.32, ïîëó÷àåì

X(ub, 0, −1)X(ua, 0, −1)X(ua+ ub, 0, 1) =

= X(u, 0, −b2)X(u, 0, −a2)X(u, 0, (a+ b)2) = X(u, 0, 2ab).

Ëåììà 2.36. Ðàññìîòðèì u, w ∈ V òàêèå, ÷òî 〈u, w〉 = 0, wi = w−i = wj = w−j = 0. Òîãäà

X(u+ w, 0, a) = X(u, 0, a)X(w, 0, a)Y (w, ua, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì v = eiui + e−iu−i, ũ = u − v è çàìåòèì, ÷òî 〈w, v〉 = 〈w, ũ〉 = 0.

Ïî òîìó æå îïðåäåëåíèþ èìååì

X(u+ w, 0, a) = Y(i)(ũ+ w, 0, a)Y (v, 0, a)Y (v, (ũ+ w)a, 0).
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Çàòåì âîçüì¼ì v′ = ejuj + e−ju−j è ˜̃u = ũ − v′. Òàê êàê X(û, 0, â) êîððåêòíî îïðåäåë¼í ïî

Ëåììå 2.26, èìååì

Y(i)(ũ+ w, 0, a) = X(ũ+ w, 0, a) = Y(j)(˜̃u+ w, 0, a)Y (v′, 0, a)Y (v′, (˜̃u+ w)a, 0).

Áîëåå òîãî,

Y (˜̃u+ w, 0, a) = Y (˜̃u, 0, a)Y (w, 0, a)Y (w, ˜̃ua, 0)

ïî Ëåììå 2.24 è

Y (v′, (˜̃u+ w)a, 0) = Y (v′, ˜̃ua, 0)Y (v′, wa, 0)

ïî Ëåììå 2.28, òîãäà êàê Ëåììà 2.23 âëå÷¼ò, ÷òî

Y (v, (ũ+ w)a, 0) = Y (v, (˜̃u+ w)a, 0)Y (v, v′a, 0).

Ñðàâíèâàÿ ýòè ôîðìóëû, ïîëó÷àåì

X(u+ w, 0, a) = Y (˜̃u, 0, a)Y (w, 0, a)Y (w, ˜̃ua, 0)Y (v′, 0, a)Y (v′, ˜̃ua, 0)·

· Y (v′, wa, 0)Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃ua, 0)Y (v, wa, 0)Y (v, v′a, 0).

Ðàññóæäàÿ òî÷íî òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâàõ âûøå, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæèòåëè â

ïðîèçâåäåíèè âûøå ìîãóò áûòü ïåðåñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

X(u+ w, 0, a) = Y (˜̃u, 0, a)Y (v′, 0, a)Y (v′, ˜̃ua, 0)Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃ua, 0)·

· Y (v, v′a, 0)Y (w, 0, a)Y (w, ˜̃ua, 0)Y (v, wa, 0)Y (v′, wa, 0).

Íàêîíåö, íàïîìíèì, ÷òî

Y (˜̃u, 0, a)Y (v′, 0, a)Y (v′, ˜̃ua, 0)Y (v, 0, a)Y (v, ˜̃ua, 0)Y (v, v′a, 0) = X(u, 0, a)

è ÷òî

Y (w, ˜̃ua, 0)Y (v, wa, 0)Y (v′, wa, 0) = Y (w, ˜̃ua, 0)Y (w, va, 0)Y (w, v′a, 0) = Y (w, ua, 0)

ïî Ëåììàì 2.25 è 2.23.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåé.

Ëåììà 2.37. Äëÿ v ∈ V òàêîãî, ÷òî v−i = 0, âåðíî, ÷òî

X(ei, v, 0) = Y (ei, v, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óòâåðæäåíèè Ëåììû 2.36 âîçüì¼ì u = v, w = ei, a = 1.

Ëåììà 2.38. Ðàññìîòðèì a ∈ R è u, v ∈ V òàêèå, ÷òî 〈u, v〉 = 0 è òàêæå ïðåäïîëîæèì,

÷òî v ÿâëÿåòñÿ ñòîëáöîì ñèìïëåêòè÷åñêîé ýëåìåíòàðíîé ìàòðèöû. Òîãäà

X(u+ v, 0, a) = X(u, 0, a)X(v, 0, a)X(v, ua, 0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì g ∈ StSp(2l, R) òàêîé, ÷òî φ(g)v = ei. Òîãäà

g X(u+ v, 0, a)g−1 = X(φ(g)u+ ei, 0, a).

Òåïåðü èç Ëåììû 2.36 (è Ëåììû 2.37) ñëåäóåò, ÷òî

X(φ(g)u+ ei, 0, a) = X(φ(g)u, 0, a)X(ei, 0, a)X(ei, φ(g)ua, 0) =

= g X(u, 0, a)X(v, 0, a)X(v, ua, 0)g−1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåé.

Ëåììà 2.39. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà ýëåìåíòà u è v ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ñèìïëåêòè-

÷åñêèõ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö, òàêèìè, ÷òî 〈u, v〉 = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ R âåðíî

ðàâåíñòâî

X(u, va, 0) = X(v, ua, 0).

Ëåììà 2.40. Ïóñòü u ∈ V ÿâëÿåòñÿ ñòîëáöîì ñèìïëåêòè÷åñêîé ýëåìåíòàðíîé ìàòðèöû

è ïóñòü v, w ∈ V ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ñòîëáöàìè, òàêèìè, ÷òî 〈u, v〉 = 〈u, w〉 = 0.

Òîãäà

X(u, v, 0)X(u, w, 0) = X(u, v + w, 0)X(u, 0, 〈v, w〉).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì òîò æå òðþê, ÷òî è â Ëåììå 2.38.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ u, v ∈ V òàêèõ, ÷òî 〈u, v〉 = 0, a ∈ R, âîçüì¼ì

X(u, v, a) = X(u, v, 0)X(u, 0, a).

Ëåììà 2.41. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u, u′ � ñòîëáöû ñèìïëåêòè÷åñêèõ ýëåìåíòàðíûõ ìàò-

ðèö, è ïóñòü v, v′, w ∈ V ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ñòîëáöàìè, òàêèìè, ÷òî 〈u, v〉 =

〈u, w〉 = 0, 〈u′, v′〉 = 0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R âåðíî, ÷òî

a) X(u, v, a)X(u, w, b) = X(u, v + w, a+ b+ 〈v, w〉),

b) åñëè òàêæå v ∈ Ep(2l, R)e1, òî X(u, va, 0) = X(v, ua, 0),

c) X(u′, v′, b)X(u, v, a)X(u′, v′, b)−1 = X(T (u′, v′, b)u, T (u′, v′, b)v, a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ a) âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììàìè 2.40 è 2.32, b) è c) áûëè óæå ïðîâåðåíû.

2.2.7 Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà âàí äåð Êàëëåíà

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó âàí äåð Êàëëåíà StSp∗(2l, R) êàê ãðóï-

ïó, çàäàííóþ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ{
X∗(u, v, a)

∣∣u, v ∈ R2l, u ∈ Ep(2l, R)e1, 〈u, v〉 = 0, a ∈ R
}
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è ñîîòíîøåíèÿìè

X∗(u, v, a)X∗(u, w, b) = X∗(u, v + w, a+ b+ 〈v, w〉), (Q1)

X∗(u, va, 0) = X∗(v, ua, 0), ãäå òàêæå v ∈ Ep(2l, R)e1, (Q2)

X∗(u′, v′, b)X∗(u, v, a)X∗(u′, v′, b)−1 = X∗(T (u′, v′, b)u, T (u′, v′, b)v, a). (Q3)

Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî Ëåììà 2.41 ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ ãîìîìîðôèçìà

$ : StSp∗(2l, R)� StSp(2l, R),

îòïðàâëÿþùåãî X∗(u, v, a) â X(u, v, a), êîòîðûé î÷åâèäíî ñþðúåêòèâåí. Áîëåå òîãî, èç Q3

ñëåäóåò, ÷òî $ ÿâëÿåòñÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì.

Íàì íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îáðàòíûé èçîìîðôèçì èç ãðóïïû Ñòåéíáåðãà â ãðóïïó âàí

äåð Êàëëåíà. Íà÷í¼ì ñî ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.42. Äëÿ u, v ∈ V , ãäå u ∈ Ep(2l, R)e1 òàêîé, ÷òî 〈u, v〉 = 0, ui = u−i = vi = v−i =

0, è äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R âåðíî ðàâåíñòâî

[X∗(ei, ub, 0), X∗(e−i, vεi, a)] = X∗(u, vb, ab2)X∗(e−i, uabεi, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî X∗(û, v̂, 0)−1 = X∗(û, −v̂, 0) ïî Q1, ïîýòîìó

[X∗(ei, ub, 0), X∗(e−i, vεi, a)] = X∗(u, eib, 0) · X∗(e−i, vεi, a)X∗(u, −eib, 0)

ïî Q2. Òîãäà

X∗(u, eib, 0) · X∗(e−i, vεi, a)X∗(u, −eib, 0) = = X∗(u, eib, 0)X∗(u, −eib+ e−iabεi + vb, 0)

ïî Q3 è, íàêîíåö,

X∗(u, eib, 0)X∗(u, −eib+ e−iabεi + vb, 0) =

= X∗(u, e−iabεi + vb, ab2) = X∗(u, vb, ab2)X∗(u, e−iabεi, 0)

ïî Q1. Òåïåðü óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ïî Q2.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëîæèì

X∗ij(a) = X∗(ei, e−jaε−j, 0) äëÿ i 6∈ {±j},

X∗i,−i(a) = X∗(ei, 0, a).

Ëåììà 2.43. Ñîîòíîøåíèÿ Ñòåéíáåðãà P0�P5 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ X∗ij(a) è X∗i,−i(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, Q2 âëå÷¼ò P0, à Q1 âëå÷¼ò P1 (÷òîáû ïðîâåðèòü P1, íåîá-

õîäèìî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ, êîãäà j 6= −i è êîãäà j = −i, ñîîòâåòñòâåííî). ×òîáû óñòà-

íîâèòü Q2, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ íà÷àëà íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ,
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êîãäà j 6= −i, k 6= −h, êîãäà j 6= −i, k = −h, è, íàêîíåö, êîãäà j = −i, k = −h. Â êàæäîì ñëó-

÷àå, èñïîëüçóÿ Q3, ïîêàæåì, ÷òî X∗ij(a) êîììóòèðóåò ñ X∗hk(b). Ñîîòíîøåíèÿ P3 è P4 ñëåäóþò

íàïðÿìóþ èç Ëåììû 2.42. Åñëè áûòü òî÷íåå, ïðîùå ïîëó÷èòü âåðñèþ P4, ãäå ìíîæèòåëè â

êîììóòàòîðå ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè. Íàêîíåö, ïðèñòóïèì ê P5. Èñïîëüçóÿ Q2 è çàòåì Q1,

ïîëó÷àåì

[X∗ij(a), X∗j,−i(b)] = [X∗(ei, −e−jaεj, 0), X∗(ei, −ejbε−i, 0)] = X∗(ei, 0, 2abεi).

Çàìå÷àíèå. Èç Ëåììû 2.42 ñëåäóåò, ÷òî

X∗(ei, 0, 2a) = X∗i,−i(2a) = [X∗ij(a), X∗j,−i(εi)] = X∗(ei, eia, 0).

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì

% : StSp(2l, R)→ StSp∗(2l, R),

ïåðåâîäÿùèé Xij(a) â X∗ij(a).Î÷åâèäíî, $% = 1, ò.å. % ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëåíèåì äëÿ $.

Îñòà¼òñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî %$ = 1. Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íàìíîãî óäîáíåå

íå äåéñòâîâàòü íàïðÿìóþ, à âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé 1.4. Ïðèâåä¼ì ñíîâà å¼ ôîðìóëèðîâêó.

Ëåììà. Ïóñòü ε : H � G � ýòî ðàñùåïèìîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå, à H ñîâåðøåííà.

Òîãäà H è G â äåéñòâèòåëüíîñòè èçîìîðôíû.

Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà âàí äåð Êàëëåíà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé.

Ëåììà 2.44. Äëÿ v ∈ V òàêîãî, ÷òî v−i = 0, îáîçíà÷èì

v− =
∑
i<0

eivi è, àíàëîãè÷íî, v+ =
∑
i>0

eivi.

Òîãäà

X∗(ei, v, a) = X∗i,−i(a+ 2vi − viεi − 〈v−, v+〉)·

·X∗−l,−i(v−lεi) . . . X∗−1,−i(v−1εi)X
∗
1,−i(v1εi) . . . X

∗
l,−i(vlεi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.3 ïî÷òè äîñëîâíî. Íåîáõîäèìî

òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî [X∗(ei, 0, b), X∗(ei, v̂, â)] = 1 ïî Q1 è ÷òî X∗(ei, 0, 2a) = X∗(ei, eia, 0).

Ëåììà 2.45. Ãðóïïà StSp∗(2l, R) ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî X∗ij(a) ëåæèò â [StSp∗(2l, R), StSp∗(2l, R)] ïî ñî-

îòíîøåíèÿì P3 è P4. Òàêèì îáðàçîì, X∗(ei, v, a) òîæå ëåæèò â êîììóòàíòå ïî Ëåììå 2.44.

Òåïåðü èç Q3 ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ îáðàçóþùàÿ X∗(u, v, a) ëåæèò â êîììóòàíòå. Äåéñòâèòåëü-

íî, ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê u ÿâëÿåòñÿ ñòîëáöîì ñèìïëåêòè÷åñêîé ýëåìåíòàðíîé ìàòðèöû.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî StSp∗(2l, R) ∼= StSp(2l, R), è òåì ñàìûì äîêàçàëè òåîðåìó î

äðóãîì êîïðåäñòàâëåíèè ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà.
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2.3 Ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï

2.3.1 Äðóãîå êîïðåäñòàâëåíèå äëÿ îòíîñèòåëüíîé ãðóïïû

Êàê è â ñëó÷àå ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãî ïðèíöèïà

íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàññìîòðåòü äðóãîå êîïðåäñòàâëåíèå äëÿ îòíîñèòåëüíîé ãðóïïû Ñòåéíáåð-

ãà. Êðîìå òîãî, êàê è òàì, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ðàñùåïèìîãî èäåàëà I E R,

òî åñòü, òàêîãî èäåàëà, äëÿ êîòîðîãî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ ρ : R � R/I èìååò ñå÷åíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî tR[t] E R[t] � ýòî ðàñùåïèìûé èäåàë.

Â êà÷åñòâå äðóãîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ãðóïïó èç ñëåäóþùåãî îïðå-

äåëåíèÿ. Öåëüþ ýòîãî ïóíêòà áóäåò ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ðàñùåïèìîãî èäåàëà îíà ñîâïàäàåò

ñ îòíîñèòåëüíîé ãðóïïîé Ñòåéíáåðãà (îïðåäåë¼ííîé â ïåðâîì ðàçäåëå íàñòîÿùåé ãëàâû).

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¼ì ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé Òóëåíáàåâà StSpT(2l, R, I) ñëåäóþùóþ

ãðóïïó, çàäàâàåìóþ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ

{[u, v, a, b] ∈ Ep(2l, R)e1 ×R2l × I × I | 〈u, v〉 = 0}

è ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó íèìè:

[u, vr, a, b] = [u, v, ra, b] ∀ r ∈ R, (T0)

[u, v, a, b][u, w, a, c] = [u, v, a, b+ c+ a2〈v, w〉], (T1)

[u, v, a, 0][u, v, b, 0] = [u, v, a+ b, 0], (T2)

[u, u, a, 0] = [u, 0, 0, 2a], (T3)

[u, v, a, 0] = [v, u, a, 0] ∀ (u, v) ∈ Ep(2l, R)(e1, e2), (T4)

[u+ vr, 0, 0, a] = [u, 0, 0, a][v, 0, 0, ar2][u, v, ar, 0]

∀ r ∈ R ∀ (u, v) ∈ Ep(2l, R)(e1, e2),
(T5)

[u′, v′, a′, b′][u, v, a, b][u′, v′, a′, b′]−1 = [T (u′, v′a′, b′)u, T (u′, v′a′, b′)v, a, b]. (T6)

Ëåììà 2.46. Êîððåêòíî îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

κ : StSpT(2l, R, I)→ StSp(2l, R),

ïåðåâîäÿùåå [u, v, a, b] â X(u, va, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû î äðóãîì êîïðåäñòàâëåíèè î÷åâèäíû âñå ñîîò-

íîøåíèÿ, êðîìå ñîîòíîøåíèÿ T5. Äîêàæåì, ÷òî äåéñòâèòåëüíî

X(u+ vr, 0, a) = X(u, 0, a)X(v, 0, ar2)X(u, var, 0).

Ïóñòü M ∈ Ep(2l, R) òàêîå, ÷òî u = Me1 è v = Me2, ïîëîæèì w = Me−1 è z = Me−2.

Âû÷èñëèì äâóìÿ ñïîñîáàìè êîììóòàòîð

[X(v, −wr, 0), X(u, 0, a)].
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Ñ îäíîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ Q1 è Q3, ìû ïîëó÷àåì

[X(v, −wr, 0), X(u, 0, a)] = X(v,−wr, 0)X(u, 0, a) ·X(u, 0, −a) =

= X(u+ v〈−wr, u〉, 0, a)X(u, 0, −a) = X(u+ vr, 0, a)X(u, 0, −a).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

[X(v, −wr, 0), X(u, 0, a)] = X(v, −wr, 0) · X(u, 0, a)X(v, wr, 0) =

= X(v, −wr, 0)X(v, wr + uar, 0) = X(v, uar, 〈−wr, wr + uar〉) =

= X(v, uar, ar2) = X(v, 0, ar2)X(v, uar, 0).

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî X(u+vr, 0, a)X(u, 0, −a) = X(u, 0, −a).

ßñíî, ÷òî îáðàç κ ñîäåðæèòñÿ â Ker
(

StSp(2l, R)� StSp(2l, R/I)
)
è ñîäåðæèò â ñåáå âñå

ýëåìåíòû âèäà gXij(a) = X(φ(g)ei, φ(g)e−j a ε−j, 0) è gXi,−i(a) = X(φ(g)ei, 0, a) äëÿ ëþáîãî

a ∈ I, òî åñòü, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñîâïàäàåò ñ ñ ýòèì ÿäðîì.

Êàæäàÿ òðîéêà (u, v, a) ∈ R2l ×R2l ×R, ãäå 〈u, v〉 = 0, îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì

αu,v,a : StSpT(2l, R, I)→ StSpT(2l, R, I),

ïåðåâîäÿùèé îáðàçóþùóþ [u′, v′, a′, b′] â [T (u, v, a)u′, T (u, v, a)v′, a′, b′]. Òàêîé αu,v,a äåé-

ñòâèòåëüíî êîððåêòíî îïðåäåë¼í: óñòíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ T0�T6 èìå-

þò ìåñòî äëÿ îáðàçîâ îáðàçóþùèõ. Áîëåå òîãî, êîððåêòíî îïðåäåë¼í ãîìîìîðôèçì

StSp(2l, R)→ Aut (StSpT(2l, R, I)),

ïåðåâîäÿùèé X(u, v, a) â αu,v,a, òî åñòü, àáñîëþòíàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà äåéñòâóåò íà ãðóïïå

Òóëåíáàåâà. Ðàçóìååòñÿ, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ Q1�Q3 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ αu,v,a,

íî ýòî òàêæå ïî÷òè î÷åâèäíî.

Ìû çàâåðøàåì ýòîò ïóíêò ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 2.47. Ïóñòü I E R � ýòî ðàñùåïèìûé èäåàë. Òîãäà ãðóïïà Òóëåíáàåâà ñîâïàäàåò

ñ îòíîñèòåëüíîé ãðóïïîé Ñòåéíáåðãà,

StSpT(2l, R, I) = StSp(2l, R, I).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì, ÷òî â ñëó÷àå ðàñùåïèìîãî èäåàëà StSp(2l, R, I) ñîâïàäàåò

ñ ÿäðîì Ker
(

StSp(2l, R)� StSp(2l, R/I)
)
, òàê ÷òî îñòà¼òñÿ ïîñòðîèòü ñòðåëêó, îáðàòíóþ ê

κ. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì

Y ∗ij(a) = [ei, e−j, a ε−j, 0] è Y ∗i,−i(a) = [ei, 0, 0, a]

âíóòðè StSpT(2l, R, I). Ýòè ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì KL0�KL7 èç îïðåäåëå-

íèÿ îòíîñèòåëüíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà. Ñîîòíîøåíèÿ KL0�KL2 è KL7 î÷åâèäíû. Ðàññìîòðèì
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äëÿ ïðèìåðà KL4.

JXi,−i(r), Y
∗
−i,j(b)] = [e−j, T (ei, 0, r)e−i, bε−j, 0][e−j, e−i, bε−j, 0]−1 =

= [e−j, eirεi, bε−j, −rb2] = [e−j, eirεi, bε−j, 0][e−j, 0, bε−j, −rb2] = Y ∗ij(rbεi) · Y ∗−j,j(−rb2);

Îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ òî÷íî òàê æå. Äëÿ ïðîâåðêè KL5 íóæíî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ T5, à äëÿ ïðîâåðêè KL6 � ñîîòíîøåíèåì T3. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòîáðà-

æåíèå θ : StSp(2l, R, I)→ StSpT(2l, R, I), ñîõðàíÿþùåå äåéñòâèå. Î÷åâèäíî, ÷òî κθ = 1, òàê

÷òî θ èíúåêòèâíî. Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îíî òàêæå ñþðúåêòèâíî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî

[e1, v, a, b] = [e1, 0, 0, b − a2
∑
vkv−k]

∏
[e1, ek, vka, 0] ëåæèò â îáðàçå θ (çäåñü vk êàê îáû÷-

íî îáîçíà÷àåò k-óþ êîîðäèíàòó âåêòîðà v; ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî v−1 = 0). Íî òîãäà âñå

îáðàçóþùèå [u, v, a, b] ëåæàò â îáðàçå θ, òàê êàê ýòî îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò äåéñòâèå.

Íèæå äëÿ ðàñùåïèìûõ èäåàëîâ ìû îòîæäåñòâëÿåì îòíîñèòåëüíóþ ãðóïïó Ñòåéíáåðãà è

ãðóïïó Òóëåíáàåâà.

2.3.2 Ñâåäåíèå ê ëåììå î ïîäíÿòèè

Â ýòîì ïóíêòå ìû íà÷èíàåì äîêàçàòåëüñòâî åù¼ îäíîãî âàæíîãî ðåçóëüòàòà ýòîé ãëàâû,

ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãî ïðèíöèïà äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà.

Òåîðåìà 4 (Ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï). Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå

êîëüöî (ñ 1), n ≥ 3, è g ∈ StSp(2l, R[t], tR[t]). Òîãäà g = 1 (ñîîòâ., ëåæèò â îáðàçå StSp(2l−
2, R[t])) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà gm = 1 ∈ StSp(2l, Rm[t]) (ñîîòâ., ëåæèò â îáðàçå

StSp(2l − 2, Rm[t])) äëÿ âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ m â R.

Êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå, ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòà òåîðåìà ñâîäèòñÿ ê ïîäõîäÿùåé âåðñèè

¾ëåììû î ïîäíÿòèè¿.

Âûáåðåì ýëåìåíò a ∈ R, íå ÿâëÿþùèéñÿ íèëüïîòåíòîì. Ïóñòü λa : R → Ra îáîçíà÷àåò

ãëàâíóþ ëîêàëèçàöèþ R â a.

Äëÿ êàæäîãî x ∈ R[t] ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ýâàëþàöèè evx : R[t] → R[t], òî åñòü

(åäèíñòâåííûé) ãîìîìîðôèçìR-àëãåáð, ïåðåâîäÿùèé t â x. Äëÿ p ∈ R[t] áóäåì îáîçíà÷àòü åãî

îáðàç ïîä äåéñòâèåì evx ÷åðåç p(x), íàïðèìåð, p = p(t). Òî÷íî òàê æå, äëÿ g ∈ StSp(2l, R[t])

áóäåì îáîçíà÷àòü åãî îáðàç ïîä äåéñòâèåì ev∗x ÷åðåç g(x). Ìû ïîêàæåì, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.48. Ðàññìîòðèì g(t) ∈ StSp(2l, R[t], tR[t]) òàêîé, ÷òî

λ∗a(g(t)) = 1 ∈ StSp(2l, Ra[t]).

Òîãäà íàéä¼òñÿ N ∈ N òàêîå, ÷òî g(aN t) = 1. Òî÷íî òàê æå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

λ∗a(g(t)) ∈ Im
(

StSp(2l − 2, Ra[t])→ StSp(2l, Ra[t])
)
.
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Òîãäà íàéä¼òñÿ N ∈ N òàêîå, ÷òî

g(aN t) ∈ Im
(

StSp(2l − 2, R[t], tR[t])→ StSp(2l, R[t], tR[t])
)
.

Òåïåðü îïðåäåëèì ñèìïëåêòè÷åñêèé àíàëîã ñòðåëêè Òóëåíáàåâà, êîòîðûé ïîíàäîáèòñÿ

íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 2.48.

Ñíà÷àëà íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ èç Ãëàâû 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B = R n tRa[t] êîëüöî ñ

ïîêîìïîíåíòíûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, îïðåäåëÿåìûì ôîðìóëîé

(r, f) · (s, g) = (rs, λa(r)g + fλa(s) + fg).

Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ýëåìåíòû B êàê ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííîé t ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì

èç R, à îñòàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè � èç Ra.

Ðàññìîòðèì íàïðàâëåííóþ ñèñòåìó êîëåö

R[t]
evat // R[t]

evat // R[t]
evat // · · ·

òî åñòü, (Si, ψij)0≤i≤j, ãäå Si = R[t] è ψij : t 7→ aj−it. Îíà èíäóöèðóåò íàïðàâëåííóþ ñèñòåìó

ãðóïï Ñòåéíáåðãà. Â Ëåììå 1.9 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñèñòåìà îòîáðàæåíèé ϕi : Si → B, ïåðåâî-

äÿùèõ

p(t) 7→
(
p(0), λ∗a(p)(a

−it)− λ∗a(p)(0)
)

èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì lim−→Si →∼ B. Âçÿòèå (ñèìïëåêòè÷åñêîé) ãðóïïû Ñòåéíáåðãà êîììó-

òèðóåò ñ íàïðàâëåííûìè ïðåäåëàìè, òàê ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ ñòðåëêà

lim−→ StSp2n(Si)→∼ StSp2n(B)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Òåïåðü ìû óòâåðæäàåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ ϕ∗0 è âëîæåíèÿ

µ : StSp2n(R[t], tR[t]) �
� // StSp2n(R[t])

ϕ∗0 // StSp2n(B)

ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç îòîáðàæåíèå ëîêàëèçàöèè â a. Áîëåå îáùî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå (ñð. Ëåììó 1.10).

Ëåììà 2.49 (Ëåììà î ïîäíÿòèè). Ïóñòü B � êîëüöî, a ∈ B, è I E B òàêîé èäåàë, ÷òî

äëÿ ëþáîãî x ∈ I ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y ∈ I òàêîé, ÷òî ya = x (ýêâèâàëåíòíîå

óñëîâèå: îòîáðàæåíèå ëîêàëèçàöèè λa : I → Ia = I ⊗R Ra ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì). Òîãäà

ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

T: StSpT(2l, Ba, Ia)→ StSp(2l, B)

çàìûêàþùåå äèàãðàììó

StSpT(2l, B, I) //

λ∗a
��

StSp(2l, B)

λ∗a
��

StSpT(2l, Ba, Ia) //
T

44

StSp(2l, Ba)
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äî êîììóòàòèâíîé. Áîëåå òîãî, åñëè g ∈ Im
(

StSpT(2l − 2, Ba, Ia) → StSpT(2l, Ba, Ia)
)
, òî

òàêæå âåðíî, ÷òî T(g) ∈ Im
(

StSp(2l − 2, B)→ StSp(2l, B)
)
.

Ìû äîêàæåì Ëåììó 2.49 â ñëåäóþùåì ïóíêòå. Ñåé÷àñ ìû âûâåäåì Ëåììó 2.48 èç íå¼, à

â äåéñòâèòåëüíîñòè, â òî÷íîñòè ïîâòîðèì äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1.8.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.48. Ïðèìåíèì Ëåììó 2.49 ê a ∈ R ⊆ B, B = Rn tRa[t] êàê âûøå,

I = tRa[t] E B. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó.

StSp(2l, R[t], tR[t]) �
� //

ϕ∗0 **
λ∗a

��

StSp(2l, R[t])

ϕ∗0

��

StSp(2l, B, I)� v

((

λ∗a

uu
StSp(2l, Ra[t], tRa[t])

T // StSp(2l, B).

Âîçüì¼ì g(t) ∈ StSp2n(R[t], tR[t]) òàêóþ, ÷òî λ∗a(g(t)) = 1. Òîãäà

ϕ∗0(g(t)) = (T ◦ λ∗a)(g(t)) = 1

òîæå, òî åñòü, g(t) ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì â ïðåäåëå. Íî ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî N âûïîëíåíî ψ∗0,N(g(t)) = 1. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ

ëåììû òî÷íî òàêîå æå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû ïîâòîðÿåò (êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå) äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììû 16 èç [52]. Â äîêàçàòåëüñòâå ïðîèñõîäèò äâå ññûëêè: âìåñòî Ëåììû 8 èç [52] íóæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé 2.47, à âìåñòî Ëåììû 15 èç [52] � Ëåììîé 2.48.

Ëåììà 2.50. Ðàññìîòðèì a, b ∈ R, êîòîðûå ïîðîæäàþò R êàê èäåàë, Ra + Rb = R.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ g ∈ StSp(2l, R[t], tR[t]) âåðíî, ÷òî λ∗a(g) = λ∗b(g) = 1 . Òîãäà g = 1.

Òî÷íî òàê æå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ∗a(g) ∈ StSp(2l − 2, Ra[t], tRa[t]) è λ∗b(g) ∈ StSp(2l −
2, Rb[t], tRb[t]). Òîãäà g ∈ StSp(2l − 2, R[t], tR[t]).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû íå äîêàçàíî â [52], íî îíî äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è

ïåðâîå.

Òåïåðü, êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå, äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãî ïðèíöèïà òîæå

çàâåðøàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîãî ðàññóæäåíèÿ. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîñëîâíî

ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2 èç [52]. Åäèíñòâåííàÿ ññûëêà â ýòîì äîêàçàòåëüñòâî

ïðîèñõîäèò íà Ëåììó 16 èç [52], âìåñòî êîòîðîé íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàííîé âûøå

Ëåììîé 2.50. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîì ïðèíöèïå äîêàçûâàåòñÿ

òàê æå, êàê è ïåðâîå.
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2.3.3 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäíÿòèè

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ¾äðóãèõ îáðàçóþùèõ¿ X(u, v, a), êîòîðûå óæå áûëè äî-

êàçàíû.

Ëåììà 2.51. Äëÿ ëþáûõ u, v ∈ R2l, 〈u, v〉 = 0, a, b ∈ R, g ∈ StSp(2l, R) âåðíî, ÷òî

φ
(
X(u, v, a)

)
= T (u, v, a), (X0)

g X(u, v, a)g−1 = X(φ(g)u, φ(g)v, a), (X1)

X(ub, 0, a) = X(u, 0, b2a), (X2)

X(u, 0, a)X(u, 0, b) = X(u, 0, a+ b), (X3)

X(u, v, 0) = X(v, u, 0), (X4)

X(ua, ub, 0) = X(u, 0, 2ab), (X5)

X(u+ v, 0, 1) = X(u, 0, 1)X(v, 0, 1)X(u, v, 0), (X6)

X(u, v, a) = X(u, v, 0)X(u, 0, a). (X7)

Íàïîìíèì, ãäå ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé: äëÿ X0 ñì. ïåðâûé ïóíêò

ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà íàñòîÿùåé ãëàâû, ¾Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ è ïëàí äîêàçàòåëüñòâà¿,

ñâîéñòâà X1�X5 äîêàçàíû â Ëåììàõ 2.27, 2.30, 2.32, 2.34, 2.35, à X6 è X7, â äåéñòâèòåëüíîñòè,

îïðåäåëåíèÿ.

Êðîìå òîãî, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå äðóãèå èõ ñâîéñòâà, êîòîðûå ìû ïðèâîäèì â

Ëåììå 2.54 íèæå. ×òîáû äîêàçàòü èõ, íàì íóæíî âåðíóòüñÿ ê ýëåìåíòàì Y (u, v, a).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ u ∈ R2l, èìåþùåãî ïàðó íóëåé â ñèììåòðè÷íûõ ïîçèöèÿõ, òî åñòü,

òàêèõ, ÷òî ui = u−i = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i, è v ∈ R2l òàêîãî, ÷òî 〈u, v〉 = 0, a ∈ R îïðåäåëåíû

ýëåìåíòû Y(i)(u, v, a). Åñëè â äîïîëíåíèå ê ýòîìó u èìååò åù¼ îäíó ïàðó ñèììåòðè÷íûõ

íóëåé, òî åñòü, ui = u−i = uj = u−j = 0 äëÿ i 6= ±j, òî Y(i)(u, v, a) = Y(j)(u, v, a) (ñì. Y1

íèæå) è â ýòîé ñèòóàöèè ìû îïóñêàåì èíäåêñû è îáîçíà÷àåì ýëåìåíòû ïðîñòî Y (u, v, a). Ìû

óæå äîêàçàëè ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýòèõ ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 2.52. Äëÿ èíäåêñîâ i è j 6= ±i, âåêòîðîâ u, v, v′, w, w′, q, q′, r, r′ s ∈ R2l òàêèõ,

÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: ui = u−i = 0, 〈u, v〉 = 〈u, v′〉 = 0, 〈w, ei〉 = 〈w′, ei〉 = 0,

v′i = v′−i = qi = q−i = ri = r−i = rj = r−j = 0, q′ = eiq
′
i + e−iq

′
−i, r

′ = ejr
′
j + e−jr

′
−j,
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s = eisi + e−is−i, è ýëåìåíòîâ a, a′ ∈ R, âåðíî ñëåäóþùåå

φ
(
Y(i)(u, v, a)

)
= T (u, v, a), (Y0)

Y(i)(u, v, a) = Y(j)(u, v, a) åñëè òàêæå uj = u−j = 0, (Y1)

Y (ei, w, a)Y (ei, w
′, a′) = Y (ei, w + w′, a+ a′ + 〈w, w′〉), (Y2)

Y (ei, w, a) = X(ei, w, a), (Y3)

Y(i)(u, v
′, a) = [Y (ei, u, 0), Y (e−i, v

′ εi, a)]Y (ei, ua ε−i, 0), (Y4)

Y(i)(u, v, a) = Y(i)(u, v − eivi − e−iv−i, a− viv−i εi)Y (ei, uvi, 0)Y (e−i, uv−i, 0), (Y5)

X(q + q′, 0, a) = Y(i)(q, 0, a)Y (q′, 0, a)Y (q′, qa, 0), (Y6)

Y (r, s, 0)Y (r′, s, 0) = Y(i)(r + r′, s, 0). (Y7)

Òàêæå íàïîìíèì, ãäå ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé. Äëÿ Y0 ñì. ïåðâûé

ïóíêò ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, äëÿ Y1 è Y2 ñì. Ëåììû 2.17 è 2.10, äëÿ Y3 íóæíî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ Ëåììîé 2.37, Y6, Ëåììîé 2.51(X7) è Y2, Y4�Y6 â äåéñòâèòåëüíîñòè îïðåäåëåíèÿ,

Y7 � ýòî Ëåììà 2.29.

Äîêàæåì òåïåðü íåêîòîðûå íîâûå ñâîéñòâà Y(i)(u, v, a).

Ëåììà 2.53. Äëÿ èíäåêñà i è âåêòîðîâ u, v, w ∈ R2l òàêèõ, ÷òî ui = u−i = 0, 〈u, v〉 =

〈u, w〉 = 0, ýëåìåíòîâ a, b ∈ R, èìååò ìåñòî

Y(i)(u, v, a+ b) = Y(i)(u, v, a)Y(i)(u, 0, b), (Y8)

Y(i)(u, v, a) = Y(i)(u, v − eivi − e−iv−i, a)Y(i)(u, eivi + e−iv−i, 0), (Y9)

X(u+ v, 0, a) = X(u, 0, a)X(v, 0, a)Y(i)(u, va, 0), (Y10)

Y(i)(u, va, 0) = Y(i)(v, ua, 0) åñëè òàêæå vi = v−i = 0, (Y11)

Y(i)(u, v, a) = X(u, v, a), (Y12)

Y(i)(u, v, 0)Y(i)(u, w, 0) = Y(i)(u, v + w, 〈v, w〉). (Y13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îäíîâðåìåííî Y8 è Y9.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî vi = v−i = 0. Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ìîæíî ïîëó÷èòü Y8,

ïîâòîðèâ äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.22 ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Íóæíî èñïîëüçîâàòü Y2 è Y4,

÷òîáû ðàçëîæèòü ýëåìåíòû, è Y3 è X1, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûå èç ñîìíîæèòåëåé

êîììóòèðóþò (âìåñòî ñëîæíûõ ðàññóæäåíèé â èçíà÷àëüíîì äîêàçàòåëüñòâå). Ìû ñìîãëè

äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, ïîòîìó ÷òî òåïåðü ìû ïîëüçóåìñÿ öåíòðàëüíîñòüþ K2.

Òåïåðü èñïîëüçóåì ýòîò ðåçóëüòàò, ÷òîáû äîêàçàòü Y9, ÷óòü òî÷íåå, ïîâòîðèì äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììû 2.23, èñïîëüçóÿ òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî âìåñòî Ëåììû 2.22. Òåïåðü Y8

ñëåäóåò èç Y9 â ïîëíîé îáùíîñòè. Íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî Y(i)(u, 0, b) = X(u, 0, b)

ïî Y6, è êîììóòèðóåò ñ Y(i)(u, eivi + e−iv−i, 0) ïî X1.

×òîáû äîêàçàòü Y10�Y13, ìû òàêæå äåéñòâóåì â íåñêîëüêî ýòàïîâ.

Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê Y10 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî vi = v−i = 0. Òîãäà ïîâòîðèì äîêàçàòåëü-

ñòâî Ëåììû 2.24, ïîìåíÿâ ìåñòàìè ðîëè u è v è âîñïîëüçîâàâøèñü Y3 è X1 âìåñòî èñõîäíûõ
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ðàññóæäåíèé. Î÷åâèäíî, ïî X1,X(u, 0, a) èX(v, 0, a) êîììóòèðóþò. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì

ôàêòîì, ïîëó÷àåì Y11. Äàëåå, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü Y12 â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ íà v. Äëÿ

a = 0 ýòî ñëåäóåò èç Y10 è X6, äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ Y8 è X7.

Äàëåå, ðàññìîòðèì Y13 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî vi = v−i = wi = w−i = 0. Ïî Y4 èìååì

Y (u, v + w, 〈v, w〉) = [Y (ei, u, 0), Y (e−i, (v + w) εi, 〈v, w〉)]Y (e−i, u〈v, w〉ε−i).

Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

Y (e−i, (v + w) εi, 〈v, w〉) = Y (e−i, v εi, 0)Y (e−i, w εi, 0)

ïî Y2 è èñïîëüçóåì òîæäåñòâî [a, bc] = [a, b] · [a, c] · [[c, a], b] äëÿ

a = Y (ei, u, 0), b = Y (e−i, v εi, 0), c = Y (e−i, w εi, 0).

Êàê è âûøå, [a, b] = Y(i)(u, v, 0) è [a, c] = Y(i)(u, w, 0). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

[[c, a], b] = Y (e−i, −u〈w, v〉εi, 0)

ïðè ïîìîùè Y3, X1 è Y2.

Òåïåðü ìû äîêàæåì Y13 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ v, w è u, èìåþùåãî äâå ïàðû ñèììåòðè÷íûõ

íóëåé, òî åñòü òàêîãî, ÷òî òàêæå uj = u−j = 0 äëÿ j 6= ±i. Ðàçëîæèì v = ṽ + v′, ãäå

v′ = eivi + e−iv−i, è òàê æå ðàçëîæèì w. Âîñïîëüçóåìñÿ Y9, çàòåì Y8, ïîòîì Y6 è X1 ÷òîáû

ïîìåíÿòü ñîìíîæèòåëè ìåñòàìè, è çàòåì Y8, ÷òîáû ïîëó÷èòü

Y (u, v + w, 〈v, w〉) = Y (u, ṽ + w̃, 〈ṽ, w̃〉)Y (u, v′ + w′, 〈v′, w′〉).

Äëÿ êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùèìè øàãàìè. Äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû ïåðåóïîðÿäî÷èòü ñîìíîæèòåëè â ïîëó÷èâøåìñÿ ïðîèçâåäåíèè, âîñïîëüçóåìñÿ òåì,

÷òî Y (u, v′, 0) = X(u, v′, 0) (ìû óæå ïðîâåðèëè Y12 â ýòîé ñèòóàöèè) è X1. Çàòåì ñíîâà

âîñïîëüçóåìñÿ Y9.

Äàëåå, ìû äîêàæåì Y10 â ïîëíîé îáùíîñòè. Ðàçëîæèì v = ṽ + v′ êàê âûøå è âîñïîëüçó-

åìñÿ Y6, ÷òîáû ïîëó÷èòü

X(u+ v, 0, a) = X(u+ ṽ, 0, a)X(v′, 0, a)Y (v′, (u+ ṽ)a, 0).

Äëÿ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ ìû óæå ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ Y10, à äëÿ ïîñëåäíåãî � óæå

ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ Y13. Ïåðåñòàâëÿÿ ñîìíîæèòåëè ïðè ïîìîùè X1, ìû ïîëó÷àåì

X(u+ v, 0, a) = X(u, 0, a)Y(i)(u, ṽa, 0)Y (v′, ua, 0)X(v, 0, a)

ïðè ïîìîùè Y6. Ðàçëîæèì u = ũ+ u′, ãäå u′ = ejuj + e−ju−j, çàòåì ðàçëîæèì Y (v′, ua, 0) ïî

Y9, ïðèìåíèì Y11 ê êàæäîìó ìíîæèòåëþ è âîñïîëüçóåìñÿ Y7, ÷òîáû ïîëó÷èòü

Y (v′, ua, 0) = Y (v′, ũa, 0)Y (v′, u′a, 0) = Y(j)(ũ, v
′a, 0)Y(k)(u

′, v′a, 0) = Y (u, v′a, 0).
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Òåïåðü Y9 çàâåðøàåò ðàññóæäåíèå. Äåéñòâóÿ â òî÷íîñòè êàê âûøå, ìû ïîëó÷àåì òàêæå Y12

â ïîëíîé îáùíîñòè.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì Y13. Êàê è âûøå, ðàçëîæèì v = ṽ + v′ è w = w̃ + w′, è ïîëó÷èì

Y(i)(u, v + w, 〈v, w〉) = Y(i)(u, ṽ + w̃, 〈ṽ, w̃〉)Y(i)(u, v
′ + w′, 〈v′, w′〉).

Äëÿ ïåðâîãî ìíîæèòåëÿ âûïîëíÿåòñÿ Y13, êàê ïîêàçàíî â ïðåäûäóùèõ øàãàõ, äëÿ âòîðîãî

âîñïîëüçóåìñÿ Y5, çàòåì Y8 è Y2. Çàòåì èçìåíèì ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïîìåíÿòü ìåñòàìè Y (ei, uwi, 0) è Y (e−i, uv−i, 0), ìû äîëæíû äîáàâèòü ê ïðîèçâåäåíèþ èõ

êîììóòàòîð, êîòîðûé ðàâåí

Y(i)(−uwi, −uv−i εi, 0) = X(u, 0, 2wiv−i εi)

ïî Y12 è X5. Ïðè ïîìîùè Y5 è Y8 ïîëó÷àåì

Y(i)(u, v
′ + w′, 〈v′, w′〉) = Y(i)(u, v

′, 0)Y(i)(u, w
′, 0).

Îñòà¼òñÿ èçìåíèòü ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé è âîñïîëüçîâàòüñÿ Y9.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ñôîðìóëèðîâàíû íîâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó X-àìè, êîòîðûå íàì

ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 2.54. Ðàññìîòðèì u, v, w ∈ R2l, a, b ∈ R òàêèå, ÷òî 〈u, v〉 = 〈u, w〉 = 0. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ëèáî ui = u−i = 0, ëèáî vi = v−i = wi = w−i = 0. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå.

X(u+ vr, 0, a) = X(u, 0, a)X(v, 0, r2a)X(u, vra, 0), (X8)

X(u, va, 0) = X(v, ua, 0), (X9)

X(u, v, a)X(u, w, b) = X(u, v + w, a+ b+ 〈v, w〉). (X10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ui = u−i = 0. Òîãäà X8 ñëåäóåò èç Y10, X2 è

Y12. Îáîçíà÷èì u′ = ejuj + e−ju−j è v
′ = eivi + e−iv−i äëÿ íåêîòîðîãî j 6= ±i è ðàçëîæèì

u = ũ+ u′, v = ṽ + v′. Òîãäà

X(u, va, 0) = Y(i)(u, ṽa, 0)Y (ũ, v′a, 0)Y (u′, v′a, 0)

ïî Y9 è Y7. Òåïåðü ïðèìåíèì Y11 äâàæäû ê êàæäîìó ñîìíîæèòåëþ

X(u, va, 0) = Y(i)(ua, ṽ, 0)Y (ũa, v′, 0)Y (u′a, v′, 0).

Äàëåå, äëÿ a = b = 0, X10 ñëåäóåò èç Y12 è Y13, à îáùèé ñëó÷àé èç Y8, X7 è X3.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, vi = v−i = wi = w−i = 0. Äëÿ X8 âîñïîëüçóåìñÿ

ïðåäûäóùèì øàãîì (X8 è X9). Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü X10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a = b = 0 (ñëó÷àé

ïðîèçâîëüíûõ a è b ñâîäèòñÿ ê ýòîìó, êàê è â ïðåäûäóùåì øàãå). Îáîçíà÷èì u′ = eiui+e−iu−i

è ũ = u − u′ (ðàíüøå ìû áðàëè âìåñòî ýòîãî ±j-å êîìïîíåíòû). Èñïîëüçóÿ X4, Y12 è Y9,

ïîëó÷àåì

X(u, v, 0) = X(ũ, v, 0)X(u′, v, 0),
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è òàêæå äëÿ w. Èñïîëüçóÿ X1 è ïðåäûäóùèé ñëó÷àé (X10), ìîæåì âû÷èñëèòü

[X(u′, v, 0), X(ũ, w, 0)] = X(ũ, u′〈v, w〉, 0).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòàâëÿÿ ìíîæèòåëè è ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì, ìû ïîëó÷àåì

X(u, v, 0)X(u, w, 0) = X(ũ, v + w, 〈v, w〉)X(u′, v + w, 〈v, w〉)X(ũ, u′〈v, w〉, 0).

Òåïåðü ìû ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëüçóÿñü X7, X1, X4, Y12,

Y9 è Y6.

Ïåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ ñòðåëêè

T: StSpT(2l, Ba, Ia)→ StSp(2l, B)

èç Ëåììû 2.49. Êàê è òàì, ÷åðåç B îáîçíà÷èì êîëüöî, ÷åðåç a ∈ B � ýëåìåíò, íå ÿâëÿþùèéñÿ

íèëüïîòåíòîì, ÷åðåç I E B òàêîé èäåàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ I ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y ∈ I
òàêîé, ÷òî ya = x. Ìû îáîçíà÷àåì òàêîé y êàê x

a
. Ýëåìåíòû x

aN
òàêæå êîððåêòíî îïðåäåëåíû.

Îòîáðàæåíèå ëîêàëèçàöèè λa : I → Ia ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, è ìû îòîæäåñòâëÿåì I è Ia.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå T, íàì íóæíî íàéòè ýëåìåíòû Z(u, v, b, c) ∈
StSp(2l, B) äëÿ âñåõ u ∈ Ep(2l, Ba)e1, v ∈ B2l

a , 〈u, v〉 = 0, è b, c ∈ I, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ T0�T6. Ìû íà÷èíàåì ñî ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ u, v1, . . . , vN ∈ B2l òàêèõ, ÷òî 〈u, vk〉 = 0 ïðè ëþáîì k, ïîëîæèì

Z(u; v1, . . . , vN) = X(u, v1, 0) . . . X(u, vN , 0) ·X(u, 0, −
∑
i<j

〈vi, vj〉).

Ëåììà 2.55. Ðàññìîòðèì u, v, w ∈ B2l, 〈u, v〉 = 〈u, w〉 = 0. ïðåäïîëîæèì, ÷òî w èìååò

ïàðó ñèììåòðè÷íûõ íóëåâûõ êîîðäèíàò, òî åñòü, wi = w−i = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i. Òîãäà

[X(u, v, 0), X(u, w, 0)] = X(u, 0, 2〈v, w〉).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 2.51 (X1), ÷òîáû âû÷èñëèòü ñîïðÿæ¼ííûé ýëåìåíò,

è ðàçëîæèì ðåçóëüòàò ïî Ëåììå 2.51 (X6)

X(u, v, 0)X(u, w, 0) = X(u, 0, −1)X(w + u〈v, w〉, 0, −1)X(w + u(1 + 〈v, w〉), 0, 1),

çàòåì ðàçëîæèì ïåðâûé è òðåòèé ñîìíîæèòåëè ïî Ëåììå 2.54 (X8). Äàëåå, èçìåíèì ïîðÿäîê

ìíîæèòåëåé è óïðîñòèì ïðîèçâåäåíèå ïðè ïîìîùè Ëåìì 2.51 è 2.54. Êàê ðåçóëüòàò, ìû èìååì

X(u, v, 0)X(u, w, 0) = X(u, 0, 2〈v, w〉)X(w, u, 0).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðîæäåíà òðàíñïî-

çèöèÿìè ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ.
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Ñëåäñòâèå. Ðàññìîòðèì u è v1, . . . , vN ∈ B2l òàêèå, ÷òî 〈u, vk〉 = 0 è êàæäûé vk èìååò

ïàðó ñèììåòðè÷íûõ íóëåâûõ êîîðäèíàò. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ SN âåðíî, ÷òî

Z(u; v1, . . . , vN) = Z(u; vσ(1), . . . , vσ(N)).

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ u, v1, . . . , vN ∈ B2n òàêèõ, ÷òî 〈u, vk〉 = 0 è êàæäûé vk èìååò ïàðó

ñèììåòðè÷íûõ íóëåâûõ êîîðäèíàò, ïîëîæèì

Z(u; {vk}1≤k≤N) = Z(u; v1, . . . , vN).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ïðîñòîé ôàêò (îí ñëåäóåò èç Ëåììû 2.51 (X2)

è Ëåììû 2.54 (X9).

Ëåììà 2.56. Äëÿ u, v1, . . . , vN ∈ B2l òàêèõ, ÷òî 〈u, vk〉 = 0 è êàæäûé vk èìååò ïàðó

ñèììåòðè÷íûõ íóëåâûõ êîîðäèíàò, r ∈ B, èìååò ìåñòî

Z(ur; {vk}1≤k≤N) = Z(u; {rvk}1≤k≤N).

Ñëåäóþùèé ôàêò õîðîøî èçâåñòåí (è ïðîâåðÿåòñÿ óñòíî).

Ëåììà 2.57 (Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ëåììà Ñóñëèíà). Äëÿ w, u, v ∈ B2l òàêèõ, ÷òî 〈w, u〉 =

A ∈ B, 〈u, v〉 = 0, îáîçíà÷èì

vij = vwij = (eiu−j εj − eju−i εi)(viwj − vjwi)

äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ −n ≤ i, j ≤ n. Òîãäà âåðíî, ÷òî vij = vji, 〈u, vij〉 = 0, è∑
i<j

vij = vA.

Ñðàâíèòå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñ Ëåììîé 2.54 (X10): íàì íå íóæíî óñëîâèå vi = v−i = 0,

íî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 〈v, w〉 = 0.

Ëåììà 2.58. Ðàññìîòðèì u, v, w ∈ B2l òàêèå, ÷òî 〈u, v〉 = 〈u, w〉 = 〈v, w〉 = 0 è wi =

w−i = 0. Òîãäà

X(u, v + w, 0) = X(u, v, 0)X(u, w, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ëåììå 2.51 (X6), èìååì

X(u, v + w, 0) = X(u, 0, −1)X(v + w, 0, −1)X(u+ v + w, 0, 1).

Ðàçëîæèì âòîðîé è òðåòèé ìíîæèòåëè ïî Ëåììå 2.54 (X8). Òîãäà ìû ïîëó÷èì íîâûé ñîìíî-

æèòåëü X(w, u+v, 0), ðàçëîæèì åãî ïî Ëåììå 2.54 (X10). Âåêòîðà u, v, w îðòîãîíàëüíû, ïî-

ýòîìó âñå ñîìíîæèòåëè êîììóòèðóþò. Óïðîñòèì ïðîèçâåäåíèå ïðè ïîìîùè Ëåììû 2.54 (X10)

è ïîëó÷èì èñêîìîå óòâåðæäåíèå ïðè ïîìîùè Ëåììû 2.51 (X6).

69



Ëåììà 2.59. Ïóñòü w, u, v ∈ B2l òàêèå, ÷òî 〈w, u〉 = A è 〈u, v〉 = 0. Ïðåäïîëîæèì

òàêæå, ÷òî v èìååò ïàðó ñèììåòðè÷íûõ íóëåâûõ êîîðäèíàò. Òîãäà

X(u, vA, 0) = Z(u, {vij}i≤j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêàæåì, v1 = v−1 = 0. Òîãäà v1,−1 = 0. Ðàçëîæèì

vA =
∑
i<j

vij =
∑
i 6=±1

v−1,i︸ ︷︷ ︸
p

+
∑
i 6=±1

v1,i︸ ︷︷ ︸
q

+
∑
i,j 6=±1

vij︸ ︷︷ ︸
r

ïðè ïîìîùè ëåììû Ñóñëèíà (Ëåììà 2.57). Î÷åâèäíî,

p−1 =
(∑
i 6=±1

v−1,i

)
−1

=
(∑

i<j

vij

)
−1

= v−1A = 0

è òàêæå q1 = v1A = 0. Êðîìå òîãî, p1 = q−1 = r−1 = r1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïî Ëåì-

ìå 2.54 (X10) ìû èìååì

X(u, vA, 0) = X(u, p+ q + r, 0) =

= X(u, p, 0)X(u, q, 0)X(u, r, 0)X(u, 0, −〈p, q〉 − 〈p, r〉 − 〈q, r〉).

Äëÿ 1 < i ≤ n îáîçíà÷èì zi = v−1,i + v−1,−i. Òîãäà 〈zi, zj〉 = 0 ïðè i 6= j, êàæäûé zi èìååò

ïàðó ñèììåòðè÷íûõ íóëåâûõ êîîðäèíàò, è
∑n

i=2 zi = p. Ïî Ëåììå 2.58, ìû ïîëó÷àåì

X(u, p, 0) =
n∏
i=2

X(u, zi, 0).

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî v−1,i è v−1,−i èìåþò îáùóþ ïàðó ñèììåòðè÷íûõ íóëåâûõ êîîðäèíàò.

Òîãäà ïî Ëåììå 2.54 (X10) ïîëó÷àåì

X(u, zi, 0) = X(u, v−1,i, 0)X(u, v1,i, 0)X(u, 0, −〈v−1,i, v1,i〉),

òàê ÷òî

X(u, p, 0) = Z(u; {v−1,i}i 6=±1).

Òàê æå, X(u, q, 0) = Z(u; {v1,i}i 6=±1) è, ïî Ëåììå 2.54 (X10), X(u, r, 0) = Z(u; {vij}i,j 6=±1),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 2.60. Ïóñòü w, u, v ∈ B2n, 〈w, u〉 = A è 〈u, v〉 = 0. Ðàññìîòðèì x1, . . . xN ∈ B2n

òàêèå, ÷òî êàæäûé xk èìååò ïàðó ñèììåòðè÷íûõ íóëåé, 〈u, xk〉 = 0 è
∑N

k=1 x
k = vA. Òîãäà

èìååò ìåñòî

Z(u; {xkA}Nk=1) = Z(u; {vijA}i<j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê 〈u, xk〉 = 0, ðàññìîòðèì xkij = (xk)wij èç ëåììû Ñóñëèíà (Ëåì-

ìà 2.57), è âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 2.59, ÷òîáû ïîëó÷èòü

X(u, xkA, 0) = Z(u, {xkij}i<j).
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Òîãäà

Z(u; {xkA}Nk=1) = Z(u, {xkij}k, i<j).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ôèêñèðîâàííûõ i è j, âñå xkij � ýòî îäèí è òîò æå âåêòîð, óìíîæåííûé

íà ðàçíûå ñêàëÿðû, è èìåþùèé ïàðó ñèììåòðè÷íûõ êîîðäèíàò, è òîãäà

N∑
k=1

xkij = (eiu−j εj − eju−i εi)
(( N∑

k=1

xki
)
wj −

( N∑
k=1

xkj
)
wi

)
= vijA.

Òàêèì îáðàçîì,

X(u, vijA, 0) =
N∏
k=1

X(u, xkij, 0)

ïî Ëåììå 2.54 (X10), è

Z(u; {vijA}i<j) = Z(u, {xkij}k, i<j).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u, v ∈ B2l òàêèå, ÷òî 〈u, v〉 = 0, è îáîçíà÷èì ÷åðåç

I(u) =
n∑

k=−n

Buk

èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòàìè u. Òîãäà äëÿ A ∈ I(u) ðàññìîòðèì ëþáîé w ∈ B2l òàêîé,

÷òî 〈w, u〉 = A, è îáîçíà÷èì

ZA(u, v) = Z(u; {vwijA}i<j).

Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ýòîò ýëåìåíò íå çàâèñèò îò âûáîðà w. Ïðîåêöèÿ ZA(u, v) â ýëåìåí-

òàðíóþ ãðóïïó ðàâíà

φ(ZA(u, v)) = T (u, vA2, 0).

Äîêàæåì òåïåðü ðÿä ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ ZA(u, v).

Ëåììà 2.61. Ïóñòü u, v ∈ B2l òàêèå, ÷òî 〈u, v〉 = 0, A ∈ I(u) è g ∈ StSp(2l, B). Òîãäà

g ZA(u, v)g−1 = ZA(φ(g)u, φ(g)v).

Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì w òàêîé, ÷òî 〈w, u〉 = A. Òîãäà 〈φ(g)w, φ(g)u〉 = 〈w, u〉 = A, òàê ÷òî

A ∈ I(φ(g)u) è ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà êîððåêòíî îïðåäåëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî g = Xij(b). Î÷åâèäíî,

g X(u, vhkA, 0)g−1 = X(φ(g)u, φ(g)vhkA, 0)

è

−
∑
〈vhkA, vstA〉 = −

∑
〈φ(g)vhkA, φ(g)vstA〉,

òàêèì îáðàçîì,

g ZA(u, v)g−1 = Z(φ(g)u; {φ(g)vhkA}h<k).
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Äëÿ n ≥ 4 êàæäûé èç Tij(b)vhk âñ¼ åù¼ èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó ïàðó ñèììåòðè÷íûõ

íóëåé, è â ýòîì ñëó÷àå Ëåììà 2.60 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 3. Äëÿ j = −i êàæäûé Tij(b)vhk âñ¼ åù¼ èìååò ïàðó

ñèììåòðè÷íûõ íóëåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j 6= ±i. Åñëè h, k 6∈ {j,−i}, òî φ(g)vhk = vhk.

Åñëè {h, k} = {j,−i}, ìû òîæå ïîëó÷àåì, ÷òî Tij(b)vhk èìååò ïàðó ñèììåòðè÷íûõ íóëåâûõ

êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî h ∈ {j,−i}, ñêàæåì, h = −i, è
k 6∈ {±i,±j}.

Ïîëîæèì

uk,−i = ekui ε−i − e−iu−k εk,

òîãäà vk,−i = uk,−i(vkw−i − v−iwk). Ìû èìååì

Tij(b)u = u+ eiujb− e−ju−i b εiεj,

Tij(b)uk,−i = uk,−i + e−ju−k b εiεjεk.

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

〈Tij(b)u, uk,−i − ekuj b εi〉 = 0.

Ïîëîæèì

q = uk,−i − ekuj b εi è r = ekuj b εi + e−ju−k b εiεjεk.

Ïîëó÷àåì, ÷òî Tij(b)uk,−i = q+ r, ïîýòîìó r òàêæå îðòîãîíàëåí Tij(b)u. Îáà q è r èìåþò ïàðó

ñèììåòðè÷íûõ íóëåé, è, êðîìå òîãî, îíè îðòîãîíàëüíû. Ïîëîæèì c = (vkw−i − v−iwk), òîãäà
ïî Ëåììå 2.58,

X(Tij(b)u, Tij(b)vk,−iA, 0) = X(Tij(b)u, qcA, 0)X(Tij(b)u, rcA, 0).

Íàêîíåö, èñêîìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç Ëåììû 2.60.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà òîæå ñëåäóåò èç Ëåììû 2.60.

Ëåììà 2.62. Ïóñòü u, v, w ∈ B2l òàêèå, ÷òî 〈u, v〉 = 〈u, w〉 = 0, A ∈ I(u). Òîãäà

ZA(u, v)ZA(u, w) = ZA(u, v + w)X(u, 0, 〈v, w〉 · A4).

Ñëåäñòâèå. Äëÿ u, v, 〈u, v〉 = 0, A ∈ I(u) âåðíî, ÷òî

ZA(u, 0) = 1,

ZA(u, v)−1 = ZA(u, −v).

Ëåììà 2.63. Ïóñòü u, v ∈ B2l òàêèå, ÷òî 〈u, v〉 = 0, A ∈ I(u)∩I(v), b ∈ B. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóþò p, q ∈ B2l òàêèå, ÷òî

〈u, p〉 = 〈u, q〉 = 〈v, p〉 = 〈v, q〉 = 0,

è 〈p, q〉 = A. Òîãäà âåðíî, ÷òî

ZA(u, vb · A3) = ZA(v, ub · A3).

72



Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì g = ZA(u, pb) è h = ZA(v, q). Âû÷èñëèì êîììóòàòîð äâóìÿ

ñïîñîáàìè,
gh · h−1 = g · hg−1.

Íàïîìíèì, ÷òî φ
(
ZA(u, pb)

)
= T (u, pbA2, 0), è âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììàìè 2.61 è 2.62, ÷òîáû

ïîëó÷èòü
gh · h−1 = ZA(v, q + ubA3)ZA(v, −q) = ZA(v, ubA3).

Òî÷íî òàê æå, g · hg−1 = ZA(u, vbA3).

Ëåììà 2.64. Ðàññìîòðèì w, u ∈ B2l, b ∈ B, îáîçíà÷èì A = 〈w, u〉. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóþò òàêèå z, v ∈ B2l, ÷òî 〈z, v〉 = A è

〈u, v〉 = 〈u, z〉 = 〈w, v〉 = 〈w, z〉 = 0.

Òîãäà âåðíî, ÷òî

ZA(u, ubA3) = X(u, 0, 2bA5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì g = ZA(u, zb), h = ZA(u, v), è âû÷èñëèì [g, h] äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ñ îäíîé ñòîðîíû,

gh · h−1 = ZA(u, v + ubA3)ZA(u, −v) = Z(u, ubA3)

ïî Ëåììå 2.61. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

gh · g−1h−1 = ZA(u, zb+ v)X(u, 0, bA5)ZA(u, −zb− v)X(u, 0, bA5) = = X(u, 0, 2bA5)

ïî Ëåììå 2.62.

Ëåììà 2.65. Ïóñòü u, v ∈ B2l, A ∈ I(u) ∩ I(v), b, c ∈ B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò

òàêèå w, z, x, y ∈ B2l, ÷òî

〈w, u〉 = 〈z, v〉 = 〈x, y〉 = A

è ïàðû (w, u), (z, v) è (x, y) âçàèìíî îðòîãîíàëüíû. Òîãäà âåðíî, ÷òî

X(u+ vb, 0, cA11) = X(u, 0, cA11)X(v, 0, b2cA11)ZA(u, vbcA9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 2.62,

ZA(u+ vb, xA3)ZA(u+ vb, ycA3) = ZA(u+ vb, (x+ yc)A3)X(u+ vb, 0, cA11).

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ZA(u+vb, xA3) = ZA(x, (u+vb)A3). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì Ëåììó 2.63,

âçÿâ p = z − wb è q = v. Äàëåå, ðàçëîæèì

ZA(x, (u+ vb)A3) = ZA(x, uA3)ZA(x, vbA3)

ïî Ëåììå 2.62 è âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 2.63, âçÿâ p = z è q = v, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî

ZA(x, uA3) = ZA(u, xA3)
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è, âçÿâ p = w, q = u, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ZA(x, vbA3) = ZA(v, xbA3). Òî÷íî òàêæå, ìîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî

ZA(u+ vb, ycA3) = ZA(u, ycA3)ZA(v, ybcA3)

è

ZA(u+ vb, −(x+ yc)A3) = ZA(u, −(x+ yc)A3)ZA(v, −(x+ yc)bA3).

Ðàçëîæèì òàêæå

ZA(u, −(x+ yc)A3) = ZA(u, −ycA3)ZA(u, −xA3)X(u, 0, cA11),

ZA(v, −(x+ yc)bA3) = ZA(v, −ybcA3)ZA(v, −xbA3)X(v, 0, b2cA11)

ïî Ëåììå 2.62. Òåïåðü ìû ìîæåì âûðàçèòü X(u + vb, 0, cA11) ÷åðåç ýòè äåñÿòü ýëåìåíòîâ.

Áîëüøèíñòâî ñîìíîæèòåëåé ñîêðàòÿò äðóã äðóãà, íî íàì íóæíî áóäåò ïîìåíÿòü ìåñòàìè

ZA(u, xA3) è ZA(v, ybcA3), ïîýòîìó ïîÿâèòñÿ èõ êîììóòàòîð â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ìíîæè-

òåëÿ,

[ZA(u, xA3), ZA(v, ybcA3)] = ZA(u, vbcA9).

Òåïåðü ìû ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà ñëó÷àå A = aN .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü b ∈ I è u, v ∈ B2l òàêèå, ÷òî aN ∈ I(u) äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N,
〈u, v〉 = 0. Òîãäà ïîëîæèì

Z(u, v, b) = Z(aN )
(
u, v

b

a2N

)
.

Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà N . Âîçüì¼ì w ∈ B2l òàêîé, ÷òî 〈w, u〉 = aN , òîãäà

〈waM , u〉 = aN+M è ïðÿìî ïî îïðåäåëåíèþ(
v

b

a2(N+M)

)(waM )

ij
= v

(waM )
ij · b

a2(N+M)
= vwij · aM ·

b

a2(N+M)
,

òàê ÷òî

Z(aN+M )
(
u, v

b

a2(N+M)

)
= Z

(
u;
{(
vwij

b

a2N+M

)
aN+M

}
i<j

)
= Z(aN )

(
u, v

b

a2N

)
.

Îòìåòèì, ÷òî φ
(
Z(u, v, b)

)
= T (u, vb, 0).

Íèæå ìû ôîðìóëèðóåì ñâîéñòâà íàøèõ íîâûõ ýëåìåíòîâ Z(u, v, b). Îíè íàïðÿìóþ ñëå-

äóþò èç îïðåäåëåíèÿ è Ëåìì 2.61 � 2.65.

Ëåììà 2.66. Ïóñòü u, v, v′ ∈ B2l òàêèå, ÷òî aN ∈ I(u) äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N, 〈u, v〉 =

〈u, v′〉 = 0, b, c ∈ I, r ∈ B, g ∈ StSp(2l, B). Òîãäà èìååò ìåñòî

φ
(
Z(u, v, b)

)
= T (u, vb, 0), (Z0)

Z(u, vr, b) = Z(u, v, rb), (Z1)

Z(u, v, b)Z(u, v′, b) = Z(u, v + v′, b)X(u, 0, b2〈v, v′〉), (Z2)

Z(u, v, b)Z(u, v, c) = Z(u, v, b+ c), (Z3)

g Z(u, v, b)g−1 = Z(φ(g)u, φ(g)v, b). (Z4)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêæå ñóùåñòâóþò w, z ∈ B2l òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî 〈w, u〉 = 〈z, v〉 =

aN è ïàðû (w, u), (z, v) îðòîãîíàëüíû. Òîãäà òàêæå èìååò ìåñòî

Z(u, u, b) = X(u, 0, 2b). (Z5)

Åñëè â äîïîëíåíèå ê ýòîìó ñóùåñòâóþò x, y ∈ B2l òàêèå, ÷òî 〈x, y〉 = aN è ïàðà (x, y)

îðòîãîíàëüíà ïàðàì (w, u) è (z, v), òîãäà

Z(u, v, b) = Z(v, u, b), (Z6)

X(u+ vr, 0, b) = X(u, 0, b)X(v, 0, br2)Z(u, v, br). (Z7)

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå åù¼ îäíî ñâîéñòâî Z(u, v, b).

Ëåììà 2.67. Äëÿ u, v ∈ B2l, b ∈ I, M , N ∈ N òàêèõ, ÷òî aN ∈ I(u), 〈u, v〉 = 0, âåðíî

Z(uaM , v, b) = Z(u, v, aMb).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà óòî÷íèì îáîçíà÷åíèÿ. Âûáåðåì w ∈ B2l òàêîé, ÷òî 〈w, u〉 = aN ,

òîãäà 〈w, uaM〉 = aN+M . Îáîçíà÷èì uij = eiu−j εj−eju−i εi, òîãäà (uaM)ij = uija
M . Îáîçíà÷èì

êàê îáû÷íî vij = uij(viwj − vjwi). Òîãäà â îïðåäåëåíèè

ZaN+M
(
uaM , v

b

a2N+2M

)
ìû â äåéñòâèòåëüíîñòè èñïîëüçóåì (uaM)ij · (viwj − vjwi) = vija

M . Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

Z(uaM , v, b) = ZaN+M
(
uaM , v

b

a2N+2M

)
= Z

(
uaM ;

{(
vija

M b

a2N+2M

)
aN+M

}
i<j

)
.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 2.56 è ïîëó÷èì

Z
(
uaM ;

{(
vij

b

a2N

)
aN
}
i<j

)
= Z

(
u;
{(
vij
aMb

a2N

)
aN
}
i<j

)
= Z(u, v, aMb).

Íàêîíåö, ââåä¼ì åù¼ îäíî îáîçíà÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ u, v ∈ B2l òàêèõ, ÷òî aN ∈ I(u) äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N, 〈u, v〉 = 0, b,

c ∈ I îáîçíà÷èì
Z(u, v, b, c) = Z(u, v, b)X(u, 0, c).

Èòàê, ìû ãîòîâû ïîñòðîèòü ñòðåëêó Òóëåíáàåâà

T: StSpT(2l, Ba, I)→ StSp(2l, B).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.49. Êàæäîé ÷åòâ¼ðêå

(u, v, b, c) ∈
(

Ep(2l, Ba)e1

)
×B2n

a × I × I
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ìû ñîïîñòàâèì ýëåìåíò â StSp(2l, B). Ìû äåéñòâóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà, åñëè

u = Me1, îáîçíà÷èì w = −Me−1, òîãäà 〈w, u〉 = 1. Äàëåå, w, u, v ∈ Ba, òîãäà ñóùåñòâóåò

N ∈ N òàêîå, ÷òî ýëåìåíòû âåêòîðîâ waN , uaN , vaN íå èìåþò çíàìåíàòåëåé, òî åñòü, ëåæàò

â îáðàçå ãîìîìîðôèçìà ëîêàëèçàöèè λa : B → Ba. Òîãäà äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòîâ

âûáåðåì èõ ïðîîáðàçû è ïîëó÷èì âåêòîðà w̃, ũ, ṽ ∈ B2l. Òàê êàê 〈ũ, ṽ〉 ëîêàëèçóåòñÿ â íîëü
è 〈w̃, ũ〉 ëîêàëèçóåòñÿ â a2N , ñóùåñòâóåò M ∈ N òàêîå, ÷òî 〈ũ, ṽaM〉 = 0 è 〈w̃aM , ũ〉 = a2N+M .

Òîãäà ýëåìåíò

Z
(
ũ, ṽaM ,

b

a2N+M
,
c

a2N

)
â StSp(2l, B) êîððåêòíî îïðåäåë¼í. Èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.51 (X2), Ëåììó 2.66 (Z1) è Ëåììó 2.67,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ýëåìåíò íå çàâèñèò îò ñäåëàííûõ âûøå âûáîðîâ. Òàêèì îáðàçîì,

ìû èìååì êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà îá-

ðàçóþùèõ ãðóïïû StSpT(2l, Ba, I) â StSp(2l, B).

Äàëåå, íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáðàçû [u, v, b, c] ïîä äåéñòâèåì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ óäî-

âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì T0�T6. Ýòî î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå Ëåìì 2.51 è 2.66, à òàêæå ôàêòà,

÷òî îòîáðàæåíèå âûøå êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Åäèíñòâåííûé òðþê, êîòîðûé íóæåí, ÷òîáû

äîêàçàòü T3�T5, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ u = Me1, ãäå M ∈ Ep(2l, Ba), ìîæíî âçÿòü

w = −Me−1, v = Me−2, z = Me2 è èñïîëüçîâàòü èõ ïîäú¼ìû, ÷òîáû âûâåñòè T3 èç Ëåì-

ìû 2.66 (Z5). Òî÷íî òàê æå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü (e3, e−3) äëÿ T4 è T5.

Òåïåðü ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî äèàãðàììà

StSpT(2l, B, I) κ //

λ∗a
��

StSp(2l, B)

λ∗a
��

StSpT(2l, Ba, Ia) κ
//

T

44

StSp(2l, Ba)

êîììóòàòèâíà. Íà÷í¼ì ñ âåðõíåãî òðåóãîëüíèêà. Èç Ëåììû 2.66 (Z7) è Ëåììû 2.54 (X8) ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ u ñ ïàðîé ñèììåòðè÷íûõ íóëåé âåðíî, ÷òî Z(u, v, b, c) = X(u, vb, c). Òåïåðü

âîçüì¼ì [u, v, b, c] ∈ StSp(2l, B, I) è âîçüì¼ì g ∈ StSp(2l, B) òàêîé, ÷òî φ(g)u = e1. Òîãäà κ

îòïðàâëÿåò ýòó îáðàçóþùóþ â X(u, vb, c) è T ◦ λ∗a â

Z
(
λa(u)aN , λa(v)aN+M ,

b

a2N+M
,
c

a2N

)
.

Òåïåðü ñîïðÿæ¼ì îáà ýëåìåíòà ïðè ïîìîùè g è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùèì ñîîáðàæåíèåì.

Êîììóòàòèâíîñòü íèæíåãî òðåóãîëüíèêà äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå T ïåðåâîäèò

g ∈ Im
(

StSp(2l − 2, Ba, Ia)→ StSp(2l, Ba, Ia)
)

â ýëåìåíò èç Im
(

StSp(2l − 2, B) → StSp(2l, B)
)
. Äëÿ l = 2 ó íàñ íåò î÷åâèäíîãî àíàëî-

ãà ñòðåëêè Òóëåíáàåâà, òàê ÷òî ïðè l = 3 ïðèâåä¼ì ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå (äëÿ l > 3

îíî òîæå ðàáîòàåò). Ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî g = [u, v, b, c] äëÿ u è v òàêèõ, ÷òî
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un = u−n = vn = v−n = 0. Òîãäà ðàññìîòðèì ïîäú¼ìû ũ, ṽ ýëåìåíòîâ uaN è vaN . Èõ ±n-
ûå êîîðäèíàòû ëîêàëèçóþòñÿ â íîëü, òàê ÷òî óâåëè÷èâàÿ N , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè â

äåéñòâèòåëüíîñòè ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ u è v òàêèõ, ÷òî

un = u−n = vn = v−n = 0 âåðíî, ÷òî Z(u, v, b, c) ∈ Im StSp(2l − 2, B). Êàê è âûøå, â ýòîé

ñèòóàöèè Z(u, v, b, c) = X(u, vb, c). Ïî Ëåììå 2.51 (X6), äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü X(u, 0, c)

òàêîé, ÷òî un = u−n = 0. Ïðè ïîìîùè Ëåììû 2.52 (Y3�Y6) âñ¼ ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ X(ei, v, c),

ãäå i 6= ±n, vn = v−n = 0. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëîæèì ýòîò ýëåìåíò ïî Ëåì-

ìå 2.54 (X10) êàê ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû Ñòåéíáåðãà

X(ei, v, c) = X(ei, 0, c−
∑

vkv−k)
∏

X(ei, ekvk, 0).

Âñå îíè ëåæàò â Im StSp(2l − 2, B).

Èòàê, íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãî ïðèíöèïà äëÿ ñèìïëåê-

òè÷åñêîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà.
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Ãëàâà 3

Óíèòàðíàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà

3.1 Íå÷¼òíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà

3.1.1 Ïñåâäîèíâîëþöèÿ è íå÷¼òíûé ôîðìåííûé ïàðàìåòð

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïû, îïðåäåë¼ííûå íàä íåêîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè.

Ïîíÿòèå íå÷¼òíîé óíèòàðíîé ãðóïïû áûëî ââåäåíî Âèêòîðîì Ïåòðîâûì â [49] êàê åäèíî-

îáðàçíîå îáîáùåíèå âñåõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï: ëèíåéíûõ, îðòîãîíàëüíûõ, ñèìïëåêòè÷åñêèõ,

à òàêæå óíèòàðíûõ ãðóïï, îïðåäåë¼ííûõ íàä íåêîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè ñ èíâîëþöèåé.

Âèêòîð Ïåòðîâ ïèøåò, ÷òî íàçâàíèå ¾íå îáÿçàòåëüíî ÷¼òíàÿ¿ áûëî áû áîëåå òî÷íûì, íî ýòî

çâó÷èò íåóêëþæå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå : R → R

òàêîå, ÷òî 1 îáðàòèìà, a = a è ab = b 1
−1
a äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R, íàçûâàåòñÿ ïñåâäîèíâîëþöèåé.

Âñþäó íèæå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç R àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è ïñåâäîèíâîëþöèåé

íà í¼ì.

Îïðåäåëåíèå. Áèàääèòèâíîå îòîáðàæåíèå B : VR × VR → R íàçûâàåòñÿ àíòèýðìèòîâîé

ôîðìîé (íà ïðàâîì R-ìîäóëå VR), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì

1)B(ua, vb) = a1
−1
B(u, v)b,

2)B(u, v) = −B(v, u)

äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V è a, b ∈ R.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü B � ýòî àíòèýðìèòîâà ôîðìà íà VR. Òîãäà ìíîæåñòâî V × R âìåñòå

ñ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ, çàäàííûì ôîðìóëîé

(u, a)u (v, b) = (u+ v, a+ b+B(u, v)),

íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ãåéçåíáåðãà H ôîðìû B.
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Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî u àññîöèàòèâíà, (0, 0) � ýòî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò è îáðàòíûé ýëåìåíò

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

−̇(u, a) = (−u, −a+B(u, u)),

òàê ÷òî ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü B � ýòî àíòèýðìèòîâà ôîðìà íà VR, à H � å¼ ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà. Ìû

ìîæåì îïðåäåëèòü ïðàâîå äåéñòâèå R íà H ïðè ïîìîùè

(u, a) ↼ b = (ub, b 1
−1
ab).

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

λ ↼ a ↼ b = λ ↼ ab

è

(λu µ) ↼ a = λ ↼ au µ ↼ a

äëÿ âñåõ λ, µ ∈ H è a, b ∈ R.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïû ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà H

Lmin = {(0, a+ a) | a ∈ R} è Lmax = {(u, a) | a = a+B(u, u)}

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì íå÷¼òíûìè ôîðìåííûìè ïàðà-

ìåòðàìè.

Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî Lmin ≤ Lmax, è ÷òî Lmin è Lmax óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ R.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà L ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà H íàçûâàåòñÿ (íå÷¼òíûì) ôîðìåííûì ïà-

ðàìåòðîì, åñëè Lmin ≤ L ≤ Lmax è L óñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ R.

3.1.2 Îïðåäåëåíèå íå÷¼òíîé óíèòàðíîé ãðóïïû

Òðîéêà (V, B, L) íàçûâàåòñÿ (íå÷¼òíûì) êâàäðàòè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ V è V ′ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: â êà÷åñòâå ïîäëåæàùåãî ìîäóëÿ ìû áåð¼ì V ⊕V ′, àíòèýðìèòîâà ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ
òîæäåñòâîì (B +B′)(u+ u′, v + v′) = B(u, v) +B′(u′, v′), à ôîðìåííûé ïàðàìåòð ñîñòîèò èç

âñåõ ïàð (u+ u′, a+ a′), ãäå (u, a) ∈ L è (u′, a′) ∈ L′.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V ′ è V � ýòî äâà ìîäóëÿ íàä R âìåñòå ñ áèëèíåéíûìè ôîðìàìè B′

è B. Ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé f : V ′ → V íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, åñëè B(fu, fv) = B′(u, v)

äëÿ âñåõ u, v ∈ V ′.
Åñëè L � ýòî íå÷¼òíûé ôîðìåííûé ïàðàìåòð äëÿ V , à f è g � èçîìåòðèè èç V ′ â V òàêèå,

÷òî (fv − gv, B(gv − fv, gv)) ∈ L äëÿ ëþáîãî v ∈ V, ìû ãîâîðèì, ÷òî f è g ýêâèâàëåíòíû ïî

ìîäóëþ L è ïèøåì f ≡ g mod L. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó

èçîìåòðèÿìè.
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Íå÷¼òíîé óíèòàðíîé ãðóïïîé U(V, B, L) íå÷¼òíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà V íà-

çûâàåòñÿ ãðóïïà âñåõ áèåêòèâíûõ èçîìåòðèé èç V íà ñåáÿ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû òîæäå-

ñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ ïî ìîäóëþ L.

Äàëåå ìû äàäèì îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé íå÷¼òíîé óíèòàðíîé ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé ìîäóëü H, íàòÿíóòûé íà áàçèñíûå âåêòîðà e1, e−1,

è àíòèýðìèòîâó ôîðìó B íà í¼ì, òàêóþ, ÷òî B(e1, e−1) = 1, B(e1, e1) = B(e−1, e−1) = 0.

Îáîçíà÷èì L = {(e1a + e−1b, a1
−1
b + c + c) | a, b, c ∈ R}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ

ôîðìåííûì ïàðàìåòðîì äëÿ H.

Îáîçíà÷èì Hn îðòîãîíàëüíóþ ñóììó n êîïèé H. Å¼ áàçèñ, ïðèõîäÿùèé èç áàçèñîâ ñëà-

ãàåìûõ, ìû áóäåì íóìåðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: e1, . . . , en, e−n, . . . , e−1.

Ðàññìîòðèì íå÷¼òíîå óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî (V, B, L). Îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà Hn ⊕ V

íàçûâàåòñÿ íå÷¼òíûì ãèïåðáîëè÷åñêèì óíèòàðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàíãà n. Óíèòàðíàÿ

ãðóïïà Hn ⊕ V íàçûâàåòñÿ íå÷¼òíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé óíèòàðíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ

U(2n, R, L).

Ðàññìîòðèì íå÷¼òíîå êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî (V, B, L). Ïàðà âåêòîðîâ (u, v) èç V ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ B(u, v) = 1, (u, 0), (v, 0) ∈ L, íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïàðîé. Íàèáîëü-

øåå òàêîå n, ÷òî ñóùåñòâóåò n âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïàð â V , íàçûâàåòñÿ

èíäåêñîì Âèòòà V è îáîçíà÷àåòñÿ ind(V, B, L). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíäåêñ Âèòòà ñîâïàäàåò

ñ íàèáîëüøèì òàêèì n, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ f ïðîñòðàíñòâà Hn íà ïîäïðîñòðàíñòâî

V , óäîâëåòâîðÿþùàÿ (fu, a) ∈ L äëÿ âñåõ (u, a) èç ôîðìåííîãî ïàðàìåòðà Hn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíäåêñ Âèòòà V íå ìåíüøå n. Âûáåðåì âëîæåíèå Hn â V , òî åñòü,

âûáåðåì òàêèå ýëåìåíòû e1, . . . , en, e−n, . . . , e−1 â V , ÷òî (ei, ej) = 0 äëÿ i 6= j, (ei, e−i) = 1

ïðè i ∈ {1, . . . , n}, (ei, 0) ∈ L. Îïðåäåëèì V0 êàê îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê
∑−1

i=1 eiR â

V (åãî ìîæíî îïðåäåëèòü, òàê êàê îãðàíè÷åíèå B íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî íåâûðîæäåíî),

B0 êàê îãðàíè÷åíèå B íà V0, è L0 êàê îãðàíè÷åíèå L íà V0. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî V

èçîìåòðè÷íî íå÷¼òíîìó ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Hn⊕V0. Òàêèì îáðàçîì, óíèòàðíóþ

ãðóïïó íå÷¼òíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà èíäåêñà Âèòòà ïî êðàéíåé ìåðå n ìîæíî

îòîæäåñòâèòü ñ íå÷¼òíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé óíèòàðíîé ãðóïïîé U(2n, R, L0), ïîñòðîåííîé ïî

ñîîòâåòñòâóþùåìó ôîðìåííîìó ïàðàìåòðó.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü U(2n, R, L) � ýòî óíèòàðíàÿ ãðóïïà íå÷¼òíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà V , îáîçíà÷èì Ω+, Ω− ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, {−n, . . . ,−1} ñîîòâåòñòâåííî, è Ω =

Ω+ ∪ Ω−. Ïîëîæèì εi = 1
−1

ïðè i ∈ Ω+ è εi = −1 ïðè i ∈ Ω−.

Äëÿ i ∈ Ω, j ∈ Ω \ {±j}, a ∈ R, (u, b) îáîçíà÷èì ÷åðåç Tij(a) ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ V

íà ñåáÿ, äåéñòâóþùèå êàê

Tij(a) : w 7→ w + e−jε−ja1
−1

(ei, w)− eiaεj(e−j, w),

è ÷åðåç Ti(u, b) ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ti(u, b) : w 7→ w − eiεi(u, w)− eiεibε−i(ei, w) + uε−i(ei, w).
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Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Tij(a) è Ti(u, b) íàçûâàþòñÿ (íå÷¼òíûìè óíèòàðíûìè) ýëåìåíòàðíû-

ìè òðàíñâåêöèÿìè. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýëåìåíòàðíûå òðàíñâåêöèè ëåæàò â U(2n, R, L),

ñì. [49]. Ïîäãðóïïà ãèïåðáîëè÷åñêîé óíèòàðíîé ãðóïïû, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàíûìè òðàíñ-

âåêöèÿìè, íàçûâàåòñÿ íå÷¼òíîé ãèïåáîëè÷åñêîé óíèòàðíîé ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïîé è îáî-

çíà÷àåòñÿ EU(2n, R, L). Â [49] äîêàçàíî, ÷òî ýòà ïîäãðóïïà íîðìàëüíà ïðè n > 3.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü îïðåäåëåíèå óíèòàðíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà, çàäàâàåìîé ¾ýëåìåí-

òàðíûìè¿ ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó óíèòàðíûìè òðàíñâåêöèÿìè.

3.1.3 Íå÷¼òíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü n > 3. Íå÷¼òíîé óíèòàðíîé ãðóïïîé Ñòåéíáåðãà StU(2n, R, L) áóäåì

íàçûâàòü ãðóïïó, çàäàííóþ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ {Xij(a) | i, j ∈ Ω, i 6∈ {±j}, a ∈
R} ∪ {Xi(ξ) | i ∈ Ω, ξ ∈ L} è ñîîòíîøåíèÿìè

Xij(a) = X−j,−i(ε−jaεi), (U0)

Xij(a)Xij(b) = Xij(a+ b), (U1)

Xi(ξ)Xi(ζ) = Xi(ξ u ζ), (U2)

[Xij(a), Xhk(b)] = 1, ïðè h 6∈ {j,−i}, k 6∈ {i,−j}, (U3)

[Xi(ξ), Xjk(a)] = 1, ïðè j 6= −i, k 6= i, (U4)

[Xij(a), Xjk(b)] = Xik(ab), (U5)

[Xi(u, a), Xj(v, b)] = Xi,−j(εiB(u, v)), ïðè i 6∈ {±j}, (U6)

[Xi(u, a), Xi(v, b)] = Xi(0, B(u, v)−B(v, u)), (U7)

[Xi(u, a), X−i,j(b)] = Xij(εiab)X−j((u,−a) ↼ b), (U8)

[Xij(a), Xj,−i(b)] = Xi(0,−ε−i1ab+ b 1
−1
aεi). (U9)

Çàìå÷àíèå 1. Èç ñîîòíîøåíèÿ U1 ñëåäóåò, ÷òî Xij(0)2 = Xij(0), òî åñòü Xij(0) = 1, è ïîýòîìó

Xij(−a) = Xij(−a)Xij(a)Xij(a)−1 = Xij(a)−1. Òî÷íî òàê æå, èç U2 ñëåäóåò, ÷òî Xi(0, 0) = 1 è

Xi(−̇(u, a)) = Xi(u, a)−1.

Çàìå÷àíèå 2. Ñîîòíîøåíèå U7 íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ U2. Ìû ïðèâîäèì åãî,

÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî Xi(u, a) è Xi(v, b), âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììóòèðóþò.

Ìîæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèé ôàêò, ñì. [49].

Ëåììà 3.1. Ñîîòíîøåíèÿ U0�U9 âûïîëíåíû äëÿ ýëåìåíòàðíûõ óíèòàðíûõ òðàíñâåêöèé

Tij(a) è Ti(u, a). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ n ≥ 3 ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì èç

StU(2n, R, L) â EU(2n, R, L), ïåðåâîäÿùèé îáðàçóþùèå ãðóïïû Ñòåéíáåðãà â ñîîòâåòñòâó-

þùèå ýëåìåíòàðíûå òðàíñâåêöèè.

Ñëåäóþùèé ôàêò ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé U5 è U8 (è òîãî, ÷òî n ≥ 3).
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Ëåììà 3.2. Íå÷¼òíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà StU(2n, R, L) ñîâåðøåííà.

Äàäèì îïðåäåëåíèå óíèòàðíîãî K2-ôóíêòîðà.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì K2U(2n, R, L) êàê ÿäðî åñòåñòâåííîãî ýïèìîðôèçìà èç ãðóïïû

Ñòåéíáåðãà StU(2n, R, L) â EU(2n, R, L),

K2U(2n, R, L)� StU(2n, R, L)� EU(2n, R, L).

Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëüíûå âåðñèè âñåõ îïðåäåë¼ííûõ âûøå ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëîæèì StU(∞, R, L) = StU(R, L), EU(R, L) è K2U(R, L) ðàâíûìè ïðÿ-

ìûì ïðåäåëàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

. . . // K2U(2n, R, L) //
��

��

K2U(2n+ 2, R, L) //
��

��

. . .

. . . // StU(2n, R, L) //

����

StU(2n+ 2, R, L) //

����

. . .

. . . �
� // EU(2n, R, L) �

� // EU(2n+ 2, R, L) �
� // . . .

Ñëåäóþùèé ðàçäåë íàñòîÿùåé ãëàâû áóäåò ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó öåíòðàëüíîé çà-

ìêíóòîñòè óíèòàðíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà.

3.2 Öåíòðàëüíàÿ çàìêíóòîñòü óíèòàðíîé ãðóïïû Ñòåéí-

áåðãà

3.2.1 Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû. Ìû ôîðìóëèðóåì åãî â

òåõíè÷åñêè óäîáíîé ôîðìå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ñëó÷àå n = 4. Êàê

ñëåäñòâèå, ìû ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ n ≥ 5 âåðíî, ÷òî H2(StU(2n, R, L)) = 1. Ñì. îïðåäåëåíèÿ â

ï. 1.1.2 ¾Öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ¿.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n ∈ N òàêîå, ÷òî n ≥ 4, èëè n =∞, ε : E � StU(2n, R, L) � öåíòðàëü-

íîå ðàñøèðåíèå òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

[ε−1Xij(a), ε−1Xkh(b)] = 1 ∈ E (†)

äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a, b èç R è òàêèõ èíäåêñîâ i, j, k è h èç Ω, ÷òî Card{±i,±j,±k,±h} = 8,

òî åñòü, åñëè íèêàêèå äâà èç ýòèõ èíäåêñîâ íå ñîâïàäàþò è íå äàþò â ñóììå íîëü. Òîãäà

ðàñøèðåíèå ε ðàñùåïëÿåòñÿ.
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Âñþäó íèæå n è ε : E � StU(2n, R, L) � òàêèå, êàê â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 5, Ω îáîçíà-

÷àåò {−n, . . . ,−1, 1, . . . , n} äëÿ íàòóðàëüíîãî n è {. . . ,−m, . . . ,−1, 1, . . . ,m, . . .} äëÿ n =∞.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêèå ýëåìåíòû Sij(a) ∈ ε−1Xij(a) è

Si(u, a) ∈ ε−1Xi(u, a), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ U0�U9. Ýòî â òî÷íîñòè îçíà-

÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì σ èç StU(2n, R, L) â ãðóïïó E, îòêóäà íåìåäëåííî ïî-

ëó÷èòñÿ, ÷òî ε ðàñùåïëÿåòñÿ. Ìû ïðèñòóïàåì ê ïîäðîáíîìó äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû,

è, â äåéñòâèòåëüíîñòè, êàæäàÿ èç äîêàçàííûõ íèæå ëåìì îòâå÷àåò îäíîìó èç ñîîòíîøåíèé

U0�U9.

Ñëåäóþùèå òîæäåñòâà ñ êîììóòàòîðàìè áóäóò ïîñòîÿííî èñïîëüçîâàòüñÿ.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü G � ãðóïïà, x, y, z, y1, . . . , ym � ýëåìåíòû G. Òîãäà

[xy, z] = x[y, z] · [x, z], (C1)

[x, yz] = [x, y] · y[x, z], (C2)

[x, y1 · . . . · ym] = [x, y1] · y1 [x, y2] · y1y2 [x, y3] · . . . · y1·...·ym−1 [x, ym], (C3)

[x, y] · [x, z] = [x, yz] · [y, [z, x]], (C4)

y[x, [y−1, z]] · z[y, [z−1, x]] · x[z, [x−1, y]] = 1 (C5)

z[y, [z−1, x]] = [zy, [x, z]]. (C6)

3.2.2 Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèÿ: êîððåêòíîñòü

Ìû íà÷í¼ì ñ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé ëåììû, êîòîðàÿ óñèëèâàåò ñâîéñòâî †.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü i ∈ Ω, j ∈ Ω \ {±i}, k ∈ Ω \ {−i, j}, h ∈ Ω \ {i,−j,±k}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ

a, b ∈ R
[ε−1Xij(a), ε−1Xkh(b)] = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Card{±i,±j,±k,±h} 6= 8, òî ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî n ≥ 4, ìû ìîæåì

âûáðàòü l ∈ Ω \ {±i,±j,±k,±h} è x ∈ ε−1Xij(a), y ∈ ε−1Xkl(b), z ∈ ε−1Xlh(1) (äëÿ n =

∞ ñëåäóåò ðàáîòàòü âíóòðè StU(2m, R, L) ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì m). Èç ñîîòíîøåíèÿ U5

ñëåäóåò, ÷òî [y, z] ∈ ε−1Xkh(b), à èç ñîîòíîøåíèÿ U3, ÷òî [x, y], [x, z] ∈ Ker(ε) ⊆ Cent(E).

Òîãäà èñïîëüçóÿ C2, ïîëó÷àåì

1 = [x, y−1y] = [x, y−1] · [x, y],

òî åñòü, [x, y−1] = [x, y]−1 (òàê ÷òî ýòîò ýëåìåíò öåíòðàëåí), è òî æå ñàìîå ïðî [x, z−1].

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü öåíòðàëüíûì òðþêîì Ñòåéíáåðãà (Ëåììîé 1.1) è C3, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

[ε−1Xij(a), ε−1Xkh(b)] = [x, [y, z]] = [x, y] · [x, z] · [x, y−1] · [x, z−1] = 1.

Åñëè æå Card{±i,±j,±k,±h} = 8, ìû ìîæåì ïðîñòî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì †.
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Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè n ≥ 5 èëè n = ∞ ñâîéñòâî † âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî

öåíòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ StU(2n, R, L). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n ≥ 5, ìû ìîæåì âûáðàòü

l 6∈ {±i,±j,±k,±h} â äîêàçàòåëüñòâå âûøå äàæå ïðè Card{±i,±j,±k,±h} = 8.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû îäèí â îäèí ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé.

Ëåììà 3.5. Ïóñòü i ∈ Ω, j ∈ Ω \ {−i}, k ∈ Ω \ {i,±j}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ λ ∈ L, a ∈ R

[ε−1Xi(λ), ε−1Xjk(a)] = 1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëèò íàì äàòü îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàì Skh(a).

Ëåììà 3.6. Ïóñòü i, j, k, h � òàêèå èíäåêñû èç Ω, ÷òî Card{±i,±j,±k,±h} = 8. Òîãäà

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R

[ε−1Xki(a), ε−1Xih(b)] = [ε−1Xkj(ab), ε
−1Xjh(1)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì x ∈ ε−1Xki(a), y ∈ ε−1Xij(−b), z ∈ ε−1Xjh(1). Ïî Ëåììå 3.4,

[z−1, x] = 1, è òîãäà èç òîæäåñòâà C5 ñëåäóåò, ÷òî

y[x, [y−1, z]] = x[[x−1, y], z].

Íî ïî U5 ìû èìååì, ÷òî [y−1, z] ∈ ε−1Xih(b), [x−1, y] ∈ ε−1Xkj(ab) è [x, [y−1, z]], [[x−1, y], z] ∈
ε−1Xkh(ab), è òîãäà êîììóòèðóåò ñ x è y ïî Ëåììå 3.4.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ òàêèõ a ∈ R, k, h ∈ Ω, ÷òî k 6∈ {±h}, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êîììóòàòîð

[ε−1Xki(a), ε−1Xih(1)] ÷åðåç Skh(a), ãäå i ∈ Ω\{±k,±h}. Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà
i ïî Ëåììå 3.6.

Çàìå÷àíèå. Èç Ëåììû 3.6 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî [ε−1Xki(a), ε−1Xih(b)] = Skh(ab).

Ìû õîòåëè íàéòè Skh(a) ∈ ε−1Xkh(a) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ U0�U9 áóäóò âû-

ïîëíÿòüñÿ äëÿ íèõ. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå U5 äîëæíî èìåòü ìåñòî, íî, ñîãëàñíî öåí-

òðàëüíîìó òðþêó, ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâó èç çàìå÷àíèÿ âûøå. Òàê ÷òî

ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî òîæäåñòâà ÷åðåç ëåâóþ.

Ëåììà 3.7. Äëÿ ëþáûõ i ∈ Ω, j ∈ Ω \ {±i}, a, b ∈ R

Sij(a)Sij(b) = Sij(a+ b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì l ∈ Ω \ {±i,±j}, x ∈ ε−1Xil(1), y ∈ ε−1Xlj(a), z ∈ ε−1Xlj(b). Ïî

Ëåììå 3.4, [y, [z, x]] = [ε−1Xlj(a), ε−1Xij(−b)] = 1, è òîãäà èç C4 ñëåäóåò, ÷òî

[x, y][x, z] = [x, yz].

Êàê óïîìèíàëîñü ðàíåå, èç Ëåììû 3.7 ñëåäóåò, ÷òî Sij(0) = 1 è Sij(a)−1 = Sij(−a).

84



Ëåììà 3.8. Äëÿ ëþáûõ i ∈ Ω, j ∈ Ω \ {±i}, a ∈ R

Sij(a) = S−j,−i(ε−jaεi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì l ∈ Ω \ {±i,±j}. Î÷åâèäíî, εl ε−l = −1
−1
, òàê ÷òî

Sij(a) = [ε−1Xil(a), ε−1Xlj(1)] = [ε−1X−l,−i(ε−laεi), ε
−1X−j,−l(ε−j1εl)] =

= [ε−1X−j,−l(ε−j1εl)), ε
−1X−l,−i(ε−laεi)]

−1
= S−j,−i(ε−j1εl ε−laεi)

−1
=

= S−j,−i(−ε−j1εl ε−laεi) = S−j,−i(ε−jaεi).

Ëåììà 3.9. Äëÿ ëþáûõ i ∈ Ω, j ∈ Ω \ {±i}, (u, a), (v, b) ∈ L

[ε−1Xi(u, a), ε−1Xj(v, b)] = Si,−j(εiB(u, v)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì l ∈ Ω \ {±i,±j}, x ∈ ε−1Xi(u, a), y ∈ ε−1X−l(−v, b), z ∈
ε−1Xl,−j(1) (çàìåòèì, ÷òî (−v, b) = (v, b) ↼ (−1) ∈ L). Ïîëüçóÿñü òåì ôàêòîì, ÷òî [z−1, x] =

1 (Ëåììà 3.5) è òîæäåñòâîì C5, ìû ïîëó÷àåì

x[[x−1, y], z] = y[x, [y−1, z]].

Òåïåðü ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî [x−1, y] ∈ ε−1Xik(εiB(u, v)) è [y−1, z] ∈ ε−1
(
Xj(v, b)·X−l,−j(−ε−lb)

)
(çàìåòèì, ÷òî (v, b) ∈ L ≤ Lmax, ïîýòîìó y−1 ∈ ε−1X−l(v, −b). Äàëåå, èç C2 ñëåäóåò, ÷òî

[x, [y−1, z]] = [ε−1Xi(u, a), ε−1Xj(v, b)] ·1. Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî Si,−j(εiB(u, v)) êîì-

ìóòèðóåò ñ x è y (ïî Ëåììå 3.5).

Ëåììà 3.10. Äëÿ ëþáûõ òàêèõ i, j, k ∈ Ω, ÷òî Card{±i,±j,±k} = 6, (u, a) ∈ L, b ∈ R,

Si,−k(εib 1
−1
ab)[ε−1Xi((u, −a) ↼ b), ε−1X−i,−k(1)] =

= Sj,−k(εjab)[ε
−1Xj(u, −a), ε−1X−j,−k(b)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû

x ∈ ε−1Xj(−̇(−u, a)), y ∈ ε−1X−j,−i(−b), z ∈ ε−1X−i,−k(1), w ∈ ε−1Xj,−i(εjab).

Èñïîëüçóÿ C1, ìû ïîëó÷àåì [[x−1, y]w, z] = [x−1, y][w, z] · [[x−1, y], z], à èñïîëüçóÿ C5 è òîò

ôàêò, ÷òî [z−1, x] = 1, ìû èìååì x[[x−1, y], z] = y[x, [y−1, z]], òàê ÷òî

[[x−1, y]w, z] = [x−1, y][w, z] · x−1

[y, [x, [y−1, z]]] · [x−1, [x, [y−1, z]]] · [x, [y−1, z]].

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

[x, [y−1, z]] = [ε−1Xj(u, −a), ε−1X−j,−k(b)] ∈ ε−1
(
Xj,−k(−εjab) ·Xk((u, a) ↼ b)

)
,

85



à òàêæå

[[x−1, y]w, z] = [ε−1Xi((u, −a) ↼ b), ε−1X−i,−k(1)] è [x−1, [x, [y−1, z]]] = Sj,−k(εjB(−u, ub))

(ïðè ïîìîùè Ëåìì 3.5 è 3.9), ÷òî [y, [x, [y−1, z]]] = Si,−k(−εib 1
−1
ab) (ïîëüçóÿñü Ëåììàìè 3.5

è 3.6), è ÷òî [w, z] = Sj,−k(εjab). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììàìè 3.4,

3.5 è 3.7.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ k ∈ Ω, (u, a) ∈ L ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Sk(u, a) ýëåìåíò Si,−k(εia) ·
[ε−1Xi(u, −a), ε−1X−i,−k(1)]. Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà i ïî Ëåììå 3.10.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ Sk((u, a) ↼ b) � ýòî â òî÷íîñòè

Si,−k(εib 1
−1
ab) · [ε−1Xi((u, −a) ↼ b), ε−1X−i,−k(1)].

Òîãäà èç Ëåììû 3.10 ñëåäóåò (çàìåíÿÿ a íà −a è k íà −k), ÷òî

Sjk(εjab)S−k((u, −a) ↼ b) = [ε−1Xj(u, a), ε−1X−j,k(b)].

Ñíîâà, ìû õîòåëè íàéòè òàêèå Si(u, a), ÷òî ñîîòíîøåíèÿ U0�U9 áóäóò âûïîëíåíû äëÿ íèõ,

â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå U8, òî åñòü, â òî÷íîñòè òîæäåñòâî âûøå. Òàê ÷òî ìû îïðåäåëèëè

ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî òîæäåñòâà ÷åðåç ïðàâóþ.

3.2.3 Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèÿ: ãîìîìîðôíîñòü

Òåïåðü íàì îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ U0�U9 äåéñòâèòåëüíî âûïîëíåíû äëÿ ýëå-

ìåíòîâ Sij(a) ∈ ε−1Xij(a) è Si(u, a) ∈ ε−1Xi(u, a).

Ëåììà 3.11. Äëÿ ëþáûõ i ∈ Ω, j ∈ Ω \ {±i}, a ∈ R

[ε−1Xij(a), ε−1Xj,−i(b)] = Si(0, −ε−i1ab+ b 1
−1
aεi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì t ∈ Ω \ {±i,±j}, x ∈ ε−1Xj,−t(b), y ∈ ε−1X−j,−t(−ε−jaεi), è z ∈
ε−1X−t,−i(1). Ïðè ïîìîùè C1, èìååì y[y−1 · zy, [x, z]] = yy−1

[ zy, [x, z]] · y[y−1, [x, z]]. Òîãäà èç

C5 è C6 ñëåäóåò, ÷òî

x[[x−1, y], z] = y[x, [y−1, z]] ·
(
y[[y−1, z], [x, z]] · y[[x, z], y−1]

)
.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî [x−1, y] ∈ ε−1Xt(0, −(−ε−i1ab+ b 1
−1
aεi)) ïðè ïîìîùè U0 è U9. Èç ñî-

îòíîøåíèé U5 è U0 ñëåäóåò, ÷òî [y−1, z] ∈ ε−1Xij(a) è [x, z] ∈ ε−1Xj,−i(b). Òàêèì îáðàçîì

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî [x, [y−1, z]] = St,−i(−ε−tb 1
−1
aεi) è [[x, z], y−1] = St,−i(ε−tε−i1ab). Òåïåðü

âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììàìè 3.4, 3.5 è 3.7 äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 3.12. Äëÿ ëþáûõ i ∈ Ω, (u, a), (v, b) ∈ L,

Si(u, a)Si(v, b) = Si((u, a)u (v, b)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì t ∈ Ω\{±i} è x ∈ ε−1X−t,−i(1), y ∈ ε−1Xt(v, −b), z ∈ ε−1Xt(u, −a).

Èç òîæäåñòâà C4 ñëåäóåò, ÷òî

[z, x][y, x] = [[z, x], y][yz, x].

Ïî C2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî [[z, x], y] = 1 · St,−i(εtB(u, v)) (âîñïîëüçóåìñÿ U8 è Ëåììàìè 3.9 è

3.8). Òåïåðü Ëåììû 3.10 è 3.7 çàâåðøàþò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñëåäóåò èç Ëåììû 3.12.

Ëåììà 3.13. Äëÿ ëþáûõ i ∈ Ω, (u, a), (v, b) ∈ L,

[Si(u, a), Si(v, b)] = Si(0, B(u, v)−B(v, u)).

Òåïåðü ìû ãîòîâû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 5.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 5. Èç Ëåìì 3.4�3.13 ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ U3, U4, U5, U1,

U0, U6, U8, U9, U2 è U7 ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ äëÿ Sij(a) è Si(u, a). Òàêèì îáðà-

çîì, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï σ èç StU(2n, R, L) â E òàêîé, ÷òî σ(Xij(a)) = Sij(a) è

σ(Xi(u, a)) = Si(u, a) (äëÿ n = ∞ ìû ïîëüçóåìñÿ çäåñü óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì ïðÿìîãî

ïðåäåëà). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî εσ = 1StU(2n,R,L), òî åñòü ε ðàñùåïëÿåòñÿ.

Òåïåðü ìû èçâëå÷¼ì ñëåäñòâèÿ èç Òåîðåìû 5.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü StU(2n, R, L) � ýòî íå÷¼òíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà Ñòåéíáåðãà, ãäå n ≥ 5

èëè n =∞. Òîãäà H2(StU(2n, R, L)) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà StU(2n, R, L) ñîâåðøåííà ïî Ëåììå 3.2, òàê ÷òî ó íå¼ ñóùåñòâóåò

óíèâåðñàëüíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå π : U � StU(2n, R, L). Êàê ìû îòìå÷àëè â ïðåäû-

äóùåì ïóíêòå, ïðè n ≥ 5 ñâîéñòâî † èç ôîðìóëèðîâêè Òåîðåìû 5 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî

öåíòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ StU(2n, R, L), â ÷àñòíîñòè, äëÿ π. Òîãäà π � ýòî ðàñùåïëÿþùååñÿ

ðàñøèðåíèå. Íî åãî îáëàñòü U ñîâåðøåííà (ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå îïðåäåëåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî

öåíòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ), òàê ÷òî ïî Ëåììå 1.4, ðàñøèðåíèå π â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü π : U � StU(8, R, L) � ýòî óíèâåðñàëüíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå. Òî-

ãäà ìóëüòèïëèêàòîð Øóðà H2(StU(8, R, L)) ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé U , ïîðîæä¼ííîé ýëå-

ìåíòàìè {[π−1Xij(a), π−1Xkh(b)] | i, j, k, h ∈ Ω, Card{±i,±j,±k,±h} = 8, a, b ∈ R}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ïîäãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ ýëåìåíòàìè

{[π−1Xij(a), π−1Xkh(b)] | i, j, k, h ∈ Ω, Card{±i,±j,±k,±h} = 8, a, b ∈ R}.

Îíà ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå Ker π ⊆ CentU , òàê ÷òî îíà íîðìàëüíà. Ïîñêîëüêó π(M) = 1, π èíäó-

öèðóåò ãîìîìîðôèçì $ : U/M � StU(8, R, L). Î÷åâèäíî, $ � ýòî öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå,

åãî îáëàñòü ñîâåðøåííà è ñâîéñòâî † âûïîëíÿåòñÿ äëÿ $. Òîãäà ïî Òåîðåìå 5 è Ëåììå 1.4,

StU(8, R, L) ∼= U/M .
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü n ≥ 5 èëè n =∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

K2U(2n, R, L) ⊆ Cent(StU(2n, R, L))

(ýòî âûïîëíåíî, íàïðèìåð, êîãäà K2U(2n− 2, R, L)→ K2U(2n, R, L) ñþðúåêòèâíî èëè n =

∞, ñì. Ëåììó 3.16 íèæå). Òîãäà èç Ëåììû 1.5 ñëåäóåò, ÷òî

K2U(2n, R, L) = H2(EU(2n, R, L)).

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî öåíòðàëüíîñòü K2U(2n, R, L) èìååò ìåñòî â ïðå-

äåëå.

3.3 Öåíòðàëüíîñòü ïðåäåëüíîãî óíèòàðíîãî K2

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç StUU1(2n, R, L) ïîäãðóïïó StU(2n, R, L), ïîðîæä¼ííóþ{
Xn,i(a) | i ∈ Ω \ {±n}, a ∈ R

}
∪
{
Xn(ζ) | ζ ∈ L

}
,

è ÷åðåç EUU1(2n, R, L) å¼ îáðàç â EU(2n, R, L).

Ëåììà 3.14. Ñóæåíèå åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

StUU1(2n, R, L) ∼= EUU1(2n, R, L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî [Xn(ζ), Xn,i(a)] = 1 = [Xn,i(a), Xn,j(b)] ïðè i ∈ Ω \
{±n}, j ∈ Ω \ {±n,±i} è [Xn,i(a), Xn,−i(b)] = Xn(ξ) äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ L, òàê ÷òî ëþáîé

x ∈ StUU1(2n, R, L) ìîæåò áûòü ðàçëîæåí êàê

x = Xn(ζ) ·Xn,−n+1(a−n+1) ·Xn,−n+2(a−n+2) · . . . ·Xn,n−1(an−1).

Òåïåðü ìû ïðîâåðèì, ÷òî òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî. Ïóñòü

Xn(ζ) ·Xn,−n+1(a−n+1) ·Xn,−n+2(a−n+2) · . . . ·Xn,n−1(an−1) =

= Xn(ξ) ·Xn,−n+1(b−n+1) ·Xn,−n+2(b−n+2) · . . . ·Xn,n−1(bn−1).

Òîãäà

1 = Xn(ζ) ·Xn,−n+1(a−n+1) · . . . ·Xn,n−1(an−1) ·Xn,n−1(−bn−1) · . . . ·Xn,−n+1(−b−n+1) ·Xn(ξ) =

= Xn(η) ·Xn,−n+1(a−n+1 − b−n+1) · . . . ·Xn,n−1(an−1 − bn−1).

È òàêæå Tn(η) · Tn,−n+1(a−n+1 − b−n+1) · . . . · Tn,n−1(an−1 − bn−1) = 1, ïîýòîìó ai = bi äëÿ âñåõ

i ∈ Ω \ {±n}, è, ñëåäîâàòåëüíî, ζ = ξ. Òåïåðü èñêîìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì

StUU−1 (2n, R, L) =
〈
X−n,i(a), X−n(ζ) | i ∈ Ω \ {±n}, a ∈ R, ζ ∈ L

〉
,

è å¼ îáðàç EUU−1 (2n, R, L). Òî÷íî òàê æå, êàê âûøå, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè èçîìîðôíû.
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà íàïðÿìóþ âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé U5 è U8.

Ëåììà 3.15. Ãðóïïà Ñòåéíáåðãà StU(2n, R, L) ïîðîæäàåòñÿ óíèïîòåíòíûìè ðàäèêàëàìè
StUU1(2n, R, L) è StUU−1 (2n, R, L).

Ëåììà 3.16. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

φn : StU(2n, R, L)→ StU(2n+ 2, R, L),

ïåðåâîäÿùåå Xij(a) â Xij(a) è Xi(ζ) â Xi(ζ). Òîãäà

φn(K2U(2n, R, L)) ⊆ Cent(StU(2n+ 2, R, L)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì x ∈ K2U(2n, R, L) è y ∈ StUU1(2n + 2, R, L). Èç ñîîòíîøåíèé

Ñòåéíáåðãà ñëåäóåò, ÷òî φn(x) ·y ·φn(x)−1 ∈ StUU1(2n+2, R, L). Íî φn(x) ∈ K2U(2n+2, R, L),

òàê ÷òî îáðàçû φn(x) · y · φn(x)−1 è y ñîâïàäàþò â EUU1(2n+ 2, R, L), è òîãäà ïî Ëåììå 3.14,

φn(x)·y ·φn(x)−1 = y. Òî÷íî òàê æå, äëÿ ëþáîãî z ∈ StUU−1 (2n+2, R, L) âåðíî, ÷òî [φn(x), z] =

1. Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 3.15.

Çàìå÷àíèå 1. Öåíòðàëüíîñòü K2U(2n, R, L) â StU(2n, R, L) óñòàíîâèòü ãîðàçäî ñëîæíåå.

×àñòíûå ñëó÷àè ëèíåéíîé, îðòîãîíàëüíîé è ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïï îáñóæäàþòñÿ â ïåðâûõ

äâóõ ãëàâàõ ýòîé äèññåðòàöèè.

Çàìå÷àíèå 2. Èç Ëåììû 3.16 ñëåäóåò, ÷òî

K2U(R, L)� StU(R, L)� EU(R, L)

ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì.

3.4 Ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Ìû ïðèìåíèì íàøè ðåçóëüòàòû â òð¼õ ñëåäóþùèõ ñèòóàöèÿõ.

1. Îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî, l ≥ 5,

G = Gsc(Dl, R), E = E(Dl, R), St = St(Dl, R), K2 = K2(Dl, R).

2. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî, l ≥ 4,

G = Sp(2l, R), E = Ep(2l, R), St = StSp(2l, R), K2 = K2Sp(2l, R).

3. Ñòàáèëüíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ ïñåâ-

äîèíâîëþöèåé, (V, B, L) � ïðîèçâîëüíîå íå÷¼òíîå êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî íàä R.

G = U(R, L) = U(∞, R, L), E = EU(R, L), St = StU(R, L), K2 = K2U(R, L).
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Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ñëåäñòâèÿ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà K2 ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì

Øóðà ãðóïïû E. Ýòî ñëåäóåò èç ñòàíäàðòíîé òåîðèè öåíòðàëüíûõ ðàñøèðåíèé, ñì. ï. 1.1.2.

Â ñëó÷àÿõ îðòîãîíàëüíîé è ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïï îñíîâíûì âêëàäîì ñîèñêàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ

äîêàçàòåëüñòâî öåíòðàëüíîñòè ðàñøèðåíèÿ St� E, â òî âðåìÿ, êàê öåíòðàëüíàÿ çàìêíóòîñòü

ãðóïï St áûëà ðàíåå èçâåñòíà (ñì. [53]). Â òðåòüåì ñëó÷àå îñíîâíûì âêëàäîì ñîèñêàòåëÿ

ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî öåíòðàëüíîé çàìêíóòîñòè ãðóïïû St.

Òåîðåìà 9. Äëÿ ãðóïï K2 è E êàê âûøå âåðíî, ÷òî

K2 = H2(E, Z).

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àè StSp(6, R) è St(D4, R).

Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå π : U � StSp(6, R). Òîãäà φπ : U �

Ep(6, R) òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì, è ìû èìååì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó

1 // H2(StSp(6, R),Z) //

��

U
π // StSp(6, R) //

φ

��

1

1 // H2(Ep(6, R),Z) // U // Ep(6, R) // 1

ñ òî÷íûìè ñòðîêàìè. Ïî ëåììå î çìåå ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 // H2(StSp(6, R),Z) // H2(Ep(6, R),Z) // K2Sp(6, R) // 1.

Òî÷íî òàê æå, â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû ìû ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 // H2(St(D4, R),Z) // H2(E(D4, R),Z) // K2(D4, R) // 1.

Ìóëüòèïëèêàòîðû Øóðà H2(StSp(6, R),Z) è H2(St(D4, R),Z) âû÷èñëåíû âàí äåð Êàë-

ëåíîì è Ñòàéíîì â [36] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R, òàê ÷òî ìû ìîæåì

ñðàâíèòü K2Sp(6, R) è H2(Ep(6, R), Z), à òàêæå K2(D4, R) è H2(E(D4, R), Z).

Òåîðåìà (âàí äåð Êàëëåí�Ñòàéí). Êàê ïîêàçàíî â [36],

H2(StSp(6, R),Z) = R/〈t2 − t | t ∈ R〉 è

H2(St(D4, R),Z) = (R/〈t2 + t | t ∈ R〉)× (R/〈2, (t2 + t)(s2 + s) | t, s ∈ R〉).

Â ÷àñòíîñòè, K2Sp(6, R) = H2(Ep(6, R), Z) è K2(D4, R) = H2(E(D4, R), Z) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà R íå èìååò ïîëåé âû÷åòîâ, èçîìîðôíûõ F2.

Ñëåäñòâèÿ âûøå óñòàíàâëèâàþò ñîâïàäåíèå êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ K2-ôóíêòîðîâ,

êîòîðûì ìû ïîëüçóåìñÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, è îïðåäåëåíèåì ÷åðåç +-êîíñòðóêöèþ

Êâèëëåíà. Íàïîìíèì, ÷òî ñâÿçíîìó ïóíêòèðîâàííîìó CW-êîìïëåêñó X è ñîâåðøåííîé íîð-

ìàëüíîé ïîäãðóïïå E â π1(X) = G ìîæíî ñîïîñòàâèòü íîâûé CW-êîìïëåêñ X+, ïðèñîåäèíÿÿ

òîëüêî 2-êëåòêè è 3-êëåòêè, òàê ÷òî èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå π1(X) → π1(X+) áóäåò â
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òî÷íîñòè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé G� G/E, à èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ íà ãîìîëîãèÿõ

áóäóò èçîìîðôèçìàìè. Êâèëëåí èñïîëüçîâàë ýòó êîíñòðóêöèþ, ÷òîáû îïðåäåëèòü âûñøóþ

K-òåîðèþ. Òó æå ñàìóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî ïðèìåíèòü ê êëàññè÷åñêèì ãðóïïàì èëè ãðóï-

ïàì Øåâàëëå, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå âåðñèè K-òåîðèè. Â ÷àñòíîñòè, âçÿâ G è

E êàê â îäíîì èç òð¼õ ñëó÷àåâ â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà, à X = BG, ìû ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå

îðòîãîíàëüíîé, ñèìïëåêòè÷åñêîé èëè óíèòàðíîé K-òåîðèè Êâèëëåíà,

KQ
i (G) = πi(BG

+).

Èç òàêîãî îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò, ÷òî êâèëëåíñêèé KQ
1 (G) ñîâïàäàåò ñ êëàññè-

÷åñêèì îïðåäåëåíèåì G/E. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî BE+ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî óíèâåð-

ñàëüíîìó íàêðûòèþ BG+ (ñì. [72]). Òàêèì îáðàçîì, KQ
2 (G) = π2(BG+) = π2(BE+), êîòîðàÿ

ðàâíà H2(BE+) ïî òåîðåìå Ãóðåâè÷à. Òàê êàê +-êîíñòðóêöèÿ ñîõðàíÿåò ãîìîëîãèè, à ãîìî-

ëîãèè BE ðàâíû ãîìîëîãèÿì E, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî KQ
2 (G) = H2(E,Z). Äðóãèìè ñëîâàìè, â

êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â òð¼õ ðàññìîò-

ðåííûõ ñèòóàöèÿõ K2-ôóíêòîð, îïðåäåë¼ííûé ïðè ïîìîùè ãðóïïû Ñòåéíáåðãà, ñîâïàäàåò ñ

îïðåäåë¼ííûì ÷åðåç +-êîíñòðóêöèþ.

Òåîðåìà 10. Äëÿ G, E, St è K2 êàê âûøå, KQ
2 (G) = K2. Åñëè êîëüöî R íå èìååò ïîëåé

âû÷åòîâ èç äâóõ ýëåìåíòîâ, òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ G = Sp(6, R) è G = Gsc(D4, R).
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Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, ïîäâåä¼ì èòîãè íàñòîÿùåé ðàáîòû

1. Ìû äîêàçàëè ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï äëÿ ëèíåéíîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà St(4, R)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R, îáîáùèâ ðåçóëüòàòû Ìàðàòà Òóëåíáàåâà.

2. Ìû äîêàçàëè òåîðåìó öåíòðàëüíîñòè ñèìïëåêòè÷åñêîãî K2Sp(2l, R), ïîñòðîèëè äðó-

ãîå êîïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà StSp(2l, R) è äîêàçàëè

ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï Êâèëëåíà�Ñóñëèíà äëÿ ýòîé ãðóïïû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R è l ≥ 3.

3. Ìû äîêàçàëè òðèâèàëüíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðàØóðà íå÷¼òíîé óíèòàðíîé ãðóïïû Ñòåéí-

áåðãà StU(2n, R, L) íàä ïðîèçâîëüíîì êîëüöîì ñ ïñåâäîèíâîëþöèåé R è äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî íå÷¼òíîãî ôîðìåííîãî ïàðàìåòðà L ïðè n ≥ 5.
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